
Двухуровневая задача размещения  
В классических моделях размещения производства предполагается, что имеется одно лицо, 
принимающее решение (ЛПР). Как правило, это руководитель фирмы, размещающий свои 
предприятия для обслуживания клиентов. Множество возможных пунктов размещения пред-
приятий I = {1,…, n} и множество клиентов J = {1,…, m} считаются известными. Заданы также 
производственно–транспортные затраты cij ≥ 0 для каждой пары (i, j), i∈I, j∈J, и число p > 0 от-
крываемых предприятий. Требуется найти подмножество S ⊂ I , | S | = p открываемых предпри-
ятий, которое позволяет обслужить всех клиентов с минимальными суммарными затратами, т.е. 
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Заметим, что при выбранном множестве S открываемых предприятий, каждый клиент обслужи-
вается из наиболее «дешевого» для ЛПР предприятия. Такое положение естественно при цен-
трализованном планировании. Однако в рыночных условиях клиенты могут сами выбирать по-
ставщика продукции, исходя из собственных предпочтений. 

В этом случае математическая модель может быть представлена как игра двух лиц:  
ЛПР1 — руководитель фирмы, ЛПР2 — лицо, представляющие интересы клиентов. В этой игре 
сначала ЛПР1 выбирает подмножество предприятий, затем ЛПР2 выбирает поставщиков  для 
каждого клиента. Игроки неравноправны. Сначала делает ход ЛПР1. Затем, зная это решение, 
делает ход ЛПР2. Такие игры известны под названием игр Штакельберга [4]. 

Пусть матрица (dij) задает предпочтения клиентов на множестве предприятий. Если  
,, 2121 iidd jiji ≠<  то j-й клиент предпочитает предприятие i1. Для  упрощения модели будем 

предполагать, что в каждом столбце матрицы dij  все элементы различные. В противном случае 
придется рассматривать оптимистические и пессимистические стратегии и вводить понятия 
кооперативной и некооперативной игры [2]. Итак, цель ЛПР1 по прежнему состоит в выборе 
подмножества S ⊂ I, которое позволяет обслужить всех клиентов с минимальными суммарными 
затратами, но теперь ЛПР1 вынужден учитывать решение ЛПР2 по выбору поставщиков.  

Введем две группы переменных: 

ЛПР1: 

⎩
⎨
⎧

=
случае,  противном  в   0

е,предприяти  яоткрываетс    пункте  в  если   ,1 i
xi  

ЛПР2: 

⎩
⎨
⎧

=
случае.  противном  в   0

,  япредприяти  из  снабжается    клиент  если   ,1 ij
xij  

Теперь математическая модель может быть представлена в виде следующей задачи двухуров-
невого программирования [1, 3, 5]. 
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xi ∈ {0,1},  i∈I, 

где xij
*(xi) —  оптимальное решение задачи ЛПР2: 
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xij ≤ xi,   i∈I,   j∈J; 

xij ∈ {0,1},   i∈I,   j∈J. 

Целевая функция ЛПР1 по-прежнему задает суммарные затраты на обслуживание клиентов. От-
личие от классической постановки состоит в том, что теперь множество допустимых решений 
задается как требованием целочисленности переменных xi, i∈ I (что соответствует условию S ⊂ 
I) и ограничением на число открываемых предприятий (| S | = p), так и вспомогательной опти-
мизационной задачей (задача ЛПР2). При решении этой задачи вектор xi считается известным. 

Первые модели размещения производства с предпочтениями клиентов рассматривались в [6]. 
Существуют различные способы сведения данной двухуровневой задачи к задачам целочислен-
ного линейного программирования [2, 5]. Известно, что поиск оптимального решения сводится 
к минимизации псевдо-булевой функции общего вида или выбору оптимального набора строк 
пары матриц [2]. Известны ее полиномиально разрешимые случаи [2], а при условии cij = dij, 
i∈I, j∈ J двухуровневая задача совпадает с классической задачей о p-медиане. 
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