
Êîíêóðåíòíûå ìîäåëè ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà
Þ. À. Êî÷åòîâ, À. Â. Êîíîíîâ, À.Â.Ïëÿñóíîâ ∗

(630090, Íîâîñèáèðñê, ïð-ò Àê. Êîïòþãà 4, Èí-ò ìàòåì. ÑÎ ÐÀÍ
e-mail: {jkochet, alvenko, apljas}@math.nsc.ru )

Àííîòàöèÿ
Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà êëàññà êîíêóðåíòíûõ ìîäåëåé ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà,

â êîòîðûõ íåñêîëüêî ëèö (èãðîêîâ) ïîñëåäîâàòåëüíî èëè îäíîâðåìåííî ïðèíèìàþò
ðåøåíèÿ îá îòêðûòèè ïðåäïðèÿòèé äëÿ îáñëóæèâàíèÿ êëèåíòîâ. Ïåðâûé êëàññ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå äèñêðåòíûõ ìîäåëåé äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Âòîðûì
êëàññîì ÿâëÿþòñÿ èãðîâûå ìîäåëè ñ íåñêîëüêèìè íåçàâèñèìûìè èãðîêàìè, ïðåñëåäó-
þùèìè ýãîèñòè÷åñêèå èíòåðåñû. Äëÿ ïåðâîãî êëàññà ïîêàçàíà åãî ñâÿçü ñ ïñåâäîáóëå-
âûìè ôóíêöèÿìè è ïðåäëîæåí îðèãèíàëüíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà âåðõíèõ
è íèæíèõ îöåíîê îïòèìóìà. Äëÿ âòîðîãî êëàññà óñòàíîâëåíà ïëîòíàÿ PLS ïîëíîòà
çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñèé ïî Íýøó.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ, ëîêàëüíûå îïòèìóìû, ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó,
PLS-ïîëíûå çàäà÷è.

Ââåäåíèå
Çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ñîñòàâëÿþò øèðîêèé ïëàñò ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé èññëåäîâàíèÿ
îïåðàöèé, èíòåðåñíûé êàê ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè
êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè. Ñâîèìè êîðíÿìè ýòî íàïðàâëåíèå óõîäèò ê Ï. Ôåðìà (1601-
1665) è Å. Òîððè÷åëëè (1608-1647) [15], íî êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå íàïðàâëåíèå îíî ñôîðìè-
ðîâàëîñü â 70-80 ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü èìååòñÿ ðÿä ìîíîãðàôèé
â ýòîé îáëàñòè [4, 12, 11, 16, 19]. Åæåãîäíî ïðîâîäÿòñÿ ñïåöèàëèçèðîâàííûå êîíôåðåíöèè,
îðãàíèçóåìûå åâðîïåéñêîé ðàáî÷åé ãðóïïîé EWGLA (http://www.vub.ac.be/EWGLA/) è
àìåðèêàíñêîé ðàáî÷åé ãðóïïîé SOLA (http://www.ent.ohiou.edu/∼thale/sola/sola.html).

Â ÑÑÑÐ ïèîíåðàìè ýòîãî íàïðàâëåíèÿ áûëè Â. ×åðåíèí, Â. Õà÷àòóðîâ, Â. Òðóáèí, Ñ.
Ëåáåäåâ, à â Ñèáèðñêîì îòäåëåíèè Àêàäåìèè íàóê Â. Áåðåñíåâ, Ý. Ãèìàäè, Â. Äåìåíòüåâ.
Ñòîëü áîëüøîé èíòåðåñ ê äàííîé ïðîáëåìàòèêå ñâÿçàí â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ ïðèëîæåíè-
ÿìè, êîòîðûå âîçíèêàþò íå òîëüêî ïðè ðàçìåùåíèè ïðåäïðèÿòèé, ñêëàäîâ è ìàãàçèíîâ.
Àíàëîãè÷íûå ìîäåëè ïîÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óíèôèêàöèè è ñòàí-
äàðòèçàöèè, êîãäà âûáèðàåòñÿ ñîñòàâ ñèñòåìû òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ
âûïîëíåíèÿ çàäàííîãî ñïèñêà ðàáîò [5]. Â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè èñïîëüçóþòñÿ ëè-
áî âåëè÷èíà ñóììàðíûõ çàòðàò íà ñîçäàíèå è ôóíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåìû òåõíè÷åñêèõ
ñðåäñòâ, ëèáî ñóììàðíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ñèñòåìû, ò.å. îáúåì âûïîëíÿåìûõ ðàáîò.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà íîâûõ êëàññà êîíêóðåíòíûõ çàäà÷ ðàçìåùå-
íèÿ ïðîèçâîäñòâà, â êîòîðûõ íåñêîëüêî ëèö (èãðîêîâ) ïîñëåäîâàòåëüíî èëè îäíîâðåìåííî

∗Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé (ïðîåêò 06-01-00075).

1



ïðèíèìàþò ðåøåíèÿ îá îòêðûòèè ïðåäïðèÿòèé äëÿ îáñëóæèâàíèÿ êëèåíòîâ. Åñëè èãðîêè
ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàþò ðåøåíèÿ, òî ïîëó÷àåòñÿ èãðà Øòàêêåëüáåðãà è ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå äèñêðåòíîé ìîäåëè äâóõ-
óðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Åñëè ðåøåíèÿ ïðèíèìàþòñÿ îäíîâðåìåííî, òî ïîëó÷àåòñÿ
èãðà íåñêîëüêèõ ëèö, êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ ïðèáûëü. Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî îíè íå îáðàçóþò êîàëèöèé, äåéñòâóþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà è ïðåñëåäóþò
èñêëþ÷èòåëüíî ýãîèñòè÷åñêèå èíòåðåñû. Äëÿ ïåðâîé ìîäåëè â ñëó÷àå äâóõ èãðîêîâ ïðåä-
ëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
öåëåâîé ôóíêöèè è ïîêàçàíà ñâÿçü ñ çàäà÷àìè î ïñåâäîáóëåâûõ ôóíêöèÿõ. Äëÿ âòîðî-
ãî êëàññà èãðîâûõ ìîäåëåé ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðàâíîâåñèé ïî Íýøó. Ïîêàçàíà èõ ñâÿçü ñ
ëîêàëüíûìè îïòèìóìàìè.

Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññè÷åñêèå
ìîäåëè ðàçìåùåíèÿ, â êîòîðûõ èìååòñÿ îäíî ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèÿ (ËÏÐ). Îá-
ñóæäàåòñÿ ñâÿçü ýòèõ çàäà÷ ñ ïñåâäîáóëåâûìè ôóíêöèÿìè. Ïîêàçàíî, êàê ñ ïîìîùüþ
òàêèõ ôóíêöèé ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíûå äàííûå, ÷òîáû ìàêñèìàëüíûì îáðàçîì
ñîêðàòèòü ðàçìåðíîñòü. Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñ ïðåäïî-
÷òåíèÿìè êëèåíòîâ. Â îòëè÷èå îò ïðåäøåñòâóþùèõ ìîäåëåé çäåñü äâà óðîâíÿ ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé. Ñíà÷àëà ôèðìà îòêðûâàåò ïðåäïðèÿòèÿ. Çàòåì êëèåíòû âûáèðàþò ïîñòàâùè-
êîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ) è ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ñôîðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ ïñåâ-
äîáóëåâûõ ôóíêöèé. Ïî àíàëîãèè ñ ïåðâûì ðàçäåëîì ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñîêðàùåíèÿ
ðàçìåðíîñòè çàäà÷è. Â òðåòüåì ðàçäåëå ôîðìóëèðóåòñÿ äâóõóðîâíåâàÿ ìîäåëü ðàçìåùå-
íèÿ ïðîèçâîäñòâà, â êîòîðîé äâà ËÏÐ ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàþò ðåøåíèÿ îá îòêðûòèè
ïðåäïðèÿòèé. Ïðèâîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è â òåðìèíàõ ïñåâäîáó-
ëåâûõ ôóíêöèé è ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê. Â ïîñëåäíåì
ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ èãðîâàÿ ìîäåëü äëÿ íåñêîëüêèõ ËÏÐ, îäíîâðåìåííî îòêðûâàþ-
ùèõ ïðåäïðèÿòèÿ äëÿ îáñëóæèâàíèÿ êëèåíòîâ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé
è óñòàíàâëèâàåòñÿ ïëîòíàÿ PLS�ïîëíîòà çàäà÷è íàõîæäåíèÿ òàêèõ ðåøåíèé.

1 Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ
Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ìîäåëåé ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà àâòîðû èñõîäÿò èç ïðåä-
ïîëîæåíèÿ, ÷òî èìååòñÿ îäíî ËÏÐ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ðóêîâîäèòåëü ôèðìû, ðàçìå-
ùàþùèé ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ. Äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà êëèåíòîâ J = {1, . . . , n} îí çíàåò
çàòðàòû cij ≥ 0, ñâÿçàííûå ñ ïðîèçâîäñòâîì è äîñòàâêîé ïðîäóêöèè j-ìó êëèåíòó èç i-ãî
ïóíêòà ïðîèçâîäñòâà, åñëè îíî áóäåò òàì îòêðûòî. Ñïèñîê âîçìîæíûõ ïóíêòîâ ðàçìåùå-
íèÿ ïðîèçâîäñòâà I = {1, . . . , m} ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíå÷íûì. Äëÿ êàæäîãî i ∈ I èçâåñòíà
ñòîèìîñòü fi ≥ 0 îòêðûòèÿ ïðåäïðèÿòèÿ â ýòîì ïóíêòå. Çàäà÷à ñîñòîèò â âûáîðå ïîäìíî-
æåñòâà S ⊆ I, êîòîðîå ïîçâîëÿåò îáñëóæèòü âñåõ êëèåíòîâ ñ ìèíèìàëüíûìè ñóììàðíûìè
çàòðàòàìè, ò. å. íàéòè

min
S⊆I

{ ∑
i∈S

fi +
∑
j∈J

min
i∈S

cij

}
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â öåëåâîé ôóíêöèè çàäàåò çàòðàòû íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèé. Âòîðîå
ñëàãàåìîå îïðåäåëÿåò ïðîèçâîäñòâåííî�òðàíñïîðòíûå ðàñõîäû. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà-
÷à èçâåñòíà â ëèòåðàòóðå êàê ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà. Îíà ÿâëÿåòñÿ
NP�òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà (cij) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâó òðåóãîëüíèêà [18].
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Ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ýòîé çàäà÷åé è çàäà÷åé ìèíèìèçàöèè ïñåâäîáóëåâûõ
ôóíêöèé. Âïåðâûå ýòî áûëî îòìå÷åíî â ðàáîòàõ Ï. Õàììåðà è Ñ. Ðóäåàíè. Ïîçæå â ðàáîòàõ
Â. Áåðåñíåâà áûëî ïðåäëîæåíî íîâîå îðèãèíàëüíîå ñâåäåíèå ïðîñòåéøåé çàäà÷è ðàçìåùå-
íèÿ ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ïñåâäîáóäåâûõ ôóíêöèé ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
ïðè íåëèíåéíûõ ÷ëåíàõ. Áîëåå òîãî, óñòàíîâëåíà ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ çàäà÷.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà gi, i ∈ I èçâåñòíà òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà i1, . . . , im, ÷òî
gi1 ≤ gi2 ≤ · · · ≤ gim . Ïîëîæèì

∆g0 = gi1 ;

∆gl = gil+1
− gil , 1 ≤ l < m;

∆gm = gim .

Ëåììà 1. [5] Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà zi ∈ {0, 1}, i ∈ I, z 6= {1, . . . , 1} ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà:

min
i|zi=0

gi = ∆g0 +
m−1∑

l=1

∆glzi1 . . . zil ,

max
i|zi=0

gi = ∆gm −
m−1∑

l=1

∆gm−lzim−l+1
. . . zim .

Äëÿ j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû (cij) ââåäåì òàêóþ ïåðåñòàíîâêó ij1, . . . , i
j
m, ÷òî cij1j ≤ cij2j ≤

· · · ≤ cijmj. Ïîëüçóÿñü Ëåììîé 1, ïðåäñòàâèì öåëåâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ â âèäå
ïñåâäîáóëåâîé ôóíêöèè:

b(z) =
∑
i∈I

fi(1− zi) +
∑
j∈J

(∆c0j +
m−1∑

l=1

∆cljzij1
. . . zijl

).

Òåîðåìà 1. [5] Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ïñåâäîáóëåâîé ôóíêöèè b(z), z 6= (1, . . . , 1) è
ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà ýêâèâàëåíòíû. Äëÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé
z∗, S∗ ýòèõ çàäà÷ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ z∗i = 0 ⇔ i ∈ S∗, i ∈ I è çíà÷åíèÿ öåëåâûõ
ôóíêöèé íà ýòèõ ðåøåíèÿõ ñîâïàäàþò.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð: I = J = {1, 2, 3}, fi =




10
10
10


 cij =




0 3 10
5 0 0
10 20 7


 .

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïñåâäîáóëåâà ôóíêöèÿ èìååò âèä b(z) = 10(1−z1)+10(1−z2)+10(1−z3)+
(5z1 +5z1z2)+ (3z2 +17z1z2)+(7z2 +3z2z3) = 15+5(1− z1)+ 0(1− z2)+ 10(1− z3)+ 22z1z2 +
3z2z3. Âîññòàíîâèì ïî ýòîé ôóíêöèè çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ. Ïîëó÷àåì I ′ = I, J ′ = {1, 2}

f ′i =




5
0
10


 c′ij =




0 3
0 0
22 0


 . Íîâàÿ çàäà÷à èìååò ìåíüøå êëèåíòîâ, |J ′| < |J |. Áîëåå

òîãî, f ′2 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè âòîðîå ïðåäïðèÿòèå ìîæíî ñ÷èòàòü
îòêðûòûì. Äðóãèìè ñëîâàìè, íîâàÿ çàäà÷à èìååò ìåíüøóþ ðàçìåðíîñòü è ýêâèâàëåíòíà
èñõîäíîé.

Èòàê, ïî ïðîñòåéøåé çàäà÷å ðàçìåùåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü ïñåâäîáóëåâó ôóíêöèþ ñ ïî-
ëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè íåëèíåéíûõ ÷ëåíàõ. Ðàçíûå ïðèìåðû ìîãóò äàâàòü
îäíó è òó æå ôóíêöèþ. Çíà÷èò, ïðåæäå ÷åì ðåøàòü çàäà÷ó, ìîæíî ñíà÷àëà íàéòè ýêâè-
âàëåíòíóþ åé, íî ñ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòüþ. Ïîèñê òàêîé çàäà÷è ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
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Òåîðåìà 2. Äëÿ çàäàííîé ïñåâäîáóëåâîé ôóíêöèè ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè ïðè íåëèíåéíûõ ÷ëåíàõ ýêâèâàëåíòíàÿ åé ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñ ìèíè-
ìàëüíûì ÷èñëîì êëèåíòîâ ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ ïîëèíîìèàëüíîé òðóäîåìêîñòüþ îò n è
m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïñåâäîáóëåâó ôóíêöèþ b(z) ñ ïîëîæè-
òåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè íåëèíåéíûõ ÷ëåíàõ

b(z) =
∑
i∈I

αizi +
∑

l∈L

βl

∏
i∈Il

zi, βl > 0, Il ⊂ I, l ∈ L.

Ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ {Il}l∈L ìíîæåñòâà I ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà Il′ < Il′′ ⇔ Il′ ⊂ Il′′

îáðàçóåò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ
Il1 < Il2 < · · · < IlK íàçûâàþò öåïüþ. Ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ñåìåéñòâà {Il}l∈L íà íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ öåïè ïîðîæäàåò ìàòðèöó òðàíñïîðòíûõ çàòðàò (cij) ïðîñòåéøåé çàäà÷è ðàç-
ìåùåíèÿ. Êàæäûé ýëåìåíò òàêîãî ðàçáèåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó êëèåíòó. Òðåáîâàíèå
íàéòè ìàòðèöó ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì êëèåíòîâ îçíà÷àåò íàéòè ðàçáèåíèå ÷àñòè÷íî óïî-
ðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà íà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ öåïåé. Ýòà èçâåñòíàÿ
çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîëèíîìèàëüíîé òðóäîåìêîñòüþ îò n è m ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêòèâíîãî
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Äèëâîðòà [24]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè b(z) ýêâèâàëåíòíà ïðîñòåéøåé çàäà÷å ðàçìåùåíèÿ, íî
îáëàäàåò íîâûìè ñâîéñòâàìè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ýòîé ôóíêöèè äëÿ íåïðå-
ðûâíûõ ïåðåìåííûõ zi ∈ [0, 1], i ∈ I. Äëÿ ïðîñòåéøåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ òàêîé ïåðåõîä
ñâÿçàí ñ ïîÿâëåíèåì ðàçðûâà öåëî÷èñëåííîñòè, êîòîðûé ìîæåò îêàçàòüñÿ ñêîëü óãîäíî
áëèçêèì ê åäèíèöå [17]. Äëÿ ôóíêöèè b(z) ýòîò ðàçðûâ ðàâåí íóëþ! Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
ñðåäè îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè b(z) ñ íåïðåðûâíûìè ïåðå-
ìåííûìè âñåãäà ñóùåñòâóåò öåëî÷èñëåííîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

2 Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñ ïðåäïî÷òåíèÿìè êëèåíòîâ
Äî ñèõ ïîð ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî èìååòñÿ îäíî ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå, êîòîðîå ñòðå-
ìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíûå çàòðàòû íà îðãàíèçàöèþ ïðîèçâîäñòâà è îáñëóæèâàíèå
êëèåíòîâ. Îäíàêî êëèåíò ÷àñòî èìååò âîçìîæíîñòü ñàì âûáèðàòü ïîñòàâùèêîâ ïðîäóêöèè,
èñõîäÿ èç ñîáñòâåííûõ ïðåäïî÷òåíèé [1]. Îí íå îáÿçàí ìèíèìèçèðîâàòü ïðîèçâîäñòâåííî�
òðàíñïîðòíûå çàòðàòû ôèðìû.

Ïóñòü ìàòðèöà (gij) çàäàåò ïðåäïî÷òåíèÿ êëèåíòîâ íà ìíîæåñòâå I. Åñëè gi1j < gi2j,
òî j-é êëèåíò ïðåäïî÷èòàåò ïðåäïðèÿòèå i1. Äëÿ óïðîùåíèÿ ìîäåëè áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû gij âñå ýëåìåíòû ðàçëè÷íûå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðè-
äåòñÿ ðàññìàòðèâàòü îïòèìèñòè÷åñêèå è ïåññèìèñòè÷åñêèå ñòðàòåãèè è ââîäèòü äîïîëíè-
òåëüíûå îïðåäåëåíèÿ, ÷òî ñëåäóåò íàçûâàòü îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è. Èòàê, öåëü
ËÏÐ ïî ïðåæíåìó ñîñòîèò â âûáîðå ïîäìíîæåñòâà S ⊆ I, êîòîðîå ïîçâîëÿåò îáñëóæèòü
âñåõ êëèåíòîâ ñ ìèíèìàëüíûìè ñóììàðíûìè çàòðàòàìè, íî òåïåðü ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü
ïðåäïî÷òåíèÿ êëèåíòîâ ïî âûáîðó ïîñòàâùèêîâ. Ââåäåì ïåðåìåííûå çàäà÷è:

xi =

{
1, åñëè â ïóíêòå i îòêðûâàåòñÿ ïðåäïðèÿòèå,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

xij =

{
1, åñëè êëèåíò j îáñëóæèâàåòñÿ èç ïðåäïðèÿòèÿ i,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå äèñêðåòíîé çàäà÷è äâóõóðîâíå-
âîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [7]: íàéòè

min
xi

{ ∑
i∈I

fixi +
∑
j∈J

∑
i∈I

cijx
∗
ij(xi)

}

ïðè óñëîâèÿõ
xi ∈ {0, 1}, i ∈ I,

ãäå x∗ij(xi) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è êëèåíòîâ:

min
xij

∑
j∈J

∑
i∈I

gijxij

ïðè óñëîâèÿõ ∑
i∈I

xij = 1, j ∈ J,

xij ≤ xi, i ∈ I, j ∈ J,

xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ËÏÐ ïî ïðåæíåìó çàäàåò ñóììàðíûå çàòðàòû íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèé
è îáñëóæèâàíèå êëèåíòîâ. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåïåðü ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðå-
øåíèé çàäàåòñÿ êàê òðåáîâàíèåì öåëî÷èñëåííîñòè ïåðåìåííûõ xi, i ∈ I (÷òî ñîîòâåòñòâóåò
óñëîâèþ S ⊆ I), òàê è âñïîìîãàòåëüíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷åé. Ïåðâîå îãðàíè÷åíèå
â íåé òðåáóåò íàçíà÷èòü ïîñòàâùèêà êàæäîìó êëèåíòó. Âòîðîå îãðàíè÷åíèå ïîçâîëÿåò
âûáèðàòü ïîñòàâùèêîâ òîëüêî èç îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé. Âåêòîð xi ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ
çàäàííûì.

Èçâåñòíî íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ñâåäåíèÿ äàííîé äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è ê ÖËÏ [1, 6].
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî j ∈ J âàæíî òîëüêî óïîðÿäî÷åíèå ýëåìåíòîâ gij, à íå èõ ÷èñ-
ëîâûå çíà÷åíèÿ. Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû j-ãî ñòîëáöà gi1j < gi2j < ... < gimj è ïîëîæèì
Sij = {l ∈ I| glj < gij}, i ∈ I. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x∗ij(xi) çàäà÷è êëèåíòîâ èìååò ñëå-
äóþùåå ñâîéñòâî: x∗ij = 1 ⇒ xl = 0, l ∈ Sij. Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, èñõîäíóþ
äâóõóðîâíåâóþ çàäà÷ó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå [1, 6]: íàéòè

min
∑
i∈I

fixi +
∑
j∈J

∑
i∈I

cijxij

ïðè óñëîâèÿõ
xij + xl ≤ 1, l ∈ Sij, i ∈ I, j ∈ J,

∑
i∈I

xij = 1, j ∈ J,

0 ≤ xij ≤ xi, i ∈ I, j ∈ J,

xi, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ãàðàíòèðóåò îïòèìàëüíîñòü xij â çàäà÷å êëèåíòîâ. Åñëè ìàòðèöû (cij)
è (gij) ñîâïàäàþò, òî ïîëó÷àåì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â äðóãîé ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:
∑

l∈Sij

xl ≤ |Sij|(1− xij), i ∈ I, j ∈ J,
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èëè
xi ≤ xij +

∑

l∈Sij

xl, i ∈ I, j ∈ J,

èëè
xi ≤ xij +

∑

l∈Sij

xlj, i ∈ I, j ∈ J.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðèâîäèò ê ëó÷øåé ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè,
÷åì òðè äðóãèõ [1].

Èçâåñòíî [6], ÷òî çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñ ïðåäïî÷òåíèÿìè êëèåíòîâ ìîæåò áûòü ñâåäåíà
ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ïñåâäîáóëåâîé ôóíêöèè. Ïóñòü ïåðåñòàíîâêà ij1, i

j
2, . . . , i

j
m çàäàåò

óïîðÿäî÷åíèå ýëåìåíòîâ j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû (gij). Äëÿ j ∈ J ïîëîæèì

∇ci1j = ci1j

∇cilj = cilj − cil−1j, 1 < l ≤ m,

è îïðåäåëèì ïñåâäîáóëåâó ôóíêöèþ

B(z) =
∑
i∈I

fi(1− zi) +
∑
j∈J

∑
i∈I

∇cij

∏

l∈Sij

zl.

Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñ ïðåäïî÷òåíèÿìè êëèåíòîâ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ïñåâ-
äîáóëåâîé ôóíêöèè B(z), z 6= (1, . . . , 1). Îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ z∗, x∗ ýòèõ çàäà÷ ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì z∗i = 1−x∗i , i ∈ I è çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé íà ýòèõ ðåøåíèÿõ ñîâïàäàþò.

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ∇cij ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíûé çíàê. Äðóãèìè ñëîâàìè,
äëÿ ëþáîé ïñåâäîáóëåâîé ôóíêöèè ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåð çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ñ ïðåä-
ïî÷òåíèÿìè êëèåíòîâ è íàîáîðîò. Áîëåå òîãî, ïî àíàëîãèè ñ Òåîðåìîé 2 äëÿ ëþáîé çàäà÷è
ðàçìåùåíèÿ ñ ïðåäïî÷òåíèÿìè êëèåíòîâ ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò n è m ïåðå-
ñòðîèòü èñõîäíûå äàííûå òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëîì êëèåíòîâ.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïñåâäîáóëåâîé ôóíêöèè ýêâèâàëåíòíàÿ åé çàäà÷à ðàç-
ìåùåíèÿ ñ ïðåäïî÷òåíèÿìè êëèåíòîâ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò
n è m òàê, ÷òîáû ÷èñëî êëèåíòîâ áûëî ìèíèìàëüíûì.

3 Àíòàãîíèñòè÷åñêèå ðàçìåùåíèÿ
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà äâå ôèðìû ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàþò ðåøåíèÿ î
ðàçìåùåíèè ïðåäïðèÿòèé. Ñíà÷àëà íà ðûíîê âûõîäèò ïåðâàÿ ôèðìà � Ëèäåð è îòêðû-
âàåò ñâîå ïîäìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé S0 ⊂ I. Çàòåì, çíàÿ ýòî ðåøåíèå, êîíêóðèðóþùàÿ
ôèðìà îòêðûâàåò ñîáñòâåííûå ïðåäïðèÿòèÿ, ïîäìíîæåñòâî S1 ⊂ I, S0 ∩ S1 = Ø. Êàæäûé
êëèåíò âûáèðàåò èç ìíîæåñòâà îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé S0 ∪ S1 îäíî ïðåäïðèÿòèå, ñîãëàñ-
íî ñîáñòâåííûì ïðåäïî÷òåíèÿì. Åñëè îáñëóæèâàíèå j-ãî êëèåíòà ïðèíîñèò äîõîä rj > 0,
Ëèäåð îòêðûâàåò p0 ïðåäïðèÿòèé, à Êîíêóðåíò � p1 ïðåäïðèÿòèé, òî â çàâèñèìîñòè îò
ðàçìåùåíèÿ ýòèõ ïðåäïðèÿòèé ðûíîê (ìíîæåñòâî êëèåíòîâ) áóäåò êàê-òî ðàçäåëåí ìåæäó
äâóìÿ ôèðìàìè. Êàæäàÿ ôèðìà áóäåò ñòðåìèòüñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ äîëþ ðûíêà.
Ïîëó÷àåì èãðó äâóõ ëèö ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èíòåðåñàìè. Èãðîêè íåðàâíîïðàâíû. Ñíà-
÷àëà äåëàåò õîä Ëèäåð. Îí ìîæåò ðàçìåùàòü ïðåäïðèÿòèÿ â ëþáîì ìåñòå. Çàòåì äåëàåò
õîä Êîíêóðåíò. Îí çíàåò õîä Ëèäåðà. Ïîëó÷àåì èãðó Øòàêåëüáåðãà, â êîòîðîé òðåáóåò-
ñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü äîëþ ðûíêà (ñóììàðíûé äîõîä) ïåðâîãî èãðîêà. Ââåäåì ïåðåìåííûå
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çàäà÷è:
Ëèäåð:

xi =

{
1, åñëè Ëèäåð â ïóíêòå i îòêðûâàåò ïðåäïðèÿòèå,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

Êîíêóðåíò:

yi =

{
1, åñëè Êîíêóðåíò â ïóíêòå i îòêðûâàåò ïðåäïðèÿòèå,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

Êëèåíòû:

uj =

{
1, åñëè êëèåíò j îáñëóæèâàåòñÿ èç ïðåäïðèÿòèÿ Ëèäåðà,
0, åñëè êëèåíò j îáñëóæèâàåòñÿ èç ïðåäïðèÿòèÿ Êîíêóðåíòà.

Ïðè çàäàííîì âåêòîðå xi ∈ {0, 1}, i ∈ I îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Ij(x) = {i ∈ I| gij < min
l∈I

(glj|xl = 1)}, j ∈ J.

Ýòî ìíîæåñòâî çàäàåò ïóíêòû ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé, ïîçâîëÿþùèå Êîíêóðåíòó çàõâà-
òèòü j-ãî êëèåíòà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à
äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè

max
xi

∑
j∈J

rju
∗
j(xi)

ïðè óñëîâèÿõ ∑
i∈I

xi = p0,

xi ∈ {0, 1}, i ∈ I,

ãäå u∗j(xi) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîíêóðåíòà:

max
yi,uj

∑
j∈J

rj(1− uj)

ïðè óñëîâèÿõ ∑
i∈I

yi = p1,

1− uj ≤
∑

i∈Ij(x)

yi, j ∈ J,

yi + xi ≤ 1, i ∈ I,

yi, uj ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è çàäàåò ñóììàðíûé äîõîä Ëèäåðà. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøå-
íèé îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäà÷è Êîíêóðåíòà. Âåêòîð xi, i ∈ I è ìíîæåñòâà Ij(x), j ∈ J
â çàäà÷å Êîíêóðåíòà ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ýôôåêòèâíûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íåèçâåñòíû. Ïåðâûå øàãè â ýòîì íàïðàâëåíèè ñäåëàíû â [21],
ãäå ïðåäëàãàåòñÿ òî÷íàÿ ñõåìà ÷àñòè÷íîãî ïåðåáîðà. Â [20] èññëåäóåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé
çàäà÷è, êîãäà Êîíêóðåíò ðàçìåùàåò òîëüêî îäíî ïðåäïðèÿòèå.

Â çàäà÷å Êîíêóðåíòà ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî íåëüçÿ îòêðûâàòü ïðåäïðèÿòèÿ â òåõ ìå-
ñòàõ, ãäå óæå åñòü ïðåäïðèÿòèÿ Ëèäåðà, ò.å. S0 ∩ S1 = ∅. Îò ýòîãî óñëîâèÿ ìîæíî îò-
êàçàòüñÿ. Óäàëåíèå îãðàíè÷åíèÿ yi + xi ≤ 1, i ∈ I èç çàäà÷è Êîíêóðåíòà íå ìåíÿåò åãî
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îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Êîíêóðåíòó íåâûãîäíî îòêðûâàòü ïðåäïðèÿòèÿ â òîì ìåñòå, ãäå
óæå åñòü ïðåäïðèÿòèå Ëèäåðà. Ýòî íå äàåò åìó äîïîëíèòåëüíûõ êëèåíòîâ. Îäíàêî ñèòó-
àöèÿ ìîæåò èçìåíèòüñÿ, åñëè ïîëîæèòü Ij(x) = {i ∈ I|gij ≤ minl∈I(glj|xl = 1)}, j ∈ J. Â
ýòîì ñëó÷àå Ëèäåð áóäåò òåðÿòü êëèåíòà äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà Êîíêóðåíò îòêðûâàåò
ñòîëü æå ïðåäïî÷òèòåëüíîå ïðåäïðèÿòèå, ÷òî è Ëèäåð. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ìîäåëü
ñ ëþáîçíàòåëüíûìè êëèåíòàìè, êîòîðûå ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ òÿíóòñÿ ê íîâîìó
ïðåäïðèÿòèþ. Îáçîð ðàçëè÷íûõ ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ êëèåíòîâ â êîíêóðåíòíûõ ìîäåëÿõ
ðàçìåùåíèÿ ìîæíî íàéòè â [14].

Ïîêàæåì ñâÿçü ïðåäëîæåííîé çàäà÷è äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ïñåâäîáó-
ëåâûìè ôóíêöèÿìè. Çàìåòèì, ÷òî u∗j =

∏
i∈Ij(x)

(1 − y∗i ). Òîãäà çàäà÷ó ìîæíî ïðåäñòàâèòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè
max

∑
j∈J

rj

∏

i∈Ij(x)

(1− y∗i (xi))

ïðè óñëîâèÿõ ∑
i∈I

xi = p0, xi ∈ {0, 1}, i ∈ I,

ãäå y∗i (xi) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîíêóðåíòà

max
∑
j∈J

rj

(
1−

∏

i∈Ij(x)

(1− yi)
)

ïðè óñëîâèÿõ ∑
i∈I

yi = p1, yi ∈ {0, 1}, i ∈ I.

Óäàëÿÿ êîíñòàíòó èç öåëåâîé ôóíêöèè Êîíêóðåíòà, ïîëó÷àåì çàäà÷ó äâóõóðîâíåâîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ïñåâäîáóëåâîé ôóíêöèè

∑
j∈J rj

∏
i∈Ij(x)(1− yi).

Ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ ÖËÏ ìîæíî ïîëó÷èòü ñåìåéñòâî âåðõíèõ îöåíîê íà îïòè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè Ëèäåðà è, ñîîòâåòñòâåííî, íèæíèõ îöåíîê íà îïòè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè Êîíêóðåíòà. Îáùàÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ îöåíîê
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äîáàâèì â ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé çàäà÷è Êîíêóðåíòà äî-
ïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå. Îïòèìóì â çàäà÷å Êîíêóðåíòà îò ýòîãî ìîæåò òîëüêî óìåíü-
øèòüñÿ, à îïòèìóì â çàäà÷å Ëèäåðà ìîæåò òîëüêî âîçðàñòè. Åñëè ââåäåíèå äîïîëíèòåëü-
íîãî îãðàíè÷åíèÿ ïîçâîëÿåò ñâåñòè èñõîäíóþ çàäà÷ó äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ê ÖËÏ, òî ïîëó÷àåì íóæíóþ îöåíêó. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ïîäõîäÿùåå
îãðàíè÷åíèå, îáëàäàþùåå òðåáóåìûì ñâîéñòâîì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Êîíêóðåíò ïðè ðàçìåùåíèè ïðåäïðèÿòèé äåéñòâóåò ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó. Îí óïîðÿäî÷èâàåò âîçìîæíûå ìåñòà ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ñîãëàñíî íåêîòî-
ðîìó êðèòåðèþ. Ýòî óïîðÿäî÷åíèå ïðîèçâîäèòñÿ äî ðåøåíèÿ çàäà÷è è äîâîäèòñÿ äî ñâå-
äåíèÿ Ëèäåðà. Êàê òîëüêî Ëèäåð îáúÿâëÿåò ñâîå ðåøåíèå, Êîíêóðåíò ðàçìåùàåò ñâîè
ïðåäïðèÿòèÿ ñîãëàñíî âûáðàííîìó ïîðÿäêó â òåõ ìåñòàõ, êîòîðûå íå çàíÿë Ëèäåð. Òàêàÿ
ñòðàòåãèÿ íå ãàðàíòèðóåò íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ Êîíêóðåíòà è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ïðèâîäèò ê íèæíåé îöåíêå îïòèìóìà äëÿ Êîíêóðåíòà. Ýòà íèæíÿÿ îöåíêà çàâèñèò îò
âûáðàííîãî óïîðÿäî÷åíèÿ. Ìåíÿÿ óïîðÿäî÷åíèå, ïîëó÷àåì ðàçíûå íèæíèå îöåíêè. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî èç m! íèæíèõ îöåíîê äëÿ Êîíêóðåíòà èëè âåðõíèõ îöåíîê
íà îïòèìóì Ëèäåðà.

Ïðåäñòàâèì ñâåäåíèå ê ÖËÏ çàäà÷è ñ óêàçàííûì îãðàíè÷åíèåì íà ïîâåäåíèå Êîíêó-
ðåíòà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âîçìîæíûå ìåñòà ðàçìåùåíèÿ ïðåä-
ïðèÿòèé óæå óïîðÿäî÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïî÷òåíèÿìè Êîíêóðåíòà. Ïåðâîå ïðåä-
ïðèÿòèå i = 1 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå æåëàòåëüíûì äëÿ íåãî, ïîñëåäíåå ïðåäïðèÿòèå i = m �
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íàèìåíåå æåëàòåëüíûì. Òîãäà ïðè âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ xi, i ∈ I ïîâåäåíèå Êîíêóðåíòà
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé

xi + yi ≤ 1, i ∈ I,

∑
i∈I

yi = p1,

xi + yi ≥ yk, i, k ∈ I, k > i.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî çàïðåùàåò Êîíêóðåíòó îòêðûâàòü ïðåäïðèÿòèå â ïóíêòå k, åñëè
õîòÿ áû îäíî èç ïðåäïðèÿòèé ñ ìåíüøèì íîìåðîì íå áûëî îòêðûòî Ëèäåðîì èëè Êîíêó-
ðåíòîì. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå:

zjk =

{
1, åñëè êëèåíò j îáñëóæèâàåòñÿ èç ïðåäïðèÿòèÿ k
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïåðåìåííûå zjk îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî çíà÷åíèÿì xi è yi èç ñëåäóþùåé ñèñòåìû
îãðàíè÷åíèé: ∑

k∈I

zjk = 1, j ∈ J,

zjk ≤ xk + yk, j ∈ J, k ∈ I,

zjk +
∑

l∈Skj

zjl ≥ xk + yk, k ∈ I, j ∈ J.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî òðåáóåò îáñëóæèòü êàæäîãî êëèåíòà èç ïðåäïðèÿòèé Ëèäåðà èëè Êîí-
êóðåíòà. Âòîðîå îãðàíè÷åíèå ðàçðåøàåò îáñëóæèâàíèå òîëüêî èç îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé.
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî óñòàíàâëèâàåò ïðèîðèòåò â âûáîðå ïðåäïðèÿòèé ïðè îáñëóæèâàíèè
êëèåíòîâ. Ñîãëàñíî ýòîìó îãðàíè÷åíèþ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîå èç îòêðûòûõ ïðåäïðè-
ÿòèé Ëèäåðà èëè Êîíêóðåíòà áóäåò âûáðàíî äëÿ îáñëóæèâàíèÿ äàííîãî êëèåíòà. Êðîìå
òîãî, ýòî îãðàíè÷åíèå äîìèíèðóåò ïåðâîå îãðàíè÷åíèå â ïðåäûäóùåé ñèñòåìå, òàê êàê
zjk +

∑
l∈Skj

zjl âñåãäà íå áîëüøå åäèíèöû.
Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ zjk, xi, yi ïåðåìåííûå uj îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé

ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé:
uj ≥ zjk − yk, j ∈ J, k ∈ I,

1− uj ≥ zjk − xk, j ∈ J, k ∈ I.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî òðåáóåò âêëþ÷èòü êëèåíòà j â îáëàñòü îáñëóæèâàíèÿ Ëèäåðà, åñëè
zjk = 1 è yk = 0. Åñëè æå zjk = 1 è yk = 1, òî âòîðîå íåðàâåíñòâî òðåáóåò âêëþ÷èòü ýòîãî
êëèåíòà â îáëàñòü îáñëóæèâàíèÿ Êîíêóðåíòà.

Òàêèì îáðàçîì, âûáðàâ çíà÷åíèÿ xi, i ∈ I, ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ yi,
i ∈ I, zjk, j ∈ J, k ∈ I è uj, j ∈ J . Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿþòñÿ
ñëåäóþùåé çàäà÷åé: íàéòè

max
∑
j∈J

rjuj

ïðè óñëîâèÿõ ∑
i∈I

xi = p0,

∑
i∈I

yi = p1,

xi + yi ≥ yk, i, k ∈ I, k > i,
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∑

k∈I

zjk = 1, j ∈ J,

zjk ≤ xk + yk, j ∈ J, k ∈ I,

zjk +
∑

l∈Skj

zjl ≥ xk + yk, k ∈ I, j ∈ J,

uj ≥ zjk − yk, j ∈ J, k ∈ I,

1− uj ≥ zjk − xk, j ∈ J, k ∈ I,

xi, yi, zjk, uj ∈ {0, 1}, k, i ∈ I, j ∈ J.

Ïóñòü (x∗i , y
∗
i , z

∗
jk, u

∗
j) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è. Îíî äàåò âåðõ-

íþþ îöåíêó íà îïòèìóì Ëèäåðà. Ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ äàííîé çàäà÷è, ïîëíàÿ èëè ÷à-
ñòè÷íàÿ, òàêæå äàåò âåðõíþþ îöåíêó. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíåé îöåíêè äîñòàòî÷íî ðåøèòü
çàäà÷ó Êîíêóðåíòà ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ x∗i . Äðóãèå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ íèæíèõ
îöåíîê è èõ ñðàâíåíèå ìîæíî íàéòè â [2, 3]. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå ðå-
øåíèå èñõîäíîé çàäà÷è äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ àïîñòåðèîðíîé îöåíêîé òî÷-
íîñòè.

4 Èãðîâàÿ ìîäåëü ðàçìåùåíèÿ
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà p ôèðì îäíîâðåìåííî îòêðûâàþò ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ
äëÿ îáñëóæèâàíèÿ êëèåíòîâ. Öåëü êàæäîé ôèðìû (èãðîêà) ñîñòîèò â ìàêñèìèçàöèè ïðè-
áûëè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èãðîêè ïðèíèìàþò ðåøåíèÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, íå
îáðàçóþò êîàëèöèé è ïðåñëåäóþò èñêëþ÷èòåëüíî ýãîèñòè÷åñêèå èíòåðåñû. Äëÿ ïðîñòîòû
èçëîæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé èãðîê îòêðûâàåò íå áîëåå îäíîãî ïðåäïðèÿòèÿ,
õîòÿ âñå äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî îáîáùèòü è íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà
ïðåäïðèÿòèé.

Ïóñòü âåëè÷èíà rj çàäàåò ìàêñèìàëüíóþ öåíó, êîòîðóþ êëèåíò j ñîãëàñåí çàïëàòèòü çà
ïðåäëàãàåìóþ ïðîäóêöèþ. Åñëè áû èãðîêè îáúåäèíèëèñü, ñòðåìÿñü ïîëó÷èòü ìàêñèìàëü-
íóþ ïðèáûëü, òî èõ îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ ìîæíî íàéòè èç ñëåäóþùåé îïòèìèçàöèîííîé
çàäà÷è:

max
∑
j∈J

(rj −
∑
i∈I

cijxij)

ïðè óñëîâèÿõ ∑
i∈I

xij ≤ 1, j ∈ J,

xi ≥ xij, i ∈ I, j ∈ J,
∑
i∈I

xi = p,

xi, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Åñëè ïåðâîå îãðàíè÷åíèå âûõîäèò íà ðàâåíñòâî äëÿ âñåõ j ∈ J , òî êàæäûé êëèåíò çàïëàòèò
ìàêñèìàëüíóþ ïðèåìëåìóþ äëÿ íåãî öåíó, è âåñü äîõîä äîñòàíåòñÿ èãðîêàì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà èãðîêè äåéñòâóþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Êàæ-
äûé èç íèõ ìîæåò îòêðûâàòü ñîáñòâåííîå ïðåäïðèÿòèå â ëþáîì èç ïóíêòîâ ìíîæåñòâà
I. Ïðîèçâîäñòâåííî-òðàíñïîðòíûå çàòðàòû k-ãî èãðîêà çàäàäèì ìàòðèöåé ck

ij, j ∈ J . Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ck

ij ≤ rj, j ∈ J . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèì
ck
ij = rj è èãðîê íå áóäåò èìåòü ïðèáûëü îò îáñëóæèâàíèÿ ýòîãî êëèåíòà.
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Ïóñòü èãðîêè îòêðûëè ïðåäïðèÿòèÿ i1, i2, . . . , ip. Êàêóþ öåíó qj çàïëàòèò j-é êëèåíò çà
èõ ïðîäóêöèþ? Îáîçíà÷èì ÷åðåç cj ìèíèìàëüíûå ïðîèçâîäñòâåííî-òðàíñïîðòíûå çàòðàòû
ïî îáñëóæèâàíèþ ýòîãî êëèåíòà èç îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé:

cj = min{c1
i1j, c

2
i2j, . . . , c

p
ipj}, j ∈ J.

Öåíà qj íå ìîæåò áûòü ìåíüøå cj, òàê êàê èãðîêàì íåâûãîäíî ïîñòàâëÿòü ïðîäóêöèþ ïî
ñòîëü íèçêîé öåíå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èãðîêè âûñòàâèëè öåíó qj = rj. Òîãäà j-ìó êëèåíòó
âñå ðàâíî, êàêîé èç ïîñòàâùèêîâ áóäåò åãî îáñëóæèâàòü. Òàê êàê êàæäûé èç èãðîêîâ õî÷åò
îêàçàòüñÿ ïîñòàâùèêîì, òî îíè íà÷íóò ñíèæàòü öåíó. Ïóñòü i(j) = arg min{c1

i1j, c
2
i2j, . . . , c

p
ipj}

è c′j � âòîðîé ïî âåëè÷èíå ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ñðåäè c1
i1j, c

2
i2j, . . . , c

p
ipj. Ïðîöåññ ïàäåíèÿ

öåíû îñòàíîâèòñÿ íà c′j, êîãäà èãðîê i(j) îñòàíåòñÿ åäèíñòâåííûì ïîñòàâùèêîì, êîìó âñå
åùå âûãîäíî îáñëóæèâàíèå j-ãî êëèåíòà. Íèæå îïóñêàòü öåíó íåöåëåñîîáðàçíî. Âûøå ïîä-
íèìàòü öåíó íåëüçÿ, òàê êàê ïîÿâëÿåòñÿ êîíêóðåíò, êîòîðîìó òàêæå ñòàíîâèòñÿ âûãîäíûì
îáñëóæèâàíèå ýòîãî êëèåíòà. Ïîëó÷àåì qj = c′j, j ∈ J . Åñëè cj = c′j äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ J ,
òî qj = cj, è îáñëóæèâàíèå ýòîãî êëèåíòà íå ïðèíîñèò ïðèáûëè íè îäíîìó èç èãðîêîâ.

Êîãäà èãðîêè äåéñòâîâàëè ñîîáùà, îíè äåðæàëè öåíó qj ðàâíîé rj è ïðèñâàèâàëè âåñü
äîõîä. Òåïåðü qj = c′j è ïðèáûëü rj−cj äåëèòñÿ ìåæäó ïîñòàâùèêîì i(j), êîòîðûé ïîëó÷àåò
qj − cj, è êëèåíòîì, êîòîðûé ýêîíîìèò âåëè÷èíó rj − qj. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γk ìíîæåñòâî
êëèåíòîâ, îáñëóæèâàåìûõ k-ì èãðîêîì ïðè çàäàííîì âûáîðå i1, . . . , ip. Òîãäà ïðèáûëü k-ãî
èãðîêà ðàâíà

wk =
∑
j∈Γk

(qj − cj),

ñóììàðíàÿ ýêîíîìèÿ êëèåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

ν(i1, . . . , ip) =
∑
j∈J

(rj − qj),

ñóììàðíàÿ ïðèáûëü èãðîêîâ è ýêîíîìèÿ êëèåíòîâ ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó

µ(i1, . . . , ip) =
∑
j∈J

(rj − cj) =

p∑

k=1

wk + ν(i1, . . . , ip).

Ðåøåíèå (i1, . . . , ip) íàçûâàþò ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó èëè ðàâíîâåñíûì ðåøåíèåì, åñëè
íè îäèí èç èãðîêîâ íå ìîæåò óâåëè÷èòü ñâîþ ïðèáûëü ïðè óñëîâèè, ÷òî äðóãèå èãðîêè
íå ìåíÿþò ñâîé âûáîð. Îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì íàçûâàþò òàêîå ðåøåíèå, ïðè êîòîðîì
âåëè÷èíà µ(i1, . . . , ip) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Òàêîå ðåøåíèå äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì äëÿ îáùåñòâà, òàê êàê ïðèíîñèò íàèáîëüøèé ¾ýôôåêò¿ îò ðàçìåùå-
íèÿ ïðîèçâîäñòâà è âûïóñêà ïðîäóêöèè. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì, íî íå êàæäîå ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Äëÿ
òàêèõ èãð â [22] ââîäèòñÿ ïîíÿòèå öåíû àíàðõèè. Ýòà âåëè÷èíà ðàâíà îòíîøåíèþ îïòè-
ìàëüíîãî ðåøåíèÿ ê íàèõóäøåìó ñðåäè ðàâíîâåñèé ïî Íýøó. Èçâåñòíî [25], ÷òî äëÿ äàííîé
çàäà÷è öåíà àíàðõèè íå ïðåâîñõîäèò 2. Îäíàêî âîïðîñ î òðóäîåìêîñòè íàõîæäåíèÿ ðàâ-
íîâåñíûõ ðåøåíèé äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Íåÿñíî, ìîæíî ëè íàéòè õîòü îäíî
ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó:

min
∑
j∈J

p∑

k=1

∑
i∈I

ck
ijx

k
ij
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ïðè óñëîâèÿõ
p∑

k=1

∑
i∈I

xk
ij = 1, j ∈ J,

xk
i ≥ xk

ij, i ∈ I, j ∈ J, k = 1, . . . , p,
∑
i∈I

xk
i = 1, k = 1, . . . , p,

ãäå ïåðåìåííûå xk
i è xk

ij èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë:

xk
i =

{
1, åñëè èãðîê k îòêðûâàåò ïðåäïðèÿòèå â ïóíêòå i,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

xk
ij =

{
1, åñëè êëèåíò j îáñëóæèâàåòñÿ èãðîêîì k èç ïðåäïðèÿòèÿ i,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è çàäàåò ïðîèçâîäñòâåííî�òðàíñïîðòíûå çàòðàòû èãðîêîâ. Ïåðâîå
îãðàíè÷åíèå òðåáóåò îáñëóæèòü âñåõ êëèåíòîâ. Âòîðîå îãðàíè÷åíèå ïîçâîëÿåò îáñëóæè-
âàòü êëèåíòîâ òîëüêî èç îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé. Ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå ïîçâîëÿåò êàæ-
äîìó èãðîêó îòêðûâàòü òîëüêî îäíî ïðåäïðèÿòèå.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé çàäà÷å íåñêîëüêî èãðîêîâ ìîãóò îòêðûâàòü ïðåäïðèÿòèÿ â îä-
íîì ìåñòå. Ïîýòîìó òàêàÿ ïîñòàíîâêà áëèçêà ïî ñìûñëó ê çàäà÷å î p-ìåäèàíå [10], íî
íå èäåíòè÷íà åé. Áóäåì îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç p-median game èëè PMG. Ïóñòü (xk

i , x
k
ij) �

äîïóñòèìîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è è ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ xk
i , âåëè÷èíû xk

ij çàäàþò îïòè-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êëèåíòîâ ìåæäó îòêðûòûìè ïðåäïðèÿòèÿìè. Äðóãèìè ñëîâàìè,
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî xk

ij îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïåðåìåííûì xk
i è ðåøåíèå ìîæíî çàäàâàòü

òîëüêî ýòèìè ïåðåìåííûìè. Òîãäà çàäà÷ó ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè

min
∑
j∈J

min
k=1,...,p

min
i∈I

ck
ijx

k
i

ïðè óñëîâèÿõ ∑
i∈I

xk
i = 1, k = 1, . . . , p,

xk
i ∈ {0, 1}, k = 1, . . . , p, i ∈ I.

Ïóñòü (xk
i ) � äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è. Ïîä îêðåñòíîñòüþ Swap(x) áóäåì ïîíèìàòü

ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ðåøåíèÿ (xk
i ) âûáîðîì

íåêîòîðîãî k è çàìåíîé ïðåäïðèÿòèÿ ýòîãî èãðîêà íà ëþáîå äðóãîå. Ëîêàëüíûì ìèíè-
ìóìîì äëÿ äàííîé îêðåñòíîñòè íàçûâàåòñÿ òàêîå ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî ëþáîå ñîñåäíåå
ðåøåíèå èìååò íå ìåíüøèå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.

Ëåììà 2 [9, 23] Ìåæäó ëîêàëüíûìè ìèíèìóìàìè çàäà÷è PMG è ðàâíîâåñíûìè ðå-
øåíèÿìè ñóùåñòâóåò âçàèìíî�îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (i1, . . . , ip) � ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå. Ïîñòàâèì åìó â ñîîòâåò-
ñòâèå ðåøåíèå (xk

i ), îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì: xk
i = 1, åñëè i = ik è xk

i = 0 â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïðîâåðèì, ÷òî ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà (i1, . . . , ip) � ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî ïðè ñìåíå ïðåäïðèÿòèÿ k-ì èãðîêîì èçìåíåíèå åãî ïðèáûëè ðàâíî èçìåíåíèþ öåëå-
âîé ôóíêöèè çàäà÷è PMG ïðè ïåðåõîäå îò ðåøåíèÿ (xk

i ) ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ñîñåäíåìó
ðåøåíèþ.
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Ïóñòü k-é èãðîê ñìåíèë ïðåäïðèÿòèå ik íà l è íîâîå ìíîæåñòâî åãî êëèåíòîâ Γ̃k íå
ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì Γk. Äëÿ j ∈ Γ̃k ïðèáûëü èãðîêà îò îáñëóæèâàíèÿ ýòîãî êëèåíòà
ñîñòàâèò âåëè÷èíó cj − ck

lj ≥ 0. Ðîâíî íà ñòîëüêî æå èçìåíèòñÿ j-å ñëàãàåìîå öåëåâîé
ôóíêöèè PMG ïðè ïåðåõîäå ê ñîñåäíåìó ðåøåíèþ:

x̂t
i =

{
1, åñëè i = l,
0, åñëè i 6= l,

t = k.

Ïðè j ∈ Γk èãðîê èìåë ïðèáûëü qj − cj ≥ 0 è òåïåðü òåðÿåò åå. Ðîâíî íà ñòîëüêî æå
âîçðàñòàåò j-å ñëàãàåìîå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è PMG. Òàêèì îáðàçîì, ñìåíà ïðåäïðè-
ÿòèÿ k-ì èãðîêîì âåäåò ê èçìåíåíèþ åãî ïðèáûëè ñ âåëè÷èíû

∑
j∈Γk

(qj − cj) íà âåëè÷èíó∑
j∈Γ̃k

(cj − ck
lj) è â òî÷íîñòè òàêèì æå îáðàçîì ìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â çà-

äà÷å PMG. Ëåììà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î íàõîæäåíèè ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé òåñíî ñâÿçàí ñ ïîèñêîì
ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó áîëåå ïîäðîáíî. Íàïîìíèì îñíîâíûå îïðå-
äåëåíèÿ [8, 27].

Îïðåäåëåíèå 1. Îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à OP îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì íàáîðîì
îáúåêòîâ < I, Sol, F, goal >, ãäå

1. I � ìíîæåñòâî âõîäîâ çàäà÷è OP;
2. Sol � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîìó âõîäó x ∈ I ñîïîñòàâëÿåò ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ

ðåøåíèé Sol(x);
3. F � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ çàäà¼ò âåñ F (s, x) äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ s íà âõîäå x;
4. âåëè÷èíà goal ∈ {min, max} óòî÷íÿåò ÿâëÿåòñÿ ëè çàäà÷à OP çàäà÷åé íà ìàêñèìóì

èëè ìèíèìóì.
Â îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å íåîáõîäèìî íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ çàäàííîãî âõî-

äà x.
Îïðåäåëåíèå 2. Çàäà÷à ëîêàëüíîãî ïîèñêà îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé Π = (OP, N), ãäå OP �
îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à, à N � ôóíêöèÿ îêðåñòíîñòè, êîòîðàÿ êàæäîìó äîïóñòèìîìó ðå-
øåíèþ s íà âõîäå x ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî N(s, x) ⊆ Sol(x) ñîñåäíèõ ðåøåíèé.
Çàäà÷à ëîêàëüíîãî ïîèñêà çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ çàäàííîãî
âõîäà x.
Îïðåäåëåíèå 3. Çàäà÷à ëîêàëüíîãî ïîèñêà Π ïðèíàäëåæèò êëàññó PLS, åñëè ñóùåñòâóåò
òðè ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìà A, B, C è ïîëèíîì q òàêèå, ÷òî
1. Àëãîðèòì À îïðåäåëÿåò ÿâëÿåòñÿ ëè ëþáîå ñëîâî x âõîäîì çàäà÷è. Åñëè x ∈ I, òî àë-
ãîðèòì íàõîäèò äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è OP ;
2. Äëÿ ëþáîãî âõîäà çàäà÷è x ∈ I è ëþáîãî ñëîâà s àëãîðèòì Â îïðåäåëÿåò ÿâëÿåòñÿ ëè
s äîïóñòèìûì ðåøåíèåì. Åñëè s ∈ Sol(x), òî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ àëãîðèòì íàõîäèò
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè F (s, x);

3. Äëÿ ëþáîãî âõîäà x ∈ I è ëþáîãî ðåøåíèÿ s ∈ Sol(x) àëãîðèòì Ñ îïðåäåëÿåò ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè s ëîêàëüíûì îïòèìóìîì. Åñëè íåò, òî àëãîðèòì íàõîäèò ñîñåäà s′ ∈ N(s, x) ñ
ìåíüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè;
4) Äëÿ ëþáîãî âõîäà x ∈ I äëèíà ëþáîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ s ∈ Sol(x) ïîëèíîìèàëüíî
îãðàíè÷åíà äëèíîé âõîäà çàäà÷è, ò.å. |s| ≤ q(|x|).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷è PMG ñ îêðåñò-
íîñòüþ Swap ïðèíàäëåæèò êëàññó PLS.
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Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü Π1 è Π2 � äâå çàäà÷è ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Çàäà÷à Π1 PLS �
ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Π2, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûå ôóíêöèè h è
g, ÷òî
1) ïî ïðîèçâîëüíîìó âõîäó x çàäà÷è Π1 ôóíêöèÿ h âû÷èñëÿåò íåêîòîðûé âõîä h(x) çàäà÷è
Π2;
2) ïî ïðîèçâîëüíîìó ðåøåíèþ s âõîäà h(x) ôóíêöèÿ g íàõîäèò íåêîòîðîå ðåøåíèå g(s, x)
äëÿ âõîäà x;
3) åñëè x ∈ Π1 è s � ëîêàëüíûé îïòèìóì äëÿ âõîäà h(x) ∈ Π2, òî g(s, x) � ëîêàëüíûé
îïòèìóì äëÿ âõîäà x.

Çàäà÷ó Π èç êëàññà PLS íàçûâàþò PLS�ïîëíîé, åñëè ëþáàÿ çàäà÷à èç ýòîãî êëàññà
ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê íåé. Ïðèìåðû PLS-ïîëíûõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè â [27]. Íèæå áóäåò
ïîêàçàíî, ÷òî ïîèñê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å PMG ñ îêðåñòíîñòüþ Swap ÿâëÿåòñÿ
PLS-ïîëíîé çàäà÷åé, ò.å. ñàìîé òðóäíîé çàäà÷åé â ýòîì êëàññå. Áîëåå òîãî, áóäåò ïîëó-
÷åíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà íà ÷èñëî øàãîâ â õóäøåì ñëó÷àå äëÿ àëãîðèòìîâ
ëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ. Ýòà îöåíêà íå çàâèñèò îò ïðàâèëà çàìåùåíèÿ, ò.å. îò ñïîñîáà âû-
áîðà ëó÷øåãî ñîñåäà â îêðåñòíîñòè, íî íå çàêðûâàåò âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ ëîêàëüíîãî
îïòèìóìà (ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó) çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äðóãèìè àëãîðèòìàìè.

Îïðåäåëåíèå 5. Ãðàôîì ïåðåõîäîâ TGΠ(x) äëÿ âõîäà x çàäà÷è Π íàçûâàåòñÿ îðèåí-
òèðîâàííûé ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äóãà
(s, s′) ïðèíàäëåæèò ãðàôó, åñëè s′ �ñîñåäíåå ðåøåíèå äëÿ s è F (s, x) > F (s′, x). Âûñîòà
âåðøèíû s åñòü äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè â ãðàôå TGΠ(x) èç âåðøèíû s â ñòîê, ò. å. â
ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Âûñîòà ãðàôà TGΠ(x) ðàâíà ìàêñèìàëüíîé âûñîòå åãî âåðøèí.

Âûñîòà âåðøèíû åñòü, ïî ñóòè, îöåíêà ñíèçó íà ÷èñëî øàãîâ àëãîðèòìà ëîêàëüíîãî
óëó÷øåíèÿ íåçàâèñèìî îò ïðèìåíÿåìîãî ïðàâèëà çàìåùåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì
òðåáóåò ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷èñëà øàãîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ èñõîäíûå
äàííûå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ âûñîòà ãðàôà ïåðåõîäîâ ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíê-
öèåé îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü çàäà÷à Π1 PLS-ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Π2 è h, g � ñîîòâåòñòâóþùèå
ôóíêöèè. Ãîâîðÿò, ÷òî ñâîäèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî âõîäà x çàäà÷è Π1

ìîæíî óêàçàòü òàêîå ïîäìíîæåñòâî R äîïóñòèìûõ ðåøåíèé âõîäà y = h(x) çàäà÷è Π2, ÷òî
1) â R ñîäåðæàòñÿ âñå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû äëÿ âõîäà y

2) ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ p âõîäà x ïîç-
âîëÿåò íàõîäèòü ðåøåíèå q ∈ R äëÿ âõîäà y òàêîå, ÷òî g(q, x) = p;
3) ïóñòü ãðàô ïåðåõîäîâ TGΠ2(y) ñîäåðæèò îðèåíòèðîâàííûé ïóòü èç âåðøèíû q ∈ R â
âåðøèíó q′ ∈ R òàêîé, ÷òî â íåì íåò ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí èç R, è ïóñòü p = g(q, x)
p′ = g(q′, x) � ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ äëÿ âõîäà x. Òîãäà p = p′ èëè ãðàô ïåðåõîäîâ
TGΠ1(x) ñîäåðæèò äóãó èç âåðøèíû p â âåðøèíó p′.

Çàäà÷ó Π èç êëàññà PLS íàçûâàþò ïëîòíî ïîëíîé, åñëè âñå çàäà÷è èç ýòîãî êëàññà
ïëîòíî ê íåé ñâîäÿòñÿ. Èçâåñòíî [26], ÷òî ñëåäóþùàÿ çàäà÷à î ðàñêðàñêå âåðøèí ãðàôà â
äâà öâåòà ÿâëÿåòñÿ ïëîòíî ïîëíîé. Çàäàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) ñ âåñàìè
we, e ∈ E íà ðåáðàõ. Äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí â
äâà öâåòà, ò.å. ôóíêöèÿ âèäà c : V → {0, 1}. Â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ
ñóììàðíûé âåñ ðåáåð, âåðøèíû êîòîðûõ îêðàøåíû â îäèí öâåò. Îêðåñòíîñòü Flip ñîñòîèò
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èç âñåõ ðàñêðàñîê, îòëè÷àþùèõñÿ îò çàäàííîé öâåòîì îäíîé âåðøèíû. Çàäà÷à ñîñòîèò â
ïîèñêå ðàñêðàñêè, ÿâëÿþùåéñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì äëÿ îêðåñòíîñòè Flip.

Òåîðåìà 4 Çàäà÷à ïîèñêà Flip-ìèíèìàëüíîé ðàñêðàñêè ïëîòíî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëî-
êàëüíîãî ïîèñêà (PMG, Swap).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî çàäàííîìó ãðàôó ïîñòðîèì èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è PMG.
Ïîëîæèì I = {1, . . . , 2|V |}, J = {1, ..., |V | + 2|E|}, p = |V |, W =

∑
e∈E

|we| + 1. Ñîïîñòàâèì
êàæäîìó èãðîêó îäíó è òó æå ìàòðèöó cij ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Êàæäîé âåðøèíå v ∈ V ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äâå ñòðîêè iv, i
′
v è îäèí ñòîëáåö jv.

Êàæäîìó ðåáðó e = (j1, j2) ∈ E � äâà ñòîëáöà j1(e), j2(e) ∈ J . Ïðè jv = 1, . . . , |V | ïîëîæèì

cijv =

{
0, åñëè (i = iv) ∨ (i = i′v),
W â ïðîòèâíîì ñëó÷àå .

Ïðè e = (j1, j2) ∈ E è we ≥ 0 ïîëîæèì

cij1(e) =





0, åñëè (i = j1(e)) ∨ (i = j2(e)),
we, åñëè (i = j′1(e)) ∨ (i = j′2(e)),
W â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

cij2(e) =





0, åñëè (i = j′1(e)) ∨ (i = j′2(e)),
we, åñëè (i = j1(e)) ∨ (i = j2(e)),
W â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Åñëè æå we < 0, òî ïîëîæèì

cij1(e) =





we/2, åñëè (i = j1(e)) ∨ (i = j′2(e)),
−we/2, åñëè (i = j′1(e)) ∨ (i = j2(e)),
W â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

cij2(e) =





we/2, åñëè (i = j′1(e)) ∨ (i = j2(e)),
−we/2, åñëè (i = j1(e)) ∨ (i = j′2(e)),
W â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ñòðóêòóðà ìàòðèöà (cij) èçîáðàæåíà íà ôèã. 1.

0

0

0

.
.
.

.
.
.

0

0

0

.
.
.

.
.
.

. . . . . . . .iν

. . . . . . . .i′ν

jν

........

........

.......

....

j1(e)

...........

0

0

j2(e)

...........
we

we

..........
we

we

..........

0

0

j1(e)

0, 5we

−0, 5we

........

j1(e)

−0, 5we

0, 5we

........

−0, 5we

0, 5we

.......

0, 5we

−0, 5we

.......

we ≥ 0 we < 0

V

V ′
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Ôèã. 1.

Ïðåäëîæåííàÿ êîíñòðóêöèÿ îïðåäåëÿåò ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ h èç
îïðåäåëåíèÿ 4. Ôóíêöèþ g çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü (xk

i ) � äîïóñòèìîå ðåøåíèå
çàäà÷è PMG. Ïîëîæèì

cx(v) =

{
0, åñëè íàéä¼òñÿ òàêîå k, ÷òî xk

iv = 1,
1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðîâåðèì, ÷òî cx(v) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì îòíîñèòåëüíî îêðåñòíîñòè Flip, åñëè
è òîëüêî åñëè (xk

i ) � ëîêàëüíûé ìèíèìóì äëÿ Swap. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ëîêàëüíûé ìè-
íèìóì (xk

i ) îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî v ∈ V ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
íîìåð k òàêîé, ÷òî xk

iv + xk
iv′

= 1. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî íå ñóùåñòâóåò âåðøèíû v ∈ V

òàêîé, ÷òî xk1
iv

= xk2
iv

= 1, k1 6= k2. Äåéñòâèòåëüíî äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû
v ∈ V íàéäóòñÿ òàêèå íîìåðà. Òàê êàê p = |V |, òî íàéäóòñÿ âåðøèíà v0 ∈ V è íîìåð k0

òàêèå, ÷òî xk0
iv0

= xk0
iv0

′ = 0. Ïîñòðîèì íîâîå ðåøåíèå x, êîòîðîå áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ïðåæ-
íåãî òîëüêî êîìïîíåíòàìè (k0, iv0) è (k1, iv). Ïîëîæèì xk0

iv0
= 1 è xk1

iv
= 0. Ýòî ñîñåäíåå

ðåøåíèå äëÿ èñõîäíîãî è îíî èìååò ìåíüøåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè. Äåéñòâèòåëüíî,
ò.ê. xk0

iv0
= xk0

iv′0
= 0, òî ñëàãàåìîå ñ íîìåðîì jv0 â öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è PMG ðàâíî W .

Ïîëàãàÿ xk0
iv0

= 1, ïîëó÷àåì óìåíüøåíèå öåëåâîé ôóíêöèè íà W . Çàìåíà xk1
iv

= 1 íà xk1
iv

= 0
ìîæåò ïðèâåñòè ê ðîñòó öåëåâîé ôóíêöèè. Îäíàêî ýòîò ðîñò íå ïðåâîñõîäèò ñóììàðíîãî
âåñà ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v. Òàê êàê W >

∑
e∈E

|we|, òî ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. Ñëó÷àè

xk1
iv′

= xk2
iv

= 1 è xk1
iv′

= xk2
iv′

= 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Èòàê, åñëè (xk

i ) � ëîêàëüíûé ìèíèìóì äëÿ îêðåñòíîñòè Swap, òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû
v ∈ V íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé íîìåð k(v) òàêîé, ÷òî x

k(v)
iv

+ x
k(v)
iv′

= 1. Ïîêàæåì, ÷òî cx(v)
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì äëÿ îêðåñòíîñòè Flip. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåáðî e ∈ E
èíöèäåíòíî âåðøèíàì îäíîãî öâåòà. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1) Ïóñòü we ≥ 0. Äëÿ ðåáðà e = (j1(e), j2(e)) íàéäåì ñòðîêè i1, i2 ìàòðèöû (ck

ij), ñîîòâåò-
ñòâóþùåå âåðøèíàì j1(e), j2(e). Ïóñòü k1 = k(j1(e)) è k2 = k(j2(e)). Åñëè xk1

i1
= xk2

i2
= 1,

òî xk1

i′1
= xk2

i′2
= 0 è â öåëåâîé ôóíêöèè ñëàãàåìîå äëÿ j = j1(e) ðàâíî 0, à äëÿ j = j2(e)

ðàâíî we, ò.å. âåñ we ó÷èòûâàåòñÿ êàê â çàäà÷å î ðàñêðàñêå, òàê è â çàäà÷å PMG. Åñëè æå
xk1

i1
= xk2

i2
= 0, òî xk1

i′1
= xk2

i′2
= 1 è â öåëåâîé ôóíêöèè ñëàãàåìîå äëÿ j = j1(e) ðàâíî we, à

äëÿ j = j2(e) ðàâíî 0. Ñíîâà ïðèõîäèì ê òîìó æå âûâîäó.
2) Ïóñòü we < 0. Åñëè xk1

i1
= xk2

i2
= 1, òî îáà ñëàãàåìûõ â öåëåâîé ôóíêöèè ðàâíû we/2,

÷òî â ñóììå äàåò we. Åñëè æå xk1

i′1
= xk2

i′2
= 1, òî ñíîâà ïîëó÷àåì we/2 + we/2 = we.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû ðàçíîãî öâåòà. Ïóñòü xk1
i1

= 1, xk2
i2

= 0.
Åñëè we ≥ 0, òî ñëàãàåìûå äëÿ j = j1(e) è j = j2(e) ðàâíû 0 è âåñ ðåáðà íå âõîäèò â
öåëåâóþ ôóíêöèþ. Åñëè æå we < 0, òî ñëàãàåìîå äëÿ j = j1(e) ðàâíî we/2, à äëÿ j = j2(e)
ðàâíî −we/2, ÷òî â ñóììå ñíîâà äàåò íîëü. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé íà
ðåøåíèÿõ (xk

i ) è cx(v) ñîâïàäàþò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå cx(v) íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì. Òîãäà íàéäåòñÿ

âåðøèíà v ∈ V , èçìåíåíèå öâåòà êîòîðîé ïðèâîäèò ê ïàäåíèþ öåëåâîé ôóíêöèè. Â ýòîì
ñëó÷àå ðåøåíèå (xk

i ) íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì äëÿ îêðåñòíîñòè Swap, òàê êàê
èçìåíåíèå öâåòà âåðøèíû v ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå

xk
iv := 1− xk

iv , xk
iv′

:= 1− xk
iv′

ïðè k = k(iv)
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ñ òåì æå èçìåíåíèåì öåëåâîé ôóíêöèè. Çíà÷èò cx(v) � ëîêàëüíûé ìèíèìóì è ïîñòðîåííîå
ñâåäåíèå óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì îïðåäåëåíèÿ 4.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ýòî ñâåäåíèå ïëîòíîå. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà R âîçüìåì âñå äîïóñòèìûå
ðåøåíèÿ (xk

i ), îáëàäàþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: xk(v)
iv

+x
k(v)
iv′

= 1 äëÿ ëþáîãî v ∈ V . Ðàíåå
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèò âñå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû çàäà÷è PMG, ò. å.
óñëîâèå 1 îïðåäåëåíèÿ 6 âûïîëíåíî. Ïðîâåðèì óñëîâèå 2. Ïóñòü c(v) � ïðîèçâîëüíàÿ
ðàñêðàñêà âåðøèí â äâà öâåòà. Äëÿ k-ãî èãðîêà íàéäåì âåðøèíó v, òàêóþ, ÷òî iv = k è
ïîëîæèì

xk
iv =

{
1, åñëè âåðøèíà v èìååò öâåò 0,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

xk
iv′

=

{
0, åñëè âåðøèíà v èìååò öâåò 0,
1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðè k 6= iv ïîëîæèì xk
iv = xk

i′v
= 0. Ïîëó÷àåì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

ðàñêðàñêàìè è ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà R.
Ïðîâåðèì ïîñëåäíåå óñëîâèå. Çàìåòèì, ÷òî â ãðàôå ïåðåõîäîâ çàäà÷è PMG íåò äóã

âèäà (q1, q2), q1 ∈ R, q2 /∈ R, òàê êàê çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ q2 âñåãäà áîëüøå ÷åì
äëÿ q1. Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáîé ïóòü íà÷èíàþùèéñÿ è çàêàí÷èâàþùèéñÿ â R öåëèêîì
ëåæèò â R. Ïóòü áåç ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí èç R ìîæåò áûòü òîëüêî äóãîé âèäà (q1, q2),
q1, q2 ∈ R. Íî òàêîé äóãå ñîîòâåòñòâóåò äóãà â ãðàôå ïåðåõîäîâ çàäà÷è î ðàñêðàñêå. Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î òðóäîåìêîñòè ïîëó÷åíèÿ ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé ñ ïîìî-
ùüþ ñëåäóþùåãî èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà. Ïóñòü íåêîòîðîå ðåøåíèå (xk

i ) íå ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîâåñíûì, ò.å. ñóùåñòâóåò èãðîê, áûòü ìîæåò íå îäèí, êîòîðûé ìîæåò óâåëè÷èòü ñâîþ
ïðèáûëü, âûáðàâ äðóãîå ïðåäïðèÿòèå. Øàã àëãîðèòìà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òàêîãî èã-
ðîêà è âûáîðå äëÿ íåãî íîâîãî ïðåäïðèÿòèÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïðèáûëè. Ïðîöåäóðà âûáîðà
íîâîãî ïðåäïðèÿòèÿ ìîæåò áûòü ëþáîé. Íàøà öåëü áóäåò ñîñòîÿòü â îöåíêå ÷èñëà øàãîâ
òàêîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà â õóäøåì ñëó÷àå ïðè ëþáîé ïðîöåäóðå âûáîðà.

Ñëåäñòâèå 1 Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì â õóäøåì ñëó÷àå òðåáóåò ýêñïîíåíöèàëüíîãî
÷èñëà øàãîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ ïðè ëþáîé ïðîöåäóðå âûáîðà èãðîêà
è ëó÷øåãî ïðåäïðèÿòèÿ äëÿ íåãî.

Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ïëîòíîé PLS ïîëíîòû çàäà÷è ëîêàëüíîãî ïî-
èñêà (PMG, Swap), è ñóùåñòâîâàíèÿ çàäà÷è ýêñïîíåíöèàëüíîé âûñîòû â êëàññå PLS [27].
Îöåíêà îñòà¼òñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðè èñïîëüçîâàíèè ëþáîãî ïðàâèëà âûáîðà èãðîêà è
ëó÷øåãî ïðåäïðèÿòèÿ äëÿ íåãî: äåòåðìèíèðîâàííîãî, âåðîÿòíîñòíîãî èëè ëþáîãî äðóãîãî
ïðîèçâîëüíîé ñëîæíîñòè.

Â çàäà÷å ïîèñêà ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé íóæíî íàéòè õîòÿ áû îäíî (ëþáîå) ðàâíîâåñíîå
ðåøåíèå. Îäíàêî, åñëè ðåøåíèÿ èãðîêîâ óæå èçâåñòíû, è îíè ãîòîâû èõ ìåíÿòü òîëüêî
ïðè óâåëè÷åíèè ïðèáûëè, òî âîçíèêàåò äðóãàÿ çàäà÷à, áîëåå âàæíàÿ ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ. Íàéòè ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå, äîñòèæèìîå èòåðàöèîííûì àëãîðèòìîì ëîêàëüíîãî
óëó÷øåíèÿ èç çàäàííîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ãðàôå ïåðåõîäîâ çàäà-
íà ñòàðòîâàÿ âåðøèíà. Òðåáóåòñÿ íàéòè ñòîê, äîñòèæèìûé èç ñòàðòîâîé âåðøèíû âäîëü
íåêîòîðîãî îðèåíòèðîâàííîãî ïóòè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî
áîëåå ñëîæíîé, ÷åì ïðåäøåñòâóþùàÿ.
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Ñëåäñòâèå 2 Íàõîæäåíèå ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ ïðè çàäàííîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè èã-
ðîêîâ ÿâëÿåòñÿ PSPACE-ïîëíîé çàäà÷åé.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîêàæåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó PSPACE.
Èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà PLS ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ëþáîãî ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì
îò äëèíû âõîäà. Òàê êàê äëÿ ðàáîòû èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà íå òðåáóåòñÿ õðàíèòü âñå
ïðîìåæóòî÷íûå ïîçèöèè èãðîêîâ è íàõîæäåíèå ëó÷øåãî ñîñåäíåãî ðåøåíèÿ îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, òî òðåáóåìûé îáúåì ïàìÿòè òàêæå îãðàíè÷åí ïîëèíîìîì
îò äëèíû âõîäà. Çíà÷èò, çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó PSPACE.

Èçâåñòíî [27], ÷òî â êëàññå PLS åñòü çàäà÷è ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñ ôèêñèðîâàííîé ñòàð-
òîâîé òî÷êîé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ PSPACE-ïîëíûìè. Çàäà÷à î ðàñêðàñêå âåðøèí ãðàôà ñ
îêðåñòíîñòüþ Flip � îäíà èç íèõ. Ïëîòíàÿ ñâîäèìîñòü, óñòàíîâëåííàÿ â òåîðåìå 4, âëå÷åò
ïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ñ ôèêñèðîâàííûìè ñòàðòîâûìè ðå-
øåíèÿìè [27]. Ñëåäîâàòåëüíî, íàõîæäåíèå ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ, äîñòèæèìîãî èç çàäàí-
íîé íà÷àëüíîé ñòðàòåãèè èãðîêîâ ÿâëÿåòñÿ PSPACE-ïîëíîé çàäà÷åé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êàæäûé èãðîê ìîæåò îòðûâàòü íåñêîëüêî ïðåäïðèÿòèé. Â
ýòîì ñëó÷àå ðàâíîâåñíûì ðåøåíèåì áóäåò íàçûâàòüñÿ òàêîå ðåøåíèå, êîãäà íè îäíîìó
èç èãðîêîâ íå óäàåòñÿ óâåëè÷èòü ñâîþ ïðèáûëü çà ñ÷åò ñìåíû ñâîåãî ðåøåíèÿ íà ëþáîå
äðóãîå. Äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ ëåãêî âûïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó è
îïðåäåëèòü ïîäõîäÿùóþ îêðåñòíîñòü. Ýòà îêðåñòíîñòü áóäåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ îêðåñòíîñòü
Swap è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ëîêàëüíîãî ïîèñêà îêàçûâàåòñÿ PLS�
ïîëíîé. Ïëîòíàÿ ïîëíîòà çàäà÷è ñî âñåìè âûòåêàþùèìè îòñþäà ïîñëåäñòâèÿìè óñòàíîâ-
ëåíà â [9].

5 Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû äâà êëàññà êîíêóðåíòíûõ ìîäåëåé ðàçìåùåíèÿ. Ïåðâûé êëàññ ïðè-
âîäèò ê äèñêðåòíûì äâóõóðîâíåâûì ìîäåëÿì äëÿ íåðàâíîïðàâíûõ èãðîêîâ. Ïîñòðîåíèå
äàæå äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ â òàêîé çàäà÷å òðåáóåò òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîíêóðåíòà,
÷òî ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé NP-òðóäíîé çàäà÷åé î ïîêðûòèè íà ìàêñèìóì. Â ðàáîòå ïðåäëî-
æåí îðèãèíàëüíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê îïòèìóìà äëÿ
Ëèäåðà. Ýòî ñåìåéñòâî èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ìîùíîñòü è äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷å-
íèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ àïîñòåðèîðíîé îöåíêîé òî÷íîñòè äëÿ èñõîäíîé äâóõóðîâ-
íåâîé çàäà÷è. Èññëåäîâàíèå êà÷åñòâà òàêèõ îöåíîê è òðóäîåìêîñòè èõ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåò
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ýòî íàïðàâëåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ àâòîðàì èñêëþ÷èòåëüíî âàæ-
íûì, òàê êàê ïðîñìîòðåòü âñå ñåìåéñòâî íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, à ïîèñê ëó÷øåãî
ýëåìåíòà ìîæåò îêàçàòüñÿ íå ïðîùå èñõîäíîé çàäà÷è.

Äëÿ âòîðîãî êëàññà ìîäåëåé ïîêàçàíà ñâÿçü ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé ñ ëîêàëüíûìè îï-
òèìóìàìè è óñòàíîâëåíà ïëîòíàÿ PLS-ïîëíîòà çàäà÷è íàõîæäåíèÿ òàêèõ ðåøåíèé. Êàê
ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ ñ ëþáûì ïðàâèëîì
çàìåùåíèÿ òðåáóåò â õóäøåì ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷èñëà øàãîâ. Íàõîæäåíèå ðàâíî-
âåñíîãî ðåøåíèÿ ïðè çàäàííîé íà÷àëüíîé ñòðàòåãèè èãðîêîâ îêàçûâàåòñÿ PSPACE-ïîëíîé
çàäà÷åé. Òåì íå ìåíåå, âîïðîñ î òðóäîåìêîñòè íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé, òàê æå
êàê è ëîêàëüíûõ îïòèìóìîì äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ àêòóàëüíûì. Åñëè óäàñòñÿ äîêàçàòü
íåñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé, òî
îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî P 6=NP [10].
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