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Íèêîëàé Èâàíîâè÷ Ãëåáîâ
(28.04.1935 � 04.11.2008)



Îò ñîñòàâèòåëåé

Ó ýòîé êíèãè äâå öåëè. Ïåðâàÿ èç íèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû êàê ìîæ-
íî ïîëíåå ðàññêàçàòü î íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè è òâîð÷åñêèõ äîñòèæåíèÿõ
Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à Ãëåáîâà � îäíîãî èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ è óâàæàåìûõ
ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè è äèñêðåòíûõ ýêñòðå-
ìàëüíûõ çàäà÷. Ãëàâíîé ÷åðòîé, êîòîðàÿ âñåãäà îòëè÷àëà Í. È. Ãëåáîâà â
åãî íàó÷íîé ðàáîòå, áûëà íàöåëåííîñòü íà ïîëó÷åíèå ìàêñèìàëüíî îáùèõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, íîñÿùèõ ôóíäàìåíòàëüíûé õàðàêòåð. Âî âñåé
ïîëíîòå ýòî ïðîÿâèëîñü â ðàáîòàõ Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à ïî ïîëèìàòðîèäàì
è óñëîâèÿì ïðèìåíèìîñòè æàäíûõ àëãîðèòìîâ, ãäå åìó óäàëîñü âûéòè íà
âûñî÷àéøèé óðîâåíü èññëåäîâàíèé, ñðàâíèìûé ñ óðîâíåì àíàëîãè÷íûõ ðà-
áîò Äæ. Ýäìîíäñà è äðóãèõ êðóïíûõ çàïàäíûõ ìàòåìàòèêîâ. Ïðè ýòîì â
ðÿäå àñïåêòîâ ðåçóëüòàòû Í. È. Ãëåáîâà íîñÿò áîëåå îáùèé õàðàêòåð, ÷åì ó
çàðóáåæíûõ ñïåöèàëèñòîâ. Òàê, îïðåäåëåííîå èì ïîíÿòèå áàçèñíîé ñèñòå-
ìû âêëþ÷àåò â ñåáÿ â âèäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñðàçó íåñêîëüêî âàæíåéøèõ
îïðåäåëåíèé äðóãèõ àâòîðîâ. Íåêîòîðûå ïðåäëîæåííûå Í. È. Ãëåáîâûì íà-
ó÷íûå èäåè è ìåòîäû îêàçàëèñü íàñòîëüêî ïëîäîòâîðíûìè, ÷òî ïðèîáðåëè
øèðîêóþ èçâåñòíîñòü è ñòàëè íàçûâàòüñÿ åãî èìåíåì. Ê èõ ÷èñëó ìîæíî
îòíåñòè ñòàâøåå óæå êëàññè÷åñêèì ñâîéñòâî Ãëåáîâà, ñõåìàòè÷åñêè èçîáðà-
æåííîå íà îáëîæêå åãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ (ñ. 189), à òàêæå ñåðèþ äîñòàòî÷-
íûõ óñëîâèé ñâîäèìîñòè Ãëåáîâà â çàäà÷å Äæîíñîíà èç òåîðèè ðàñïèñàíèé.
Â íàøåé êíèãå ïðåäñòàâëåíî 13 íàó÷íûõ ðàáîò Í. È. Ãëåáîâà, âêëþ÷àÿ ïîä-
ãîòîâëåííûé èì â 1991 ã. îáøèðíûé äîêëàä, êîòîðûé ïóáëèêóåòñÿ âïåðâûå.

Îäíàêî ó ýòîé êíèãè åñòü è äðóãàÿ öåëü. Íàì î÷åíü õî÷åòñÿ ðàññêàçàòü
î Íèêîëàå Èâàíîâè÷å êàê î çàìå÷àòåëüíîì ÷åëîâåêå, ïðåêðàñíîì ó÷åíîì,
äîáðîñîâåñòíîì ðóêîâîäèòåëå, ïðåäàííîì äðóãå. Âñå ýòè ÷åëîâå÷åñêèå êà÷å-
ñòâà Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à âñåãäà âûçûâàëè ãëóáîêîå óâàæåíèå è èñêðåííþþ
ëþáîâü åãî êîëëåã è ó÷åíèêîâ. Âîñïîìèíàíèÿ íåêîòîðûõ èç íèõ, ðàáîòàâ-
øèõ â ðàçíûå ãîäû áîê î áîê ñ Íèêîëàåì Èâàíîâè÷åì, ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì,
â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ (ïîçäíåå ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ), â Íîâîñè-
áèðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå, à òàêæå ñòàâøèõ åãî äðóçüÿìè â
ãîäû ó÷åáû â Êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòå, ïðèâåäåíû â ýòîé êíèãå.

Â íà÷àëå êíèãè ïðåäñòàâëåí äîêëàä Í. È. Ãëåáîâà �Ýôôåêòèâíûå ìåòî-
äû îïòèìèçàöèè â çàäà÷àõ ñòàíäàðòèçàöèè, òåîðèè ðàñïèñàíèé è ñåòåâûõ
ìîäåëÿõ�, ïîäãîòîâëåííûé èì â íà÷àëå 1990-õ ãîäîâ íà îñíîâå åãî âàæíåé-
øèõ ðàáîò 1960-õ � 1980-õ ãîäîâ. Ýòîò äîêëàä ïîäâîäèò èòîã îãðîìíîé íà-
ó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòå, ïðîäåëàííîé Íèêîëàåì Èâàíîâè÷åì â òîò
ïåðèîä, è ñâîäèò âîåäèíî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå èì â îáëàñòè äèñêðåò-
íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè æàäíûõ àëãîðèòìîâ è
àëãîðèòìîâ ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà, çàäà÷ î ïîòîêàõ â ñåòÿõ è èõ îáîáùå-
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íèé, çàäà÷ ñòàíäàðòèçàöèè, òåîðèè ðàñïèñàíèé è äðóãèõ âàæíåéøèõ ðàçäå-
ëîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Äîêëàä áûë çàäóìàí Íèêîëàåì Èâàíîâè÷åì
êàê ôîðìà çàùèòû äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè, îäíàêî åãî çàìûñëó íå ñóæäå-
íî áûëî âîïëîòèòüñÿ â æèçíü. Ïîýòîìó äàííàÿ êëþ÷åâàÿ íàó÷íàÿ ðàáîòà
Í. È. Ãëåáîâà ïóáëèêóåòñÿ çäåñü âïåðâûå. Òåì ñàìûì ìû îòäàåì äàíü ïà-
ìÿòè è óâàæåíèÿ ýòîìó çàìå÷àòåëüíîìó ÷åëîâåêó è òàëàíòëèâîìó ó÷åíîìó.

Âòîðàÿ ÷àñòü êíèãè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäáîðêó íàèáîëåå çíà÷èìûõ
ñòàòåé Í. È. Ãëåáîâà, îïóáëèêîâàííûõ èì ñ 1990-õ ãîäîâ è äî êîíöà æèçíè.
Ýòè ïóáëèêàöèè Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à óäà÷íî äîïîëíÿþò ìàòåðèàë, ïðåä-
ñòàâëåííûé èì â äîêëàäå, è â òî æå âðåìÿ äàþò ïðåäñòàâëåíèå î òàêèõ îá-
ëàñòÿõ åãî íàó÷íûõ èíòåðåñîâ, êîòîðûå îêàçàëèñü òàì íå îñâåùåíû. Íàïðè-
ìåð, áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïîëó÷åííûå ñîâìåñòíî ñ À. Â. Êîñòî÷-
êîé ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè ãðàôîâ, à òàêæå îïóáëèêîâàííàÿ â êîíöå 1990-õ
ãîäîâ ñåðèÿ ñòàòåé î ìåòîäàõ ïîãàøåíèÿ âçàèìíûõ äîëãîâ ïðåäïðèÿòèé.

Â òðåòüåé ÷àñòè êíèãè ñîáðàíû âîñïîìèíàíèÿ î Í. È. Ãëåáîâå, îñòàâëåí-
íûå åãî ðîäñòâåííèêàìè, äðóçüÿìè, êîëëåãàìè, ó÷åíèêàìè: âñåìè, êòî ðà-
áîòàë ñ Íèêîëàåì Èâàíîâè÷åì è ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì â òå÷åíèå äîëãèõ ëåò
åãî íàó÷íîé è ïðåïîäàâàòåëüñêîé æèçíè. Ìû ñåðäå÷íî áëàãîäàðèì âñåõ àâ-
òîðîâ çàìåòîê î Íèêîëàå Èâàíîâè÷å: åãî äðóçåé ïî Êàçàíñêîìó óíèâåðñèòå-
òó Í. Á. Èëüèíñêîãî, Â. È.Æåãàëîâà, Å. Á. Ôåëüêåð, ó÷åíèêîâ Â. Ï. Èëüåâà,
Ñ. Â. Ñåâàñòüÿíîâà, Â. Â. Øåíìàéåðà, Î. À. Çàáëîöêóþ, êîëëåã ïî Èíñòè-
òóòó ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ è Íîâîñèáèðñêîìó óíèâåðñèòåòó Î. Â. Áîðîäèíà,
À. Â. Êîñòî÷êó, À. È. Åðçèíà, Â. Â. Áðûñêèíà, Ñ. Â. Àâãóñòèíîâè÷à, äî÷ü
Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à Å. Í. Ãëåáîâó è åãî âíóêà Î. È. Ïåíüêîâà.

Ñ ïðèñêîðáèåì ãîâîðèì î òîì, ÷òî îäèí èç àâòîðîâ ýòèõ çàìåòîê, ëó÷øèé
äðóã Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à ïî Êàçàíñêîìó óíèâåðñèòåòó, çàñëóæåííûé ïðî-
ôåññîð ÊÃÓ, çàñëóæåííûé äåÿòåëü íàóêè ÒÀÑÑÐ è ÐÔ Íèêîëàé Áîðèñîâè÷
Èëüèíñêèé ñêîí÷àëñÿ íà 84-ì ãîäó æèçíè â íà÷àëå àâãóñòà 2015 ãîäà. Ìû
âûðàæàåì ñâîè ãëóáîêèå ñîáîëåçíîâàíèÿ ðîäíûì è áëèçêèì ïîêîéíîãî, åãî
äðóçüÿì è êîëëåãàì. Ìû èñêðåííå âåðèì â òî, ÷òî ýòà êíèãà ïîìîæåò ñî-
õðàíèòü äîáðóþ ïàìÿòü íå òîëüêî î Íèêîëàå Èâàíîâè÷å Ãëåáîâå, íî è î åãî
ñòàðèííîì äðóãå è çàìå÷àòåëüíîì ó÷åíîì Íèêîëàå Áîðèñîâè÷å Èëüèíñêîì.

Ìû áëàãîäàðèì Â. Â. Áðûñêèíà, À. Ì.Øèøîâà, Ð. Ì. Ëàðèíà, Þ. À. Êî-
÷åòîâà, Þ. Â. Ìåðåêèíà, Å. Í. Ãîí÷àðîâà, Ã. Â. Øåâ÷åíêî, Â. Â. Ñåðâàõà,
À. À. Êîëîêîëîâà, À. Â. Êåëüìàíîâà è âñåõ, êòî ïðåäîñòàâèë ñâîè ôîòîãðà-
ôèè è äðóãèå ìàòåðèàëû î Íèêîëàå Èâàíîâè÷å äëÿ ñîçäàíèÿ ýòîé êíèãè.

Íà÷àòü ìû õîòèì ñ êðàòêîãî îïèñàíèÿ æèçíåííîãî ïóòè Í. È. Ãëåáîâà.
Óâåðåíû, ÷òî íèêòî íå ñìîæåò íàïèñàòü îá ýòîì ëó÷øå, ÷åì ñàì Íèêî-
ëàé Èâàíîâè÷. Ïîýòîìó íèæå ìû ïðèâîäèì àâòîáèîãðàôèþ Í. È. Ãëåáîâà,
ñîáñòâåííîðó÷íî íàïèñàííóþ èì äëÿ àíêåòû â 1976 ãîäó.
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Ê ýòîìó íåîáõîäèìî äîáàâèòü, ÷òî, âîçãëàâèâ â 1974 ã. ëàáîðàòîðèþ Äèñ-
êðåòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ, Íè-
êîëàé Èâàíîâè÷ áåññìåííî ðóêîâîäèë åþ äî êîíöà ñâîåé æèçíè. Ïîìèìî
ýòîãî, íà÷èíàÿ ñ 1964 ã., îí ïîñòîÿííî ïðåïîäàâàë â Íîâîñèáèðñêîì ãîñó-
äàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå è â ÔÌØ ïðè ÍÃÓ, ÿâëÿÿñü ñ 1965 ã. äîöåíòîì,
à ñ 1998 ã. � ïðîôåññîðîì ÍÃÓ.

Í. È. Ãëåáîâ ðàçðàáîòàë è â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò ÷èòàë äëÿ ñòóäåíòîâ
ôàêóëüòåòà åñòåñòâåííûõ íàóê ïÿòèñåìåñòðîâûé êóðñ ëåêöèé �Äèñêðåòíàÿ
ìàòåìàòèêà�, äëÿ ñòóäåíòîâ ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà è ñëóøàòåëåé ÔÏÊ
� îáÿçàòåëüíûé êóðñ �Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ�,
äëÿ ñòóäåíòîâ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà � ëåêöèè ïî êóðñàì
�Òåîðèÿ èãð�, �Äèñêðåòíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è�, �Ìåòîäû îïòèìèçàöèè�.
Íèêîëàé Èâàíîâè÷ (âìåñòå ñ Ý. Õ. Ãèìàäè) ÿâëÿëñÿ áåññìåííûì ðóêîâî-
äèòåëåì ñïåöèàëüíîãî ñåìèíàðà �Äèñêðåòíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è�. Ïîä
åãî ðóêîâîäñòâîì óñïåøíî ïîäãîòîâèëè è çàùèùèòèëè ñâîè êàíäèäàòñêèå
äèññåðòàöèè òàêèå íûíå õîðîøî èçâåñòíûå ñïåöèàëèñòû â îáëàñòè êîìáèíà-
òîðíîé îïòèìèçàöèè, êàê À. È. Ñåðäþêîâ, Ñ. Â. Ñåâàñòüÿíîâ, Â. Ï. Èëüåâ,
Â. Â. Øåíìàéåð, Î. À. Çàáëîöêàÿ. Èõ âîñïîìèíàíèÿ î Íèêîëàå Èâàíîâè÷å
ïðèâåäåíû â çàâåðøàþùåé ÷àñòè ýòîé êíèãè. Äâà ó÷åíèêà Í. È. Ãëåáîâà
(Ñåâàñòüÿíîâ è Èëüåâ) âïîñëåäñòâèè ñòàëè äîêòîðàìè íàóê.
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Îáëîæêà ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ �Ìåòîäû îïòèìèçàöèè�, ÍÃÓ, 2000 ã.

Í. È. Ãëåáîâ ñòàë àâòîðîì ó÷åáíûõ ïîñîáèé ÍÃÓ �Ýêñòðåìàëüíûå çà-
äà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé� 1, �Äèñêðåòíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé� 2, �Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé� 3 (âñå
ñîâìåñòíî ñ Ý. Õ. Ãèìàäè), �Ìåòîäû îïòèìèçàöèè� 4 (ñîâìåñòíî ñ Þ. À. Êî-
÷åòîâûì è À. Â. Ïëÿñóíîâûì), êîòîðûå è ñåé÷àñ ñëóæàò îñíîâîé ïðè ðàç-
ðàáîòêå íîâûõ êóðñîâ ëåêöèé ïðåïîäàâàòåëÿìè êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé êè-
áåðíåòèêè ÌÌÔ ÍÃÓ.

Â ðàçíûå ïåðèîäû ñâîåé æèçíè Íèêîëàé Èâàíîâè÷ àêòèâíî ó÷àñòâîâàë
â îáùåñòâåííîé æèçíè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, Èíñòè-
òóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í. Ã. ×åáîòàðåâà, Èíñòèòóòà ìàòåìàòè-
êè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ (ÑÎ ÐÀÍ), Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñè-
òåòà. Îí ÿâëÿëñÿ ó÷åíûì ñåêðåòàðåì îðãêîìèòåòà ïî ïðîâåäåíèþ Ñèáèð-
ñêèõ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä øêîëüíèêîâ, ÷ëåíîì è çàìåñòèòå-

1Ãèìàäè Ý. Õ., Ãëåáîâ Í. È. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé: Ó÷åá. ïîñîáèå.
Íîâîñèáèðñê: ÍÃÓ, 1982. 80 ñ.

2Ãèìàäè Ý. Õ., Ãëåáîâ Í. È. Äèñêðåòíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé:
Ó÷åá. ïîñîáèå. Íîâîñèáèðñê: ÍÃÓ, 1991. 76 ñ.

3Ãèìàäè Ý. Õ., Ãëåáîâ Í. È. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé:
Ó÷åá. ïîñîáèå. Íîâîñèáèðñê: ÍÃÓ, 2008. 163 ñ.

4Ãëåáîâ Í. È., Êî÷åòîâ Þ. À., Ïëÿñóíîâ À. Â. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè: Ó÷åá. ïîñîáèå.
Íîâîñèáèðñê: ÍÃÓ, 2000. 105 ñ.
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Ãðàìîòà çà îðãàíèçàöèþ è ïðîâåäåíèå

Îáëàñòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû 1972 ã.

ëåì ïðåäñåäàòåëÿ ïðîôêîìà Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ, ÷ëåíîì
Ó÷åíîãî ñîâåòà Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè, ÷ëåíîì äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà
ïî çàùèòàì êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé, çàìåñòèòåëåì ãëàâíîãî ðåäàêòîðà
æóðíàëà �Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé�.

Í. È. Ãëåáîâ � àâòîð áîëåå 80 íàó÷íûõ è ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ ðàáîò,
ñïèñîê êîòîðûõ (çà èñêëþ÷åíèåì òåõíè÷åñêèõ îò÷åòîâ) ïðèâåäåí â êîíöå
êíèãè5.

Çà ìíîãîëåòíèé äîáðîñîâåñòíûé òðóä Íèêîëàé Èâàíîâè÷ áûë íàãðàæä¼í
ìåäàëÿìè �Çà äîáëåñòíûé òðóä â îçíàìåíîâàíèå 100-ëåòèÿ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
Â. È. Ëåíèíà� (1970) è �Âåòåðàí òðóäà� (1986), ïî÷åòíûìè ãðàìîòàìè â
ñâÿçè ñ 25-ëåòèåì ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ (1982) è â ñâÿçè ñ 275-ëåòèåì ÐÀÍ (1999).

5Íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî â äîêëàäå Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à (ñ. 16�62) è åãî ñòàòüÿõ
(ñ. 63�184) èìåþòñÿ ñâîè ñïèñêè ïóáëèêàöèé, êîòîðûå ïðèâåäåíû â êíèãå â òîì æå âèäå,
÷òî è â ðàáîòàõ-ïåðâîèñòî÷íèêàõ. Âñå ññûëêè íà ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè â äîêëàäå è
ñòàòüÿõ òàêæå ñîõðàíåíû â íåèçìåííîì âèäå è ñîîòâåòñòâóþò èõ âíóòðåííèì áèáëèîãðà-
ôè÷åñêèì ñïèñêàì (ïðèì. ñîñòàâèòåëåé).
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Âåõè æèçíè

28.04.1935 Ðîäèëñÿ â ñåìüå êðåñòüÿí. ä. Íîâàÿ ×åêàåâêà
Îòåö: Èâàí Ñåì¼íîâè÷ Ñàðàíñêîãî ðàéîíà
Ìàòü: Ôåîäîñüÿ Îñèïîâíà Ìîðäîâñêîé ÀÑÑÐ

1952 ã. Îêîí÷èë ñ çîëîòîé ìåäàëüþ ã. Ñàðàíñê
ñàðàíñêóþ ñðåäíþþ øêîëó � 4

1952 ã. Ïîñòóïèë â Êàçàíñêèé ãîñóäàð- ã. Êàçàíü
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò (ÊÃÓ),
íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé
ôàêóëüòåò, îòäåëåíèå ìåõàíèêè

èþëü 1957 ã. Îêîí÷èë ÊÃÓ, äèïëîì ñ îòëè÷è- ã. Êàçàíü
åì ïî ñïåöèàëüíîñòè �Ìåõàíèêà�

01.10.1957 Ïîñòóïèë â àñïèðàíòóðó ÊÃÓ ã. Êàçàíü
ïî ñïåöèàëüíîñòè �ãèäðîàýðî-
ìåõàíèêà� ê Ì. Ò. Íóæèíó

1958 ã. Ñìåíèë òåìó èññëåäîâàíèé ã. Ìîñêâà
íà �ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû
êèáåðíåòèêè�; ïðèêîìàíäèðîâàí
ê àñïèðàíòóðå ÌÃÓ ïîä ðóê.
À. À. Ëÿïóíîâà

01.10.1960 Îêîí÷èë àñïèðàíòóðó ÊÃÓ/ÌÃÓ Êàçàíü � Ìîñêâà

01.10.1960 � Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ã. Êàçàíü
06.01.1964 ÍÈÈ ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè

èì. Í. Ã. ×åáîòàð¼âà ïðè ÊÃÓ

15.09.1962 � Íàõîäèëñÿ â íàó÷íîé êîìàíäè- ã. Íîâîñèáèðñê
01.08.1963 ðîâêå â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè

ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ

ìàé 1963 ã. Çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ ã. Íîâîñèáèðñê
äèññåðòàöèþ �Î íåêîòîðûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ âîïðîñàõ, ñâÿ-
çàííûõ ñ ïðîãðàììèðîâàíèåì�

15.06.1963 Æåíèëñÿ íà Âíóêîâñêîé ã. Íîâîñèáèðñê
Ëþäìèëå Àðêàäüåâíå
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25.01.1964 Ïðèíÿò ìëàäøèì íàó÷íûì ñî- ã. Íîâîñèáèðñê
òðóäíèêîì â Èíñòèòóò ìàòåìà-
òèêè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ

1964 ã. Ïðèíÿò ïðåïîäàâàòåëåì c ïî÷à- ã. Íîâîñèáèðñê
ñîâîé îïëàòîé â Íîâîñèáèðñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

27.04.1964 Ðîäèëàñü äî÷ü Åëåíà (Àë¼íà) ã. Íîâîñèáèðñê

01.09.1965 Èçáðàí íà äîëæíîñòü äîöåíòà ã. Íîâîñèáèðñê
ÍÃÓ ïî êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî àíàëèçà

23.12.1967 Ïðèñâîåíî ó÷¼íîå çâàíèå äîöåíòà ã. Íîâîñèáèðñê
ïî êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà

01.04.1968 Óòâåðæä¼í â äîëæíîñòè ñòàðøåãî ã. Íîâîñèáèðñê
íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà Èíñòèòóòà
ìàòåìàòèêè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ

04.10.1973 Ïðèñâîåíî ó÷¼íîå çâàíèå ñòàðøåãî ã. Íîâîñèáèðñê
íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà ïî ñïåöèàëü-
íîñòè �ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà�

13.10.1973 Ðîäèëñÿ ñûí Àëåêñåé ã. Íîâîñèáèðñê

ôåâðàëü Íàçíà÷åí èñïîëíÿþùèì îáÿçàí- ã. Íîâîñèáèðñê
1974 ã. íîñòè çàâåäóþùåãî ëàáîðàòîðèåé

Äèñêðåòíûõ ýêòðåìàëüíûõ çà-
äà÷ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ
ÀÍ ÑÑÑÐ

01.06.1977 Óòâåðæä¼í â äîëæíîñòè çàâåäó- ã. Íîâîñèáèðñê
þùåãî ëàáîðàòîðèåé Äèñêðåòíûõ
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷

01.07.1998 Èçáðàí íà äîëæíîñòü ïðîôåññîðà ã. Íîâîñèáèðñê
êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíå-
òèêè ÌÌÔ ÍÃÓ
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Ýôôåêòèâíûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè â çàäà÷àõ

ñòàíäàðòèçàöèè, òåîðèè ðàñïèñàíèé
è ñåòåâûõ ìîäåëÿõ6

Ââåäåíèå

Çàäà÷è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, âîçíèêàþùèå ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìî-
äåëèðîâàíèè â îáëàñòè èñëåäîâàíèÿ îïåðàöèé, âåñüìà àêòóàëüíû â ñâÿçè ñ
øèðîêèì âíåäðåíèåì â ïðàêòèêó è äàëüíåéøèì ñîâåðøåíñòâîâàíèåì ðàç-
ëè÷íîãî ðîäà ñèñòåì àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ.
Ýòèì æå îáóñëîâëåíî èõ èíòåíñèâíîå èññëåäîâàíèå (êàê ó íàñ â ñòðàíå, òàê
è çà ðóáåæîì) ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ. Äàííàÿ
ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ è ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû àâòîðà, ïî-
ëó÷åííûå èì (ëè÷íî èëè â ñîàâòîðñòâå) â õîäå ìíîãîëåòíèõ èññëåäîâàíèé
ïî óêàçàííîé ïðîáëåìàòèêå.

Íåñìîòðÿ íà øèðîêîìàñøòàáíûå è ïðîäîëæèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ, äëÿ
ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ äèñêðåòíûõ ýêñòðåìàëü-
íûõ çàäà÷ íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûå (ïîëèíîìèàëüíîé òðóäîåìêî-
ñòè) òî÷íûå àëãîðèòìû. Áåçóñïåøíîñòü ìíîãî÷èñëåííûõ ïîïûòîê ïîñòðîå-
íèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ òàêèõ �íåïîääàþùèõñÿ� çàäà÷ ïîëó-
÷èëà ïîñëå âîçíèêíîâåíèÿ â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ è äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåî-
ðèè ñëîæíîñòè, îñíîâàííîé íà ïîíÿòèè ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè, íåêî-
òîðîå òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå áëàãîäàðÿ âûÿâëåíèþ òàê íàçûâàåìûõ
NP�ïîëíûõ (NP�òðóäíûõ), èëè óíèâåðñàëüíûõ, çàäà÷. Ïðèìå÷àòåëüíîé
îñîáåííîñòüþ NP�ïîëíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ èõ ïîëèíîìèàëüíàÿ òðàíñôîð-
ìèðóåìîñòü äðóã â äðóãà, ÷òî äåëàåò ýòè çàäà÷è ýêâèâàëåíòíûìè â ñìûñ-
ëå ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè. Ñïèñîê ñòàâøèõ óæå èçâåñòíûìè òàêèõ
óíèâåðñàëüíûõ çàäà÷ âåñüìà îáøèðåí (íàñ÷èòûâàåò íåñêîëüêî ñîòåí) è ïðî-
äîëæàåò ïîïîëíÿòüñÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîé ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçà î òîì,
÷òî äëÿNP�ïîëíûõ � à, ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿNP�òðóäíûõ çàäà÷ äèñêðåò-
íîé îïòèìèçàöèè, � ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò.
Â ñâÿçè ñ ýòèì îñîáóþ àêòóàëüíîñòü ïðèîáðåòàåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, èçó÷åíèå
áîëåå óçêèõ êëàññîâ çàäà÷, ó÷åò ñïåöèôèêè êîòîðûõ ïîçâîëÿåò ðàçðàáàòû-

6Äîêëàä, ïîäãîòîâëåííûé Í. È. Ãëåáîâûì â 1991 ã. íà îñíîâå åãî âàæíåéøèõ ðàáîò
1960-õ � 1980-õ ãîäîâ. Òåêñò äîêëàäà ïðèâîäèòñÿ â ðåäàêöèè, ìàêñèìàëüíî áëèçêîé ê
îðèãèíàëüíîé, ñ ñîõðàíåíèåì àâòîðñêèõ ïîäñòðî÷íûõ êîììåíòàðèåâ, ñïîñîáà îôîðìëå-
íèÿ áèáëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê è ò. ï. Íàìè ëèøü èñïðàâëåíû íåêîòîðûå îïå÷àòêè è
äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ âíåñåíû íåçíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ â îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ îáúåêòîâ (ïðèì. ñîñòàâèòåëåé).

16



âàòü äëÿ íèõ ýôôåêòèâíûå òî÷íûå àëãîðèòìû è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, � áîëåå
äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ìàëîòðóäîåìêèõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ.

Â ïëàíå èñïîëüçîâàíèÿ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Ý.Õ. Ãèìàäè è Â.À.Ïåðå-
ïåëèöåé [22, 23] áûë ïðåäëîæåí ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä, êîòîðûé ïîçâîëÿ-
åò ïðîèçâîäèòü ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ íà îñíîâå
àïðèîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ïîëó÷àåìûõ ýòèìè àëãîðèòìàìè ðåøåíèé
îòíîñèòåëüíî òåõ èëè èíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà ìíîæåñòâå
âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è.

Îñòàëüíûå ïðåäñòàâëåííûå çäåñü ðàáîòû îòíîñÿòñÿ ê ïåðâîìó íàïðàâ-
ëåíèþ è ïîñâÿùåíû âûÿâëåíèþ ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîéñòâ, íàëè÷èå êîòîðûõ
ïîçâîëÿåò ñòðîèòü áîëåå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðè-
âàåìûõ çàäà÷. (Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [26],
âûïîëíåííàÿ ñîâìåñòíî ñ À.Â.Êîñòî÷êîé, â êîòîðîé ðå÷ü èäåò î ñâîéñòâàõ,
âëåêóùèõ âõîæäåíèå çàäà÷è â êëàññ NP�òðóäíûõ è äåëàþùèõ ìàëîâåðî-
ÿòíûì ïîñòðîåíèå ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ7.) Ñîñòàâëÿÿ åäèíîå öåëîå
ïî ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿ, ïî õàðàêòåðó ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ îíè ìî-
ãóò áûòü ðàçäåëåíû íà òðè ãðóïïû. Â ïåðâóþ ãðóïïó âõîäÿò ðàáîòû, ïî-
ñâÿùåííûå ðàçëè÷íûì ïîñòàíîâêàì çàäà÷ ñòàíäàðòèçàöèè (âûáîðà òèïàæà
îáîðóäîâàíèÿ), âî âòîðóþ � ðàáîòû ïî èññëåäîâàíèþ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà
ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà (ïîøàãîâîé ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè) è îáîáùåíèþ
çàäà÷è î ïîòîêå â ñåòè, â òðåòüþ � ðàáîòû, îòíîñÿùèåñÿ ê çàäà÷àì òåîðèè
ðàñïèñàíèé.

Èìåÿ äåëî ñ òðóäíîðåøàåìûìè çàäà÷àìè, â ñèëó îòìå÷åííûõ âûøå îá-
ñòîÿòåëüñòâ ïî íåîáõîäèìîñòè ïðèõîäèòñÿ çàíèìàòüñÿ èõ �äðîáëåíèåì� è
èññëåäîâàíèåì ïî îòäåëüíîñòè ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îáùåé çàäà÷è
ñ òåì, ÷òîáû ðàññ÷èòûâàòü íà óñïåøíîå çàâåðøåíèå èññëåäîâàíèÿ ïîñòðîå-
íèåì ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà. Ýòèì ìîæíî îáúÿñíèòü íåêîòîðîå ðàçíîîá-
ðàçèå ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàáîòå çàäà÷. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãäå ýòî âîçìîæ-
íî ïðîèñõîäèò è îáðàòíîå äâèæåíèå îò ÷àñòíîãî ê îáùåìó, êîãäà óäàåòñÿ
îáíàðóæèòü íåêîòîðîå ñòðóêòóðíîå ñâîéñòâî çàäà÷è ñ çàëîæåííîé â íåì
ïîòåíöèàëüíîé âîçìîæíîñòüþ åãî èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàëîòðó-
äîåìêîãî (ïîëèíîìèàëüíîãî èëè ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîãî) àëãîðèòìà.

Â ðàáîòàõ ïåðâîãî ðàçäåëà îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ èññëåäîâàíèé ïîñëóæè-
ëè îáíàðóæåííûå Â.Ò.Äåìåíòüåâûì ñâîéñòâà âåðõíèõ èíòåãðàëüíûõ ñóìì
Ðèìàíà�Ñòèëüòüåñà, à èìåííî, âûïóêëîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ ìèíè-
ìàëüíûõ çíà÷åíèé è �ýôôåêò ÷åðåäîâàíèÿ� òî÷åê ñîîòâåòñòâóþùèõ îïòè-
ìàëüíûõ ðàçáèåíèé îòðåçêà. Ýòî áûëî èñïîëüçîâàíî èì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýô-
ôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷è ñòàíäàðòèçà-

7Ýòà ñòàòüÿ ïðèâåäåíà â êíèãå íà ñ. 63�72.

17



öèè (îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî îäíîìåðíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðÿäà). Àâ-
òîðó óäàëîñü óñòàíîâèòü ñâîéñòâî ôóíêöèé (áëèçêîå ê ñóáìîäóëÿðíîñòè),
ãàðàíòèðóþùåå òàêæå �ýôôåêò ÷åðåäîâàíèÿ� è âûïóêëîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé ñóìì áîëåå îáùåãî âèäà, êîòîðûå âîçíèêàþò,
â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷å �î áëèæàéøåì ñîñåäå�. Ýòî ïîçâîëèëî â äàëüíåéøåì
ðàñïðîñòðàíèòü ñôåðó ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííûõ ðàíåå àëãîðèòìîâ è íà
áîëåå îáùèå çàäà÷è ñòàíäàðòèçàöèè (âûáîðà òèïàæà îáîðóäîâàíèÿ).

Âîçíèêàâøàÿ â ïåðâîì ðàçäåëå çàäà÷à ïîïîëíåíèÿ îäíîìåðíîãî ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî ðÿäà ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ñå-
ïàðàáåëüíîé ôóíêöèè íà ïðîñòåéøåãî âèäà ìíîæåñòâå, äëÿ ðåøåíèÿ êîòî-
ðîé áûë ïðèãîäåí äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûé ìåòîä ïîøàãîâîé ëîêàëüíîé
îïòèìèçàöèè (ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà) Â ðåçóëüòàòå ïðåäïðèíÿòî-
ãî èññëåäîâàíèÿ áûëè ïîëíîñòüþ îõàðàêòåðèçîâàíû òå ìíîæåñòâà, íà êî-
òîðûõ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè ðàçðåøèìà
óêàçàííûì ìåòîäîì. (Â ðàáîòàõ êàíàäñêîãî ìàòåìàòèêà Äæ.Ýäìîíäñà òà-
êèå ìíîæåñòâà ïîëó÷èëè íàçâàíèå ïîëèìàòðîèäîâ). Âûäåëåí òàêæå êëàññ
ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíî òåì æå ìåòîäîì â ñëó÷àå âûïóêëûõ ôóíêöèé áîëåå îáùåãî âèäà.

Ñëåäóþùèì øàãîì â ðàçâèâàåìîì íàïðàâëåíèè áûëî èçó÷åíèå çàäà÷è
ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâàõ ñ áîëåå
ñëîæíûì ñòðîåíèåì, ÷åì ïîëèìàòðîèäû, à èìåííî, íà ïåðåñå÷åíèÿõ äâóõ
ïîëèìàòðîèäîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ
ëîêàëüíóþ ñòðóêòóðó òàêèõ ìíîæåñòâ è ïîçâîëèâøèõ òàêæå îáîñíîâàòü
íåêîòîðûé ìåòîä ïîøàãîâîé ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè, â êîòîðîì îïòèìèçà-
öèÿ íà êàæäîì øàãå ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êðàò÷àéøåãî ïóòè (èëè öèêëà)
â íåêîòîðîì ãðàôå.

Äàëüíåéøèì îáîáùåíèåì ïðåäûäóùåé çàäà÷è ÿâèëàñü ðàññìîòðåííàÿ
íàìè çàäà÷à î öåëî÷èñëåííîì ïîòîêå ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â ñåòè ñ âû-
ïóêëûìè ôóíêöèÿìè ñòîèìîñòè ïåðåâîçîê ïî äóãàì è îãðàíè÷åíèÿìè íà
äóãîâûå ïîòîêè, çàäàâàåìûìè ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ â ðàññìîòðåíèå ãîë-
ëàíäñêèì ìàòåìàòèêîì Øðàéâåðîì �ñöåïëåííûõ âåêòîðíûõ ñèñòåì�. Ïî-
ñëåäíèå òåñíî ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèåì ïîëèìàòðîèäà è ïîçâîëÿþò ïðîèçâåñòè
ñóùåñòâåííîå îáîáùåíèå çàäà÷è î ïîòîêå â ñåòè, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîé
îêàçûâàåòñÿ çàäà÷à î ïîëèìàòðîèäíîì ïîòîêå, ðàññìîòðåííàÿ Ëîóëåðîì è
Ìàðòåëîì.

Çàâåðøàþùèì îáîáùåíèåì âñåõ óïîìÿíóòûõ âûøå çàäà÷ âòîðîãî ðàç-
äåëà (è îòíîñÿùèõñÿ ê íèì ðåçóëüòàòîâ) ÿâèëàñü çàäà÷à ìèíèìèçàöèè âû-
ïóêëîé ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè íà ïåðåñå÷åíèè áàçèñíûõ ñèñòåì (èëè ýê-
âèâàëåíòíàÿ åé çàäà÷à î áàçèñíîì ïîòîêå â ñåòè). Äëÿ ýòîé çàäà÷è íàðÿäó
ñ îáîñíîâàíèåì ìåòîäà ïîøàãîâîé ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè ïîëó÷åí òàêæå
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íåêîòîðûé àíàëîã èçâåñòíîé òåîðåìû Ôîðäà è Ôàëêåðñîíà î ìàêñèìàëüíîì
ïîòîêå è ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ñâîéñòâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðàôàõ èñïîëüçóþò-
ñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåòðèâèàëüíûõ âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê äëèí îïòè-
ìàëüíûõ ðàñïèñàíèé â ñó÷àå çàäà÷è Àêåðñà�Ôðèäìåíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
èñïîëüçîâàíèå ìèíèìàêñíûõ ïóòåé ïîçâîëèëî àâòîðó âûäåëèòü ðÿä ñëó÷à-
åâ ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ìíîãîñòàíî÷íîé çàäà÷è Äæîíñîíà ïóòåì
îáîñíîâàíèÿ íåêîòîðûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé åå ñâîäèìîñòè ê çàäà÷å ñ äâó-
ìÿ ñòàíêàìè.

Ïîäûòîæèâàÿ ñêàçàííîå, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå
ðàçâèòûå àâòîðîì ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áàçèðó-
þòñÿ íà ñâîéñòâàõ êðàò÷àéøèõ (ìèíèìàêñíûõ) ïóòåé â ãðàôàõ, íà âûïóê-
ëîñòè ôèãóðèðóþùèõ â çàäà÷àõ ôóíêöèé è íà ïðèíöèïå ïîøàãîâîé ëîêàëü-
íîé îïòèìèçàöèè. Â öåëîì äàííóþ ðàáîòó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âêëàä
â òåîðèþ è ìåòîäû äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê áîëåå ïîäðîáíîìó èçëîæåíèþ ñîäåðæàíèÿ ðàáîòû ïî
ðàçäåëàì.
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1. Çàäà÷è ñòàíäàðòèçàöèè [1�7]

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ îòûñêèâàòü îïòèìàëü-
íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè F (x1, . . . , xn), çàâèñÿùåé îò ïåðåìåííîãî ÷èñëà àð-
ãóìåíòîâ x1, . . . , xn. Îïòèìèçàöèÿ âåäåòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì n è âñåâîç-
ìîæíûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ x1, . . . , xn. Ïîëó÷àåìîå â ðåçóëüòàòå îïòè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò ÷èñëà
n. Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ òðåáóåò áîëüøèõ ïåðåáîðîâ. Â ðÿ-
äå çàäà÷ îêàçàëîñü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé
âåëè÷èíû F ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, òî åñòü, ïðè ëþáîì n ≥ n0 âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

2Fn ≤ Fn−1 + Fn+1.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî óäàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ óìåíüøåíèÿ ïåðåáîðîâ â ïðî-
öåññå îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ.

Òàê, íàïðèìåð, Â.Ò.Äåìåíòüåâûì [1965]8 èññëåäîâàëàñü çàäà÷à ìèíèìè-
çàöèè ñóììû

F (x1, . . . , xn) =
n∑

k=0

(h(xk+1)− h(xk))g(xk+1) (1)

ïðè ôèêñèðîâàííîì n è âñåâîçìîæíîì âûáîðå òî÷åê x1, . . . , xn íà îòðåçêå
[a, b], a = x0 ≤ x1 . . . ≤ xn ≤ xn+1 = b. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {Fn} ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé òàêèõ ñóìì ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé,
åñëè ôóíêöèè h(x) è g(x) ìîíîòîííî íåóáûâàþùèå. Âûïóêëîñòü ýòîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ýêî-
íîìíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ âûáîðà îïòèìàëüíûõ
ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ.

Ðàññìàòðèâàâøàÿñÿ Ã.À.ßíãîì [1963]9 çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì ÷èñëå è
ðàçìåùåíèè êîíòðîëüíûõ ñòàíöèé ñâîäèëàñü ê ìèíèìèçàöèè âåëè÷èíû

F (x1, . . . , xn) =
n+1∑

k=1

xk∫

xk−1

h(t)g(xk − t) dt, (2)

ãäå a = x0 ≤ x1 . . . ≤ xn ≤ xn+1 = b, h(t) ≥ 0, g(t) � ìîíîòîííî âîçðàñòà-
þùàÿ ôóíêöèÿ, è â ñëó÷àå h(t) = const èì äîêàçàíà âûïóêëîñòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {Fn} ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé ðàññìàòðèâàåìîé âåëè÷èíû. Ýòî
ïîçâîëèëî Ã.À.ßíãó ïîñòðîèòü ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé àëãîðèòì ðåøåíèÿ

8Äåìåíòüåâ Â.Ò. Îá îäíîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ òî÷åê íà îòðåçêå. � Â
ñá.: �Äèñêðåòíûé àíàëèç�, âûï. 4, Íîâîñèáèðñê, 1965, 23�27.

9Young H.A. On the optimum location of checking station. � Oper. Res., 11, N 5, 721�731.
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çàäà÷è è ïðîâåñòè íåêîòîðîå êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ðåøåíèÿ â óêàçàí-
íîì ñëó÷àå.

Ê. Ã.Äîóêåðîì [1944]10 ðàññìàòðèâàëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìèíèìàëü-
íûõ çíà÷åíèé ïëîùàäåé n-óãîëüíèêîâ, îïèñàííûõ îêîëî äàííîé âûïóêëîé
ôèãóðû, è áûëà äîêàçàíà åå âûïóêëîñòü. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò, êàñàþ-
ùèéñÿ ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïåðèìåòðîâ îïèñàííûõ n-óãîëüíèêîâ, áûë
ïîëó÷åí É.Ìîëíàðîì [1955]11.

Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì ïðåäñòàâëÿëà èíòåðåñ çàäà÷à âûÿâëåíèÿ ñèòóà-
öèé, â êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé âåëè÷èíû
F îêàçûâàåòñÿ âûïóêëîé. Ñ ýòîé öåëüþ è áûëà âûïîëíåíà ðàññìàòðèâàåìàÿ
ðàáîòà [1], îñíîâíàÿ òåîðåìà êîòîðîé èìååò âåñüìà àáñòðàêòíóþ ôîðìóëè-
ðîâêó. Îäíàêî ñëåäñòâèÿ ýòîé òåîðåìû íîñÿò áîëåå êîíêðåòíûé õàðàêòåð è
íàõîäÿò â äàëüíåéøåì ïðèìåíåíèå ïðè ïîñòðîåíèè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèò-
ìîâ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ñòàíäàðòèçàöèè.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííûì ìíîæåñòâî L, â êîòîðîì îïðåäåëåíî áè-
íàðíîå îòíîøåíèå � è âûäåëåíî äâà íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà E0 è E1. ×å-
ðåç Ln áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ íà-
áîðîâ X̄ = (x0, x1, . . . , xn) äëèíû n + 1, òàêèõ, ÷òî xi ∈ L, i = 0, . . . , n,
x0 � x1 � · · · � xn−1 � xn è x0 ∈ E0, xn ∈ E1. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî âñå Ln ïðè n ≥ n0 íåïóñòû.

Ïóñòü íà L çàäàíà âåùåñòâåííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó ôóíêöèÿ f(x). Äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà X̄ = (x0, x1, . . . , xn) îáîçíà÷èì ÷åðåç Fk(X̄), k ≤ n,

âåëè÷èíó
n∑
k=0

f(xk). Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f(x) ïîñòðîèì ÷èñëîâóþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü, n�ûé ÷ëåí êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Fn = inf{Fn(X̄) | X̄ ∈ Ln}, n ≥ n0 . (3)

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé âûïóêëîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (3) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâå áèíàðíûå (êîììóòàòèâíûå) îïåðàöèè 4,
∇ è áèíàðíîå îòíîøåíèå →, îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå L è óäîâëåòâîðÿ-
þùèå ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1◦. E04L ⊂ E0, E0∇E0 ⊂ E0 .

2◦. E1∇L ⊂ E1, E14E1 ⊂ E1 .

3◦. (x ∈ E0) & (y ∈ E0) =⇒ (x4y → x∇y).

4◦. (x ∈ E1) & [(x→ y) ∨ (x � y)] =⇒ (y ∈ E1) & [(y � z)⇒ (x � z)].

10Dowker C.H. On minimum circumscribed polygons. � Bull. Amer. Math. Soc. 50, 1944,
120�122.

11Molnar J. On inscribed and circumscribed polygons of convex regions. � Math. Lapok,
6, 1955, 210�218.
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5◦. (x→ y) & (x � z) & (y 6→ z) =⇒ (x � y∇z) & (y4z → y∇z) &
& [(x′ � y)⇒ (x′ � y4z)].

6◦. (x � y) =⇒ {(x4x′ � y) & [(x′ � y′)⇒ (x∇x′ � y′)]}∨
∨{(x∇x′ � y) & [(x′ � y′)⇒ (x4x′ � y′)]}.

Çäåñü =⇒ åñòü çíàê èìïëèêàöèè, à 6→ � îòðèöàíèå îòíîøåíèÿ →.

Òåîðåìà 1 [1]. Åñëè ñóùåñòâóþò îïåðàöèè 4, ∇ è îòíîøåíèå →, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíû àêñèîìû 1◦ � 6◦, òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f(x), óäîâëå-
òâîðÿþùåé óñëîâèþ

f(x) + f(y) ≥ f(x4y) + f(x∇y) (4)

ïðè âñåõ x, y ∈ L, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3) áóäåò âûïóêëîé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû 1.
1. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè äàíà çàìêíóòàÿ îáëàñòü L, îãðàíè÷åííàÿ îòðåç-

êàìè ïðÿìûõ AC, BC è âûïóêëîé êðèâîé AdB, îáðàùåííîé âûïóêëîñòüþ
âíóòðü îáëàñòè L.
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Q′′ C

Q′

B

Q
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β

α

β

Ðèñ. 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ AdB îáðà-
çóåò ñ ïðÿìûìè AC è BC â òî÷êàõ A è B
óãëû α è β, ñîîòâåòñòâåííî, α + β < π.
Îáëàñòü L ìîæåò áûòü è íåîãðàíè÷åí-
íîé, åñëè ïðÿìûå AC è BC íå ïåðåñåêà-
þòñÿ.

Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü íàïðàâëåíèå îò
A ê B íà êðèâîé AdB ïîëîæèòåëüíûì.
Áëàãîäàðÿ ýòîìó åñòåñòâåííûì îáðàçîì
îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëå-
íèå íà îïîðíûõ ïðÿìûõ (êàñàòåëüíûõ)
ýòîé êðèâîé.

Ïîêðîåì îáëàñòü L äâóìÿ ñåìåéñòâàìè ïðÿìûõ (òî÷íåå, ðå÷ü èäåò îá
îòðåçêàõ ïðÿìûõ). Ïóñòü Q � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà êðèâîé AdB è l � îïîð-
íàÿ ïðÿìàÿ ýòîé êðèâîé, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó Q. Òîãäà ïðÿìóþ QQ′,
îáðàçóþùóþ ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì ïðÿìîé l óãîë α, îòíåñåì ê
ïåðâîìó ñåìåéñòâó, à ïðÿìóþ QQ′′, îáðàçóþùóþ ñ ïîëæèòåëüíûì íàïðàâ-
ëåíèåì ïðÿìîé l óãîë π − β, � êî âòîðîìó ñåìåéñòâó. Ïðè ýòîì òî÷êó A
áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê �ïðÿìóþ� âòîðîãî ñåìåéñòâà, à òî÷êó B � êàê
�ïðÿìóþ� ïåðâîãî ñåìåéñòâà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðÿìîé QQ′ ïåðâîãî ñå-
ìåéñòâà ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìàÿ QQ′′ âòîðîãî ñåìåéñòâà, è íàîáîðîò.

×åðåç êàæäóþ òî÷êó x îáëàñòè L, íå ëåæàùóþ íà êðèâîé AdB, ïðîõîäèò
ðîâíî ïî îäíîé ïðÿìîé êàæäîãî ñåìåéñòâà. (Ýòî óòâåðæäåíèå ïåðåñòàåò
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áûòü âåðíûì ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà α + β = 0 è êðèâàÿ AdB ñîäåðæèò
ïðÿìîëèíåéíûå ó÷àñòêè. Ïóòåì íåçíà÷èòåëüíîãî óñëîæíåíèÿ ðàññóæäåíèé
ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ, íî
èç íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ îí èñêëþ÷àåòñÿ.) Îáîçíà÷èì ÷åðåç l

′
x (l

′′
x) ïðÿìóþ

ïåðâîãî (âòîðîãî) ñåìåéñòâà, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó x, à ÷åðåç T
′
x (T

′′
x ) �

åäèíñòâåííóþ òî÷êó êðèâîé AdB, ïðèíàäëåæàùóþ ïðÿìîé l
′
x (l

′′
x).

Îïðåäåëèì òåïåðü íà L îòíîøåíèå � ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî òî÷êè x è y íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè x � y òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïðÿìûå l

′′
x è l

′
y ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó, òî åñòü T

′′
x = T

′
y. Â êà÷åñòâå

ìíîæåñòâ E0 è E1 âîçüìåì ïðÿìûå AC è BC ñîîòâåòñòâåííî.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò áèíàðíûå îïåðàöèè 4, ∇ è îò-

íîøåíèå →, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìàì 1◦ � 6◦.
Òî÷êè x è y áóäåì ñ÷èòàòü íàõîäÿùèìèñÿ â îòíîøåíèè x→ y òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà y ïðèíàäëåæèò çàìêíóòîé îáëàñòè (âîçìîæíî, âûðîæ-
äåííîé), îãðàíè÷åííîé ïðÿìûìè l

′
x è l

′′
x, BC è ïðÿìîé QQ′ ïåðâîãî ñåìåé-

ñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåé l
′′
x .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S1
x, S

2
x, S

3
x, S

4
x çàìêíóòûå îáëàñòè, îãðàíè÷åííûå ñî-

îòâåòñòâåííî ïðÿìûìè l
′
x, l

′′
x è êðèâîé AdB; ïðÿìûìè l

′
x, l

′′
x, BC è êðèâîé

AdB; ïðÿìûìè l
′
x, l

′′
x, AC, BC; ïðÿìûìè l

′
x, l

′′
x, AC è êðèâîé AdB. Îïåðàöèè

4 è ∇ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x4y =





l
′
x ∩ l

′′
y , åñëè y ∈ S1

x ;

l
′
x ∩ l

′′
x = x , åñëè y ∈ S2

x ;

l
′
y ∩ l

′′
x , åñëè y ∈ S3

x ;

l
′
y ∩ l

′′
y = y , åñëè y ∈ S4

x ;

x∇y =





l
′
y ∩ l

′′
x , åñëè y ∈ S1

x ;

l
′
y ∩ l

′′
y = y , åñëè y ∈ S2

x ;

l
′
x ∩ l

′′
y , åñëè y ∈ S3

x ;

l
′
x ∩ l

′′
x = x , åñëè y ∈ S4

x .

Îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâà E0, E1, îïåðàöèè 4, ∇ è îòíî-
øåíèÿ �,→ óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì 1◦ � 6◦, ÷òî ïîçâîëÿåò âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìîé 1.

2. Îïðåäåëèì íà L ôóíêöèþ f(x), ïîëîæèâ åå â òî÷êå x ðàâíîé ïëîùàäè
ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ïðÿìûìè l

′
x , l

′′
x è êðèâîé AdB. Â ýòîì ñëó÷àå âåëè-

÷èíà
n∑
k=0

f(xk), ãäå E0 3 x0 � x1 � . . . � xn−1 � xn ∈ E1 , îòëè÷àåòñÿ îò ïëî-

ùàäè ìíîãîóãîëüíèêà Ax0T
′
x1
x1 . . . T

′
xnxnB ëèøü ïîñòîÿííûì ñëàãàåìûì, à

ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4). Ïî òåîðåìå 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Fn} ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïëîùàäåé ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ
áóäåò âûïóêëîé. Ïðè α = β = 0 ìû ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ îïèñàííûõ ìíî-
ãîóãîëüíèêîâ, è ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óïîìèíàâøåéñÿ
ðàíåå òåîðåìû Ê.Ã.Äîóêåðà äëÿ âûïóêëîé íåçàìêíóòîé êðèâîé.

3. Ïîëîæèì ôóíêöèþ f(x) â òî÷êå x ðàâíîé ñóììå äëèí îòðåçêîâ xT ′x è
xT ′′x . Òîãäà âåëè÷èíà F (ñì. âûøå ï. 2) áóäåò ðàâíà äëèíå ëîìàíîé Ax0T

′
x1
x1
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. . . xn−1T
′
xnxnB, à ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4). Çíà÷èò, ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {Fn} ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé äëèí óêàçàííûõ ëîìàíûõ ÿâëÿ-
åòñÿ âûïóêëîé. Êàê è âûøå, ïðè α = β = 0 ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ îïèñàííûõ
ëîìàíûõ, à ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû É.Ìîëíàðà
äëÿ âûïóêëîé íåçàìêíóòîé êðèâîé.

4. Ïóñòü òåïåðü îáëàñòü L åñòü ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðå-
óãîëüíèê ABC, â êîòîðîì AC è BC ÿâëÿþòñÿ êàòåòàìè è, ñëåäîâàòåëüíî,
α = β = π/4. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî íà ïëîñêîñòè çàäàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ
ñèñòåìà êîîðäèíàò uOv, â êîòîðîé âåðøèíû òðåóãîëüíèêà çàïèñûâàþòñÿ
òàê: A = (0, 0), B = (1, 1), C = (0, 1).

Â ýòîì ñëó÷àå îòíîøåíèå (u1, v1) � (u2, v2) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó v1 =
u2 è ôîðìóëà (3) ïðèíèìàåò âèä:

Fn = inf
n∑

k=0

f(uk, uk+1), (5)

ãäå 0 = u0 ≤ u1 ≤ . . . ≤ un ≤ un+1 = 1.
Ïî òåîðåìå 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} áóäåò âûïóêëîé, åñëè ïðè ëþáûõ

u1, v1, u2, v2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0 ≤ u1 ≤ u2 ≤ v1 ≤ v2 ≤ 1,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(u1, v1) + f(u2, v2)− f(u1, v2)− f(u2, v1) ≤ 0. (6)

Åñëè ôóíêöèÿ f(u, v) èìååò âòîðóþ ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ, òî óñëîâèå
(6) ðàâíîñèëüíî íåïîëîæèòåëüíîñòè ýòîé ïðîèçâîäíîé, ò. å. f ′′uv ≤ 0.

Ñëó÷àé, ðàññìîòðåííûé Â.Ò.Äåìåíòüåâûì, ïîëó÷àåòñÿ ïðè

f(u, v) = [h(v)− h(u)]g(v).

Äëÿ ýòîé ôóíêöèè óñëîâèå (6) ýêâèâàëåíòíî ëèáî ìîíîòîííîìó íåóáûâà-
íèþ, ëèáî ìîíîòîííîìó íåâîçðàñòàíèþ ôóíêöèé h è g. Åñëè ïîëîæèòü

f(u, v) = [h1(v)− h(u)]g(v),

òî óñëîâèå (6) áóäåò âûïîëíåíî ïðè òåõ æå îãðàíè÷åíèÿõ íà h è g è ïðè
ïðîèçâîëüíîé h1.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

f(u, v) =
∫ v

u
G(u, v, t) dt.

Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (6), åñëè G(u, v, t) ïðè ëþáîì ôèê-
ñèðîâàííîì t: 1) ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò ïî u è ìîíîòîííî íå óáûâàåò
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ïî v; 2) ïî ïåðåìåííûì u è v óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (6). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
G(u, v, t) = g1(u, t) + g2(v, t) ôóíêöèÿ f(u, v) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (6), åñ-
ëè g1(u, t) ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò ïî u, à g2(v, t) ìîíîòîííî íå óáûâàåò ïî
v.

Â ñëó÷àå çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ðàçìåùåíèè êîíòðîëüíûõ ñòàíöèé, ðàñ-
ñìàòðèâàâøåéñÿ Ã.À.ßíãîì, g2(v, t) = h(t)g(v − t), g1(u, t) = 0 è âûøåóïî-
ìÿíóòûå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, åñëè g(v) ìîíîòîííî íå óáûâàåò è h(t) ≥ 0.
Òàêèì îáðàçîì, êà÷åñòâåííûå âûâîäû, ïîëó÷åííûå ïðè h = const, ñîõðàíÿ-
þò ñâîþ ñèëó è â îáùåì ñëó÷àå.

Ðàíåå íàìè óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî çàäà÷à âèäà (5) âîçíèêàåò ïðè ïîñòðî-
åíèè îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ (çàäà÷à ñòàíäàðòèçàöèè) â ñëó-
÷àå îäíîðîäíûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì. Äîñòàòî÷íî îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è
ñòàíäàðòèçàöèè, èëè âûáîðà òèïàæà îáîðóäîâàíèÿ, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

min
n

min
Un


 ∑

u∈Un

c0(u) +
∑

x∈X
min
u∈Un

g(u, x)


 , (7)

ãäå
X � ìíîæåñòâî âèäîâ ñïðîñà;
U � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ òèïîðàçìåðîâ;
Un � ïàðàìåòðè÷åñêèé ðÿä òèïîðàçìåðîâ, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé n�ýëå-

ìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà U ;
c0(u) � �íà÷àëüíàÿ� ïëàòà çà ââîä òèïîðàçìåðà u;
g(u, x) � çàòðàòû íà óäîâëåòâîðåíèå ñïðîñà âèäà x ïîñðåäñòâîì èçäåëèé

ñ òèïîðàçìåðîì u.
Âïåðâûå ïîäîáíàÿ çàäà÷à áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòàõ Â.Ò.Äåìåíòüåâà12

ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:
1) X = U = [a, b],

2) g(u, x) =

{
g(u)h(x), ïðè x ≤ u,

K, ïðè x > u,
ãäå g(u) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, h(x) ≥ 0, K � äîñòàòî÷íî áîëüøîå
÷èñëî.

Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä:

n∑

k=1

{
c0(uk) + g(uk) ·

uk∫

uk−1

h(x) dx
}
→ min, (8)

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé óñëîâèÿìè

a = u0 ≤ u1 ≤ . . . ≤ un−1 ≤ un = b, n > 0. (9)

12Äåìåíòüåâ Â.Ò. Çàäà÷à âûáîðà òèïàæà îáîðóäîâàíèÿ. � Â ñá.: �Ìåòîäû óïðàâëåíèÿ
áîëüøèìè ñèñòåìàìè�, òîì II, Èðêóòñê, 1970.
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Çàäà÷à (8)�(9) áûëà ðåøåíà ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ïðè ýòîì áûëà äîêàçàíà, êàê óæå ñêàçàíî âûøå, âûïóêëîñòü ïî n ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {Sn} ìèíèìóìîâ ôóíêöèè (8), ÷òî ñóùåñòâåííûì îáðàçîì
ìîãëî áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è ïðè íàëè÷èè ôèê-
ñèðîâàííûõ òèïîðàçìåðîâ, ò. å. êîãäà ñòàâèòñÿ âîïðîñ î ïîïîëíåíèè èìåþ-
ùåãîñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðÿäà.

Äëÿ çàäà÷è (7) âûáîðà îïòèìàëüíîãî ðÿäà ïðè ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèÿõ
c0(u) è g(u, x) íå èçâåñòíî ýôôåêòèâíûõ (ïîëèíîìèàëüíûõ) àëãîðèòìîâ.
Ýòî è íå óäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêó çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé. Â ñâÿçè ñ
ýòèì ïðåäñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ è ïîèñê
ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìûõ ñëó÷àåâ óêàçàííîé çàäà÷è.

Çàäà÷à (5), ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à (8), ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé, ïî ñóùåñòâó, çàäà÷ó î êðò÷àéøåì ïóòè â ãðàôå G = (V,E) ñ ìíîæå-
ñòâîì âåðøèí V = [a, b], ìíîæåñòâîì äóã E = {(u, v) | a ≤ u < v ≤ b} è
ôóíêöèåé äëèí äóã f(u, v). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è ñûãðàëî ðåøàþùóþ ðîëü
â òîì, ÷òî çàäà÷à ñòàíäàðòèçàöèè (7) â ðàññìîòðåííîì Â.Ò.Äåìåíòüåâûì
ñëó÷àå (ñì. âûøå óñëîâèÿ 1 � 2) îêàçàëàñü ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìîé.

Â äàëüíåéøåì Ý.Õ. Ãèìàäè [1970]13 è àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Ý.Õ. Ãèìàäè
[2] áûëè óêàçàíû äâà äðóãèõ ñëó÷àÿ ñâîäèìîñòè çàäà÷è (7) ê çàäà÷å (5).

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (6) â çàäà÷å (5) ïîçâîëÿåò, êàê áûëî ïîêàçàíî
Ý.Õ. Ãèìàäè [1969]14, ïðîèçâåñòè ìîäèôèêàöèþ ñòàíäàðòíîé ñõåìû äèíà-
ìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïîëó÷èòü òåì ñàìûì áîëåå ýôôåêòèâíûé
àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèäàåò óñëîâèþ (6) äîïîë-
íèòåëüíóþ çíà÷èìîñòü è îïðàâäûâàåò óñèëèÿ, çàòðà÷èâàåìûå íà äîêàçà-
òåëüñòâî ñîîòâåòñòâóþùåãî ñâîéñòâà â òîì èëè èíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 2 [2]. Åñëè ôóíêöèÿ g(u, x) êâàçèâûïóêëà ïî u, òî çàäà÷à (7)
ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å (5). Ïðè ýòîì

f(u, v) = c0(v) +
∑
x∈X

min{0, g(v, x)− g(u, x)} è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (6).

(Ôóíêöèÿ g(u, x) íàçûâàåòñÿ êâàçèâûïóêëîé ïî u, åñëè äëÿ ëþáîé òðîéêè
u1 < u < u2 èç óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà U âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

g(u, x) ≤ max{g(u1, x), g(u2, x)}

ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x.)

13Ãèìàäóòäèíîâ Ý.Õ. Îá îäíîì êëàññå çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. � Â ñá.:
�Óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû�, âûï. 3, Íîâîñèáèðñê, 1969, 101�113.

14Ãèìàäè Ý.Õ. (Ãèìàäóòäèíîâ). Âûáîð îïòèìàëüíûõ øêàë â îäíîì êëàññå çàäà÷ òèïà
ðàçìåùåíèÿ, óíèôèêàöèè è ñòàíäàðòèçàöèè. � Â ñá.: �Óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû�, âûï. 6,
Íîâîñèáèðñê, 1970, 57�70.
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Âòîðîé ñëó÷àé ñâîäèìîñòè, óêàçàííûé Ý.Õ. Ãèìàäè, èìååò ìåñòî, åñëè
ôóíêöèÿ g(u, x) îáëàäàåò òàê íàçûâàåìûì ñâîéñòâîì ñâÿçíîñòè. Â ýòîì
ñëó÷àå

f(u, v) = min
w∈U
{c0(w) +

∑

u<z≤v
g(w, z)}

è ïî äîêàçàííîé â [2] òåîðåìå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (6), åñëè c0(u) = const.
Ïðåäïîëàãàÿ X = {1, 2, . . . , n} è U = {1, 2, . . . ,m}, çàäà÷ó (7) ìîæíî

ñôîðìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè:

F (x, y) =
m∑

i=1

{c0
i yi +

n∑

j=1

gijxij} → min (10)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:

m∑

i=1

xij = 1, j = 1, . . . , n, (11)

0 ≤ xij ≤ yi , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, (12)

xij , yi ∈ {0, 1}. (13)

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è, åñëè ìàòðèöà (gij) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì òèïà ñâÿçíîñòè èëè êâàçèâûïóêëîñòè, ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ñõåìû
íåÿâíîãî ïåðåáîðà (ìåòîäû âåòâåé è ãðàíèö è èõ ìîäèôèêàöèè, ïîñëåäîâà-
òåëüíûå ñõåìû îïòèìèçàöèè è ò. ï.). Ýôôåêòèâíîñòü ïîäîáíûõ ñõåì (ñòå-
ïåíü îòñåâà áåñïåðñïåêòèâíûõ âàðèàíòîâ) â ñèëüíîé ñòåïåíè çàâèñèò îò
òåõíèêè ïîñòðîåíèÿ íèæíèõ îöåíîê.

Â êà÷åñòâå íèæíåé îöåíêè öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (10)�(13) ìîæíî
âçÿòü çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è, äâîéñòâåííîé ê çàäà÷å (10)�(12):

φ(w) =
n∑

j=1

min
1≤i≤m

{gij + wij} → max
w

(14)

ïðè óñëîâèÿõ:

n∑

j=1

wij ≤ c0
i , i = 1, . . . ,m; (15)

wij ≥ 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. (16)

Íèæíåé îöåíêîé äëÿ F ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, âåëè÷èíà

Q(z) =
n∑

j=1

min
i∈U
{gij + zic

0
i } ,

27



ãäå z ∈ A, A � ñèìïëåêñ â Rn, îïðåäåëÿåìûé óñëîâèÿìè

n∑

j=1

zj ≤ 1, zj ≥ 0 (j = 1, . . . , n).

(Îäèí èç ñïîñîáîâ âûáîðà z ïðåäëàãàëñÿ â ðàáîòå Â.À.Åìåëè÷åâà è Ì.Ì.Êî-
âàëåâà [1970, 1972]15.)

Â ðàáîòå [5], âûïîëíåííîé ñîâìåñòíî ñ Ý.Õ. Ãèìàäè è Â.Ò.Äåìåíòüåâûì,
óêàçûâàåòñÿ ìåòîä ïîëó÷åíèÿ îöåíêè, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ íå õóæå Q(z)
ïðè ëþáîì âåêòîðå z èç A. Äëÿ ýòîé öåëè çà O(nm2) äåéñòâèé òèïà ñðàâ-
íåíèÿ è ñëîæåíèÿ ÷èñåë ñòðîèòñÿ òàê íàçûâàåìîå òóïèêîâîå ðåøåíèå äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷è (14)�(16), à çàîäíî ïîëó÷àåòñÿ è íåêîòîðîå ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (10)�(13) ñ àïîñòåðèîðíîé îöåíêîé òî÷íîñòè.

Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ w çàäà÷è (14)�(16) îïðåäåëèì ìíîæå-
ñòâà U0 è Uj , j = 1, . . . , n:

U0 = {i ∈ U |
n∑
j=1

wij − c0
i = 0};

Uj = {i ∈ U | gij + wij = min
k∈U
{gkj + wkj}}.

Äîïóñòèìîå ðåøåíèå w íàçûâàåòñÿ òóïèêîâûì, åñëè
à) Uj ∩ U0 = ∅ , j = 1, . . . , n;
á) wij = 0 , ∀ i ∈ U \ Uj , j = 1, . . . , n.

Òåîðåìà 3 [5]. Äëÿ ëþáîãî òóïèêîâîãî ðåøåíèÿ w è ëþáîãî âåêòîðà

z ∈ A ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Q(z) ≤ φ(w).

Èç îïðåäåëåíèÿ òóïèêîâîãî ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (14)�(16) âû-
òåêàåò ìåòîä îòûñêàíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ è íèæíåé îöåíêè φ(w) (1-é ýòàï
àëãîðèòìà), à òàêæå àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ äîïóñòèìîãî (ïðèáëèæåííîãî) ðå-
øåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (10)�(13) (2-é ýòàï àëãîðèòìà).

1-é ýòàï. Âíà÷àëå ýòàïà ïîëàãàåì wij = 0, c′i = c0
i , vj = min{gij | i =

1, . . . ,m}, Uj = {i | gij = vj}, (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n). Çàòåì öèêëè÷åñêè
ïîâòîðÿþòñÿ äåéñòâèÿ, îïèñàííûå â ïóíêòàõ 1à) è 1á).

1à). Íàõîäèì ìíîæåñòâî U0 = {i | c′i = 0} è ñòîëáåö j0 , òàêîé, ÷òî

|Uj0| = min{|Uj| | Uj ∩ U0 = ∅}.
15Åìåëè÷åâ Â.À., Êîâàëåâ Ì.Ì. Ðåøåíèå íåêîòîðûõ çàäà÷ âîãíóòîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïëàíîâ, I è II. � �Èçâåñòèÿ ÀÍ ÁÑÑÐ,
ñåðèÿ ôèç.-ìàò. íàóê�, Ìèíñê, N 6, 1970, 24�27 è N 1, 1972, 65�74.
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Åñëè òàêîé ñòîëáåö íàéäåí, òî ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 1á), â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïîëàãàåì

wij =

{
vj − gij , i ∈ Uj

0 , i 6∈ Uj , (j = 1, . . . , n)

φ(w) =
n∑
j=1

vj ,

è ðàáîòà 1-ãî ýòàïà àëãîðèòìà íà ýòîì çàêàí÷èâàåòñÿ.
1á). Âû÷èñëÿåì
g = min{gij0 | i 6∈ Uj0}; c′ = min{c′i | i ∈ Uj0};
h = min{g − vj0 , c′};

ïîëàãàåì
vj0 := vj0 + h; c′i := c′i − h (i ∈ Uj0)

è ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 1à).

2-é ýòàï. Ïóñòü U0 ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ w, ïîëó÷åííîìó íà 1-îì ýòàïå.
Ïîëîæèì âåêòîð y ðàâíûì (y1, . . . , yn), ãäå yi = 1 â ñëó÷àå i ∈ U0 è yi = 0
� â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äàëåå öèêëè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ äåéñòâèÿ ñîãëàñíî
ïðàâèëàì ïóíêòîâ 2à) è 2á).

2à). Âû÷èñëÿåì

gj = min{gij | i ∈ U ′}, j = 1, . . . , n,

F (y) =
m∑
i=1

c0
i yi +

n∑
j=1

gj ,

D = max{F (y)− F (y − ei) | i ∈ U ′} ,

ãäå U ′ = {i ∈ U | yi = 1}, ei � (0, 1)�âåêòîð, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî,
êðîìå i�îé, ðàâíû íóëþ.

2á). Åñëè D ≥ 0, òî îïðåäåëÿåì i0 ∈ U , ïðè êîòîðîì âåëè÷èíà F (y − ei)
ìèíèìàëüíà, ïîëàãàåì y := y − ei0 è ïåðåõîäèì íà 2à). Ïðè D < 0 ðàáîòà
àëãîðèòìà çàêàí÷èâàåòñÿ. (Ïî ïîëó÷åííîìó âåêòîðó y ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ
êîìïîíåíòû âåêòîðà x, òàê ÷òî (x, y) � äîïóñòèìîå ðåøåíèå èñõîäíîé çà-
äà÷è (10)�(13), è F (y) = F (x, y). Ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíîå óêëîíåíèå ýòîãî
ðåøåíèÿ îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé 1−φ(w)/F (y).)

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðàñ÷åòû äëÿ çàäà÷ ðàçìåðîì 70 × 90 ïîêàçàëè, ÷òî
îòíîñèòåëüíîå óêëîíåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îò òî÷íîãî â 90% ñëó÷à-
åâ íå ïðåâûøàåò 0.06.

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî òåîðåìà 3 ñûãðàëà îïðåäåëåííóþ ðîëü â
òîì, ÷òî òóïèêîâûå ðåøåíèÿ ïîëó÷èëè â äàëüíåéøåì ðàñïðîñòðàíåíèå ïðè
ïîñòðîåíèè îöåíîê â àëãîðèòìàõ âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé
çàäà÷è (10)�(13).
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Ðàññìàòðèâàâøàÿñÿ äî ñèõ ïîð çàäà÷à (7) íîñèò ñòàòè÷åñêèé õàðàêòåð
è íå çàòðàãèâàåò âàæíûõ âîïðîñîâ, êàñàþùèõñÿ äèíàìèêè ïðîèçâîäñòâà
êîìïîíåíò àíàëèçèðóåìîé ñèñòåìû èçäåëèé (îáîðóäîâàíèÿ) è çàìåíû ñòà-
ðîé ñèñòåìû íîâîé.

Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòå [3], âûïîëíåííîé ñîâìåñòíî ñ Â.Ò.Äåìåíòüåâûì è
À.Í.Ñû÷åâûì, áûëè ïðåäëîæåíû íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïè-
ñûâàþùèå ðàçâèòèå îäíîðîäíîé òåõíè÷åñêîé ñèñòåìû âî âðåìåíè. Îñíîâíîå
âíèìàíèå áûëî óäåëåíî ðàññìîòðåíèþ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ � ïðîèçâîäñòâà è
çàìåíû èçäåëèé îäíîãî òèïà.

Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ïëàíå
ïðîèçâîäñòâà èçäåëèé îäíîãî òèïà êàê â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îãðàíè÷åíèé íà
ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè, òàê è ïðè èõ íàëè÷èè. Ýòè àëãîðèòìû âõîäÿò
â êà÷åñòâå îäíîãî èç îñíîâíûõ áëîêîâ â àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è.
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2. Ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà è

îáîáùåíèÿ çàäà÷è î ïîòîêå â ñåòè [13�21]

Ðàíåå îòìå÷àëîñü, ÷òî âûïóêëîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìèíèìàëüíûõ çíà-
÷åíèé âåëè÷èí (1) èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ
ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷. Çäåñü â ïåðâóþ î÷åðåäü èìåëàñü â âèäó çàäà÷à
îá îïòèìàëüíîì ïîïîëíåíèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðÿäà.

Ïóñòü a1, . . . , an � çàäàííûå òèïîðàçìåðû (ïàðàìåòðè÷åñêèé ðÿä), a =
a0 < a1 < . . . < an = b è fj(xj) � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çà-
äà÷è âèäà (8), ðàññìàòðèâàåìîé íà îòðåçêå [aj−1, aj] ïðè ÷èñëå âûáèðàåìûõ
â íåì (äëÿ ïîïîëíåíèÿ) òèïîðàçìåðîâ ðàâíîì xj. Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ
çíà÷åíèé öåëî÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ xj ìû èìååì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

n∑

j=1

fj(xj) → min (17)

n∑

j=1

xj ≤ N (18)

xj ≥ 0 � öåëûå, j = 1, . . . , n. (19)

Ýôôåêòèâíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ïîïîëíåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðÿäà
îáóñëîâëåíà òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî äëÿ çàäà÷è (17)�(19) â ñëó÷àå âûïóê-
ëûõ ôóíêöèé fj ïðèãîäåí àëãîðèòì ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì
íàìè áûëà èññëåäîâàíà ïðèìåíèìîñòü ýòîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå
îáùèõ çàäà÷ âûïóêëîãî öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ([14]�[16]).

Â ðàáîòå [14] áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñëåäóþùåãî âèäà:

min
x∈P

n∑

j=1

fj(xj), (20)

ãäå fj(·) � âûïóêëûå ôóíêöèè öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà; P � êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê x = (x1, . . . , xn), ëåæàùåå â ïîëîæèòåëü-
íîì îðòàíòå è ñîäåðæàùåå íà÷àëî êîîðäèíàò.

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿëàñü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (20) ïîñðåäñòâîì
àëãîðèòìà ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà (ÏÑ). Ñîãëàñíî ýòîìó àëãîðèòìó ïðî-
öåññ âû÷èñëåíèé íà÷èíàåòñÿ ñ òî÷êè 0 ∈ P , è íà êàæäîì øàãå ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä (åñëè ýòî âîçìîæíî) èç ïîëó÷åííîé íà ïðåäûäóùåì øàãå òî÷êè
x ∈ P â òî÷êó x′ ∈ P , êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì åäèíèöû ê îäíîé èç
êîìïîíåíò âåêòîðà x è ïåðåõîä ê êîòîðîé ïðèâîäèò ê íàèáîëüøåìó óìåíü-
øåíèþ öåëåâîé ôóíêöèè. Çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ
â íåêîòîðîé òî÷êå x̄ ∈ P (àëãîðèòì ïðèâîäèò ê òî÷êå x̄). Ñòàâèëñÿ âîïðîñ:
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äëÿ êàêèõ ìíîæåñòâ P àëãîðèòì ÏÑ ïðèâîäèò ê òî÷êå x̄, ÿâëÿþùåéñÿ ðå-
øåíèåì çàäà÷è (20) ïðè ëþáûõ âûïóêëûõ ôóíêöèÿõ fj ?

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû, îòâå÷àþùåé íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ, ââå-
äåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
x ≤ y � åñëè y − x ∈ Zn

+ , ãäå Z
n
+ � ìíîæåñòâî âñåõ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ

ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè êîìïîíåíòàìè;
[0, x] = {y | 0 ≤ y ≤ x};
maxQ � ìíîæåñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿä-

êà ≤ òî÷åê ìíîæåñòâà Q.

Òåîðåìà 4 [14]. Äëÿ òîãî ÷òîáû àëãîðèòì ÏÑ ïðèâîäèë ê ðåøåíèþ

çàäà÷è (20) ïðè ëþáûõ âûïóêëûõ ôóíêöèÿõ fj , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ìíîæåñòâî P îáëàäàëî ñâîéñòâàìè:

(à) åñëè x ∈ P , òî [0, x] ⊂ P ;
(á) äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà z ≥ 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî b òàêîå, ÷òî èç x ∈

max(P ∩ [0, z]) ñëåäóåò
n∑
j=1

xj = b.

Äàëåå â ñòàòüå ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ î íàëè÷èè ñâîéñòâ (à) è (á) ó
ìíîæåñòâ P , îïðåäåëÿåìûõ ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

n∑

j=1

aijxj ≤ bi , i = 1, . . . ,m, (21)

xj ≥ 0, öåëûå, j = 1, . . . , n, (22)

ãäå aij ∈ {0, 1}, bi � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.
Ó òàêèõ ìíîæåñòâ ñâîéñòâî (à), êàê ëåãêî âèäåòü, èìååòñÿ â ëþáîì ñëó-

÷àå, à îãðàíè÷åííîñòü, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàëàñü â ïîñòàíîâêå çàäà÷è (20)
äëÿ îáåñïå÷åíèÿ êîíå÷íîñòè àëãîðèòìà ÏÑ, áóäåò èìåòü ìåñòî, åñëè êàæäàÿ
ïåðåìåííàÿ x âõîäèò õîòÿ áû â îäíî èç íåðàâåíñòâ ñèñòåìû (21). Ñëîæíåå
îáñòîèò äåëî ñî ñâîéñòâîì (á). Âîïðîñ, êàñàþùèéñÿ ýòîãî ñâîéñòâà, ðàñ-
ñìàòðèâàëñÿ íàìè â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå: äëÿ êàêèõ ìàòðèö (aij) îïðåäå-
ëÿåìûå ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ (21), (22) ìíîæåñòâà P îáëàäàþò ñâîéñòâîì (á)
ïðè ëþáûõ (íåîòðèöàòåëüíûõ) çíà÷åíèÿõ ïðàâûõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâ (21)?

Â ðåçóëüòàòå åãî ðàññìîòðåíèÿ áûë âûäåëåí êëàññ ìàòðèö, èìåþùèõ
ñòðóêòóðó �òèïà äåðåâà�. Ýòè (0,1)-ìàòðèöû õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü Ai = {j | aij = 1}, i = 1, . . . ,m. Òîãäà ìàòðèöà (aij) ïðè-
íàäëåæèò óïîìÿíóòîìó êëàññó, åñëè ëþáûå äâà ìíîæåñòâà Ak è As ëèáî íå
èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ, ëèáî îäíî èç íèõ ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì. Ñïðàâåä-
ëèâà
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Òåîðåìà 5 [14]. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè ôèêñèðîâàííûõ aij è ïðîèçâîëü-

íûõ bi îïðåäåëÿåìûå ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ (21), (22) ìíîæåñòâà P îáëàäà-

ëè ñâîéñòâîì (á), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû ìàòðèöà (aij) èìåëà
ñòðóêòóðó òèïà äåðåâà.

Âûäåëÿåìûé òåîðåìîé 5 êëàññ çàäà÷ âèäà (20), ðàçðåøèìûõ ïîñðåäñòâîì
àëãîðèòìà ÏÑ, ñîäåðæèò, â ÷àñòíîñòè, êëàññ çàäà÷, ðàññìîòðåííûé â ðàáîòå
Î.Ñ. Ãîðáà÷åâîé [1970]16. Òàì ðå÷ü øëà î çàäà÷àõ, â êîòîðûõ ìàòðèöà (aij)
èìåëà òðåóãîëüíûé âèä, à ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì îñíîâûâàëñÿ íà èäåÿõ
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è óñòóïàë ïî òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìó
ÏÑ.

Ïîçäíåå àâòîðó ñòàëî èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâà P ñî ñâîéñòâàìè (à) è
(á) èçó÷àëèñü Ýäìîíäñîì [1970]17 è áûëè èì íàçâàíû öåëî÷èñëåííûìè ïî-
ëèìàòðîèäàìè. Â òîé æå ðàáîòå áûëà óñòàíîâëåíà ðàçðåøèìîñòü çàäà-
÷è (20) ïîñðåäñòâîì àëãîðèòìà ÏÑ (greedy algorithm) â ñëó÷àå ëèíåéíûõ
ôóíêöèé fj . Êðîìå òîãî, ïî ïîâîäó çàäàíèÿ ïîëèìàòðîèäîâ ñèñòåìàìè ëè-
íåéíûõ íåðàâåíñòâ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè â ñèñòåìå (21) íåðà-
âåíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëþáîìó íåïóñòîìó ïîäìíîæåñòâó A ìíîæåñòâà
íîìåðîâ {1, 2, . . . , n}, òðåáîâàíèå ê ïðàâûì ÷àñòÿì bi ñîñòîèò â òîì, ÷òî-
áû ôóíêöèÿ g (îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèÿìè g(A) = bi è g(∅) = 0, ãäå
A = {j | aij = 1}) áûëà ñóáìîäóëÿðíîé. (Òàêàÿ ôóíêöèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ
íåðàâåíñòâîì: g(A) + g(B) ≥ g(A ∩B) + g(A ∪B).)

Â ðàáîòå Äàíñòåíà è Óýëøà [1973]18 ïðèìåíèìîñòü greedy-àëãîðèòìà ê
ëèíåéíûì çàäà÷àì èññëåäîâàëàñü áîëåå äåòàëüíî (ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàáîòîé
Ýäìîíäñà), è áûëà ïîäòâåðæäåíà óíèêàëüíîñòü ïîëèìàòðîèäîâ êàê ìíî-
æåñòâ, íà êîòîðûõ ëèíåéíûå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ïîñðåä-
ñòâîì àëãîðèòìà ÏÑ.

Â ðàáîòàõ [15], [16] íàìè áûëà ðàññìîòðåíà áîëåå îáùåãî âèäà çàäà÷à
âûïóêëîãî öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ïðåäìåò åå ðàçðåøèìîñòè
àëãîðèòìîì ÏÑ. Îáîáùåíèå áûëî ñâÿçàíî ñ ðàñøèðåíèåì êëàññà ôóíêöèé,
à èìåííî, èññëåäîâàëàñü çàäà÷à

min
x∈P

m∑

i=1

fi(
n∑

j=1

aijxj), (23)

ãäå
16Ãîðáà÷åâà Î.Ñ. Îá îäíîì êëàññå çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. � Â êí.: �Òðó-

äû III çèìíåé øêîëû ïî ìàò. ïðîãðàììèðîâàíèþ è ñìåæíûì âîïðîñàì. Âûï. II�. � Ì.:
1970, 246�257

17Edmonds J. Submodular functions, matroids and certain polyhedra. � In: Proc. of the
Inter. Conf. on Combinatorics, Calgary (Gordon and Breach, New York, 1970), 69�87.

18Dunstan F.D. J. and Welsh D. J.A. A greedy algorithm for solving a certain class of linear
programmes. � Math. Programming 5 (1973), N 3, 338�353.
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fi(·) � âûïóêëûå ôóíêöèè öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà;
A = (aij) � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè ýëåìåíòàìè;
P � òî æå ñàìîå, ÷òî è â çàäà÷å (20).
Êðîìå òîãî, çäåñü äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî
1) [0, x] ∈ P ïðè x ∈ P ;
2) ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà P ðàâíà n;
3) ìàòðèöà A íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ.
Î÷åâèäíî, åñëè ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé, òî ìû èìååì ïðåäûäó-

ùóþ çàäà÷ó (20).
Ïóñòü ai = (ai1, . . . , ain) åñòü i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû A, P (A, z) = {x ∈ P |

Ax ≤ z}. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîò ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 6 [16]. Àëãîðèòì ÏÑ äàåò ðåøåíèå çàäà÷è (23), åñëè ìàòðèöà
A è ìíîæåñòâî P îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:

(α) ìíîæåñòâî maxP (A, z) ëåæèò â íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè âèäà
n∑
j=1

xj = const ïðè ëþáîì öåëî÷èñëåííîì âåêòîðå z ≥ 0;

(β) n�âåêòîð (1, . . . , 1) ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî âíóòðåííèì âåêòîðîì

êîíóñà, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè ai, i = 1, . . . ,m.

Â îòëè÷èå îò òåîðåìû 4 çäåñü ìû èìååì ëèøü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàç-
ðåøèìîñòè çàäà÷è àëãîðèòìîì ÏÑ. Òåì íå ìåíåå âûäåëÿåìûé òåîðåìîé
6 êëàññ ðàçðåøèìûõ çàäà÷ ñîäåðæèò ðàíåå âûäåëåííûé êëàññ, ïîñêîëüêó
äëÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöû A óñëîâèå (β) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ, à
óñëîâèå (α) â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì (á) òåîðåìû 4.

Íàðÿäó ñ äîêàçàòåëüñòâîì óêàçàííîé òåîðåìû â ðàáîòå [16] ïðîâåäåíî
èññëåäîâàíèå óñëîâèé (α) è (β) â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî P çàäàåòñÿ
ñèñòåìîé ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé:

n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = m+ 1, . . . ,M, (24)

xj ≥ 0 � öåëûå, j = 1, . . . , n, (25)

ãäå aij � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, M ≥ m.
Â äàëüíåéøåì ïîä A áóäåò óäîáíî ïîíèìàòü ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó (ðàç-

ìåðíîñòè M × n), ïåðâûå m ñòðîê êîòîðîé îáðàçóþò ìàòðèöó, âõîäÿùóþ â
ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è (23), à ïîñëåäíèå M −m ñòðîê � ìàòðèöó êîýôôè-
öèåíòîâ ëåâûõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâ (24).

Ïóñòü Jk = {1, 2, . . . , k}, t = (t1, . . . , tM) � M�âåêòîð ñ íåîòðèöàòåëü-
íûìè öåëî÷èñëåííûìè êîìïîíåíòàìè, Ati = {j ∈ J | aij > ti}. Ïîñðåäñòâîì
A(S), ãäå S ⊂ JM , îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç A ïóòåì óäàëåíèÿ
âñåõ ñòðîê, íîìåðà êîòîðûõ íå ïðèíàäëåæàò S.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà A îáëàäàåò ñâîéñòâîì (α), åñëè ïðè ëþáîì
öåëî÷èñëåííîì b ≥ 0 âñå ìàêñèìàëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâà {x | Ax ≤ b,
x ≥ 0 � öåëî÷èñëåííûé} ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè âèäà
n∑
j=1

xj = const. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ìàòðèöà A(Jm) è ìíîæåñòâî P ,

çàäàííîå îãðàíè÷åíèÿìè (24), (25), óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (α) ïðè ïðîèç-
âîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïðàâûõ ÷àñòåé îãðàíè÷åíèé (24).

ÌàòðèöóA(S) áóäåì íàçûâàòü t�ïîêðûòèåì (ìíîæåñòâà Jn), åñëè
⋃
i∈S

Ati =

Jn. Êðîìå òîãî, åñëè ïîñëå óäàëåíèÿ èç íåå ëþáîé ñòðîêè îíà ïåðåñòàåò
áûòü t�ïîêðûòèåì, òî áóäåì åå íàçûâàòü òóïèêîâûì t�ïîêðûòèåì. Òó æå
ñàìóþ òåðìèíîëîãèþ áóäåì ïðèìåíÿòü è ïî îòíîøåíèþ ê ìíîæåñòâó S,
ôèãóðèðóþùåìó â îïðåäåëåíèè ìàòðèöû A(S).

Òåîðåìà 7 [16]. Äëÿ ìàòðèöû A, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì (α), óñëîâèå
(β) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

(ÒÏ) äëÿ ëþáîãî i ∈ JM ñóùåñòâóåò òóïèêîâîå t�ïîêðûòèå S, ñîäåð-
æàùåå i.

Äëÿ (0, 1)�ìàòðèö èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü òîëüêî t�ïîêðûòèÿ ïðè
t = 0. Äëÿ òàêèõ ìàòðèö ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 8 [16]. (0, 1)�ìàòðèöà A îáëàäàåò ñâîéñòâîì (α), à åå ïîä-

ìàòðèöà A(Jm) óäîâëåòâîðÿåò ïðè ýòîì óñëîâèþ (β) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âñÿêîå òóïèêîâîå ïîêðûòèå (ò. å. 0�ïîêðûòèå) {A0
i | i ∈ S},

S ⊂ JM ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì, è êàæäîå ìíîæåñòâî A0
i , i ∈ Jm , âõîäèò

â íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ïðè S ⊂ Jm .

Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, ëåãêî ïîëó÷àåì òåîðåìó 5, åñëè áóäåì
ñ÷èòàòü ìàòðèöó A(Jm) åäèíè÷íîé.

* * *

Ââåäåííîå âûøå ïîíÿòèå ïîëèìàòðîèäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åñòåñòâåííîå
îáîáùåíèå âîçíèêøåãî â 30-å ãîäû áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Âàí äåð Âàðäåíà è
Óèòíè ïîíÿòèÿ ìàòðîèäà. Ïåðâîíà÷àëüíî ìàòðîèäû èñïîëüçîâàëèñü ïðå-
èìóùåñòâåííî äëÿ ñèñòåìàòèçàöèè è îáîáùåíèÿ ðàçëè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ â
òåîðèè ãðàôîâ è êîìáèíàòîðíîì àíàëèçå. Íåñêîëüêî ïîçæå îáíàðóæèëàñü
èõ îñîáàÿ ðîëü è â îáëàñòè îïòèìèçàöèè. Çäåñü â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò
îòìåòèòü èçâåñòíóþ ðàáîòó Êðàñêàëà [1957]19, ïîñâÿùåííóþ çàäà÷å âûäå-
ëåíèÿ â ãðàôå êðàò÷àéøåãî îñòîâíîãî äåðåâà, è ïîñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

19Kruskal J. B. On the shortest spanning subtree of a graph. � Proc. Amer. Math. Soc., 7
(1956), 48�50.
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Ðàäî [1957]20 î ïðèìåíèìîñòè greedy-àëãîðèòìà äëÿ îòûñêàíèÿ â ìàòðîèäå
íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà ìàêñèìàëüíîãî âåñà.

Ïîçäíåå Ýäìîíäñîì [1970] â öèòèðîâàâøåéñÿ âûøå ðàáîòå è Ëîóëåðîì
[1975]21 ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à îòûñêàíèÿ ìíîæåñòâà ìàêñèìàëüíîãî âå-
ñà, ÿâëÿþùåãîñÿ íåçàâèñèìûì â äâóõ çàäàííûõ ìàòðîèäàõ îäíîâðåìåííî,
è áûëà óñòàíîâëåíà åå ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü â ñëó÷àå ñóùåñòâî-
âàíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ïðîâåðêè íåçàâèñèìîñòè ìíîæåñòâà â
êàæäîì èç ìàòðîèäîâ. Ýòî ïîñëóæèëî ïîáóäèòåëüíûì ìîòèâîì äëÿ ðàñ-
ñìîòðåíèÿ íàìè [18] çàäà÷è

min{f(x) | x ∈ P1 ∩ P2}, (26)

ãäå f(x) =
n∑
j=1

fj(xj),

fj(·) � âûïóêëûå ôóíêöèè,
P1 , P2 � ïîëèìàòðîèäû.
×àñòíûé ñëó÷àé òàêîé çàäà÷è áûë èññëåäîâàí â ðàáîòå Áèëà [1959]22.

Òàì P1 ∩ P2 ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ öåëî÷èñëåí-
íûõ ðåøåíèé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà P1 è
P2 ÿâëÿþòñÿ ïîëèìàòðîèäàìè ðàçáèåíèÿ (òàêèå ïîëèìàòðîèäû èìåþò âåñü-
ìà ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, ïîñêîëüêó îíè îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìàìè íåðàâåíñòâ
(21), (22), ó êîòîðûõ â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû (aij) èìååòñÿ ðîâíî îäíà
åäèíèöà).

Â ðàññìàòðèâàåìîé ðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî èññëåäîâàíèþ
ñâîéñòâ ïîëèìàòðîèäîâ è ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïîëèìàòðîèäîâ, íà îñíîâå êî-
òîðûõ ëåãêî îáîñíîâûâàåòñÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (26), à â
äàëüíåéøåì ïîëó÷àåòñÿ è ðÿä äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îáî-
çíà÷åíèÿ:
x∨y (x∧y) � òî÷íàÿ âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) ãðàíü âåêòîðîâ x è y îòíîñèòåëüíî

÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≤ ;
[x, y] = {z ∈ Zn

+ | x ∧ y ≤ z ≤ x ∨ y},
|x| =

n∑
j=1
|xj|; δi = (0, . . . , 0, 1i, 0, . . . , 0) ∈ Zn.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëèìàòðîèäà è âåêòîðà x ∈ Zn ââåäåì â ðàññìîòðå-
íèå äâóäîëüíûé îðãðàô G(x, P ) = (V − ∪ V +, E), ãäå
V − = {i− | i = 1, . . . , n}, V + = {i+ | i = 1, . . . , n},

20Rado R. A note on independence functions. � Proc. London Math. Soc., 7 (1957), 300�
320.

21Lawler E. L. Matroid intersection algorithms. � Math. Programming, 9, 1975, 31�56.
22Beale E.ML. An algorithm for solving the transportation problem when the shipping

cost over each route is convex. � Nav. Res. Log. Quart., 6, 1959, 43�56.
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E = E(x, P ) = {(i−, j+) | x+ δj − δi ∈ P}.
Åñëè g , h ∈ Zn

+ , òî ïîä (g, h)�ïîòîêîì â G(x, P ) áóäåì ïîíèìàòü íåîòðè-
öàòåëüíóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå äóã ýòîãî ãðàôà, òàêóþ,
÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ñóììà çíà÷åíèé ôóíêöèè íà äóãàõ, èñõîäÿùèõ
èç i− (çàõîäÿùèõ â i+), ðàâíà gi (hi).

Òåîðåìà 9 [18]. Åñëè x, y ∈ P , |x| = |y|, g = 0∨ (x− y) è h = 0∨ (y−x),
òî ñóùåñòâóåò (g, h)�ïîòîê â G(x, P ).

(Ïî ïîâîäó äàííîé òåîðåìû ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî åå àíàëîãîì â ñëó÷àå
ìàòðîèäîâ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà, ïðèíàäëåæàùàÿ Áðóàëäè [1969]23.)

Ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïîëèìàòðîèäîâ, ñòàëî
âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ ââåäåííîìó â ðàáîòå ïîíÿòèþ íåðàçëîæèìîãî îð-
öèêëà, âàæíîñòü êîòîðîãî ñâÿçàíà òàêæå ñ ôîðìóëèðîâêîé è îáîñíîâàíèåì
ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è (26).

Ïóñòü H = (V,E) � ïðîèçâîëüíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô (áåç ïåòåëü
è êðàòíûõ äóã). Åñëè C � ïðîñòîé îðöèêë ãðàôà H, òî ïîñðåäñòâîì C̄
áóäåì îáîçíà÷àòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ìíîæåñòâà åãî âåðøèí, ò. å.
C̄ = (C̄(v) | v ∈ V ), ãäå C̄(v) = 1, åñëè âåðøèíà v ïðèíàäëåæèò C, è
C̄(v) = 0 � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îðöèêë C íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìûì, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ îð-
öèêëîâ C1, . . . , Cm ãðàôà H è tk > 0, k = 1, . . . ,m, èìååò ìåñòî

1) C̄ =
m∑
k=1

tkC̄k; 2) |C̄k| < |C̄|, k = 1, . . . ,m.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îðöèêë C íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìûì.
Äëÿ ôîðìóëèðîâêè êðèòåðèÿ íåðàçëîæèìîñòè îðöèêëà C ââîäèòñÿ â

ðàññìîòðåíèå îðãðàô CH, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî íàõîäèòñÿ âî âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì äóã îðöèêëà C: åñëè (u, v) �
äóãà îðöèêëà C, òî ñîîòâåòñòâóþùóþ åé âåðøèíó â CH áóäåì îáîçíà÷àòü
uv. Ìíîæåñòâî äóã ãðàôà CH ñîñòîèò èç âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (uv, u′v′),
òàêèõ, ÷òî (u, v′) ∈ E è uv 6= u′v′.

Òåîðåìà 10 [18]. Îðöèêë C íåðàçëîæèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îðãðàô CH àöèêëè÷åñêèé.

Ñëåäñòâèå. Îðöèêë C íåðàçëîæèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî äóãè
ìîãóò áûòü óïîðÿäî÷åíû (u1, v1), (u2, v2), . . . , (um, vm) òàê, ÷òî (ui, vj) 6∈ E
ïðè i < j.

Ïîëåçíûì â äàëüíåéøåì îêàçûâàåòñÿ îäèí äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê íåðàç-
ëîæèìîñòè îðöèêëà, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè âåñîâûõ ôóíêöèé. Ïóñòü

23Brualdi R.A. Comments on bases in dependence structures. � Bull. Austral. Math. Soc.,
1 (1969), 161�167.
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íà ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà H îïðåäåëåíà âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ
W . Âåñîì âåðøèíû v áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó W (v), à ïîä âåñîì W (C)
îðöèêëà C áóäåì ïîíèìàòü ñóììó âåñîâ âñåõ åãî âåðøèí.

Åñëè K åñòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ îðöèêëîâ ãðàôà H, òî ÷å-
ðåç K0 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ îðöèêëîâ èç K, èìåþùèõ ìèíèìàëüíûé
âåñ, ò. å. K0 = Argmin{W (C) | C ∈ K}. Îðöèêë C áóäåì íàçûâàòü ìèíè-
ìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ (ýëåìåíòîì K), åñëè èç C1 ∈ K, C̄1 ≤ C̄ ñëåäóåò
|C̄1| = |C̄|. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé îðöèêë èç K ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì âåðøèí
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ.

ÏîñðåäñòâîìK(V0;V1) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ îðöèêëîâ ãðà-
ôà H, ñîäåðæàùèõ âñå âåðøèíû èç ìíîæåñòâà V0 è íå ñîäåðæàùèõ íè îä-
íîé âåðøèíû èç ìíîæåñòâà V1, V0 ∩ V1 = ∅ è V0 , V1 ⊂ V . Ïóñòü |V0| = 1,
V0 = {v0}. Òîãäà ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: åñëè âåñ ëþáîãî îðöèêëà èç
K(∅;V0 ∪ V1) íåîòðèöàòåëåí, òî êàæäûé ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ îð-
öèêë èç K0(V0;V1) ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìûì.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëèìàòðîèäîâ P1 , P2 è òî÷êè x ∈ Zn
+ ââåäåì â ðàñ-

ñìîòðåíèå îðèåíòèðîâàííûé ãðàô H(x) = (V − ∪ V +, E), ãäå E = E1 ∪ E2 ,
E1 = E(x, P1) è E2 = {(j+, i−) | (i−, j+) ∈ E(x, P2)}.

Åñëè C � îðöèêë ãðàôà H(x), òî ïîñðåäñòâîì z(C) áóäåì îáîçíà÷àòü
âåêòîð èç Zn, êîìïîíåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
zi(C) = C̄(i+) − C̄(i−), i = 1, . . . , n. Îðöèêë C áóäåì íàçûâàòü îðäèíàð-

íûì, åñëè èç zi(C) = 0 ñëåäóåò C̄(i+) = C̄(i−) = 0.

Òåîðåìà 11 [18]. Åñëè x ∈ P1 ∩ P2 è C � íåðàçëîæèìûé îðöèêë ãðàôà

H(x), òî x+ z(C) ∈ P1 ∩ P2.

Òåîðåìà 12 [18]. Åñëè x, y ∈ P1 ∩ P2 è |x| = |y|, òî â ãðàôå H(x) ñóùå-
ñòâóþò îðäèíàðíûå íåðàçëîæèìûå îðöèêëû Ck, k = 1, . . . ,m, òàêèå, ÷òî

y − x =
m∑
k=1

tkz(Ck) è x+ z(Ck) ∈ [x, y], ãäå tk > 0, k = 1, . . . ,m.

Îïèðàÿñü íà òîò ôàêò, ÷òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïîëèìàòðîèäîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ òàêæå ïîëèìàòðîèäîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à (26) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ìè-
íèìèçàöèè âûïóêëîé ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå Q = {x ∈
P1 ∩ P2 | |x| = X0

1}, X0
1δ

1 ∈ Q, ãäå X0
1 ìîæåò áûòü âçÿòî ðàâíûì ìèíè-

ìàëüíîìó èç ðàíãîâ èñõîäíûõ ïîëèìàòðîèäîâ (ïîä ðàíãîì ïîëèìàòðîèäà
P ïîíèìàåòñÿ âåëè÷èíà max{|x| | x ∈ P}).

Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Qt = {x ∈ Q | x1 = X0

1 − t},
Mt = Argmin{f(x) | x ∈ Qt}.
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Ìíîæåñòâà K(V0;V1) è K0(V0;V1) áóäóò èìåòü ïðåæíèé ñìûñë (ïðè H =
H(x)). Êðîìå òîãî, äëÿ ìíîæåñòâ K(1−, 1+), K(1+, 1−) è K(∅; {1−, 1+}) áó-
äåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿK−,K+ èK0, ñîîòâåòñòâåííî. Íà ìíîæåñòâå
âåðøèí ãðàôà H(x) îïðåäåëèì âåñîâóþ ôóíêöèþ W , ïîëàãàÿ
W (i−) = f(x− δi)− f(x),
W (i+) = f(x+ δi)− f(x).

Òåîðåìà 13 [18]. Åñëè x ∈ Qt , òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû:

a) x ∈Mt ;

b) êàæäûé îðöèêë èç K0 èìååò íåîòðèöàòåëüíûé âåñ.

Òåîðåìà 14 [18]. Åñëè x ∈Mt è C � íåðàçëîæèìûé îðöèêë èç K−0 , òî
x+ z(C) ∈Mt+1 è f(x+ z(C)) = f(x) +W (C).

Åñëè â óñëîâèÿõ äàííîé òåîðåìû K−0 çàìåíèòü íà K+
0 , òî â ðåçóëüòàòå

áûëî áû óñòàíîâëåíî, ÷òî f(x+ z(C)) = f(x) +W (C) è x+ z(C) ∈Mt−1.
Ïóñòü T = {t ∈ Z+ | Qt 6= ∅} è F (t) = min{f(x) | x ∈ Qt}, t ∈ T . Îïèðàÿñü

íà òåîðåìû 11 è 12, ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî T ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îòðåçîê [0, t0] íàòóðàëüíîãî ðÿäà, ãäå t0 ≤ X0

1 .

Òåîðåìà 15 [18]. Ôóíêöèÿ F (t) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, ò. å.

2F (t) ≤ F (t− 1) + F (t+ 1) ïðè 0 < t < t0 .

Äîêàçàííûå òåîðåìû ïîçâîëèëè ïðåäëîæèòü è îáîñíîâàòü ìåòîä ðåøå-
íèÿ çàäà÷è

min{f(x) | x ∈ Q},
ñõåìàòè÷íîå îïèñàíèå êîòîðîãî ïðèâîäèòñÿ íèæå. Ïðîöåññ âû÷èñëåíèé íà-
÷èíàåòñÿ ñ òî÷êè x = X0

1δ
1; ïðè ýòîì Q0 = M0 = {x}. Ïóñòü óæå ïðîäåëàíî

t øàãîâ, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ïîëó÷åíà òî÷êà x ∈ Mt. Òîãäà î÷åðåäíîé
(t+ 1)�é øàã áóäåò ñîñòîÿòü èç ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ
ïðîöåäóð:

1) ïîñòðîåíèå ãðàôà H(x);
2) âû÷èñëåíèå íîâûõ çíà÷åíèé âåñîâîé ôóíêöèè W ;
3) íàõîæäåíèå â K− íåðàçëîæèìîãî îðöèêëà C ìèíèìàëüíîãî âåñà è

ïåðåõîä îò x ê x + z(C) â ñëó÷àå W (C) < 0; åñëè W (C) ≥ 0 èëè K− = ∅,
òî x åñòü ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Â êà÷åñòâå C ìîæåò áûòü âçÿò
îðöèêë èç K−0 ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì âåðøèí.
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×èñëî èòåðàöèé äàííîãî ìåòîäà íå ïðåâîñõîäèò ìèíèìàëüíîãî èç ðàíãîâ
ïîëèìàòðîèäîâ, à òðóäîåìêîñòü êàæäîé èòåðàöèè ïîëèíîìèàëüíûì îáðà-
çîì çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà è ëèíåéíûì îáðàçîì � îò ñóì-
ìàðíîé òðóäîåìêîñòè ïðîöåäóð âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé è ïðîâåðêè
ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ïîëèìàòðîèäàì.

Ñ ïîíÿòèåì ïîëèìàòðîèäà òåñíî ñâÿçàíî ïîíÿòèå ñöåïëåííîé âåêòîðíîé
ñèñòåìû, âïåðâûå èçó÷àâøååñÿ Øðàéâåðîì [1978]24 è èñïîëüçîâàííîå íàìè
â [17] äëÿ íåêîòîðîãî îáîáùåíèÿ çàäà÷è î ïîòîêå â ñåòè. Ñïåöèàëüíûì ñëó-
÷àåì ïîñëåäíåé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, è ðàññìîòðåííàÿ íàìè âûøå
çàäà÷à (26) ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè íà ïåðåñå÷åíèè
äâóõ ïîëèìàòðîèäîâ.

Ïîä ñöåïëåííîé âåêòîðíîé ñèñòåìîé ïîíèìàåòñÿ òðîéêà (X, Y, L), ãäåX è
Y � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, à L � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïàð (g, h), g : X → Z+,
h : Y → Z+. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå àêñèîìû:

1) åñëè (g, h) ∈ L, òî g[X] = h[Y ];
2) åñëè (g, h) ∈ L è 0 ≤ g′ ≤ g, òî (g′, h′) ∈ L ïðè íåêîòîðîì h′ ≤ h;
3) åñëè (g, h) ∈ L è 0 ≤ h′ ≤ h, òî (g′, h′) ∈ L ïðè íåêîòîðîì g′ ≤ g;
4) åñëè (g′, h′) , (g′′, h′′) ∈ L, òî íàéäåòñÿ ïàðà (g, h) ∈ L òàêàÿ, ÷òî

g′ ≤ g ≤ g′ ∨ g′′ è h′′ ≤ h ≤ h′ ∨ h′′.
(Çäåñü g[X] = {g(i) | i ∈ X} è, êàê ðàíüøå áûëî ïðèíÿòî äëÿ âåêòîðîâ,
îòíîøåíèå âèäà g′ ≤ g îçíà÷àåò ∀i ∈ X [g′(i) ≤ g(i)], à g′ ∨ g′′ åñòü òî÷-
íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü g′ è g′′ îòíîñèòåëüíî óêàçàííîãî îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì öåëî÷èñ-
ëåííûõ âåêòîðíûõ ñèñòåì.)

Ïóñòü çàäàí îðãðàô G = (V,E) ñ âûäåëåííîé äóãîé (t, s) (äîïóñêàåòñÿ
íàëè÷èå â ãðàôå G ïàðàëëåëüíûõ äóã). Ïóñòü E−v � ìíîæåñòâî äóã îð-
ãðàôà G, çàõîäÿùèõ â âåðøèíó v, à E+

v � ìíîæåñòâî äóã, èñõîäÿùèõ èç
âåðøèíû v. Åñëè x : E → Z+ � íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå äóã ãðàôà G, òî ïîñðåäñòâîì x−v è x+

v áóäåì
îáîçíà÷àòü ñóæåíèå x íà E−v è E+

v ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü êàæäîé âåðøèíå v ñîïîñòàâëåíà ñöåïëåííàÿ âåêòîðíàÿ ñèñòåìà

(E−v , E
+
v , Lv), à êàæäîé äóãå e � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ fe(z), z ∈ Z+. Òîãäà

ôóíêöèþ x : E → Z+ áóäåì íàçûâàòü öèðêóëÿöèåé, åñëè äëÿ ëþáîé âåðøè-
íû v âûïîëíåíî óñëîâèå

(x−v , x
+
v ) ∈ Lv. (27)

Ïîä ñòîèìîñòüþ öèðêóëÿöèè x áóäåì ïîíèìàòü âåëè÷èíó

F (x) =
∑

e∈E
fe(x(e)).

24Schrijver A. Matroids and Linking Systems. � Mathematical Centre Tracts 88,
Amsterdam, 1978.
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Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè öåëî÷èñëåííîé öèðêóëÿöèè ìèíè-
ìàëüíîé ñòîèìîñòè ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì ïîòîêà ïî âûäåëåííîé äóãå (t, s).

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íóëåâàÿ öèðêóëÿöèÿ (x = 0) èìååò ìèíèìàëü-
íóþ ñòîèìîñòü ñðåäè âñåõ öèðêóëÿöèé ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì ïîòîêà ïî äóãå
(t, s), ïðåäëîæåí èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ èñêîìîé öèðêóëÿöèè.
×èñëî èòåðàöèé ðàâíî çàäàííîìó çíà÷åíèþ ïîòîêà ïî äóãå (t, s), à òðóäî-
åìêîñòü êàæäîé èòåðàöèè ïîëèíîìèàëüíûì îáðàçîì çàâèñèò îò ÷èñëà äóã
ñåòè G è ëèíåéíûì îáðàçîì � îò ñóììû òðóäîåìêîñòåé ïðîöåäóð âû÷èñëå-
íèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé fe(z) è ïðîâåðêè óñëîâèé (27). (Ýòèì æå àëãîðèòìîì
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è î âûäåëåíèè ñðåäè âñåõ öèðêóëÿöèé
ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì ïîòîêà ïî äóãå (t, s) öèðêóëÿöèè ìèíèìàëüíîé
ñòîèìîñòè.)

Ðàññìàòðèâàâøàÿñÿ Ëîóëåðîì è Ìàðòåëîì [1982]25 çàäà÷à î ìàêñèìàëü-
íîì ïîëèìàòðîèäíîì ïîòîêå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íàøåé çàäà÷è, ïî-
ñêîëüêó ó íèõ fe ≡ 0 äëÿ êàæäîé äóãè è îãðàíè÷åíèÿ íà ïîòîê â êàæäîé
âåðøèíå çàäàþòñÿ ïîñðåäñòâîì ñöåïëåííûõ âåêòîðíûõ ñèñòåì ñïåöèàëüíî-
ãî âèäà L = {(g, h) | g[X] = h[Y ], g ∈ P1 , h ∈ P2}, ãäå P1 è P2 � ïîëèìàòðî-
èäû íà ìíîæåñòâàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Ïîïóòíî çàìåòèì, ÷òî â êëàññè-
÷åñêîé çàäà÷å î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå èëè ïîòîêå ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè
â ñåòè ìíîæåñòâà P1 è P2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèìàòðîèäû ïðîñòåéøåãî
âèäà, à èìåííî, îíè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíûìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè âèäà
[0, a], a ∈ Zn

+ .
Â ðàáîòàõ [19]�[21] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå áàçèñíîé ñèñòåìû, êîòîðîå èñ-

ïîëüçîâàëîñü, â ÷àñòíîñòè, äëÿ äàëüíåéøåãî îáîáùåíèÿ çàäà÷è î ïîòîêå â
ñåòè. Ñàìî ïîíÿòèå áàçèñíîé ñèñòåìû âåñüìà òåñíî ñâÿçàíî ñ ðàññìàòðèâàâ-
øèìèñÿ âûøå ïîíÿòèÿìè ïîëèìàòðîèäà è ñöåïëåííîé âåêòîðíîé ñèñòåìû
è ñîõðàíÿåò èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà, íî ïî ñðàâíåíèþ ñ íèìè áîëåå óäîá-
íî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ, ïîñêîëüêó êëàññ âñåõ áàçèñíûõ ñèñòåì îêàçûâàåòñÿ
çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ è äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûõ îïåðàöèé.
Áàçèñíîé ñèñòåìîé ìû íàçûâàåì ïàðó (E,B), ãäå E � íåïóñòîå êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî, à B � ïîäìíîæåñòâî ZE, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ:

(A)

{
äëÿ ëþáûõ x, y ∈ B èìååò ìåñòî
x(i) > y(i) =⇒ ∃ j ∈ E : x(j) < y(j) & x+ δj − δi ∈ B.

Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ òàêæå áàçèñíîé ñèñòåìîé íà E.
Äëÿ áàçèñíîé ñèñòåìû B, B 6= ∅, êàê ëåãêî âèäåòü, ñóùåñòâóåò ÷èñëî

r(B) òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì x èç B èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî x[E] = r(B).
Òàêîå ÷èñëî åäèíñòâåííî è íàçûâàåòñÿ îíî ðàíãîì ñèñòåìû.

25Lawler E. L., Martel C.U. Computing maximal �polymatroidal� network �ows. � Math.
Oper. Res., 1982, 7, N 3, 334�347.

41



Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ áàçèñíûõ ñèñòåì, ïîÿñíÿþùèõ óïîìèíàâøóþñÿ âû-
øå ñâÿçü ìåæäó íèìè � ñ îäíîé ñòîðîíû � è ïîëèìàòðîèäàìè è ñöåïëåí-
íûìè âåêòîðíûìè ñèñòåìàìè � ñ äðóãîé, ìîæíî óêàçàòü ñëåäóþùèå.

1) Ïóñòü P � ïîëèìàòðîèä íà E. Òîãäà B = {x ∈ P | x[E] = r0} �
áàçèñíàÿ ñèñòåìà íà E (ðàíãà r0).

2) Åñëè P1 è P2 � ïîëèìàòðîèäû íà E1 è E2 ñîîòâåòñòâåííî, E1∩E2 = ∅,
òî

B = {(x, y) | −x ∈ P1, y ∈ P2, x[E1] + y[E2] = r0}
� áàçèñíàÿ ñèñòåìà íà E1 ∪ E2 (ðàíãà r0).

3) Ïóñòü (X, Y, L) � ñöåïëåííàÿ âåêòîðíàÿ ñèñòåìà. Òîãäà B = {(x, y) |
(−x, y) ∈ L} � áàçèñíàÿ ñèñòåìà íà X ∪ Y (ðàíãà 0).

Â ÷èñëå ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ, ïîäòâåðæäàþùèõ ñêàçàííîå âûøå îá óäîá-
ñòâå â èñïîëüçîâàíèè áàçèñíûõ ñèñòåì, ìîæíî îòìåòèòü ñëåäóþùèå (â èõ
ôîðìóëèðîâêàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî B � áàçèñíàÿ ñèñòåìà íà E è a, b ∈
ZE).

(I) a+B � áàçèñíàÿ ñèñòåìà íà E (a�ñäâèã B).
(II) B ∩ [a, b] � áàçèñíàÿ ñèñòåìà íà E ([a, b]�îãðàíè÷åíèå B).
(III) Àêñèîìà (A), ïîëîæåííàÿ â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ áàçèñíîé ñèñòåìû,

ýêâèâàëåíòíà (äâîéñòâåííîé) àêñèîìe:

(A∗)

{
äëÿ ëþáûõ x, y ∈ B èìååò ìåñòî
x(j) < y(j) =⇒ ∃ i ∈ E : x(i) > y(i) & x+ δj − δi ∈ B.

(IV) −B = {x | −x ∈ B} � áàçèñíàÿ ñèñòåìà íà E (äâîéñòâåííàÿ B).
(V) Åñëè B1 è B2 � áàçèñíûå ñèñòåìû íà E1 è E2 ñîîòâåòñòâåííî,

E1 ∩ E2 = ∅, òî B1 × B2 = {(x, y) | x ∈ B1, y ∈ B2} � áàçèñíàÿ ñèñòåìà íà
E1 ∪ E2 (äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå).

(VI) Ïóñòü B< = {x ∈ ZE | x ≤ z ïðè íåêîòîðîì z ∈ B}.
Òîãäà (A) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó:

(A′)

{
äëÿ ëþáûõ x, y ∈ B< èìååò ìåñòî
x[E] < y[E] =⇒ ∃ i ∈ E : x+ δi ∈ [x, y] ∩B<.

Ñâîéñòâî (A′) ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî B< ÿâëÿåòñÿ �íåîãðà-
íè÷åííûì ïîëèìàòðîèäîì�. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè âñå îñ-
íîâíûå óòâåðæäåíèÿ èç ðàáîòû [18], êàñàþùèåñÿ ñâîéñòâ ïîëèìàòðîèäîâ è
èõ ïåðåñå÷åíèé, íà ñëó÷àé áàçèñíûõ ñèñòåì.

Âàæíîå ïðèìåíåíèå óïîìÿíóòûå òåîðåìû íàõîäÿò ïðè îáîñíîâàíèè ïðåä-
ëàãàåìûõ â ðàáîòå [20] ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ (îá ýòîì
áóäåò ñêàçàíî íèæå). Îíè èñïîëüçóþòñÿ òàêæå äëÿ ââåäåíèÿ è îáîñíîâàíèÿ
íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî îáùåé îïåðàöèè íàä áàçèñíûìè ñèñòåìàìè.

Ïóñòü B1 ⊂ ZE1 è B2 ⊂ ZE2 , ãäå E1 è E2 � íåïóñòûå, êîíå÷íûå è íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà.
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Îòðàæåíèåì B1 îò B2 ìû íàçûâàåì ìíîæåñòâî B, B ⊂ ZE2 , ïðåä-
ñòàâëÿþùåå ñîáîé îáðàç ìíîæåñòâà B1 ïðè (ìíîãîçíà÷íîì) îòîáðàæåíèè,
ãðàôèêîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî B2, ò. å.

B = {y ∈ ZE2 | (x, y) ∈ B2 ïðè íåêîòîðîì x ∈ B1}.

Òåîðåìà 16 [20]. Åñëè B1 è B2 � áàçèñíûå ñèñòåìû, òî îòðàæåíèå

B1 îò B2 ÿâëÿåòñÿ òàêæå áàçèñíîé ñèñòåìîé.

Ïðèìåð. Ïóñòü B1 è B2 � áàçèñíûå ñèñòåìû íà E; Ē = {ē | e ∈ E},
E ′ = {e′ | e ∈ E} � �äâîéíèêè� ìíîæåñòâà E;
B̄2 � áàçèñíàÿ ñèñòåìà íà Ē, ïîëó÷àåìàÿ èç B2 çàìåíîé êàæäîãî ýëåìåí-

òà e ∈ E åãî äâîéíèêîì ē èç Ē;
B∗ = {(x, y, z) ∈ ZE∪Ē∪E′ | x(e) + y(ē) + z(e′) = 0,∀e ∈ E}.

Òîãäà îòðàæåíèåì áàçèñíîé ñèñòåìû (−B1) × (−B̄2) îò B∗ áóäåò áàçèñíàÿ
ñèñòåìà

B = {z ∈ ZE′ | (∀e) z(e′) = x(e) + y(ē), ãäå x ∈ B1, y ∈ B2},

ÿâëÿþùàÿñÿ, ïî ñóùåñòâó, àëãåáðàè÷åñêîé ñóììîé áàçèñíûõ ñèñòåì B1 è
B2.

Â êà÷åñòâå äðóãèõ ïðèìåðîâ ââåäåííîé îïåðàöèè îòðàæåíèÿ ìîæíî ñî-
ñëàòüñÿ íà èçâåñòíûå îïåðàöèè îãðàíè÷åíèÿ è ñæàòèÿ äëÿ ìàòðîèäîâ, êî-
òîðûå åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé áàçèñíûõ ñèñòåì.

Îñíîâíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷åé, ðàññìîòðåííîé â ðàáîòå [20], ÿâëÿ-
åòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè íà ïåðåñå÷å-
íèè äâóõ áàçèñíûõ ñèñòåì

min{f(x) | x ∈ B1 ∩B2}, (28)

ãäå B1 è B2 � áàçèñíûå ñèñòåìû íà E,
f(x) =

∑
e∈E

fe(x(e)),

fe(·) � âûïóêëûå ôóíêöèè.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî B1 ∩B2 6= ∅.

Êàê è â ñëó÷àå ïîëèìàòðîèäîâ, ââîäèòñÿ îðãðàôH(x) �îêðåñòíîñòåé òî÷-
êè x âB1 èB2�, êàæäîé âåðøèíå êîòîðîãî ïðèïèñûâàåòñÿ âåñW . Êðèòåðèåì
îïòèìàëüíîñòè â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 17, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå
13.

Òåîðåìà 17 [20]. Ýëåìåíò x èç B1 ∩ B2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà

ôóíêöèè f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô H(x) íå ñîäåðæèò îðöèêëîâ

îòðèöàòåëüíîãî âåñà.
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Íà ýòîì êðèòåðèè è òåîðåìàõ 11 è 12 (òî÷íåå, íà èõ àíàëîãàõ äëÿ áà-
çèñíûõ ñèñòåì) ìîæåò áûòü îñíîâàí îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ
çàäà÷è (28):

1) íà÷àòü ñ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà x ∈ B1 ∩B2;
2) åñëè â H(x) îòñóòñòâóþò îðöèêëû îòðèöàòåëüíîãî âåñà, òî x îïòèìà-

ëåí. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûäåëèòü â H(x) íåðàçëîæèìûé îðöèêë C îòðè-
öàòåëüíîãî âåñà è çàìåíèòü x íà x + zC . (Ïðè ýòîì çíà÷åíèå ôóíêöèè f
èçìåíèòñÿ íà âåëè÷èíó, ðàâíóþ âåñó îðöèêëà C.)

Øàã 2 ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò ïîëó÷åí îïòèìàëüíûé ýëå-
ìåíò.

Íåêîòîðûì íåäîñòàòêîì äàííîãî ñïîñîáà îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøå-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü ïðîöåäóðû âûáîðà íà÷àëüíîãî äîïóñòèìîãî
ðåøåíèÿ (øàã 1). Â ñâÿçè ñ ýòèì áûë óêàçàí äðóãîé ïîäõîä, â çíà÷èòåëüíîé
ìåðå ñâîáîäíûé îò îòìå÷åííîãî íåäîñòàòêà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ èìååòñÿ âåêòîð x ∈ B1∩B2, îïòèìàëüíûé ñðåäè
âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B1 ∩ B2, çíà÷åíèÿ (êîîðäèíàòû) êîòîðûõ ïðè
êàæäîì i èç E0 , E0 ⊂ E, ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [0, x(i)]. Íàçîâåì x ñ òàêèì
ñâîéñòâîì E0-îïòèìàëüíûì. Òðåáóåòñÿ íàéòè E0-îïòèìàëüíûé ýëåìåíò ñ
íóëåâûì çíà÷åíèåì íà ìíîæåñòâå E0.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîðû a è b: a(i) = 0, b(i) = x(i) ïðè i ∈ E0 è
a(i) = −∞, b(i) = +∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, è çàìåíèì êàæäóþ èç áàçèñíûõ
ñèñòåì B1 è B2 åå [a, b]�îãðàíè÷åíèåì B′1 è B

′
2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà x áóäåò

îïòèìàëüíûì â B′1 ∩ B′2 . Âûáðàâ äàëåå â ãðàôå îêðåñòíîñòåé òî÷êè x â
áàçèñíûõ ñèñòåìàõ B′1 è B

′
2 âåðøèíó i

+ ñ x(i) < 0 (ëèáî i− ñ x(i) > 0), i ∈ E0 ,
íàéäåì ïðîõîäÿùèé ÷åðåç íåå íåðàçëîæèìûé îðöèêë C ìèíèìàëüíîãî âåñà
è çàìåíèì x íà x + zC . Ïîëó÷åííûé òàêèì ñïîñîáîì ýëåìåíò x + zC áóäåò
E0�îïòèìàëüíûì.

Ïîâòîðåíèå óêàçàííîé ïðîöåäóðû (â ñëó÷àå |B1 ∩ B2| < ∞) ïðèâåäåò â
êîíå÷íîì ñ÷åòå ëèáî ê ðåøåíèþ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ëèáî ê óñòàíîâ-
ëåíèþ åå íåðàçðåøèìîñòè â ñèëó îòñóòñòâèÿ â B1 ∩ B2 ýëåìåíòîâ ñ íóëå-
âûìè çíà÷åíèÿìè íà ìíîæåñòâå E0 . (Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ïðîÿâèòñÿ
íà íåêîòîðîì ýòàïå â îòñóòñòâèè îðöèêëîâ íóæíîãî âèäà â ãðàôå îêðåñò-
íîñòåé.)

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê èñõîäíîé çàäà÷å (28).
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà Ē è E ′ � �äâîéíèêè� ìíîæåñòâà E,

áàçèñíûå ñèñòåìû B̄2 è B∗ (ñì. ïðèìåð) è áàçèñíóþ ñèñòåìó B′ = {z ∈
ZE′ | z[E ′] = 0}. Ïîëàãàÿ äàëåå B̄1 = B1 × (−B̄2) × B′, ëåãêî âèäåòü, ÷òî
(x, y, z) ∈ B̄1 ∩ B∗ è z = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ B1 ∩ B2 è y(ē) =
−x(e) ïðè ëþáîì e ∈ E. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê
çàäà÷å ïîèñêà â B̄1 ∩ B∗ ∩ {(x, y, z) | z = 0} ìèíèìóìà ôóíêöèè f̄(x, y, z)
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(= f(x)), ò. å. ê ðàññìîòðåííîé âûøå çàäà÷å ïîèñêà â B̄1∩B∗ E ′�îïòèìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì íà ìíîæåñòâå E ′.

Ïðîöåäóðà âûáîðà äëÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è êàêîãî-ëèáî E ′�îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü áîëåå ïðîñòîé, ÷åì ïðîöåäóðà âûáîðà äîïóñòèìîãî
ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Â êà÷åñòâå òàêîãî ðåøåíèÿ ìîæíî âçÿòü (x, y, z),
ãäå x � òî÷êà ìèíèìóìà f íà B1 , y � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç (−B̄2) è
z(e′) = −x(e)− y(ē) ïðè âñåõ e ∈ E.

Èçëîæåííûé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è (28) åñòü, ïî ñóùåñòâó, ìåòîä ñî-
êðàùåíèÿ íåâÿçîê, â êîòîðîì ðîëü âåêòîðà íåâÿçîê èãðàåò êîìïîíåíòà z
ðàññìàòðèâàåìûõ âåêòîðîâ (x, y, z).

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññìîòðåíèé ñëåäóåò, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à ìèíè-
ìèçàöèè íà ïåðåñå÷åíèè áàçèñíûõ ñèñòåì B1 è B2 ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ìèíè-
ìèçàöèè íà ïåðåñå÷åíèè áàçèñíûõ ñèñòåì B1×(−B̄2) è B0 = {(x, y) ∈ ZE∪Ē |
x(e)+y(ē) = 0, ∀e ∈ E}. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòå áûëî óäåëåíî âíèìàíèå çà-
äà÷å (28) â òîì ñëó÷àå, êîãäà B1 åñòü (ïðîèçâîëüíàÿ) áàçèñíàÿ ñèñòåìà B íà
ìíîæåñòâå E ∪ Ē, à B2 = B0 , ãäå B0 = {x ∈ ZE∪Ē | x(e) +x(ē) = 0, ∀e ∈ E}.

Åñëè ñëåäîâàòü èçëîæåííîé ðàíåå ñõåìå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, òî ïðè-
øëîñü áû íà êàæäîé èòåðàöèè ðàññìàòðèâàòü ãðàô H(x) ñ ÷èñëîì âåðøèí
4|E|. Îäíàêî ââèäó ñïåöèôè÷íîñòè áàçèñíîé ñèñòåìû B0 ìîæíî íåêîòî-
ðûå ïàðû âåðøèí ðàññìàòðèâàòü êàê îäíó âåðøèíó è ñîêðàòèòü òåì ñàìûì
âäâîå îáùåå ÷èñëî âåðøèí ãðàôà. Òàê, ïðè ëþáîì e ∈ E â ãðàôå H(x) ïðè-
ñóòñòâóþò âåðøèíû e+, e−, ē+, ē−, èç íèõ e+ è ē− ìîæíî îòîæäåñòâèòü è
ñ÷èòàòü îäíîé íîâîé âåðøèíîé e, à e− è ē+ � íîâîé âåðøèíîé ē.

Â ðåçóëüòàòå ïîäîáíîé ðåäóêöèè ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ãðàôîì H∗(x) =
(E ∪ Ē, A∗), ãäå A∗ = {(p̄, q) | x + δq − δp ∈ B} (çäåñü ïðè p = ē ñ÷èòàåòñÿ
p̄ = e, ò. å. ¯̄e = e). Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ è âåñà
íîâûõ âåðøèí, à èìåííî,

W (e) = W (e+) +W (ē−) = f(x+ δe) + f(x− δē)− 2f(x) è

W (ē) = W (e−) +W (ē+) = f(x+ δē) + f(x− δe)− 2f(x).

Íàêîíåö, äëÿ ïðîñòîãî îðöèêëà C ãðàôà H∗(x) âåêòîð zC îïðåäåëÿåòñÿ òàê:
zC(p) = −zC(p̄) = 1, åñëè p ∈ C è p̄ 6∈ C; zC(p) = 0 � â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïóñòü â ïîñëåäíåé çàäà÷å B åñòü äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ ñè-
ñòåì (Ev, Bv), v ∈ V , ãäå {Ev | v ∈ V } � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà E ∪ Ē. Òàêî-
ìó ðàçáèåíèþ ìîæåò áûòü ïîñòàâëåí âî âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
îðèåíòèðîâàííûé ìóëüòèãðàô G = (V,E), â êîòîðîì âåðøèíà v ñ÷èòàåòñÿ
íà÷àëîì (êîíöîì) äóãè e, åñëè e ∈ Ev (ē ∈ Ev). Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî |Ev ∩ {e, ē}| ≤ 1 ïðè ëþáûõ v è e, òî G íå áóäåò èìåòü
ïåòåëü.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì íå ÷òî èíîå êàê áàçèñíóþ ñåòü, ðàññìàòðè-
âàâøóþñÿ íàìè â [19]. Ïîä áàçèñíîé ñåòüþ òàì ïîíèìàåòñÿ êîíå÷íûé îðè-
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åíòèðîâàííûé ìóëüòèãðàô G = (V,E) áåç ïåòåëü, êàæäîé âåðøèíå êîòîðî-
ãî ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå áàçèñíàÿ ñèñòåìà B íà ìíîæåñòâå E−v ∪ E+

v ,
v ∈ V . Áàçèñíûì ïîòîêîì â G íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ x : E → Z, òàêàÿ, ÷òî
(−x−, x+

v ) ∈ Bv , v ∈ V . Òàêèì îáðàçîì, áàçèñíûì ïîòîêîì â ñìûñëå äàííî-
ãî â [19] îïðåäåëåíèÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñóæåíèå íà E ëþáîãî x ∈ B ∩B0 , ò. å.
ìíîæåñòâî áàçèñíûõ ïîòîêîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåêöèþ íà ZE ìíîæå-
ñòâà B ∩ B0. Ïðèíèìàÿ ýòî âî âíèìàíèå, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî çàäà÷à î
áàçèñíîì ïîòîêå ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �ñòðóêòóðè-
ðîâàííóþ� ôîðìó çàäà÷è ìèíèìèçàöèè íà ïåðåñå÷åíèè áàçèñíûõ ñèñòåì.

Ó÷åò âíóòðåííåé ñòðóêòóðû çàäà÷è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí, íàïðèìåð,
äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåêîòîðûõ àíàëîãîâ òåîðåìû î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå è ìè-
íèìàëüíîì ðàçðåçå. Îäíà èç òàêèõ òåîðåì áûëà ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà
â [19, 20].

Ïóñòü s, t ∈ V , e0 ∈ Et è ē0 ∈ Es. Åñëè X, Y ⊂ V , òî ïîñðåäñòâîì (X, Y )
áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ äóã ãðàôà G, íàïðàâëåííûõ èç X â Y .
Âñÿêîå ìíîæåñòâî Y , s ∈ Y ⊂ V \ t, îïðåäåëÿåò (s, t)-ðàçðåç C(Y ) ãðàôà
G \ e0, ãäå C(Y ) = (Y, V \ Y ) ∪ (V \ Y, Y ) \ e0. Ïîëîæèì äàëåå

D(Y ) =
∑

v∈Y
rv(Ev),

ãäå rv � ðàíãîâàÿ ôóíêöèÿ áàçèñíîé ñèñòåìû Bv. (Ôóíêöèÿ r : 2N →
Z ∪ {+∞} íàçûâàåòñÿ ðàíãîâîé ôóíêöèåé áàçèñíîé ñèñòåìû (N,B), åñëè
r(A) = max

z∈B
z[A], A ⊂ N .)

P (Y ) = min
∑

v∈Y
rv(Av),

ãäå Av = Ev ∩ (A ∪ Ā), Ā = {ē | e ∈ A} è ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ìíî-
æåñòâàì A òàêèì, ÷òî C(Y ) ⊂ A ⊂ E \ e0 . Íàêîíåö, íà áàçèñíóþ ñèñòå-
ìó Bt íàëîæèì îãðàíè÷åíèå: ïðè ëþáûõ z ∈ Bt è q ∈ Et èìååò ìåñòî
z + δe0 − δq ∈ Bt.

Ñîäåðæàòåëüíàÿ òðàêòîâêà âåëè÷èíû D(Y ) ñòàíîâèòñÿ âïîëíå î÷åâèä-
íîé, åñëè çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå rv(Ev) > 0 (rv(Ev) < 0) âåðøèíà v ÿâëÿåòñÿ
èñòî÷íèêîì (ñòîêîì) ñåòè G, èìåþùèì ìîùíîñòü rv(Ev) ( |rv(Ev)| ). Âåëè-
÷èíà P (Y ) ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü (s, t)�ðàçðåçà,
îïðåäåëÿåìîãî ìíîæåñòâîì Y .

Òåîðåìà 18 [19, 20]. Åñëè B ∩B0 6= ∅, òî
maxx(e0) = min(P (Y )−D(Y )),

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì x èç B ∩ B0 , à ìèíèìóì � ïî âñåì ìíî-

æåñòâàì Y , îïðåäåëÿþùèì (s, t)�ðàçðåçû â G \ e0 .
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Ââåäåííîå îãðàíè÷åíèå íà áàçèñíóþ ñèñòåìó Bt íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-
íûì è èñïîëüçóåòñÿ ëèøü äëÿ ïðèäàíèÿ ôîðìóëèðîâêå âûøåïðèâåäåííîé
òåîðåìû áîëüøåãî ñõîäñòâà ñ êëàññè÷åñêîé òåîðåìîé î ìàêñèìàëüíîì ïî-
òîêå è ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàëîæåííîå íà áàçèñíóþ
ñèñòåìó Bt îãðàíè÷åíèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òåîðåìà òåì íå ìåíåå îñòàåòñÿ â
ñèëå, åñëè òîëüêî â åå ôîðìóëèðîâêå âìåñòî ìíîæåñòâ Y , îïðåäåëÿþùèõ
(s, t)�ðàçðåçû, ðàññìàòðèâàòü ëþáûå ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå s. Ïðè ýòîì
â ñëó÷àå t ∈ Y â A äîëæíà âõîäèòü äóãà e0.

Ðàññìàòðèâàâøèåñÿ â öèòèðîâàííîé âûøå ðàáîòå Ëîóëåðà è Ìàðòåëà
ïîëèìàòðîèäíûå ïîòîêè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áàçèñíûõ ïîòîêîâ, îä-
íàêî ýòîãî íåëüçÿ óòâåðæäàòü îòíîñèòåëüíî ñîäåðæàùåéñÿ â ýòîé ðàáîòå
òåîðåìû î ìàêñèìàëüíîì ïîëèìàòðîèäíîì ïîòîêå è ìèíèìàëüíîì ðàçðå-
çå è íàøåé òåîðåìû. Ïðèìåíèòåëüíî ê ïîëèìàòðîèäíûì ïîòîêàì óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû 18 îêàçûâàåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ñëàáåå àíàëîãè÷íîãî
óòâåðæäåíèÿ èç ðàáîòû Ëîóëåðà è Ìàðòåëà.
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3. Çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé [8�12]

Âûøå óæå îòìå÷àëàñü âàæíàÿ ðîëü çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè ïðè
ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ñòàíäàðòèçàöèè. Íèæå
áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå êðàò÷àéøèõ (è ìèíèìàêñíûõ) ïóòåé
îêàçûâàåòñÿ âåñüìà öåëåñîîáðàçíûì è ïðè èññëåäîâàíèè íåêîòîðûõ çàäà÷
òåîðèè ðàñïèñàíèé, ïðèâîäÿ ê óñòàíîâëåíèþ ðÿäà ïîëåçíûõ ñâîéñòâ è ýô-
ôåêòèâíîé ðàçðåøèìîñòè ýòèõ çàäà÷.

Òàê, â ñòàòüå [8] ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñ-
ïèñàíèÿ âûïîëíåíèÿ äâóõ ðàáîò ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Ðàáîòà
1 ñîñòîèò èç m îïåðàöèé O′1, O

′
2, . . . , O

′
m, à ðàáîòà 2 � èç n îïåðàöèé O′′1 ,

O′′2 , . . . , O
′′
n. Âûïîëíåíèå îïåðàöèè O

′
r(O

′′
s ) ìîæåò áûòü íà÷àòî ëèøü ïîñëå

çàâåðøåíèÿ îïåðàöèè O′r−1(O′′s−1). Èçâåñòíû ïðîäîëæèòåëüíîñòè îïåðàöèé
O′r è O

′′
s , ðàâíûå ar è bs ñîîòâåòñòâåííî (r = 1, . . . ,m, s = 1, . . . , n). Êðîìå

òîãî, çàäàíî ìíîæåñòâî çàïðåòîâG, ÿâëÿþùååñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà
{1, 2, ...,m} × {1, 2, ..., n}. Åñëè (r, s) ∈ G, òî îïåðàöèè O′r è O′′s , âûïîëíÿòü-
ñÿ îäíîâðåìåííî íå ìîãóò. Òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü äàííûå ðàáîòû, çàòðàòèâ
íà ýòî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âðåìåíè. Ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, äîñòàòî÷íîå
äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõ ðàáîò, íàçûâàåòñÿ äëèíîé îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ.
Öåëüþ äàííîé ñòàòüè áûëî óñòàíîâëåíèå âåðõíåé îöåíêè äëèíû îïòèìàëü-
íîãî ðàñïèñàíèÿ.

Â íåñêîëüêî èíîé ôîðìóëèðîâêå ïîäîáíàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â ðà-
áîòàõ Àêåðñà [1956]26, Õàðäãðåéâà è Íåìõàóçåðà [1963]27 è äð., ãäå ïðåäëàãà-
ëàñü ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñâî-
äèëîñü ê îòûñêàíèþ êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó äâóìÿ ïîëþñàìè íåêîòîðîé
êîíå÷íîé ñåòè. Â íàøåì ñëó÷àå ýòà ìîäåëü èñïîëüçîâàëàñü äëÿ ïîëó÷åíèÿ
âåðõíåé îöåíêè äëèíû êðàò÷àéøåãî ïóòè (îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ). Ñà-
ìà ìîäåëü îñíîâàíà, ïî ñóùåñòâó, íà èñïîëüçîâàíèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îïåðàöèèO′m+1 èO
′′
n+1 ñ

ïðîäîëæèòåëüíîñòÿìè am+1 = bn+1 è ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíûé êâàäðàíò
ïëîñêîñòè xOy, òî÷êè êîòîðîãî ìîãóò õàðàêòåðèçîâàòü ñòåïåíü çàâåðøåí-
íîñòè äàííûõ ðàáîò (ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû, ïðè êîòîðîì îïåðàöèè O′1, O

′
2, . . . , O

′
r−1 è O′′1 , O

′′
2 , . . . , O

′′
s−1 âû-

ïîëíåíû, à îïåðàöèè O′r è O′′s åùå íå çàâåðøåíû è âûïîëíÿëèñü ëèøü a′r
(0 ≤ a′r < ar) è b′s (0 ≤ b′s < bs) åäèíèö âðåìåíè ñîîòâåòñòâåííî, èçîáðàæàòü

26Akers Sheldon B. Jr. A graphical approach to production scheduling problems. �
Operat. Res. 4, 2, 1956, 244�245.

27Hardgrave William W. and Nemhauser George L. A geometric model and a graphical
algorithm for a sequencing problem. � Operat. Res. 11, 6, 1963, 889�900.
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òî÷êîé (x, y), ãäå x =
r−1∑
k=1

ak + a′r è y =
s−1∑
k=1

bk + b′s.

Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå îãðàíè÷åíèé, äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî âñÿêàÿ îïåðàöèÿ, áóäó÷è íà÷àòîé, íå ìîæåò ïðåðûâàòüñÿ äî ïîëíîãî
çàâåðøåíèÿ. (Ñëó÷àé ñ ïðåðûâàíèÿìè ðàññìàòðèâàåòñÿ îòäåëüíî). Â òàêîì
ñëó÷àå íåêîòîðûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû îêàçûâàþòñÿ íåäîïóñòèìûìè, òàê êàê
â íèõ ñèñòåìà íå ñìîæåò íàõîäèòüñÿ íè ïðè êàêîì ïîðÿäêå âûïîëíåíèÿ ðà-
áîò, óäîâëåòâîðÿþùåì íàëîæåííûì îãðàíè÷åíèÿì. Åñëè ïîëîæèòü A0 = 0,
Ar = Ar−1 + ar (r = 1, . . . ,m) è B0 = 0, Bs = Bs−1 + bs (s = 1, . . . , n), òî
âíóòðåííèå òî÷êè ïðÿìîóãîëüíèêîâ [Ar−1, Ar;Bs−1, Bs], (r, s) ∈ G, è òîëüêî
îíè, ñîîòâåòñòâóþò êàê ðàç òàêèì íåäîïóñòèìûì ñîñòîÿíèÿì (ýòè òî÷êè
ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü íåäîïóñòèìûìè).

Âñÿêîìó ñïîñîáó âûïîëíåíèÿ ðàáîò, äîïóñòèìîìó îòíîñèòåëüíî ðàññìàò-
ðèâàåìûõ îãðàíè÷åíèé (ïðè ìíîæåñòâå çàïðåòîâ G), â ïðîñòðàíñòâå ñîñòî-
ÿíèé (ïëîñêîñòè xOy) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðàÿ òðàåêòîðèÿ, èñõî-
äÿùàÿ èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Òàêóþ òðàåêòîðèþ åñòåñòâåííî íàçûâàòü äî-
ïóñòèìîé (îòíîñèòåëüíî G).

Äîïóñòèìàÿ òðàåêòîðèÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç íåäîïóñòèìûå òî÷êè è ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçíóþ ëîìàíóþ ëèíèþ, ñîñòîÿùóþ èç ãîðèçîíòàëüíûõ
çâåíüåâ, âåðòèêàëüíûõ çâåíüåâ è çâåíüåâ, ñîñòàâëÿþùèõ ñ îñÿìè êîîðäè-
íàò óãëû, ðàâíûå 45◦, ïðè÷åì êàæäîå ãîðèçîíòàëüíîå (âåðòèêàëüíîå) çâåíî
äîëæíî ëåæàòü íà íåêîòîðîé ïðÿìîé âèäà y = Bs (x = Ar). Ïðè äâèæåíèè
ïî äîïóñòèìîé òðàåêòîðèè íè îäíà èç êîîðäèíàò íå ìîæåò óáûâàòü. �Äëèíó�
ãîðèçîíòàëüíîãî (âåðòèêàëüíîãî) çâåíà òðàåêòîðèè ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàâíîé
åãî îáû÷íîé åâêëèäîâîé äëèíå, òîãäà êàê ïîä �äëèíîé� íàêëîííîãî çâåíà
ñëåäóåò ïîíèìàòü äëèíó åãî ïðîåêöèè íà îñü êîîðäèíàò (â íàøåì ñëó÷àå
äëèíû îáåèõ ïðîåêöèé ðàâíû). Òîãäà îáùàÿ �äëèíà� òðàåêòîðèè ðàâíÿåòñÿ
ñóììå �äëèí� âñåõ åå çâåíüåâ, è çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïè-
ñàíèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ äîïóñòèìîé òðàåêòîðèè, îêàí÷èâàþ-
ùåéñÿ â òî÷êå (Am, Bn) è èìåþùåé ìèíèìàëüíóþ �äëèíó�.

Ââåäåì åùå íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.
Âñÿêóþ òðàåêòîðèþ, îêàí÷èâàþùóþñÿ â òî÷êå (x, y), íàçîâåì (x, y)�òðà-

åêòîðèåé, à òî÷êó (x, y) t�äîñòèæèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ (x, y)�
òðàåêòîðèÿ, �äëèíà� êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò t. ×åðåç Et îáîçíà÷èì ìíîæå-
ñòâî âñåõ t�äîñòèæèìûõ òî÷åê. Òî÷êó (x, y) áóäåì íàçûâàòü t�êâàçèäîñòè-
æèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò t�äîñòèæèìàÿ òî÷êà (x′, y′) òàêàÿ, ÷òî x ≤ x′,
y ≤ y′. Ìíîæåñòâî âñåõ t�êâàçèäîñòèæèìûõ òî÷åê îáîçíà÷èì ÷åðåç Ht .

Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå: �åñëè (Ar, Bs) ∈ Ht, òî (Ar, Bs) ∈ Et�,
êîòîðîå ïîçâîëÿåò, ó÷èòûâàÿ î÷åâèäíîå ñîîòíîøåíèå Et ⊂ Ht, ñôîðìóëè-
ðîâàòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ äëèíû îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: íàéòè ìèíèìàëüíîå t◦, ïðè êîòîðîì (Am, Bn) ∈ Ht◦ .
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ââåäåíèå â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà Ht îïðàâäû-
âàåòñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî îíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, òåñíåéøèì îáðà-
çîì ñâÿçàíî ñ Et , à ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååò ïî ñðàâíåíèþ ñ íèì áîëåå
ðåãóëÿðíóþ ñòðóêòóðó è â ñâÿçè ñ ýòèì ëåã÷å ïîääàåòñÿ èññëåäîâàíèþ è
èñïîëüçîâàíèþ â íàøèõ öåëÿõ.

Ïðè ëþáîì t ≥ 0 ìíîæåñòâî Ht ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîóãîëüíèê, ñî-
äåðæàùèéñÿ â êâàäðàòå [0, t; 0, t], ïðè÷åì, åñëè x ≤ t, y ≤ t è (x, y) 6∈ Ht, òî
è âåñü ïðÿìîóãîëüíèê [x, t; y, t] íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ Ht. Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè ÷åðåç S(H) îáîçíà÷èòü ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà H, òî ïðè Am ≤ t,
Bn ≤ t è (Am, Bn) 6∈ Ht áóäåì èìåòü S(Ht) + (t − Am) × (t − Bn) < t2. Òà-
êèì îáðàçîì, åñëè ïðè íåêîòîðîì t̄ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ è
t̄ ≥ Am, t̄ ≥ Bn, òî t̄ ≥ t◦. Ýòà èäåÿ è ïîëîæåíà â îñíîâó ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé
îöåíêè äëèíû îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ.

Îñíîâíàÿ òÿæåñòü â ñòàòüå [8] ïðèõîäèòñÿ íà äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà

t2 − S(Ht) ≤ P (G)

ïðè ëþáîì t ≥ 0, ãäå

P (G) =
∑

(r,s)∈G
(ar + bs)

2/4.

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èñêîìàÿ îöåíêà:

t◦ ≤ (Am +Bn)/2 +
√

(Am −Bn)2/4 + P (G). (29)

Îïèðàÿñü íà äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî, íåòðóäíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íóþ
îöåíêó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîöåññ âûïîëíåíèÿ ëþáîé îïåðàöèè ìîæåò áûòü
ïðåðâàí ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ðàç. Åñëè îáîçíà÷èòü â ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç t∗

äëèíó îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ, òî îöåíêà áóäåò èìåòü ïðåæíèé âèä, òîëü-
êî âìåñòî P (G) ñëåäóåò âçÿòü Q(G) =

∑
(r,s)∈G

arbs :

t∗ ≤ (Am +Bn)/2 +
√

(Am −Bn)2/4 +Q(G). (30)

Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à, íî ïðè áîëåå ñèëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ, ðàññìàòðè-
âàëàñü Â.Ý.Õåíêèíûì [1966]28. Ïîëó÷åííàÿ èì âåðõíÿÿ îöåíêà ñëåäóåò
èç (29) ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Îöåíêè (29), (30) íå ìîãóò
áûòü óëó÷øåíû, òàê êàê íåòðóäíî ïîñòðîèòü ïðèìåðû, êîãäà îíè äîñòèãà-
þòñÿ.

Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ìíîæåñòâà Ht , ïðîâåäåííîå ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ
îöåíîê (29) è (30), ïîñëóæèëî òàêæå îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ

28Õåíêèí Â.Ý. Îá îäíîì âîïðîñå òåîðèè ðàñïèñàíèé. � Êèáåðíåòèêà, 6, 1966.
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àëãîðèòìîâ îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé êàê â ñëó÷àå áåñïðåðûâ-
íîãî âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé, òàê è â ñëó÷àå, êîãäà äîïóñêàþòñÿ ïðåðûâàíèÿ.
Ýòîìó ïîñâÿùåíà ðàáîòà [9]. Â íåé ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå ïëîñêîñòü ïåðå-
ìåííûõ u, v è èãðàþùåå ñóùåñòâåííóþ ðîëü îòîáðàæåíèå g : (x, y)→ (u, v),
ãäå u = x− t, v = y − t, t = min{t′ | (x, y) ∈ Ht′}.

Äëÿ îïèñàíèÿ åãî ñâîéñòâ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.
Åñëè (cr, dr), r = 1, 2, . . . , p (p ≥ 2), � íåêîòîðûå òî÷êè ïëîñêîñòè xy èëè uv,
òî ïîñðåäñòâîì 〈(c1, d1), (c2, d2), . . . , (cp, dp)〉 îáîçíà÷àåòñÿ ëîìàíàÿ ëèíèÿ,
çâåíüÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îòðåçêè ïðÿìûõ ñ êîíöàìè â òî÷êàõ (cr, dr) è
(cr+1, dr+1), r = 1, . . . , p− 1.

M ′
rs = 〈(Ar−1, Bs) , (Ar−1, Bs−1) , (Ar, Bs−1)〉,

M ′′
rs = 〈(Ar−1, Bs) , (Ar, Bs) , (Ar, Bs−1)〉.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïåðâûé (�áåç ïðåðûâàíèé�) âàðèàíò çàäà÷è è îòìå-
òèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ g â ýòîì ñëó÷àå.

1.1) Åñëè òî÷êè îòðåçêà 〈(x, y), (x + t, y + t)〉 ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè, òî
g(x+ t, y + t) = g(x, y).

1.2) Ïóñòü (x, y) ∈ M ′′
rs , g(Ar−1, Bs) = (u1, v1), g(Ar, Bs−1) = (u2, v2) è

(r, s) ∈ G. Òîãäà g(x, y) = (x − t, y − t), ãäå t = min(x − u1, y − v2),
îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò g(M ′′

rs) = 〈(u1, v1), (u1, v2), (u2, v2)〉.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ g äëÿ âòîðîãî (�ñ ïðåðûâàíè-
ÿìè�) âàðèàíòà çàäà÷è èìåþò âèä:

2.1) Åñëè îòðåçîê 〈(x, y), (x + t, y + t)〉 íå ñîäåðæèò îñîáûõ òî÷åê, òî
g(x+ t, y + t) = g(x, y). (Îñîáûìè çäåñü íàçûâàþòñÿ òî÷êè, êîòîðûå â
ïåðâîì âàðèàíòå çàäà÷è íàçûâàëèñü íåäîïóñòèìûìè. Èçìåíåíèå òåð-
ìèíà âûçâàíî òåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì òî÷êàì ñîñòîÿíèÿ ñè-
ñòåìû âî âòîðîì âàðèàíòå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè, íî îäíî-
âðåìåííîå âûïîëíåíèå îáåèõ ðàáîò ïðè ýòîì íåâîçìîæíî.)

2.2) Ïóñòü (r, s) ∈ G, g(Ar−1, y) = (u′, v′), g(x,Bs−1) = (u′′, v′′) è (x, y) ∈
M ′′

rs . Òîãäà g(x, y) = (x− t, y − t), ãäå t = min(x− u′, y − v′′).

Êðîìå òîãî, åñëè

g(M ′
rs) = 〈(u1, v1), (u1, v2), (u2, v2), . . . , (ui−1, vi), (ui, vi)〉, (31)

ãäå u1 ≤ u2 ≤ . . . ≤ ui , v1 ≥ v2 ≥ . . . ≥ vi ,
(u1, v1) = g(Ar−1, Bs), (ui, vi) = g(Ar, Bs−1), òî

g(M ′′
rs) = 〈(u′1, v′1), (u′1, v

′
2), (u′2, v

′
2), . . . , (u′i−1, v

′
i), (u

′
i, v
′
i)〉,
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ãäå v′j = vj , u′j = max(u1, uj − bs), j = 1, . . . , i, â ñëó÷àå vi−u1 > Bs−Ar ,
è u′j = uj , v′j = max(vi, vj − ar), j = 1, . . . , i, â ñëó÷àå vi − u1 ≤ Bs − Ar .

Èç îòìå÷åííûõ ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ g ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ
g(x, y) ïðè (x, y) ∈ M ′′ â îáîèõ âàðèàíòàõ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è äîñòà-
òî÷íî èìåòü çíà÷åíèÿ g â òî÷êàõ ëîìàíîé M ′

rs . Ïðè÷åì åñëè g(M ′
rs) ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ëîìàíóþ ëèíèþ âèäà (31), òî è g(M ′′
rs) ÿâëÿåòñÿ ëîìàíîé

ëèíèåé òîãî æå âèäà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëèëî ïðåäëîæèòü ýôôåê-
òèâíûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé g(x, y) è ïîñòðîåíèÿ â êîíå÷íîì ñ÷åòå
îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ.

Â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìîâ äëÿ k = 0, 1, . . . , q, ãäå
q = |G|, îïðåäåëÿþòñÿ:

a) óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî Pk = {(ur, vr) | r = 1, 2, . . . , rk} òàêîå, ÷òî
−∞ = u0 < u1 < . . . < urk−1 = urk = 0 = v0 = v1 > . . . > vrk = −∞.

b) ìíîæåñòâî Qk = ∪{Ps | s = 0, . . . , k} \ {(−∞, 0), (0,−∞)}.
c) ìíîæåñòâî Rk ⊂ Qk ×Qk.
d) îòîáðàæåíèå h : Qk → R2.
Â ðåçóëüòàòå áóäóò ïîñòðîåíû ìíîæåñòâà Pq, Qq, Rq è îòîáðàæåíèå h,

îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
Åñëè Pq = {(ur, vr) | r = 0, 1, . . . , rq}, òî ëîìàíàÿ

W =
⋃
{〈(ur−1, vr−1), (ur−1, vr), (ur, vr)〉 | r = 1, . . . , rq}

ñëóæèò îáðàçîì äëÿ M = 〈(0,+∞), (0, Bn), (Am, Bn), (Am, 0), (+∞, 0)〉 ïðè
îòîáðàæåíèè g. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçîì òî÷êè (Am, Bn) ïðè îòîáðàæåíèè
g ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëîìàíîé W ñ ïðÿìîé v − u = Bn − Am.

Åñëè (u, v) � ýëåìåíò ìíîæåñòâà Qq , îòëè÷íûé îò (0, 0), òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò (u′, v′) ∈ Qq , òàêîé, ÷òî 〈(u, v), (u′, v′)〉 ∈ Rq , ïðè÷åì
ëèáî u = u′, v < v′, ëèáî u < u, v = v′.

Ïóñòü 〈(u, v), (u′, v′)〉 ∈ Rq , h(u, v) = (x, y), h(u′, v′) = (x′, y′); òîãäà x′ ≤ x,
y′ ≤ y. Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì 〈h(u, v) . . . h(u′, v′)〉 ëîìàíóþ ëèíèþ 〈(x, y),
(x̄, ȳ), (x′, y′)〉, ãäå x̄ = x′ + min(x − x′, y − y′), ȳ = y′ + min(x − x′, y − y′).
Îòðåçîê 〈(x, y), (x̄, ȳ)〉 ëåæèò íà íåêîòîðîé ïðÿìîé âèäà x = Ar , ëèáî y =
Bs . Â òî æå âðåìÿ îòðåçîê 〈(x̄, ȳ), (x′, y′)〉 íå ñîäåðæèò íåäîïóñòèìûõ òî÷åê.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ê ëþáîé äîïóñòèìîé (x′, y′)�òðàåêòîðèè ïðèñîåäèíèòü
ëîìàíóþ 〈h(u, v) . . . h(u′, v′)〉, òî ïîëó÷èì äîïóñòèìóþ (x, y)�òðàåêòîðèþ.

Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ çàâåðøàåòñÿ ïîñëå îïðåäåëåíèÿ
íîìåðà i òàêîãî, ÷òî

vi − ui ≥ Bn − Am > vi+1 − ui+1, (ui, vi) , (ui+1, vi+1) ∈ Pq.
Òîãäà g(Am, Bn) = (u0, v0), ãäå u0 = Am − t0, v0 = Bn − t0, t0 = min(Am −
ui, Bn − vi+1) � äëèíà îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ. Äàëåå îäíîçíà÷íûì îá-
ðàçîì ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (u0, v0), (u1, v1), . . . , (us, vs), òàêàÿ, ÷òî
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(u1, v1) = (ui, vi) â ñëó÷àå vi+1−ui ≤ Bn−Am è (u1, v1) = (ui+1, vi+1) â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå, 〈(uj, vj), (uj+1, vj+1)〉 ∈ Rq (j = 1, . . . , s−1), (us, vs) = (0, 0).
Âûäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ëîìàíàÿ

L0 =
⋃
{〈h(uj−1, vj−1) . . . h(uj, vj)〉 | j = 1, . . . , s},

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé (Am, Bn)�òðàåêòîðèåé, à åå �äëèíà� ðàâíà t0,
ò. å. L0 åñòü èñêîìàÿ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ (çäåñü h(u0, v0) = (Am, Bn)).

Â ðàáîòå [10] ïðèâåäåííàÿ âûøå îöåíêà (29) áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ íåêîòîðîé íåòðèâèàëüíîé âåðõíåé îöåíêè äëèíû îïòèìàëüíîãî ðàñ-
ïèñàíèÿ â çàäà÷å îáðàáîòêè n äåòàëåé íà m ñòàíêàõ. Ôîðìóëèðîâêà ýòîé
çàäà÷è èìååò ñëåäóþùèé âèä. Ïóñòü òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü n ðàáîò (èçãîòî-
âèòü n äåòàëåé). Êàæäàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç m ðàçëè÷íûõ îïåðàöèé (îäíèõ
è òåõ æå äëÿ âñåõ ðàáîò), âûïîëíÿåìûõ â çàäàííîì (âîîáùå ãîâîðÿ, ðàç-
íîì äëÿ ðàçíûõ ðàáîò) ïîðÿäêå íà ðàçíûõ ñòàíêàõ. Îäíîâðåìåííî äâå (è
áîëåå) îäèíàêîâûå îïåðàöèè âûïîëíÿòüñÿ íå ìîãóò. Äëèòåëüíîñòü âûïîë-
íåíèÿ êàæäîé îïåðàöèè ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå. Òðåáóåòñÿ ñîñòàâèòü
êðàò÷àéøåå ðàñïèñàíèå âûïîëíåíèÿ äàííûõ ðàáîò.

Ïðèâëåêàÿ èíäóêöèþ (ïî ÷èñëó äåòàëåé) è îöåíêó (29), ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ
âåðõíÿÿ îöåíêà äëèíû îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ, ðàâíàÿ m + (n − 1)

√
m.

Íàðÿäó ñ ýòèì â ðàññìàòðèâàåìîé ðàáîòå ïîëó÷åíà òàêæå íèæíÿÿ îöåíêà
äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà L(n,m), çíà÷åíèå êîòîðîé ðàâíî, ïî îïðåäåëåíèþ,
äëèíå êðàò÷àéøåãî ðàñïèñàíèÿ â íàèõóäøåì ñëó÷àå (ïðè ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ m è n). Ýòà îöåíêà èìååò âèä:

L(n,m) ≥
{
m+ p[

√
m/p ] + n− p− 1, ïðè m > 4p,

m+ [m/4] + n− 1, ïðè m ≤ 4p,
ãäå p = [log n].

Íàêîíåö, â ðàáîòå [13] ðàññìàòðèâàåòñÿ èçâåñòíàÿ çàäà÷à Äæîíñîíà îá-
ðàáîòêè äåòàëåé íà ñòàíêàõ. Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ÷èñëå ñòàíêîâ áîëüøå
äâóõ ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP�òðóäíîé, îäíàêî â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îíà
ýôôåêòèâíî ðåøàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñâåäåíèÿ ê íåêîòîðîé çàäà÷å ñ äâóìÿ
ñòàíêàìè.

Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ñîäåðæàò ðàçëè÷íûå äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ òàêîé ñâîäèìîñòè, îáîáùàþùèå íåêîòîðûå èç ðàíåå èçâåñòíûõ. Áîëåå
ïîäðîáíî èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ ñâîäèìîñòè äëÿ çàäà÷è ñ òðåìÿ ñòàíêàìè,
à äëÿ çàäà÷ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòàíêîâ ïðèâîäèòñÿ ëèøü ôîðìóëèðîâêà
îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà, èëëþñòðèðóåìàÿ îäíèì ÷àñòíûì ñëó÷àåì.

Ïóñòü èìååòñÿ n äåòàëåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ äîëæíà ïðîéòè îáðàáîòêó
íà ñòàíêàõ A, B è C â óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ââåäåì ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ:
J = {1, 2, . . . , n} � ìíîæåñòâî íîìåðîâ äåòàëåé;

53



ak, bk, ck � äëèòåëüíîñòè îáðàáîòêè k�é äåòàëè íà ñòàíêàõ A, B è C
ñîîòâåòñòâåííî;
σ � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà J ;
V = {(r, s) | r ≤ s, r, s ∈ J};
V0 = {(k, k) | k ∈ J};
F (σ; r, s) =

r∑
k=1

aσ(k) +
s∑

k=r
bσ(k) +

n∑
k=s

cσ(k) ;

F (σ;V ′) = max{F (σ; r, s) | (r, s) ∈ V ′}, V ′ ⊂ V.

Åñëè äåòàëè îáðàáàòûâàþòñÿ íà êàæäîì ñòàíêå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
çàäàâàåìîé ïåðåñòàíîâêîé σ, òî âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà îáðàáîòêó âñåõ
äåòàëåé, áóäåò ðàâíî F (σ;V ). Çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñêàíèè ïåðåñòàíîâêè
σ0, äëÿ êîòîðîé

(V) F (σ0;V ) = min
σ
F (σ;V ).

Çäåñü áóäåò óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî F (σ;V ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèíó
ñàìîãî äëèííîãî (�êðèòè÷åñêîãî�) ïóòè èç âåðøèíû x0 â âåðøèíó z0 â ãðàôå
Gσ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {x0, z0} ∪ {xk, yk, zk | k = 1, . . . , n} è ìíîæåñòâîì
äóã

n⋃

k=1

{(xk, yk), (yk, zk)} ∪ {(x0, xσ(1)), (zσ(n), z0)}∪
n−1⋃

k=1

{(xσ(k), xσ(k+1)), (yσ(k), yσ(k+1)), (zσ(k), zσ(k+1))};

ïðè÷åì äëèíû äóã, èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû xk (ñîîòâåòñòâåííî, yk è zk),
ðàâíû ak (ñîîòâåòñòâåííî, bk è ck), k = 1, . . . , n. Ó÷èòûâàÿ ýòî, çàäà÷ó (V)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñïåöèôè÷åñêóþ çàäà÷ó î ìèíèìàêñíîì ïóòè.

Äëÿ ëþáîãî V ′, V ′ ⊂ V, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî F (σ;V ′) ≤ F (σ;V ),
âñëåäñòâèå ÷åãî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

min
σ
F (σ;V ′) = F (σ0;V ) (32)

σ0 åñòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (V), ò. å. èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å (V′). Ïðè V ′ = V0 çàäà÷à (V0) â ñâîþ î÷åðåäü ñâî-
äèòñÿ ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàáîòêè n
äåòàëåé íà äâóõ ñòàíêàõ A′ è B′ ñ äëèòåëüíîñòÿìè îáðàáîòêè k�é äåòàëè,
ðàâíûìè ak+bk è bk+ck ñîîòâåòñòâåííî. Â ñâÿçè ñ ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøè-
ìîñòüþ ïîñëåäíåé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì è âïîëå îïðàâäàí-
íûì èññëåäîâàíèå óñëîâèÿ (32) ñâîäèìîñòè èñõîäíîé çàäà÷è (V) ê çàäà÷å
(V0).
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Â ðàáîòå Äæîíñîíà [1954]29 áûëè óêàçàíû ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ ñâîäè-
ìîñòè: à) min

k
ak ≥ max

k
bk ; á) min

k
ck ≥ max

k
bk.

Â äàëüíåéøåì Â.ß.Áóðäþê [1969]30 çàìåòèë, ÷òî èíòåðåñóþùàÿ íàñ ñâî-
äèìîñòü èìååò ìåñòî ïðè íåñêîëüêî îñëàáëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ, à èìåííî:

à′) ar ≥ bs ïðè r 6= s, r, s ∈ J ;
á′) cr ≥ bs ïðè r 6= s, r, s ∈ J.
Çàäà÷à (V) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å (V0), åñëè äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ è

(r, s) ∈ V íàéäåòñÿ òàêîå k ∈ J, ÷òî
F (σ; r, s) ≤ F (σ; k, k). (33)

Òàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå à′) íåðàâåíñòâî (33) âûïîëíÿåòñÿ ïðè k = s, à
â ñëó÷àå á′) � ïðè k = r. Â íàøåé ðàáîòå [13] áûëî ïðîâåäåíî èçó÷åíèå
óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ

F (σ; r, s) ≤ max{F (σ; r, r), F (σ; s, s)}. (34)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþ-
áûõ r è s èç J, r 6= s, è ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà J ′ ⊂ J, íå ñîäåðæàùåãî r è s,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

max{
∑

k∈J ′
(ak − bk) + as − br,

∑

k∈J ′
(ck − bk) + cr − bs} ≥ 0. (35)

Ïóñòü Jrs = J \ {r, s}, Xrs � (n − 2)�ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ x =
(xj | j ∈ Jrs), a Ers � åäèíè÷íûé êóá â Xrs , âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
áóëåâû âåêòîðû. Òîãäà ïðè ôèêñèðîâàííûõ r è s óñëîâèå (35) îçíà÷àåò, ÷òî
îòêðûòîå ìíîæåñòâî

Qrs = {x ∈ Xrs |
∑

k

(ak − bk)xk + as − br < 0,
∑

k

(ck − bk)xk + cr − bs < 0}

íå ñîäåðæèò âåðøèí êóáà Ers . Óëîâèòü óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïîñðåä-
ñòâîì áîëåå èëè ìåíåå îáîçðèìûõ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî. Ïîýòîìó ìû äîâîëüñòâóåìñÿ íåñêîëüêî áîëåå ñëà-
áûì ðåçóëüòàòîì, ãàðàíòèðóþùèì âûïîëíåíèå îòìå÷åííîãî âûøå óñëîâèÿ
çà ñ÷åò îòäåëèìîñòè ìíîæåñòâ Qrs è Ers , ÷òî èìååò ìåñòî ïðè îòñóòñòâèè
îáùèõ òî÷åê ó íèõ.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ Pk(t) = tak − (1− t)bk è Qk(t) = (1− t)ck − tbk ,
ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

29Johnson S.M. Optimal Two- and Three- Stage Production Schedules with Setup Times
Included. � Nav. Res. Log. Quart., 1954, 1, 1, 61-68. [Ðóññêèé ïåðåâîä: Äæîíñîí Ñ. Îïòè-
ìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ äâóõ- è òðåõñòóïåí÷àòûõ ïðîöåññîâ ñ ó÷åòîì âðåìåíè íàëàäêè.
� Â êí.: Êèáåðíåòè÷åñêèé ñáîðíèê. Íîâàÿ ñåðèÿ. Âûï. 1. Ñáîðíèê ïåðåâîäîâ. Ì.: Ìèð,
1965, 78�86.]

30Áóðäþê Â.ß. Î çàäà÷å m ñòàíêîâ (m > 2). � Êèáåðíåòèêà, Êèåâ, 1969, 3, 74�76.
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Òåîðåìà 19 [13]. Åñëè äëÿ ëþáûõ r è s èç J, r 6= s, ñóùåñòâóåò t ∈
[0, 1], óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

∑

k∈Jrs
(Pk(t) +Qk(t))

+ + Ps(t) +Qr(t) ≥ 0, (36)

òî çàäà÷à (V ) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å (V0). (Çäåñü (a)+ = max(0, a).)

Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òåîðåìû ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóùå-
ñòâîâàòü òàêîå t, ïðè êîòîðîì íåðàâåíñòâî (36) áûëî áû âåðíûì ïðè ëþáûõ
r è s, r 6= s. Ôîðìóëèðóåìàÿ íèæå òåîðåìà êàñàåòñÿ òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ýòî
íå òàê.

Òåîðåìà 20 [13]. Íåðàâåíñòâà (36) èìåþò îáùåå ðåøåíèå t òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

Ps(t) +Qr(t) ≥ 0 (37)

äëÿ ëþáûõ r è s, r 6= s.

Ñëåäñòâèÿ òåîðåì 19 è 20. Êàæäîå èç óñëîâèé 1◦ − 5◦ ÿâëÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íûì óñëîâèåì ñâîäèìîñòè (3 × n)�çàäà÷è Äæîíñîíà ê (2 × n)�çàäà÷å
Äæîíñîíà.

1◦. ∃ t ∈ [0, 1] : min
k
Pk(t) + min

k
Qk(t) ≥ 0.

2◦. max
k
bk/ck ≤ min

k
ak/bk .

3◦. (∀k) bk ≤ min(ak, ck).

4◦. min
k
ak ≥ max

k
bk .

5◦. min
k
ck ≥ max

k
bk .

Ïîäõîä, èñïîëüçîâàííûé äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé (36), (37), 1◦ − 5◦ ñâî-
äèìîñòè çàäà÷è ñ òðåìÿ ñòàíêàìè ê çàäà÷å ñ äâóìÿ ñòàíêàìè, ìîæåò áûòü
ïðèìåíåí è â ñëó÷àå áîëüøåãî ÷èñëà ñòàíêîâ, åñëè ïðè ýòîì îãðàíè÷èòüñÿ
ïîèñêîì îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ â êëàññå òåõ ðàñïèñàíèé, ïðè êîòîðûõ
îáðàáîòêà äåòàëåé íà êàæäîì ñòàíêå ïðîèçâîäèòñÿ â îäíîé è òîé æå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè.

Ðàññìîòðèì (m×n)�çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè îáðàáîòêè n äåòàëåé íà m ñòàíêàõ (m > 3), äëèòåëüíîñòü îáðàáîòêè
k�é äåòàëè íà i�ì ñòàíêå îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì dik. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
(m × n)�çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê (2 × n)�çàäà÷å, åñëè îïòèìàëüíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü îáðàáîòêè n äåòàëåé íà äâóõ ñòàíêàõ A′ è B′ ïðè äëèòåëüíîñòÿõ
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îáðàáîòêè äåòàëåé, ðàâíûõ a′k =
m−1∑
i=1

dik è b′k =
m∑
i=2

dik ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿ-

åòñÿ îïòèìàëüíîé è äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è.
Îáîçíà÷èì ÷åðåçW ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ òðîåê [x, y, z] íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî 1 ≤ x < y < z ≤ m. Åñëè w = [x, y, z] ∈ W, òî ïîëîæèì
Pw
k (t) = t

∑y−1
i=x dik − (1− t)∑z−1

i=y dik ,

Qw
k (t) = (1− t)∑z

i=y+1 dik − t
∑y
i=x+1 dik .

Ïóñòü W0 åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òåõ òðîåê w èç W, äëÿ êîòîðûõ èìååò
ìåñòî

max
t∈[0,1]

{
∑

k∈J
(Pw

k (t) +Qw
k (t))+ + Pw

s (t) +Qw
r (t)} ≥ 0

ïðè ëþáûõ r è s èç J, r 6= s.
Ñèñòåìó òðîåê T, T ⊂ W, íàçîâåì ñîãëàñîâàííîé, åñëè
1) T ñîäåðæèò òðîéêó âèäà [1, y,m];
2) T ñîäåðæèò òðîéêó âèäà [x, y′, y] (ñîîòâåòñòâåííî [y, y′, z]), åñëè [x, y, z] ∈

T è y − x > 1 (z − y > 1).
Òîãäà îáîáùåíèåì òåîðåìû 19 áóäåò ñëóæèòü

Òåîðåìà 21 [13]. Åñëè W0 ñîäåðæèò íåêîòîðóþ ñîãëàñîâàííóþ ñèñòå-

ìó òðîåê, òî èñõîäíàÿ m�ñòàíî÷íàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ñ äâóìÿ

ñòàíêàìè.

Òàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå m = 4 ñîãëàñîâàííàÿ ñèñòåìà T = {[1, 2, 3],
[1, 3, 4]} áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â W0 , åñëè

max
k
bk/ck ≤ min

k
ak/bk è max

k
(bk + ck)/dk ≤ min

k
(ak + bk)/ck ,

ãäå dk � äëèòåëüíîñòü îáðàáîòêè k�é äåòàëè íà 4�ì ñòàíêå.
Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ èçëîæåííûé ïîäõîä, ìîæíî âûäåëÿòü ÷àñò-

íûå ñëó÷àè ìíîãîñòàíî÷íûõ çàäà÷ Äæîíñîíà, ñâîäÿùèõñÿ ê çàäà÷å ñ äâóìÿ
ñòàíêàìè.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1) Äîêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïóêëîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìè-
íèìàëüíûõ çíà÷åíèé âåëè÷èí, ïîðîæäåííûõ n�çâåííûìè ïóòÿìè íåêîòî-
ðîãî áåñêîíå÷íîãî ãðàôà, ÷òî ïîçâîëèëî îáúåäèíèòü ðàíåå èçâåñòíûå, íî
ðàçðîçíåííûå ðåçóëüòàòû. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî èõ ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ
ñòàíäàðòèçàöèè ïðè ïîñòðîåíèè áîëåå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ.

2) Â ñëó÷àå áàçîâîé çàäà÷è ñòàíäàðòèçàöèè (âûáîðà òèïàæà îáîðóäîâà-
íèÿ) ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íèæíåé îöåíêè öåëåâîé ôóíêöèè, îñ-
íîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè òóïèêîâûõ ðåøåíèé äâîéñòâåííîé çàäà÷è, è
îáîñíîâàíî åãî ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûì ñïîñîáîì. Íà ýòîé
îñíîâå ïîñòðîåí ìàëîòðóäîåìêèé ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ñ àïîñòåðèîðíîé
îöåíêîé òî÷íîñòè.

3) Äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè ïîëíî-
ñòüþ îõàðàêòåðèçîâàíû ìíîæåñòâà (ïîëèìàòðîèäû), íà êîòîðûõ ðåøåíèå
çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìåòîäîì ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà. Âûäåëåí
òàêæå êëàññ ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ óêàçàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ðåøàòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ôóíêöèè áîëåå îáùåãî
âèäà. Èññëåäîâàí ñïîñîá çàäàíèÿ ìíîæåñòâ ñ òðåáóåìûìè (äëÿ ïðèìåíè-
ìîñòè óêàçàííîãî ìåòîäà) ñâîéñòâàìè ïîñðåäñòâîì ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðà-
âåíñòâ.

4) Äîêàçàíû òåîðåìû, õàðàêòåðèçóþùèå ëîêàëüíîå ñòðîåíèå ìíîæåñòâ,
ÿâëÿþùèõñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ öåëî÷èñëåííûõ ïîëèìàòðîèäîâ. Íà èõ îñ-
íîâå ïîëó÷åí êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé
ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè íà ïåðåñå÷åíèÿõ ïîëèìàòðîèäîâ è îáîñíîâàí ìå-
òîä ïîøàãîâî-ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè, ÷èñëî øàãîâ êîòîðîãî íå ïðåâîñõî-
äèò ìèíèìàëüíîãî èç ðàíãîâ ïîëèìàòðîèäîâ, à òðóäîåìêîñòü êàæäîãî øàãà
ïîëèíîìèàëüíûì îáðàçîì çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà è ëèíåé-
íûì îáðàçîì � îò ñóììàðíîé òðóäîåìêîñòè ïðîöåäóð âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé
öåëåâîé ôóíêöèè è ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè äàííûì ïîëèìàòðîè-
äàì.

5) Ââåäåíî è èçó÷åíî ïîíÿòèå áàçèñíîé ñèñòåìû, ðîäñòâåííîå ïîíÿòèþ
ïîëèìàòðîèäà, íî áîëåå óäîáíîå äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáîáùåíèÿ çàäà÷è î ïîòî-
êå â ñåòè. Ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïîëèìàòðîèäîâ, ïåðåíåñåíû
íà ñëó÷àé ïåðåñå÷åíèÿ áàçèñíûõ ñèñòåì. Óñòàíîâëåííûå ñâîéñòâà èñïîëü-
çîâàíû äëÿ ââåäåíèÿ è îáîñíîâàíèÿ íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî îáùåé îïåðàöèè
íàä áàçèñíûìè ñèñòåìàìè. Ïðåäëîæåí ìåòîä �ñîêðàùåíèÿ íåâÿçîê� (îòíî-
ñÿùèéñÿ ê êëàññó ìåòîäîâ ïîøàãîâî-ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè) äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè íà ïåðåñå÷åíèè
äâóõ áàçèñíûõ ñèñòåì.
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6) Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïîòîêå ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â áàçèñíîé ñåòè
ñ âûïóêëûìè ôóíêöèÿìè ñòîèìîñòåé ïåðåâîçîê ïî äóãàì, ïðåäñòàâëÿþùàÿ
ñîáîé äàëåêî èäóùåå îáîáùåíèå èçó÷àâøåéñÿ äðóãèìè àâòîðàìè çàäà÷è î
ïîëèìàòðîèäíîì ïîòîêå ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè. Ïîêàçàíà åå ýêâèâàëåíò-
íîñòü çàäà÷å ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè íà ïåðåñå÷å-
íèè äâóõ áàçèñíûõ ñèñòåì. Äëÿ áàçèñíûõ ñåòåé äîêàçàí òàêæå íåêîòîðûé
àíàëîã òåîðåìû î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå è ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå.

7) Äëÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è ñîñòàâëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ
âûïîëíåíèÿ äâóõ ðàáîò ïðåäëîæåí îñíîâàííûé íà ñâîéñòâàõ êðàò÷àéøèõ
ïóòåé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè (è ñàìà îöåíêà) äëèíû îïòèìàëüíî-
ãî ðàñïèñàíèÿ, ÷òî èñïîëüçîâàíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ äàí-
íîé çàäà÷è è ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè â çàäà÷å Àêåðñà�Ôðèäìåíà â ñëó÷àå
îäèíàêîâûõ äëèòåëüíîñòåé îïåðàöèé. Äëÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è ïîëó÷åíà òàê-
æå íåòðèâèàëüíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ôóíêöèè Øåííîíà (äëèíû îïòèìàëüíî-
ãî ðàñïèñàíèÿ â íàèõóäøåì ñëó÷àå). Âûäåëåí ðÿä ñëó÷àåâ ïîëèíîìèàëüíîé
ðàçðåøèìîñòè ìíîãîñòàíî÷íîé çàäà÷è Äæîíñîíà ïóòåì îáîñíîâàíèÿ íåêî-
òîðûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé åå ñâîäèìîñòè ê çàäà÷å ñ äâóìÿ ñòàíêàìè.
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ÌÅÒÎÄÛ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ
Â ÑÈÍÒÅÇÅ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÉ ÁÓËÅÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ñáîðíèê òðóäîâ
1991 ã. Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ Âûïóñê 51

ÓÄÊ 519.17

ÑËÎÆÍÎÑÒÜ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ
ÔÓÍÊÖÈÉ ÎÒ ÃÐÀÔÎÂ

Í.È. Ãëåáîâ, À.Â.Êîñòî÷êà

Ïðèâåäåíà ïðîñòàÿ êîíñòðóêöèÿ, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî
áåñêîíå÷íîãî êëàññà ôóíêöèé îò ãðàôîâ çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ýòèõ
ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿNP�òðóäíûìè. Â ÷àñòíîñòè, ýòîìó êëàññó ïðèíàäëåæàò
÷èñëî Õàäâèãåðà è ïñåâäîàõðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî.

� 1. Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G áóäåì îáîçíà÷àòü:
V (G) � ìíîæåñòâî åãî âåðøèí;
E(G) � ìíîæåñòâî ðåáåð;
Ḡ � äîïîëíåíèå ãðàôà G;
G ∪H � ãðàô, ñîñòîÿùèé èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãðàôîâ: G è H,

ò. å.
V (G ∪H) = V (G) ∪ V (H),

E(G ∪H) = E(G) ∪ E(H),

V (G) ∩ V (H) = ∅;
G ⊕ v � ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G ïóòåì äîáàâëåíèÿ ê íåìó íîâîé

âåðøèíû v, ñìåæíîé ñî âñåìè âåðøèíàìè G.
×åðåç K0 îáîçíà÷àåòñÿ �ïóñòîé� ãðàô, äëÿ êîòîðîãî èìåþò ìåñòî ñîîò-

íîøåíèÿ
V (K0) = E(K0) = ∅, K̄0 = K0, K0 ∪K0 = K0.
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Åñëè V0 ⊂ V (G), òî ÷åðåçG(V0) (ñîîòâåòñòâåííîG\V0), îáîçíà÷àåòñÿ ïîä-
ãðàô G, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí V0 (ñîîòâåòñòâåííî V (G)\V0).
Â ÷àñòíîñòè, G(∅) = G\V (G) = K0. Çàïèñü G′ ⊂ G îçíà÷àåò, ÷òî G′ åñòü
ïîðîæäåííûé ïîäãðàô ãðàôà G. Åñëè V1 è V2 � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíî-
æåñòâà V (G), òî ÷åðåç G(V1, V2) îáîçíà÷àåòñÿ äâóäîëüíûé ãðàô (V1, V2, E),
ïîëó÷àþùèéñÿ èç G(V1∪V2) óäàëåíèåì âñåõ ðåáåð ïîäãðàôîâ G(V1) è G(V2).

Ïóñòü P � êàêîå-ëèáî ñâîéñòâî ãðàôîâ. Áóäåì ïèñàòü P (G) = 1 (ñîîò-
âåòñòâåííî P (G) = 0), åñëè G îáëàäàåò (ñîîòâåòñòâåííî íå îáëàäàåò) ñâîé-
ñòâîì P . Âñþäó â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî P (K0) = 1, ò. å. ïóñòîé ãðàô
îáëàäàåò ëþáûì ñâîéñòâîì P .

ßííàêàêèñ è Ëüþèñ [1] íàçûâàëè ñâîéñòâî P íåòðèâèàëüíûì, åñëè

(R1) |{G | P (G) = 1}| =∞, |{G | P (G) = 0}| =∞,

è íàñëåäñòâåííûì åñëè

(R2) ∀G [ (P (G) = 1 & G′ ⊂ G) ⇒ P (G′) = 1 ].

Íàçîâåì ñâîéñòâî óëüòðàíàñëåäñòâåííûì, åñëè îíî íàñëåäñòâåííîå è óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(R3) ∀G [P (G) = 1 ⇒ P (G ∪G) = 1 ].

ÏÐÈÌÅÐ 1. Íåòðèâèàëüíûìè è óëüòðàíàñëåäñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ ñâîé-
ñòâà:

à) áûòü ïëàíàðíûì ãðàôîì,
á) èìåòü õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî íå áîëåå t,
â) íå ñîäåðæàòü êàê ïîðîæäåííûé ïîäãðàô çàäàííûé ñâÿçíûé ãðàô, íå

ðàâíûé K1.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Ñâîéñòâî �áûòü âëîæèìûì â òîð� íå ÿâëÿåòñÿ óëüòðàíà-
ñëåäñòâåííûì, ïîñêîëüêó äëÿ íåãî íå âûïîëíÿåòñÿ (R3).

ÏÐÈÌÅÐ 3. ×åðåç Ws äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ñâîéñòâî áûòü s-âûðîæ-
äåííûì ãðàôîì [2], ò. å. èìåòü â êàæäîì ïîäãðàôå âåðøèíó, ñòåïåíü êîòîðîé
ìåíüøå s. Â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâîW1 îçíà÷àåò: íå èìåòü ðåáåð. Ïîíÿòíî, ÷òî
Ws ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì óëüòðàíàñëåäñòâåííûì ñâîéñòâîì ïðè ëþáîì
s ≥ 1.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåòðèâèàëüíîãî óëüòðàíàñëåäñòâåí-
íîãî ñîâéñòâà P è ëþáîãî ãðàôà G èç P (G) = 1 cëåäóåò P (G ∪ K1) = 1,
ïîñêîëüêó G∪K1 åñòü ïîäãðàô ãðàôà G∪G (â ñëó÷àå G 6= K0) è P (K1) = 1.
Â ÷àñòíîñòè, P (K̄n) = 1 ïðè ëþáîì n ≥ 0.

Äëÿ êàæäîãî ñâîéñòâà P ÷åðåç B1(P ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ îòîá-
ðàæåíèé f ñåìåéñòâà âñåõ êîíå÷íûõ ãðàôîâ â Z+, ÷òî:
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(B1) à) P (G) = 1 ⇒ f(G) = |V (G)|;
á) P (G) = 0 ⇒ ∃X ⊂ V (G) : X 6= ∅ è f(G) ≤ 0, 5|X|+ f(G \X).

ÏÐÈÌÅÐ 4. Äëÿ êàæäîãî íàñëåäñòâåííîãî ñâîéñòâà P ôóíêöèÿ

µP (G) = max{|V (G′)| : G′ ⊂ G è P (G′) = 1}

ïðèíàäëåæèò B1(P ).

ÏÐÈÌÅÐ 5. Ôóíêöèÿ f(G), ðàâíàÿ ÷èñëó êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà
G, ïðèíàäëåæèò B1(W1) (ñì. ïðèìåð 3).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B2(P ) ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé f èç B1(P ), äëÿ êîòî-
ðûõ âûïîëíÿåòñÿ

(B2) äëÿ ëþáîãî ãðàôà G è ëþáûõ åãî âåðøèí v1 è v2, ïðèíàäëåæàùèõ
ðàçíûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f (G \ {v1, v2}) ≤ f(G)− 1.

ÏÐÈÌÅÐ 6. Ïóñòü ϕs,r(G), s ≥ 1, r ≥ 2, ðàâíÿåòñÿ íàèáîëüøåé äëèíå t
òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäìíîæåñòâ V1, . . . , Vt ìíîæåñòâà V (G), ÷òî

(S1) 1 ≤ |Vj| ≤ r, j = 1, . . . , t;

(S2) G(Vj) íå ñîäåðæèò ðåáåð, j = 1, . . . , t;

(S3) Vi ∩ Vj = ∅, 1 ≤ i < j ≤ t;

(S4) ∀ 1 ≤ i < t
∣∣∣
{
Vj | (j > i) & (|E(G(Vi, Vj))| > 0, 5|Vi||Vj|)

}∣∣∣ < s.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ϕs,r ∈ B2(Ws) (ñì. ïðèìåð 9).

� 2. Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ è åå ïðèìåíåíèÿ

ËÅÌÌÀ 1. Ïóñòü P � íàñëåäñòâåííîå ñâîéñòâî, f ∈ B1(P ). Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ãðàôà G

f(G) ≤ 0, 5(|V (G)|+ µP (G)).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó âåðøèí G. Åñëè
V (G) = ∅, òî óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. Ïóñòü |V (G)| = n ≥ 1. Â
ñëó÷àå P (G) = 1 èìååì µP (G) = n è, ñîãëàñíî (B1,'à'),

f(G) = n = 0, 5(|V (G)|+ µP (G)).
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Â ñëó÷àå P (G) = 0 ñîãëàñíî (B1,'á') íàéäåòñÿ òàêîå íåïóñòîå X, X ⊂ V (G),
÷òî

f(G) ≤ 0, 5|X|+ f(G \X).

Ó÷èòûâàÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè è î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî µP (G \X) ≤
µP (G), ïîëó÷àåì

f(G) ≤ 0, 5|X|+ f(G \X) ≤
≤ 0, 5|X|+ 0, 5(|V (G) \X|+ µP (G \X)) ≤

≤ 0, 5(|V (G)|+ µP (G)).

Ëåììà äîêàçàíà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Ïóñòü P � íåòðèâèàëüíîå óëüòðàíàñëåäñòâåííîå ñâîéñòâî,
f1 ∈ B1(P ), f2 ∈ B2(P ) è f1(G) ≥ f2(G) äëÿ ëþáîãî ãðàôà G. Òîãäà çàäà÷à
âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé f1(G) ÿâëÿåòñÿ NP�òðóäíîé. (Â ÷àñòíîñòè, âû÷èñëå-
íèå çíà÷åíèé ëþáîé ôóíêöèè èç B2(P ) ÿâëÿåòñÿ NP�òðóäíîé çàäà÷åé.)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ãðàô,

V (G) = {v1, . . . , vn}, µP (G) = m,

G′ ⊂ G, P (G′) = 1, V (G′) = {v1, . . . , vm}.

Ðàññìîòðèì

H = G ∪G, V (H) = {vji | i = 1, . . . , n, j = 1, 2}

è îáîçíà÷èì

H ′ = H({v1
1, . . . , v

1
m, v

2
1, . . . , v

2
m}), ò. å. H ′ = G′ ∪G′.

Ïîñêîëüêó P � óëüòðàíàñëåäñòâåííîå ñâîéñòâî, òî

P (H ′) = 1 è µP (H) = 2m.

Ñîãëàñíî (B2), èìååì:

f2(H \ {v1
n, v

2
n}) ≤ f2(H)− 1,

f2(H \ {v1
n−1, v

2
n−1, v

1
n, v

2
n}) ≤ f2(H \ {v1

n, v
2
n})− 1 ≤ f2(H)− 2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
f2(H ′) ≤ f2(H)− (n−m).

Â ñèëó (B1,'à'), f2(H ′) = 2m. Ñëåäîâàòåëüíî, f2(H) ≥ n+m.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå 1,

f1(H) ≤ 0, 5(|V (H)|+ µP (H)) = 0, 5(2n+ 2m) = n+m.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ãðàôà G èìååò ìåñòî

f1(G ∪G) = f2(G ∪G) = |V (G)|+ µP (G),

îòêóäà ñëåäóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé
ôóíêöèè µP ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ f1. Îäíàêî â [1] äîêàçàíî, ÷òî âû-
÷èñëåíèå çíà÷åíèé µP (G) ÿâëÿåòñÿ NP�òðóäíîé çàäà÷åé äëÿ ëþáîãî íåòðè-
âèàëüíîãî íàñëåäñòâåííîãî ñâîéñòâà P .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ñâÿçè ñ äàííîé òåîðåìîé âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íå ÿâëÿþò-
ñÿ ëè ìíîæåñòâà B2(P ) ïóñòûìè, à ñàìà òåîðåìà áåññîäåðæàòåëüíîé? Èç
ïðèâåäåííûõ íèæå òåîðåì 2 è 3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìíîãèõ P óïîìÿíóòûå
ìíîæåñòâà íåïóñòû.

Ââåäåì òåïåðü â ðàññìîòðåíèå êëàññ T áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà ìíîæå-
ñòâå ãðàôîâ. Îòíîøåíèå ≺ ïðèíàäëåæèò T , åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò àêñèî-
ìàì (T0) è (T1):

(T0) à) K0 ≺ G;

á) G ≺ G;

(T1) åñëè H ≺ G è H 6∈ {K0, G}, òî
à) |V (H)| < |V (G)|,
á) ∃ v ∈ V (H), X ⊂ V (G) : |X| ≥ 2, H \ {v} ≺ G \X.

Îòíîøåíèå ≺, óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì (T0) è (T1), áóäåì â äàëüíåé-
øåì íàçûâàòü îòíîøåíèåì ñæàòèÿ. Îòíîøåíèå ñæàòèÿ ≺ áóäåì íàçûâàòü
ðåãóëÿðíûì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå

(T2) äëÿ ëþáîãî ãðàôà G è ëþáûõ åãî âåðøèí v1 è v2, ïðèíàäëåæàùèõ
ðàçíûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè G, èç H ≺ G \ {v1, v2} ñëåäóåò H ∪K1 ≺ G.

ÏÐÈÌÅÐ 7. Ñòÿãèâàíèåì ðåáðà (u, v) â ãðàôå G íàçûâàåòñÿ çàìåíà êîí-
öåâûõ âåðøèí äàííîãî ðåáðà íà îäíó íîâóþ âåðøèíó, ñìåæíóþ ñ òåìè è
òîëüêî òåìè âåðøèíàìè, ñ êîòîðûìè áûëà ñìåæíà â G õîòÿ áû îäíà èç âåð-
øèí u è v. Ñêàæåì, ÷òî ãðàô G ñòÿãèâàåòñÿ íà ãðàô H (çàïèñü H ← G),
åñëè èç êàêîãî íèáóäü ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà G′ ãðàôà G ïðè ïîìîùè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñòÿãèâàíèé ðåáåð ìîæíî ïîëó÷èòü H. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî îòíîøåíèå ← óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì (T0) è (T1); ò. å. ÿâëÿåòñÿ îòíî-
øåíèåì ñæàòèÿ. Çíà÷èò, è îòíîøåíèå ←↩, ãäå H ←↩ G îçíà÷àåò, ÷òî äîïîë-
íåíèå Ḡ ãðàôà G ñòÿãèâàåòñÿ íà äîïîëíåíèå H̄ ãðàôà H, òîæå ÿâëÿåòñÿ
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îòíîøåíèåì ñæàòèÿ. Áîëåå òîãî, îòíîøåíèå ←↩ óäîâëåòâîðÿåò è (T2), ò. å.
ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v1 è v2 ïðèíàäëåæàò ðàçíûì
êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè G è Ḡ \ {v1, v2} ñòÿãèâàåòñÿ íà H̄, ñòÿíóâ v1 ñ v2 â
Ḡ, ïîëó÷èì ñòÿãèâàíèå Ḡ íà H̄ ⊕ v. Òàêèì îáðàçîì, H ∪K1 ←↩ G.

Ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ïðèâåäåííûì âûøå, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
k-ñòÿãèâàíèÿìè, ò. å. òàêèìè ïðåáðàçîâàíèÿìè ãðàôà, ïðè êîòîðûõ â êàæ-
äóþ âåðøèíó ñòÿãèâàåòñÿ íå áîëåå k âåðøèí, ïðè k ≥ 2 òîæå ïîðîæäàþòñÿ
îòíîøåíèÿ ñæàòèÿ, à k-ñòÿãèâàíèÿìè äîïîëíåíèé ïîðîæäàþòñÿ ðåãóëÿð-
íûå îòíîøåíèÿ ñæàòèÿ.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Åñëè ñâîéñòâî P íåòðèâèàëüíî è óëüòðàíàñëåäñòâåííî, à
îòíîøåíèå ñæàòèÿ ≺ ðåãóëÿðíî, òî ôóíêöèÿ

ν(G) = max{|V (H)| : H ≺ G è P (H) = 1} (1)

ïðèíàäëåæèò B2(P ) è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ åå çíà÷åíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ NP�òðóäíîé.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé (B1) è (B2).
Óñëîâèå (B1,'à') ñðàçó ñëåäóåò èç (T0,'á') è (T1,'à'). Ïóñòü P (G) = 0. Åñëè

ν(G) = 0, òî (B1,'á') âûïîëíÿåòñÿ òðèâèàëüíûì îáðàçîì. Åñëè ν(G) ≥ 1,
òî ïóñòü ν(G) = |V (H)|, ãäå H ≺ G è P (H) = 1. Òîãäà, â ñèëó (T1),
|V (H)| < |V (G)| è íàéäóòñÿ òàêèå v ∈ V (H), X ⊂ V (G), ÷òî |X| ≥ 2 è
H \ {v} ≺ G \X. Òåïåðü èç (R2) èìååì

P (H \ {v}) = 1, ν(G \X) ≥ |H \ {v}| = ν(G)− 1 ≥ ν(G)− 0, 5|X|.

Çíà÷èò, (B1,'á') òîæå âûïîëíÿåòñÿ.
Óñëîâèå (B2) ñëåäóåò èç (T2) è óëüòðàíàñëåäñòâåííîñòè P . Â ñàìîì äåëå,

ïóñòü âåðøèíû v1 è v2 ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè ãðàôà
G,

ν(G \ {v1, v2}) = |V (H)|, H ≺ G \ {v1, v2}, P (H) = 1.

Â ñèëó (T2), H∪K1 ≺ G, à, ïî çàìå÷àíèþ 1, P (H∪K1) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

ν(G) ≥ |V (H)|+ 1 = ν(G \ {v1, v2}) + 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ â ïðèìåðàõ
1 è 3 ñâîéñòâ P âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè

τ(G) = max{|V (H)| : H ←↩ G & P (H) = 1}
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ÿâëÿåòñÿ NP�òðóäíîé çàäà÷åé. Ïîñêîëüêó ÷èñëî Õàäâèãåðà äîïîëíåíèÿ
ãðàôà G ðàâíî

max{|V (H)| : H ←↩ G & W1(H) = 1},

òî îòñþäà ñëåäóåò è NP�òðóäíîñòü çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ÷èñëà Õàäâèãåðà
ãðàôîâ. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è â ñëó÷àå
k-ñòÿãèâàíèé, k ≥ 2.

� 3. Íåêîòîðûå óòî÷íåíèÿ è äàëüíåéøèå ïðèìåðû

Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî óñëîâèå (B2) â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà B2(P ) ìîæåò
áûòü îñëàáëåíî. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 âèäíî, ÷òî ñëîâà �ðàçíûì
êîìïîíåíòàì� â (B2) ìîãóò áûòü çàìåíåíû íà �ðàçíûì, íî èçîìîðôíûì
êîìïîíåíòàì�. Ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì íåðàâåíñòâî f1(G) ≥ f2(G)
â óñëîâèè òåîðåìû 1 ìîæíî çàìåíèòü íà f1(G ∪G) ≥ f2(G ∪G).

Óêàæåì îäèí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðíûõ îòíîøåíèé ñæàòèÿ.
Ïóñòü çàäàíû íåêîòîðûå ìíîæåñòâî ãðàôîâ F1 è ìíîæåñòâî äâóäîëü-

íûõ ãðàôîâ F2. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ≺, ïîëîæèâ H ≺ G, åñëè V (H) =
{1, . . . , t}, t ≥ 0, è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïóñòûõ íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ V1, . . . , Vt ìíîæåñòâà V (G), ÷òî

1) G(Vi) ∈ F1, 1 ≤ i ≤ t,

2) (i, j) ∈ E(H) ⇔ G(Vi, Vj) ∈ F2, 1 ≤ i < j ≤ t.

Ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ óñëîâèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü V1, . . . , Vt áóäåì
íàçûâàòü óäîñòîâåðÿþùåé (ñîîòíîøåíèå H ≺ G).

ÒÅÎÐÅÌÀ 3. Áèíàðíîå îòíîøåíèå ≺, îïðåäåëÿåìîå ìíîæåñòâàìè F1 è
F2, áóäåò ðåãóëÿðíûì îòíîøåíèåì ñæàòèÿ, åñëè

(α) K1, K̄2 ∈ F1;

(β) K2 ∈ F2;

(γ) K̄2 6∈ F2;

(δ) (X, Y ;E) 6∈ F2, åñëè |X| = 2 è êàæäàÿ âåðøèíà èç Y íå ñìåæíà ñ
êàêîé-íèáóäü âåðøèíîé èç X.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (T0,'à') î÷åâèäíî. ÏóñòüH ≺
G è V1, . . . , Vt � óäîñòîâåðÿþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, t = |V (H)|. Î÷åâèä-
íî, íåðàâåíñòâî t > |V (G)| íåâîçìîæíî. Åñëè æå t = |V (G)|, òî âñå ìíî-
æåñòâà Vi äîëæíû áûòü îäíîýëåìåíòíûìè è, â ñèëó (β) è (γ), H = G. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ (T0,'á') è (T1,'à') âûïîëíÿþòñÿ. Íàêîíåö, åñëè
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0 < t < |V (G)|, òî, ñ÷èòàÿ, ÷òî

|Vt| = max
1≤i≤t

|Vi|, X = V (G) \
t−1⋃

i=1

Vi ,

èìååì |X| ≥ 2 è H \ {t} ≺ G \ X ñ óäîñòîâåðÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
V1, . . . , Vt−1, ò. å. óñëîâèå (T1,'á') òîæå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü âåðøèíû v1 è v2 ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êîìïîíåíòàì ñâÿç-
íîñòè ãðàôà G è H ≺ G \ {v1, v2} ñ óäîñòîâåðÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
V1, . . . , Vt. Åñëè îáîçíà÷èòü Vt+1 = {v1, v2}, òî ïîëó÷èì H ∪K1 ≺ G ñ óäî-
ñòîâåðÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ V1, . . . , Vt+1. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
G(Vt+1) = K̄2 ∈ F1, à äâóäîëüíûå ãðàôû G(Vt+1, Vi), i = 1, t, â ñèëó óñëîâèÿ
(δ), íå ïðèíàäëåæàò F2, ïîñêîëüêó |Vt+1| = 2 è â G íåò âåðøèí, ñìåæíûõ
îäíîâðåìåííî ñ v1 è v2. Òåì ñàìûì (T2), à ñ íèì è òåîðåìà äîêàçàíû.

ÏÐÈÌÅÐ 8. Îòíîøåíèå ←↩ (ñì. ïðèìåð 7) ïîëó÷àåì ïðè

F1 = {G : Ḡ ñâÿçåí} è

F2 = {(X, Y ;E) : |E| = |X||Y |}.

ÏÐÈÌÅÐ 9. Åñëè ïîëîæèòü

F1 = {K̄n | 1 ≤ n ≤ r}, r ≥ 2,

F2 = {(X, Y ;E) : |E| > 0, 5|X||Y |},

òî ñîîòâåòñòâóþùåå áèíàðíîå îòíîøåíèå ≺ áóäåò, ïî òåîðåìå 3, ðåãóëÿðíûì
îòíîøåíèåì ñæàòèÿ. Êðîìå òîãî, åñëè P = Ws, òî îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøå-
íèåì (1) ôóíêöèÿ ν ñîâïàäàåò ñ ψr,s (ñì. ïðèìåð 6). Èç òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì,
÷òî ψr,s ∈ B2(WS).

ÏÐÈÌÅÐ 10. Ïñåâäîàõðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ψ(G) ãðàôà G (ñì. [4]) ìîæ-
íî îïðåäåëèòü êàê íàèáîëüøåå ÷èñëî íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíî-
æåñòâ V1, . . . , Vt ìíîæåñòâà V (G), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

(X) ∀ 1 ≤ i < j ≤ t E(G(Vi, Vj)) 6= ∅.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ψ̄, ïîëîæèâ ψ̄(G) = ψ(Ḡ). Òîãäà ψ̄ = ν ïðè P = W1 è

F1 = {G : G � ëþáîé},
F2 = {(X, Y ;E) : |E| = |X||Y |}.

Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëåíèå ψ(G) åñòü NP�òðóäíàÿ çàäà÷à.

ÏÐÈÌÅÐ 11. Áåðêîâ [5, ãë. 2] èçó÷àë ôóíêöèþ h0, ñòàâÿùóþ â ñîîòâåò-
ñòâèå êàæäîìó ãðàôó G íàèáîëüøóþ äëèíó t ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïóñòûõ
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íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ V1, . . . , Vt ìíîæåñòâà V (G), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèÿì:

(Á1) G(Vi) ñâÿçåí ∀ i, 1 ≤ i ≤ t;

(Á2) ∀ i, 1 ≤ i ≤ t ∀ v ∈ V (G) \
i⋃

j=1
Vj ∃w ∈ Vi : (w, v) ∈ E(G).

Ïîëîæèì h̄0(G) = h0(Ḡ). Òîãäà h̄0 = ν ïðè P = W1 è

F1 = {G : Ḡ ñâÿçåí},
F2 = {(X, Y ;E) : â Y åñòü âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñî âñåìè âåðøèíàìè èç X};

ò. å. íàõîæäåíèå h0 åñòü NP�òðóäíàÿ çàäà÷à.

ÏÐÈÌÅÐ 12. Â [5] èçó÷àëàñü òàêæå ôóíêöèÿ h(G) = max
G′⊂G

h0(G′), ãäå

h0 âçÿòà èç ïðèìåðà 11. Ïóñòü h̄(G) = h(Ḡ). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî h̄ ∈
B1(W1). Ïîñêîëüêó h̄ ìàæîðèðóåò h̄0, òî, ïî òåîðåìå 1, íàõîæäåíèå h̄ (à
ñëåäîâàòåëüíî, è h) åñòü NP�òðóäíàÿ çàäà÷à.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 2. Êëàññ ðåãóëÿðíûõ îòíîøåíèé ñæàòèÿ, îïèñàííûé â òåî-
ðåìå 3, ìîæåò áûòü ðàñøèðåí. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåíèòü ìíîæåñòâî
F2 íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà F0

2 , F1
2 è ïðîèçâåñòè ñëåäóþùóþ

êîððåêòèðîâêó óñëîâèé 2 è (β)�(δ):

2′) G(Vi, Vj) ∈ F0
2 ⇒ (i, j) 6∈ E(H) è

G(Vi, Vj) ∈ F1
2 ⇒ (i, j) ∈ E(H), 1 ≤ i < j ≤ t.

(β′) K2 ∈ F1
2 ;

(γ′) K̄2 6∈ F2
0;

(δ′) (X, Y ;E) 6∈ F0
2 , åñëè |X| = 2 è êàæäàÿ âåðøèíà èç Y íå ñìåæíà ñ

êàêîé-íèáóäü âåðøèíîé èç X.
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УДК 519.8 

АЛГОРИТМ ДЛЯ ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧИ КОММИВОЯЖЕРА 

И ЕГО ВЕРОЯТНОСТНЫЙ АНАЛИЗ*) 

Э. X. Гимади, Н. И, Глебов, А. И. Сердюков 

Описывается полиномиальный алгоритм приближенного решения зада­
чи коммивояжера, основу которого составляет рандомизированный вариант 
алгоритма для задачи о назначениях. Вероятностный анализ алгоритма 
проводится в случае таких вероятностных распределений на множестве вхо­
дов (матриц расстояний между городами), относительно которых столбцы 
случайной матрицы представляют собой последовательность симметрично 
зависимых случайных величин. При некоторых дополнительных предполо­
жениях, касающихся величины коэффициента разброса элементов матрицы 
расстояний, устанавливается асимптотическая точность алгоритма и обос­
новываются соответствующие оценки относительной погрешности и веро­
ятности несрабатывания алгоритма. 

Ввиду NP-трудности задачи коммивояжера (ЗК) понятны многочи­
сленные попытки построения малотрудоемких алгоритмов ее прибли­
женного решения и получения оценок качества этих алгоритмов (см., 
например, [1-6]). В число основных характеристик качества алгорит­
ма наряду с трудоемкостью входят относительная погрешность и ве­
роятность несрабатывания. Оценки для двух последних характеристик 
получают в предположении, что на множестве всех индивидуальных 
ЗК (т. е. входов) задано вероятностное распределение из определенного 
класса. В силу этого сами характеристики и их оценки существенным 
образом зависят от класса распределений. 

Особый интерес представляют такие малотрудоемкие приближен­
ные алгоритмы и классы вероятностных распределений, относительно 
которых алгоритмы являются асимптотически точными, т. е. вероят­
ность несрабатывания и относительная погрешность каждого такого ал­
горитма стремятся к нулю с ростом размерности задачи [1]. В этом на­
правлении был получен ряд результатов, касающихся алгоритма «Иди 
в ближайший непройденный город», в предположении, что элементы 

*' Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен­
тальных исследований (код проекта 93-012-417). 
© 1994 Г и м а д и Э . X., Глебов Н. И., Сердюков А. И . 
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Алгоритм для приближенного решения задачи коммивояжера 9 

матрицы расстояний выбираются из некоторого множества в соответ­
ствии с одним и тем же распределением вероятностей и независимо друг 
от друга [2-4]. 

Ниже предлагается полиномиальный алгоритм для приближенно­
го решения ЗК, основанный на использовании оптимального решения 
соответствующей задачи о назначениях (ЗН), и проводится его веро­
ятностный анализ. Устанавливается асимптотическая точность алго­
ритма для более широкого, по сравнению с рассматривавшимися ранее, 
класса вероятностных распределений. 

Классическая задача коммивояжера состоит в нахождении обхода 
п городов, имеющего минимальную длину. При этом предполагаются 
заданными расстояния между городами сгу ( i , j = 1 , . . . ,п). Обходом 
коммивояжера считается замкнутый маршрут, проходящий через ка­
ждый город ровно один раз. Формально задача может быть поставлена 
на ориентированном взвешенном п-вершинном графе, в котором верши­
ны соответствуют городам, а вес дуги (z,jf) — расстоянию с -̂ от г-го 
города до j-го. 

Задача коммивояжера может быть записана следующим образом: 
минимизировать Х)Г=1 сщ*1+\ н а множестве всех перестановок 7Г = (7ri, 
я"2>--- t^n)j представляющих собой последовательность вершин графа 
в порядке их прохождения коммивояжером (7rn+i = -к\). 

Соответствующая задача о назначениях формулируется так: требу­
ется найти mmaesn S l L i сг'<т(г)? Г д е Sn — симметрическая группа под­
становок 72-й степени. 

Далее посредством ЗН(С) и ЗК(С) мы будем обозначать соответ­
ственно индивидуальные задачи о назначениях и коммивояжера с ма­
трицей расстояний С = (с^). Условимся также не делать различия 
между перестановкой a — (а (1) , . . . , a(n)) и подстановкой a: i —• a(i). 

• Матрицу С будем называть лексикографически упорядоченной, если 
ее столбцы образуют лексикографически неубывающую последова­
тельность, т. е. 

Vj G { 1 , . . . , п - 1} Зк е { 1 , . . . , п + 1} : с^ = с , ,+ 1 

при г < к и cjzj < Cfrj+i в случае к ^ п. 
Легко видеть, что для любой матрицы С существует единственная лек­
сикографически упорядоченная матрица С0 , получаемая из С переста­
новкой столбцов. Матрицы С и С0 при подходящем выборе а Е Sn 
связаны соотношением С0 = СЕа, где Еа = (е*-) — матрица подста­
новки а такая, что 

^ f 1 при г = a( j ) , 
lJ \ 0 в противном случае. 

В дальнейшем при записи произведения а(3 подстановок а и /3 мы 
полагаем, что ЕаЕр = Еар, т. е. а(3{г) = a(f3(i)). 
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Опишем теперь алгоритм Л приближенного решения ЗК в случае 
произвольной матрицы С. Алгоритм состоит из двух этапов — отыс­
кания точного решения ЗН(С) и построения приближенного решения 
ЗК(С). 

Этап 1. Рандомизированный алгоритм Лзн решения задачи о на­
значениях. 

Вход: матрица С. 
1.1. Построение по С лексикографически упорядоченной матрицы 

и перестановки Л(С): С0 = СЕХ(с)-
1.2. Нахождение (каким-либо известным детерминированным алго­

ритмом) подстановки /?(С°) — решения ЗН(С°). 
1.3. Выбор из подгруппы подстановок S(C®) = {а £ Sn | С0 = 

С°Еа} некоторой подстановки а в соответствии с равномерным 
распределением вероятностей на S(C°). 

1А.р:=\(С)<т0(С°). 
Выход: подстановка /3 — решение ЗН(С). 

Этая 2. Разложение подстановки в произведение независимых ци­
клов и построение приближенного решения ЗК. 

Вход: подстановка (3 — полученное на выходе этапа 1 решение 
ЗН(С). 
2.1. Выделение всех циклов 2?i, . . . , Bm подстановки (3 и выбор но­

меров ij~ £ i?fc, k — 1 , . . . , m. 

2.2. Построение циклической подстановки (3: 

0(i) = { ^ i j f c +^' еСЛИ г = ik ^w+1 = г^' 
\ /?(г), если г £ {г ь . . . , г ш } . 

2.3. Определение перестановки 7Г: -к\ = 1,7Г£ = /?(fl"fc_i), fc = 2 , . . . , гг. 
Выход: перестановка ж — приближенное решение ЗК(С). 
Для выполнения вероятностного анализа алгоритма Л будем пред­

полагать заданным некоторое распределение вероятностей Р на мно­
жестве всех матриц размеров п х п, относительно которого столбцы 
£й случайной матрицы С = ( f i , . . . , £п) образуют последовательность 
n-мерных случайных величин с симметрической функцией совместно­
го распределения (симметрично зависимые случайные величины см. [7, 
т. 2, с. 283]), т. е. 

p{^(i) е ль...,£а{п) е Ап} = Р{6 е л ь . . . , и е Ап} 
для любых борелевских множеств A i , . . . , Ап из Rw и любой подстановки 
а из 5П . Класс таких распределений обозначим через 7*. 
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Получаемая в такой ситуации на выходе алгоритма Лзн подстанов­
ка /3 будет являться случайной величиной с некоторым распределением 
Р ^ на множестве Sn. В дальнейшем существенно используется следу­
ющая лемма. 

Лемма 1. Распределение Рр является равномерным. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Прежде всего, отметим, что в силу симметрич­
ной зависимости столбцов случайной матрицы С = ( £ ь . . . ,£п) случай­
ная величина С = CEa = (£ i , . . . , fn) имеет распределение вероятностей 
Р , равное распределению Р случайной величины С, если случайная ве­
личина a G Sn не зависит от С. Для установления этого факта доста­
точно убедиться, что равенство Р{С Е А} = Р{С G Л} имеет место для 
множеств Л вида Лх X Лз X • • • X Лп, где Л д. — борелевские множества 
изК71 , 

Р { 6 G A b . . . , f „ 6 A „ } 

= £ Pr{^ = « } P { f a ( i ) G A i , . . . , f a ( n ) G A n } 
aESn 

= Р{&еЛь...,£пеЛ„} £ Pr{(j = a} 
cv€5n 

= P { 6 6 A b . . . , f n 6 A n } . 

(Здесь и далее посредством Рг{- • •} обозначается вероятность события 
{•••} в тех случаях, когда отсутствие специального обозначения для 
распределения вероятностей на пространстве элементарных событий, 
к которому относится рассматриваемое событие, не может привести к 
недоразумению). Пусть 

/С0 — множество всех лексикографически упорядоченных матриц 
размеров n x щ 
у — случайная величина, являющаяся функцией от С со значениями 
в /С0 такая, что у(С) = С°(= СЕХ{С))-
Ру — распределение вероятностей случайной величины у. 

Рассмотрим пространство /С0 х Sn с распределением вероятностей Р^ х 
Ро, где PQ — равномерное распределение на Sn. Для произвольной 
точки (С 0 , a ) G /С0 х Sn положим С' = С^Е^. Случайная величина 
С1 имеет то же самое распределение, что и С В самом деле, С1 = 
С Ea = CEWQ\EQ = CE\((j\a. Поскольку а не зависит от С и имеет 
равномерное распределение, получаем 

Pr{A(C)a = тг, С G Л} = Y, FriX(C) = <т, а = о'1*, С G Л} 
<r€Sn 
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= J2 Рг{А(С) = <т, С G Л}Р0{а = а~1ж) 

4 Е РГ*А(С) = °> с е л> = h р&е л >' 
(TESn 

т. е. случайная величина Х(С)а не зависит от С и имеет (что в данном 
случае несущественно) равномерное распределение. Теперь остается 
лишь сослаться на сделанное выше замечание. 

В силу совпадения вероятностных распределений случайных вели­
чин С и С , утверждение леммы достаточно доказать для С'. Если 
Cf = С°Еа является входом алгоритма *4зн> т о н а е г о выходе будет по­
лучена с вероятностью ^ ( С 0 ) ! " 1 некоторая подстановка /3 из множества 
\(C')S(C°)P(C0), совпадающего с orlS(C*)P{C% так как Л(С") и а " 1 

принадлежат одному и тому же левому классу смежности по подгруппе 
5(С°), т. е. аА(С') G S(C°). 

Рассмотрим произведение пространств (/С0 X 5П , Р у X Ро) и 5П с 
точками (С0 ,а, /?) и определим переходную вероятность (см. [8, с. 109]), 
положив 

р(С°,а,/3) = ( М^0)!"1 ' е с л и " G o-1^)^). 
1 0 в противном случае. 

Тогда вероятность получения на выходе алгоритма Лзн фиксированной 
подстановки ж будет равна 

РДтг) = Рг{/? = тг} = / р(С°, а, *г)Р, х P0(rfC°, da) 

= J Jp(C\a,w)P0(da)Py(dC°) = / £ Р(С0,а,тг) ^ Р у С * ? 0 ) 
к° s„ A:0 a e 5 n 

= 1 J ISiC0)]'1 \{a: ж е а - 1 ^ ) ^ ) } ^ ) 
л:0 

= ^ / M C 0 ) ! - 1 ! ^ : a € 5(C0) /9(C0>-1} |P f(dC0) 

= Lfpy(dc°) = ±. 
n\J y n\ 

Лемма 1 доказана. 
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Трудоемкость описанного алгоритма ограничена величиной 0(п 3 ) и 
определяется временем отыскания точного решения задачи о назначени­
ях (см. этап 1, пункт 1.2). Алгоритм точного решения ЗН изложен в [9]. 
Остальные пункты алгоритма А реализуются с меньшей сложностью. 
Введем обозначения: 

^ з н ( ^ ) ' ^ з к ( ^ ) — оптимальные значения целевых функций в ЗН(С) 
и ЗК(С) соответственно; 
FA{C) — значение целевой функции в ЗК(С), полученное алгорит­
мом А; 
с* — максимальный элемент матрицы С; 
т(С) — число циклов в перестановке /? = /3(C), полученной алго­
ритмом А, 

Лемма 2. Для алгоритма А при решении ЗК(С) справедлива сле­
дующая оценка, относительной погрешности : 

^ т(С) • с ,* 

ПЕ(0 ' 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Учитывая, что F£K(C) ^ ^ з н ( ^ ) и 

т(С) 

ЫС) = FUC) + £ fa**)-*>/>(*))> 
*=1 

получаем 

FA(C) - F$K(C) FA(C) - FfaiQ 

= EJTif} (c.-tx(it) ~ c,-t/?(,-t)) Е Й Р с* = т ( С ) • с* 

Лемма 2 доказана. 

Лемма 3. Число циклов в перестановке (3(C) не превышает 2Inn 
с вероятностью, стремящейся к 1 с ростом п. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Следуя методу из [7, т. 1, с. 264], число циклов 
т(С) в случайной перестановке можно представить в виде суммы Yn = 
J2k=l Xk взаимно независимых случайных величин Х\,... , ХП} распре­
деленных по закону Бернулли: Рг(Х* = 1) = 1/k и Рг(Хк = 0) = 1-1 /к 
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с математическим ожиданием МХд. = 1/k и дисперсией а\ = (k — l)/k2. 
Следовательно, 

MYn = J2 т < Inn + 1, T>Yn = J2 —r^- < Inn - 1. 
k=l k=l 

С помощью неравенства Чебышева получаем 

Рг{Уп >21пп} < Р г { | У п - М У „ | > l n n - l } ^ 

при п -^ оо. Лемма 3 доказана. 

Inn — 1 

Оценку скорости сходимости к нулю вероятности Рг{Уп > 2Inn} 
можно существенно улучшить, воспользовавшись теоремой Петрова [10, 
с. 81] о вероятностях больших уклонений. 

Лемма 4. Справедливо соотношение 

P r { m ( C ) > 2 1 n n } < ( - ) 
е \ 0,38 

n> 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что при постоянных Т = 0,76 и gj- = 
1,31сг|, к = 1 , . . . , п, для случайных величин Z^ = JT^ — MXfc справед­
ливы условия теоремы Петрова: 

Metzk ^ exp hkp, 

при всех fc = 1 , . . . , п и О ^ < ^ Т . Действительно, 

1„Ме«. < М , * - 1 = l e x p ( , ( l - I ) ) + ( l - I ) exp ( - I) - 1 

f K14)4 4) (4) 
_ к) - {~к) к\ к J ̂  i! 

CT|«2 e* - 1 - i <rf*2 e r - 1 - T 

i - l 

£ «iE 
2*2 

t2/2 < T2/2 
< 1,31-

fltf 

t'=2 
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Таким образом, требуемые условия выполнены для любых к = 1 , . . . , п 
и 0 ^ t ^ Г . Отсюда с учетом 

п п 

G=Y,9k = l , 3 l j > 2 = l,31DYn < l , 3 1 ( l n n - 1), 
k=l k=l 

GT < Inn - 1 и неравенства Pr{Yn - MYn > </?} < exp(-TV/2) , спра­
ведливого при <р ^ GT, имеем 

Рг{Уп > 21пп} ^ Рг{Уп - MYn > Inn - 1} 

< ехр (.щы-ц j = е х р ( . 0 , 3 8 ( 1 л „ _ 1М = ( i)»'3 8 , 
т. е. Рг{га(С) > 2Inn} ^ (е/n)0 , 3 8 . Лемма 4 доказана. 

• Следуя [1], говорим, что алгоритм А удовлетворяет оценкам (ед, 
6д) на классе задач ЗК(С), если выполнено неравенство 

Pr{FA(C)>(l + eA)F$K(C)}<6A, 

где £д — относительная погрешность, получаемая в результате ра­
боты алгоритма Л, и £д — вероятность несрабатывания алгоритма 
А 

• Алгоритм Л называем асимптотически точным на классе ЗК(С), 
если существуют оценки ^ и {д, стремящиеся к нулю с ростом 
размерности задачи. 

Теорема 1. Алгоритм А для решения ЗК(С) относительно рассма­
триваемого класса распределений V на множестве матриц имеет следу­
ющие оценки относительной погрешности и вероятности несрабатыва­
ния: 

М = 
2с*1пп _ /е\0,38 

-Щс-у Ьл - U ' 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что при таком выборе оценок для £д 

и #д справедливо соотношение 

Pr{FA(C)>(l + eA)F$K(C)}^6A. 

Из леммы 2 следует, что 

FAc)i{i+i&))^^ 
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откуда с учетом леммы 4 имеем 

Pr{FA(C) > (1 + елЩк(С)} 

* Р г{(х +W£>)Е Ы С ) у ( 1 + £ А ) Г Ы С ) } 
(т(С)с* } / е \ 0 , 3 8 

= Р г { ^ Ь > £ д г Р г { г о ( с ) > 2 1 п п К ( » ) =*+ 
Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Алгоритм Л для рассматриваемой ЗК(С) с дополни­
тельным условием an ^ с,-у ^ Ьп, 1 ^ i,j ^ n, i ф j , an > 0, асимптоти­
чески точен, если 

^п Ф(п) Inn ' 
где V>(n) — произвольная растущая функция, ф(п) —» оо яря п —• оо. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ теоремы 1 следует, что 6д -*• 0 при п —»• оо, 
а с учетом ^ з н ( ^ ) ^ nan и с* < 6П получаем 

2с* Inn 26n lnn 

Следовательно, в условиях рассматриваемой теоремы относительная по­
грешность £д также стремится к нулю при п -» оо. Таким образом, 
алгоритм Л асимптотически точен. 

Заметим, что описанный выше подход может быть применен и для 
приближенного решения ЗК на максимум длины обхода. В этом слу­
чае алгоритм приближенного решения этой задачи основан на исполь­
зовании точного решения соответствующей задачи о назначениях при 
условии, что Х Г̂=1 ci(r(i) принимает максимально возможное значение. 

Трудоемкость и оценки качества алгоритма приближенного реше­
ния ЗК на максимум длины обхода остаются такими же, как и для 
рассмотренной в статье задачи. 
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СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ИССЛЕДОВАНИЯ ОПЕРАЦИЙ 
Октябрь - декабрь 1994. Том 1, N«4, 7-21 

УДК 519.17 

О НАИМЕНЬШИХ НЕЗАВИСИМЫХ ДОМИНИРУЮЩИХ 
МНОЖЕСТВАХ В ГРАФАХ*) 

Н. И. Глебов} А. В. Косточка 

Изучается вопрос о том, насколько сильно величина id(G) наименьше­
го независимого доминирующего множества в графе G может отличаться 
от величины d(G) наименьшего доминирующего множества в графе G при 
ограничениях на степени вершин в G. Получены верхние оценки отноше­
ния id(G)/d(G) для графов с заданной максимальной степенью вершин и 
для однородных графов заданной степени. 

В работах [1-3] при некоторых ограничениях на структуру гра­
фа G рассматривался вопрос о соотношении между величиной id(G) — 
числом вершин наименьшего независимого доминирующего множества 
графа G и величиной d(G) — числом вершин наименьшего доминиру­
ющего множества графа G. Так, Р. Аллан и Р. Ласк ар [1] показали, 
что id(G) = d(G) для любого графа G, не содержащего подграфов, изо­
морфных графу #1}з- С другой стороны, в [3] построена бесконечная 
серия кубических 3-связных графов G таких, что id(G)/d(G) ^ 37/34. 
В данной работе проводится более детальное исследование отноше­
ния id(G)/d(G). Обозначим через Н^ класс графов с максимальной 
степенью, не превосходящей к. 

Из вышеупомянутого результата [1] следует, что id(G) = d(G) для 
любого графа G € Н2 - В связи с этим в работе основное внимание уде­
лено графам из пограничного класса Н$. Очевидно, что d(K^^) = 2, 
id(li3,3) = 3. Поэтому для любого графа G, состоящего из нескольких 
копий графа А'з,з, имеем id(G)/d(G) = 3/2. Оказалось, что для связ­
ных графов G € Hz с числом вершин больше 6 величина id(G)/d(G) 
всегда меньше 3/2. В теореме 1 доказано, что отношение id(G)/d(G) 
для таких графов не превосходит 7/5, и эта оценка, как показано да­
лее, достижима на бесконечном семействе графов. В теореме 2 уста­
новлено, что максимум рассматриваемого отношения в классе связных 

*' Работа первого автора выполнена при финансовой поддержке Российского 
фонда фундаментальных исследований (код проекта 93-012-489), работа второго 
автора — при финансовой поддержке Международного научного фонда (код про­
екта RPY000) и Российского фонда фундаментальных исследований (код проекта 
93-011-1486). 
® 1994 Глебов Н. И. , К о с т о ч к а А. В. 

83



8 Н. И. Глебов, А. В. Косточка 

кубических графов, отличных от А'з,з> н е превосходит 4/3. Эта оцен­
ка достигается на 5-угольной призме. Построена также бесконечная 
серия 2-связных кубических графов G с id(G)/d(G) > 5/4. 

При больших к условие связности становится менее обременитель­
ным. Мы покажем, что id(G)/d(G) < к + 2-2л/к для любого графа G Е 
Tik (теорема 3), и для &, являющихся полными квадратами, построим 
бесконечные серии связных графов G G Hk с id(G)/d(G) = к + 2 — 
2\[к - 0(А:""0,5) (пример 2). Далее, мы покажем, что id(G)/d(G) < к/2 
для любого fc-однородного графа G (теорема 4), и для четных к укажем 
бесконечные серии ^-однородных fc-связных графов G с id(G)/d(G) ^ 
(к — 3)/2 (пример 4). В заключение мы найдем максимум отношения 
id(G)/d(G) на множестве n-вершинных графов (теорема 5). 

В § 1 вводятся обозначения и доказываются вспомогательные ут­
верждения о структуре доминирующих множеств в графах с макси­
мальной степенью 3. В § 2, 3 получены верхние и нижние оценки для 
величины id(G)/d(G) в графах из Нг и в § 4 рассмотрены графы из Н}~ 
при к > 3. 

§ 1. Обозначения и предварительные результаты 

Подграф графа G, порожденный множеством X С ^ (G) , обознача­
ется через G(X). 

Расстоянием pci^,v) между вершинами и, v графа G называется 
длина кратчайшего пути между ними. Индекс G в обозначении рассто­
яния часто будем опускать. Для X С V(G), v £ V(G) положим 

p(v, X) = min{/>(i;, u)\u £ X } , 
N(X) = {veV(G)\p(v,X)=l}, 

N(X) = N{X) U X, 
N(v) = N({v}), deg(v)=\N(v)\. 

Будем говорить, что множество X С V(G) покрывает множе­
ство Y С V(G) {вершину г;), если У С N(X) {v G N(X)). 

Согласно общепринятой терминологии множество D С V(G) назы­
вается доминирующим в графе G, если D покрывает V(G). Домини­
рующее множество D в графе G назовем 2~множеством, если каждая 
компонента графа G(D) содержит не более двух вершин; при этом пары 
смежных вершин множества D будем называть связками. 

Лемма 1. Пусть Н 6 Нз, I — независимое множество в Н та­
кое, что p(v,I) ^ 2 для всех v 6 V(H). Тоща в графе Н существует 
независимое доминирующее множество /*, мощность которого не пре­
восходит 3 | / | . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть V(H) = / U Pi U Р2, где 

Pr = {veV(H)\p(vJ) = r}, r = 1,2. 

Если Р2 = 0У то утверждение леммы тривиально. 
Пусть Р2 Ф 0 . Определим множество D\ = {v £ Р\ \ N(v) Г) Р2 Ф 

0 } . Заметим, что все вершины v из / , для которых N(v)f)Di = 0 , могут 
быть сразу включены в /* и исключены вместе с N(v) из дальнейшего 
рассмотрения. Поэтому будем считать, что N(v) П D\ ф 0 для любой 
вершины ?; G J. 

Пусть Do — максимальное независимое подмножество множества 
{v e Р\ | p(v,D\) ^ 2}, 2? = D\ U 1>о- Тогда, как нетрудно видеть, D 
покрывает V(H). Более того, D есть 2-множество, все связки которо­
го s\,... , s* содержатся в 2?i. Имеет место также очевидная цепочка 
неравенств 

|£>К£|ВДл£>Ю|/| + |Ф|, (1) 
vei 

где Ф = {v € 11 |tf(t;) C)D\ = 3}. 
Предполагая множество связок L = { s i , . . . ,5/} непустым (иначе 

можно положить I* = D), рассмотрим двудольный граф Г с долями / 
и X, в котором вершины v 6 / и s 6 L смежны, если и только если 
N(v) П s ф 0 . Поскольку все связки содержатся в D\ и Я £ Из, то 
Г G W3. По теореме Кенига в графе Г существует паросочетание, по­
крывающее все вершины степени 3; множество таких вершин из доли I 
обозначим через /3 . Наличие указанного паросочетания позволяет вве­
сти обозначения для вершин в связках з, = {ж,, j/ t} таким образом, что 
для каждой вершины v £ /3 будет выполняться соотношение 

N(v)n{xu...,xt}J:<2>. (2) 

В частности, для каждой вершины v e h множество N(v) П (D \ У), где 
Y = {г/1,. . . ,yt}, непусто. 

Пусть Z — максимальное независимое подмножество множества 
{z е Р2 | p{z, D\Y)^2}. Тогда множество D' = (D \ У) U Z обладает 
следующими свойствами: 

(a) D1 — независимое множество; 
(b) D' покрывает / 3 U Pi U Р2; 
(c) \D'\ < |JD|. 
Свойства (а), (Ь) достаточно очевидны, а (с) следует из того, что 

\Z\ ^ |У|, поскольку Z С {z e P2\ p{z,Y) = 1} и \N(y) Г) Р2\ = 1 для 
любой вершины у € У. 

Рассмотрим теперь множества / ' = {г; £ / | p(v,Df) > 2}, /* = 
Df U / ' . Легко видеть, что множество /* является независимым и до­
минирующим в графе Н. Для завершения доказательства леммы вви­
ду (1) и (с) достаточно убедиться, что / ' П Ф = 0 . 
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Пусть v € Ф, т. е. v € / , \N(v) П D\ = 3. Если iV(i;) П (J9 \ У) ^ 0 , 
то N(v) f)Df ф 0 и, следовательно, г; ^ / ' . Если же N(v) П (D \ У) = 0 , 
то |iV(t;) П У| = |JV(v) П 2}| = 3, а поскольку множество У образовано 
из представителей различных связок, то степень вершины v в графе Г 
равна 3, т. е. v € /3 . Это противоречит (2). Лемма 1 доказана. 

Будем называть 2-множество в графе G {2,Ъ)-множеством, если 
— расстояние в G между любыми двумя связками не меньше 3; 
— каждая вершина, входящая в какую-нибудь связку, имеет степень 3 

и не входит в 3-циклы. 

Лемма 2* В любом графе G € Hz имеется (2,3)-множество мощ­
ности d(G). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что таким множеством является, в 
частности, наименьшее доминирующее множество _D° с минимально 
возможным числом ребер в G(D°). 

Пусть vi, t^ € Z>°, p(vi,V2) = hN = JV(vi)\{t^}, Q = {v e V(G) \ 
p(v,D® \ {v\}) ^ 2}. Нетрудно видеть, что Q С N и максимальное 
независимое подмножество Z множества Q содержит не более одной 
вершины в каждом из перечисленных ниже случаев: 

СЛУЧАЙ 1: deg(vi) ^ 2; 

СЛУЧАЙ 2: v\ входит в 3-цикл; 

СЛУЧАЙ 3: найдется v e D°\ {^1,^2} с p(v,N) < 1. 
Следовательно, в указанных случаях для доминирующего множества 
D1 = (£>° \ {*!>) U Z имеет место либо |D' | < |£>°|, либо \D9\ = |JD°| и 
\E(G(D'))\ < | JB(G(Z)°) ) | , что противоречит выбору J9°. Таким образом, 
£)° есть (2,3)-множество. Лемма 2 доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Из доказательства леммы 2 видно, что D0 обладает 
следующим свойством: для любой связки s = {ж, у} из 22° расстояние 
от s до D° \ 5 не меньше 3. 

В дальнейшем множество связок {«о? 5 Ь • • • > 5<} будем называть 
пучком, если О 1 и p(so,Si) = 3 (1 ^ г < t). 

Лемма 3. Пусть D есть (2,3)-множество в графе G € Н3, {^o,^i, 
t 

. . . , st} — пучок связок из D и S = (J s,\ Тогда существует независи­
мо 

мое множество I, удовлетворяющее следующим условиям: 
IC{veV(G)\p(v,D\S)>2}; 
(D\S)U I есть (2,3)-множество; 
\1\ < 4 |5 | /3 . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть $,- = {ж,-,у,-}, ЛГ(у,-) = { я , * , ^ , ^ } (0 < 
t < t),X = {x0,xl9...9xt}9 Q = {v e V(G) | p(v,D\S) > 2), Z0 = 
{ZQ,ZQ} П Q. Без потери общности можно считать, что р(уо, 2/i) = 3 при 
% = 1 , . . . , &, где А; ^ </2. 

Пусть Z — некоторое максимальное независимое подмножество 
множества Qi = {v e Q \ p(v,X U Zo) > 2}. Положим I = X U Zo U Z. 
Нетрудно видеть, что J — независимое множество, ICQVL(D\S)UI 
есть (2,3)-множество. Остается показать, что | / | ^ 8(/ + 1)/3. 

Пусть Zi = {zj,zf}C)Z (г = 1, . . . , / ) , и { 1 , . . . , * } = J i U J 2 , где 

•/; С {г | />(^, yt) = 2} (j = 1,2) и Jjfl/2 = 0- Поскольку Z С |J {z},zf} 
i = l 

и множества Z; попарно не пересекаются, имеем \Z\ — J2 \zi\-
i = l 

Справедливы следующие утверждения. 

— Если zJ
0 е Z0, то \Zi\ < 1 (t € J,-;, поэтому £ \zi\ < I/;I ( i = 1»2). 

— Если г^ $ Zo, то \Jj\ ^ 1 (j e Jj), поэтому £ \zi\ < 1 + l^'l 

(j = l ,2) . 
к 

С учетом этих утверждений получаем ]Г |Z,| ^ 2 + к и, наконец, 
1=0 

| / | < |Х| + £ |Z,-| < (* + 1) + (2 + к) + 2(* - *) = 3(* + 1) - *. 
i=0 

Но при к ^ 1 и t < 2к имеем 3(* + 1) - к < 8(< + 1)/3. Лемма 3 доказана. 

Связку s из (2,3)-множества D назовем изолированной, если рас­
стояние от s до любой другой связки из D больше 3. 

Л е м м а 4. Пусть D есть (2,3)-мяожество в графе G G Из ,не содер­
жащее изолированных связок, a S — множество всех вершин, входящих 
в связки. Тогда существует независимое доминирующее множество F 
такое, что \F\(D\ S)\ < 4151/3. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала убедимся, что множество всех связок 
из D можно разбить на конечное число непересекающихся пучков с 

г 
множествами входящих в них вершин E j , . . . , E Q , (J EQ = S. С этой 

; = 1 
целью рассмотрим граф Го, вершинами которого являются связки из 
D, а множество ребер состоит из тех пар связок, расстояние между ко­
торыми равно 3. По условиям леммы в Го нет изолированных вершин. 
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Рассмотрим минимальный остовный подграф Г графа Го, не имею­
щий изолированных вершин. Поскольку удаление из графа ребра, обе 
концевые вершины которого имеют степень больше 1, не приводит к 
появлению изолированных вершин, в графе Г таких ребер нет. Таким 
образом, компонентами графа Г являются лишь звезды, т. е. графы 
вида К\^, t ^ 1. Эти компоненты соответствуют пучкам связок из D 
и порождают нужное нам разбиение (F$ , . . . , FQ) множества 5 . 

Последовательное применение леммы 3 к упомянутым пучкам свя­
зок позволяет получить независимые множества J 1 , . . . , 1Г и (2,3)-мно-
жества JP 0 , . . . , Fr такие, что 

F° = D9 P C{ve V(G) | p(v, Fi"1 \ 4) > 2}, 

Я = ( В \ ( ^ 0
1 и . . . и ^ ) ) и / 1 и . . . и Я , |J'| < 4|l^'|/3. 

Тогда множество F = Fr (= (D \ S) U I1 U . . . U Ir) удовлетворяет утвер­
ждению леммы. Лемма 4 доказана. 

§ 2. Графы с максимальной степенью 3. Верхние оценки 

Теорема 1. Для любого связного графа G € Из с числом вершин 
больше 6 справедливо неравенство \d(G)/d(G) ^ 7/5. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть D есть (2,3)-множество в G и |JD| = d(G) 
(по лемме 2 такое множество существует). Обозначим через 5° (со­
ответственно 5) множество всех вершин, входящих в изолированные 
(соответственно неизолированные) связки из D, а через I — множе­
ство вершин из D, не входящих в связки. В силу замечания 1 можно 
считать, что p(I, S U 5°) > 3. 

Вначале покажем, что существует (2,3)-множество F ' , в котором 
множество всех вершин, входящих в связки, совпадает с S и \Ff \ S\ ^ 
7\D \ 5 | /5 . С этой целью определим два максимальных независимых 
подмножества I1 и I2 множества Q = {г; 6 V(G) \ p(v,S) ^ 2} и убе­
димся, что верно неравенство 

emina^u^D^i/us0 ! . (з) 

Тогда меньшее по мощности из множеств J1 U S и I2 U S можно взять 
в качестве F1. 

га 
Пусть 5° = IJ 5,/где { s i , . . . , s m } — множество всех изолиро-

1=1 
ванных связок из D, S{ - {я,,у;}; N(yi) = {zi,zj,zf} (i = !>••• ? w ) ; 

m 
X = { s b . . . , x m } ; Y = {» i , . . . ,t/m}; Z = U H ^ j } . При этом выбе-

t = l 
рем обозначения х, и у, так, что число вершин в JV(j/i)\{^i}(= {^, ^ } ) , 
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находящихся на расстоянии 2 от / , не меньше числа таких вершин в 
N(x{) \ {yi}> Легко убедиться, что множество I1 = / U X U Z являет­
ся максимальным независимым подмножеством множества Q и \1г\ = 
к + Зга, где к = \1\. 

Для построения множества I2 рассмотрим разбиение множества 
V(G) на подмножества Vi, V2 и Z\ где 

V2 = {v € V(G) I p(v,S\JX) > 2,p(vJ) < 2}, 

Z' = {v£ V(G) I />(*, 5 U X) > 2, р(г;, / ) ^ 3}. 
Прежде всего, заметим, что Z* С Z, так как в Z' могут входить 

только вершины, покрытые множеством У и не входящие в X. Пока­
жем, что p{Z\V2) ^ 2. Предположим противное, т. е. p(z,v) = 1 для 
некоторых вершин z £ Z', v € V2. Поскольку p(z,I) ) З и p(v,I) ^ 2, 
имеем р(у^1) = 2. А так как /)(v,5(JX) > 2, вершина г; должна покры­
ваться множеством У, т. е. найдется у1 Е У П N(v). В свою очередь, 
для г найдется у G У П N(z). Поскольку через вершины из связок не 
проходят 3-циклы, то у ф у1. Но это противоречит изолированности 
связок, которым принадлежат у я у1. 

Поскольку 1^(^)1 > 6, |N(«st-)| = 6 ( 1 ^ г < т ) и граф G связен, для 
каждой изолированной связки 5, существует такая вершина v^ 6 N(si)j 
что p(v{,I) ^ 2. Из-за выбора обозначений ж, и у{ можно считать, что 
V{ = zj. Отсюда следуют неравенства 

| 2 ; П { * / , * ? } | < 1 (t = l , . . . , m ) , 

из которых получаем |Z' | ^ m. 
Теперь воспользуемся леммой 1. Заметим, что в графе Н — G{V2) 

для любой вершины v 6 V2 выполняется неравенство />#(v,7) ^ 2, так 
как {г; £ V(G) | pcivJ) < 1} С V2 в силу ра(1,Хи S) > 3. Следова­
тельно, граф Я и множество / удовлетворяют условиям леммы 1, со­
гласно которой найдется максимальное независимое подмножество /* 
множества V} с |/*| ^ 3 | / | . 

Таким образом, получаем максимальное независимое подмноже­
ство I2 = I* U X U Z' множества Q такое, что \12\ ^ Зк + 2га. 

Наконец, непосредственной проверкой убеждаемся, что для ука­
занных множеств J* и I2 выполняется неравенство (3), т. е. 

5mind/ 1! , | /2 |} - 7|/U 5° | < 5min{A; + 3m,3k + 2т} - 7(к + 2т) 
= min{m - 2к,А(2к - m)} ^ 0. 

Теперь по лемме 4, примененной к (2,3)-множеству F1, получаем неза­
висимое доминирующее множество F такое, что 

\F\(F'\S)\^4\S\/3. 
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В итоге имеем 

\F\ ^ \F \ (F1 \ 5) | + |F ' \ S\ < 4 |5 | /3 + 7\D \ 5 | /5 < 7| Л | / 5 , 

откуда окончательно получаем id(G) ^ 7d(G)/5. Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Для любого связного кубического графа G, отличного 
от А'з,з> справедливо неравенство id(G)/d(G) ^ 4/3. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Здесь можно повторить все рассуждения из до­
казательства теоремы 1 за одним, по существу, исключением: вместо 
неравенства (3) мы установим неравенство 

3 m i n ( | / 1 | , | / 2 | ) < 4 | / U 5 ° | , (4) 

из которого будет следовать утверждение теоремы. При этом в каче­
стве (2,3)-множества D следует взять множество £)° из доказательства 
леммы 2. 

Нетрудно видеть, что неравенство (4) будет выполняться, если бу­
дет установлена оценка | / 2 | ^ 3& + га. Такая оценка, очевидно, имеет 
место, если Z1 = 0 . 

Для того чтобы Z' было пустым, достаточно, чтобы при любом 
i — 1 , . . . ,га вершины zj и zf находились на расстоянии 2 от / . До­
пустим, что при некотором % последнее условие нарушается. В этом 
случае, в силу выбора обозначений ж,- и у,-, найдется по крайней мере 
по одной вершине в N{yi) \ {#,-} и в N(x{) \ {yj}, расстояние от кото­
рых до / больше 2. Тогда степени этих вершин в графе Н = G(N(si)) 
будут равны 3. Поскольку G ф #з,з и вершины Х{ и у{ не входят 
в 3-циклы, граф Н представляет собой граф if3,3 c одним удаленным 
ребром. Если в D вершины х, и у,- заменить вершинами, имеющими сте­
пень 2 в Я (они не смежны между собой), то получим (2,3)-множество 
той же мощности, но с меньшим, чем в Z>, числом связок. Полученное 
противоречие завершает доказательство теоремы 2. 

§ 3. Графы с максимальной степенью 3. Примеры 

В данном параграфе будут построены бесконечные серии 

— связных графов AG Из с id(A)/d(A) = 7/5; 
— 2-связных кубических графов В с id(B)/d(B) ^ 5/4; 
— 3-связных кубических графов С с id(C)/d(C) ^ 8/7. 

На рис. 1-3 (см. ниже) изображены графы, которые будут исполь­
зоваться в качестве «блоков» при построении указанных серий графов. 

Предварительно выясним некоторые свойства этих графов. При 
этом будет использоваться очевидное 
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ЗАМЕЧАНИЕ 2. Если вершины v и w не смежны между собой и 
N(v) = N(w), то любое независимое множество, покрывающее v и w, 
либо содержит обе эти вершины, либо не содержит ни одной из них. 

Лемма 5. Любое независимое множество I С V(Ao) (см. рис. 1), 
покрывающее V(A§) \ {VO,WQ}, содержит не менее 7 элементов. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть / удовлетворяет условиям леммы. По­
скольку имеют место соот­
ношения 

| /П{«з , г ;4} |<1 , 

\IC){w3,w4}\ < 1, 

справедливы неравенства 

\ln{v0,vi . . . ,г;б}| ^ 3, 

| /П {WQ,WI... ,w 6 } | ^ 3. Рис. 1. Граф Л о 

W 

Кроме того, для того чтобы 
вершина х2 была покрыта, должно быть выполнено неравенство | / П 
{#l,#2}| ^ 1- Следовательно, | / | ^ 7. Лемма 5 доказана. 

Лемма 6. Любое независимое множество I С V(B$) (см. рис. 2), 
покрывающее V(BQ) \ {г>о, wo}, содержит не менее 5 элементов. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть / удовлетворяет условиям леммы. Учи­
тывая замечание 2 и симметрию гра­
фа i?o, достаточно рассмотреть три 
случая. 

ЕСЛИ { ^ 2 , ^ 3 , ^ 2 , ^ 3 } Я I, ТО \1 П 
{xi ,^2}| ^ 1 - Следовательно, | / | ^ 5. 

Если {w2,w3} С / , / П {^2,г;3} = 
0 , то | /n{ t ; i , t ;o} | = | / П { х ь г ; 4 } | = 
| / П {^2,^5)1 = 1? так что | / | > 5. 

Если I П {v2,v$,W2,wz} = 0 , то 
верна цепочка равенств 

\1Г){уиу0}\ = \1П{хЪу4}\ 
= |/n{a?2 , t ;5}| = \ln{wuw0}\ 
= \ln{xuw4}\ = \ln{x2,w5}\ = l. 

Учитывая, что \I Г) {яьЯ2}| ^ 1, снова получаем \I\ ^ 5. Лемма 6 
доказана. 

,v3 ' 

Лу 

xi 

Рис. 5. Г 

\̂ У 
^ у" 

Х2 

раф Во 

,ai 

'ws 
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Лемма 7. Любое независимое множество I С V(CQ) (СМ, рис. 3), 
покрывающее V(CQ) \ {vo,wo,xo}> содержит не менее 8 элементов. 

щ 

Рис. 3. Граф Со 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть / удовлетворяет условиям леммы, 

1Х = I n {v0, vi... , v7}, /2 = / П {wo, wx... , w7}. 

Покажем, что | / i | ^ 3. Согласно замечанию 2 достаточно рассмотреть 
два случая. 

СЛУЧАЙ 1: {г>2>̂ з} С / . Тогда | /П {^б,^7}| = 1, поскольку I П 
{^4,^5} = 0 И | / П {t;8, ^9>| ^ 1. 

СЛУЧАЙ 2: I П {̂ 2, v$} = 0. Тогда верна цепочка равенств 

|/П {*ьг;о}| = \Ir\{vQ,v4}\ = |JП {v7,t75}| = 1. 
Таким образом, в обоих случаях |Ji| > 3. Аналогично убеждаемся, 

что верно неравенство |/2| ^ 3. 
Нетрудно видеть, что из семи вершин х\, #2, хг-> Щ-> Щ, w8<> w9 не 

более двух вершин покрыто множеством Д U /2- Следовательно, не 
менее пяти вершин должно быть покрыто множеством / \ (I\ U /2), так 
что | J \ (I\ U /2)1 > 2 и |/ | > 8. Лемма 7 доказана. 

Теперь опишем графы, составляющие серии (а), (Ь) и (с). 
СЕРИЯ (а). Эту серию образуют графы Ап, п ^ 1, такие, что Ап 

состоит из п копий Aj , . . . ,AQ графа AQ, изображенного на рис. 1; и 
при j = 1, . . . ,п - 1 вершины WQ И V3

0 соединены ребром. Понятно, 
что Ап — связный граф из Hz- По лемме 5 имеем id(Aw) > In. С Дру­

га 

гой стороны, множество |J {x^v^v^w^w3^} является доминирующим 

в Ап. Следовательно, \&(An)/d(An) ^ 7/5. 
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СЕРИЯ (Ь). Эту серию образуют графы J3n, п > 2, такие, что Вп со­
стоит из п копий BQ , . . . , 2?Q гра­
фа J5Q, изображенного на рис. 2, и 
из Зп ребер, соединяющих вершины 

wJ
0,vJ

0 (j = 1 , . . . ,n) 

так, как показано на рис. 4. По 
лемме б имеем id(Bn) ^ Ъп. В то 
же время множество 

п 
\J{xJ

vx3
2,vJ

vw{} 
j=l 

w< 

Рис. 4 

является доминирующим в Вп. Следовательно, id(5 n) /d( l? n) ^ 5/4. 
СЕРИЯ (с). Эту серию образуют графы Сп , п ^ 1, такие, что Сп со­

стоит из п копий CQ , . . . , CJ гра­
фа Со, изображенного на рис. 3, и 
из 2п ребер, соединяющих вершины w" 

так, как показано на рис. 5. По 
лемме 7 имеем id(Cn) ^ 8п. В то 
же время множество 

ч\ 

( J {xVvVvl<> V7> WVW6> Wl) 
J=1 Рис. 5 

является доминирующим в Сп . Следовательно, id(Cn)/d(Cn) > 8/7. 

§ 4. Графы с большой максимальной степенью 

В данном параграфе устанавливаются верхние оценки отношения 
id(G)/d(G) для графов с максимальной степенью вершин, большей 3. 
Приводятся также примеры, демонстрирующие близость полученных 
оценок к оптимальным. В заключение дается точная верхняя оценка 
величины id(G)/d(G) через число вершин графа. 

Теорема 3. Если GeHk,To id(G)/d(G) О + 2 - 2лД. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть D — доминирующее множество в G и 
\D\ = d(G). Положим QQ = 0 и для i = 1,2,... определим Q{ как 
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i - 1 
некоторое максимальное независимое подмножество в D\ |J Qj. Тогда 

i=0 
по построению будем иметь 

\Qi\>\Q2\>-~, (5) 

N(x) DQj ф 0 для всех х G Qi при j < г. (6) 

Пусть s+1 — последний индекс, для которого Qs+\ ф 0- В силу (6) 
имеем s < к. Используя полученное разбиение множества D, построим 
независимое доминирующее множество F по правилам: 

• Fj :— (i^-fi \ Qj) U Ij (j = 5 + 1,5,... ,2), где Ij — некоторое 
максимальное независимое подмножество множества {v E V(G) \ 
p(v,FJ+1\Q3)>2}; 

• F:=F2. 
Ввиду (6) имеем 

|F | = | / ,+ i | + . . . + | /2 | + |Qi| 
< (* - s)\Qa+1\ + [(k-s + 1)\QS\ - \Qa+1\] + . . . + P - 1)|Q2 | 

- | Q 3 | - . . . - | Q e + i | ] + IQil 
= (k - Is + l ) |Q e + i | + (k-2s + 3)\QS\ + ... + (k- 1)|Q2 | + \Ql\-

Таким образом, с учетом неравенства (5) получение верхней оценки 
для id(G) свелось к нахождению максимума линейной функции 

s 

f(x) = X! + ]T(fc - 2г + 1)х,-+1 

i= l 

на множестве Р С Е 5 + 1 , заданном линейными ограничениями 

] Г ж,- = d(G), a?i ^ х2 ^ . . . ^ z5+i ^ 0. 
t = l 

Вершинами многогранника Р являются точки х* = (х\,... , a^+l) ' 
* = 1 , . . . , s + 1, где х\ — d(G)/t при i = 1 , . . . ,<иж{ = 0 при г > tf. 
Поскольку Дх*) = (Jfc + 2-«-fc/*)d(G) ^ (* + 2-2>/*)d(G), а максимум 
/ (#) на Р достигается в вершине, окончательно имеем 

id(G)/d(G) ^ \F\/d(G) О + 2 - 2Vk. 

Теорема 3 доказана. 
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ПРИМЕР 1. Пусть л/к — целое число, G = (V, 2?) — связный граф 
такой, что 

V = Vi U V2, Vi П V2 = 0 , \Vi\ = у/к, |V2| = Vk{k + 1 - y/k); 
G{V\) — полный граф; 
deg(v) = к Vt; € Vi; 
deg(v) = 1 Vt; e V2. 

Тогда d(<?) = V3fe и id(G) = 1 + (л/£ - 1)(* + 1 - л/fc) = (* + 2 - 2y/k)Vk. 
ПРИМЕР 2. Для построения графа # п берем п копий графа G из 

примера 1 и в каждой копии G, выбираем по одной висячей вершине v,-. 
Затем добавляем п ребер, соединяющих вершины v i , . . . ,vn в цикл. 
Тогда d(Hn) = п\/&, 

id(J5T„) ^ пл/*(* + 2 - 2л/*) - 2п/3 = d(#n)((ifc + 2 - 2л/* - 2/Зл/*). 

Теорема 4. Есля G — к-однородный граф, то id(G)/d(G) ^ к/2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть п = |V(G% D — доминирующее множе­
ство в G и |JD| = d = d(G). Заметим, что любое независимое множество 
в G мощности га инцидентно km ребрам. Отсюда с учетом равенства 
\E(G)\ = кп/2 получаем id(G) ^ п/2. Таким образом, если dk > n, то 
для G утверждение теоремы справедливо. 

Пусть kd < п. Так как \N(D)\ = п - d, то число ребер в подгра­
фе G(D) не превосходит (kd - (п - d))/2. Поэтому мощность наиболь­
шего независимого подмножества / множества D не меньше d - (kd -
(п — d))/2 и, следовательно, больше d/2. 

Пусть J — наибольшее независимое подмножество множества Q = 
{v € V(G) | p(v,I) > 2}. Понятно, что IU J — независимое доминиру­
ющее множество в ( ? и id(G) ^ | / U J\. С другой стороны, 

\J\$\Q\$\N(D\I)\I\^(k-l)\D\I\. 

Таким образом, 

| /U J\ ^ (к - l)d -(к- 2) | / | < d(k - 1 - (* - 2)/2) = kd/2. 

Теорема 4 доказана. 
ПРИМЕР 3. Для графа G, состоящего из га копий графа К^ь, име­

ем d(G) = 2га, id(G) = km = Jd(G). 

ПРИМЕР 4. Пусть А; — четное число, р = к/2, Н = К^ *_!, А = 
{ a i , . . . ,а*} — большая доля и В — меньшая доля в Н. Обозначим 
через Rn граф такой, что 

1) V(Rn) = Vi U . . . U Vn, где V,- = { Ч | Ь . . . , *,-,*}, • = 1 , . . . , п; 
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2 ) Rn({viyi,...,viiP}) = Kp, Rn({vifP+i,...,Vi9k})=:Kp, t = 1 , . . . ,n; 
3) (vi j , Vj+ij+i) € E(Rn) при любых г,j (1 < г < тг, 1 ^ j < к) (первый 

индекс рассматривается по модулю п, второй — по модулю к); 
4) других ребер в Rn нет. 

Легко видеть, что Rn является (1 + р)-однородным графом. Для 
построения интересующего нас графа Gn возьмем п(р— 1) копий H(i,j) 
графа Н и один граф Rn. Затем для каждой тройки (z,j , Z), где 1 < г ^ 
п, 1 ^ j < р — 1, 1 ^ / ^ к, вершину a\(i,j) соединим ребром с верши­
ной Vi\. Полученный в результате граф Gn является /^-однородным и 
fc-связным. 

Пусть b(i,j) — некоторая вершина из меньшей доли B(i,j) графа 
#(г , j ) . Определим множество 

п /р-1 

•=i v = i 

Очевидно, что|М| = п(2(р - 1) + 1) = п(к - 1). 
Убедимся, что М — доминирующее множество. При любых г ^ 

р - 1 и j ^ р - 1 вершина V{j и множество A(i,j) U B(i,j) покрыты 
множеством {a,j(i,j),b(i,j)}, вершина V{iP покрыта вершиной V J + I ^ + J , 
а вершины t>t>+b--- > ,̂fc покрывает вершина Vt^+i. Следовательно, 
d(Gn) ^ п(к - 1). 

Пусть X — произвольное независимое доминирующее множество в 
Gn. Для любой пары (г, j) либо B(i,j) С X, либо B(i,j) П X = 0 . В 
первом случае |#(г, j ) П Х\ = к — 1. Во втором случае лишь две вер­
шины из A(i,j) могут быть покрыты извне (по свойству (2) графа Rn). 
Значит, в этом случае \A(i,j) П Х\ ^ к - 2. Таким образом, 

i d ( G „ ) > n ( * - 2 ) ( p - l ) , 
id(Gn) ( fc-2) 2n fc-3 
d(Gn) " 2 ( * - l ) n " 2 ' 

Пусть </>(n) = max{id(G)/d(G) : |V^(G)| = n}. Легко проверить 
равенства </>(1) = </>(2) = < (̂3) = 1 . 

Теорема 5. Если n ^ 4, то 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пример полного двудольного графа К\п\ гп] 

показывает, что (р(п) ^ j [f J при любом п ^ 4. 
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Допустим, что id(G)/d(G) > \ If J для некоторого графа G с чи­
слом вершин п ^ 4. Выберем в G доминирующее множество D = 
{vl>- • • > vd) c d = d(G). Поскольку id(G) > \ [f J > d, множество D не 
является независимым. Следовательно, 

deg(vi) + . . . + deg(t;d) > n - d + 2. (7) 

Используя очевидное неравенство 

id(G) < n - deg(t>), (8) 

справедливое при любом v £ V(G), и неравенство (7), получаем 

-d+2~ 
id(G) ^ n - с/ 

Так как при й / 3 и ? 1 ^ 4 , а также при </ = 3, п ^ 4 , n ^ 7 справедливо 
неравенство 

п — 
n - d + 2 <d~ iij. 

ввиду выбора G имеем d = 3, га = 7, id(G) = 5. В таком случае в 
силу (8) должно выполняться неравенство deg(v) < 2 для всех v £ 
V{G). Но тогда согласно [1] id(G) =» d(G) (это равенство следует также 
из леммы 2), что противоречит выбору G. Теорема 5 доказана. 
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ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛИЗ И ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИЙ 
Январь—март 1996. Том 3, № 1, 80-90 

УЛК 519.854 

О СЛОЖНОСТИ НЕКОТОРЫХ ОБОБЩЕНИЙ 
ДВУХСТАНОЧНОЙ ЗАДАЧИ ДЖОНСОНА*) 

А. Г. Щукин, Н. И. Глебов 

Рассматриваются некоторые обобщения двухстаночной задачи 
Джонсона, изучавшиеся ранее другими авторами в предположении, 
что последовательности обработки деталей на первом и втором стан­
ках совпадают. При таком допущении задачи оказывались полиноми­
ально разрешимыми, так как они сводились (с линейной сложностью) 
к обычной задаче Джонсона с двумя станками. 

В статье доказана теорема, одним из следствий которой является 
утверждение о том, что эти задачи NP-трудны, если не предполагать 
совпадения упомянутых последовательностей. Другое следствие этой 
теоремы характеризует один известный полиномиальный алгоритм 
в определенном смысле как достаточно точный приближенный алго­
ритм для решения рассматриваемых задач. Наряду с этим получено 
также некоторое достаточное условие полиномиальной разрешимости. 

Известно, что в двухстаночной задаче Джонсона [1] (и в некоторых 
ее обобщениях) существуют оптимальные перестановочные расписания, 
т . е. расписания, в которых последовательности обработки деталей на 
каждом станке одинаковы. Однако не все обобщения этой задачи обла­
дают указанным свойством. Тем не менее в работах [2-20] при рассмо­
трении различных обобщений двухстаночной задачи изначально предпо­
лагается, что последовательности обработки деталей на каждом станке 
совпадают. Как показано в этих работах, при таком допущении эти 
более общие задачи оказываются полиномиально разрешимыми, а если 
говорить точнее, они полиномиально (с линейной сложностью) сводятся 
к исходной задаче Джонсона. 

В данной работе мы рассматриваем, по существу, те же самые 
обобщения двухстаночной задачи, но при этом допускаем, что после­
довательности обработки деталей на первом и втором станках могут не 
совпадать, т . е. отыскиваем оптимальное расписание в более широком 

** Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 93-01-00489). 

© 1996 Щукин А. Г., Глебов Н. И. 
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классе допустимых расписаний. Такое расширение множества допусти­
мых расписаний может привести и, как правило, приводит к тому, что 
задача существенно усложняется и становится NP-трудной. 

1. Далее будем предполагать, что интересующие нас особенности 
технологии изготовления каждой детали описываются сетевым графи­
ком (см. рисунок), имеющим два полюса-входа А°, J30, два полюса-
выхода А1, В1 и пять дуг-операций с заданными длительностями. 

A0 a A ai А1 

о о ю 

о о : о 
в0 в в1 

Операции (Л°, А) и (А, А1) выполняются на первом станке и имеют 
длительности а и а' соответственно, а операции (5° , J9) и (Б , U1), имею­
щие длительности о' и Ь соответственно, выполняются на втором станке. 
Пятая операция (А, 1?), имеющая длительность d, выполняется на неко­
тором оборудовании, возможности которого позволяют выполнять по­
добные операции в любом количестве одновременно. Относительно опе­
раций, выполняемых на первом и втором станках, принимаются стан­
дартные допущения, т. е. предполагается, что на станке одновременно 
может выполняться не более одной операции. 

Таким образом, формальная постановка задачи сводится к следую­
щему. Пусть перестановки жх и 7Г2 определены на множестве { 1 , . . . ,п} 
номеров деталей, подлежащих изготовлению, и задают порядок обра­
ботки деталей на первом и втором станках соответственно. Точнее, 
7Г!(г) (соответственно 7г2(г)) означает порядковый номер r-й детали в по­
следовательности обработки на первом (соответственно втором) станке. 
Тогда время (общая длительность) изготовления всех деталей равняется 
длине критического пути (т. е. самого длинного пути из входного по­
люса в выходной) в сети G(7ri,7r2), построенной следующим образом: 

— входные полюсы А° и B°s сетевых графиков, соответствующих 
деталям г = 7г^1(1)из = 7г^1(1), отождествляются и становятся входом 
сети; 

— выходные полюсы А * и В] сетевых графиков, соответствующих 
деталям г = тг^га) и s = тг^^п), отождествляются и становятся выхо­
дом сети; 
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— отождествляются полюсы А], и А°, где г = 7г̂ ~1(Лг), 5 = 7rf l(k + 1), 
А = 1, . . . ,n — 1; 

— отождествляются полюсы В* и 1?°, где г = 7г^1(Л), 5 = тг^1(Л +1) , 
А = 1, . . . , 71 — 1. 

Длина критического пути в построенной сети (а следовательно, 
и время изготовления всех деталей при выбранном порядке их обработки 
на станках) равна 

Лтгь7г2) - max J £ ( a , - + < ) , ]£(Ь,- + Ъ\), F(*UK2) > , 
I i=i i=i J 

где 
^(7Г Ь 7Г 2 )= m a x /(7ГЬ7Г2 ,5), 

l ^ S ^ f l 

/(7ГЬ7Г2 ,5) = ^ { « г + < | 7Гх(г) < 7Г1(б)} + а, + d5 

+ b , + 5 ^ { b r + f t r | 7Г2(Г) > 7Г2(б)}, 

а,-, а-, 6г, 6- и d? — длительности операций г-й детали, 1 ^ г ^ га. 
В результате получаем задачу 

ттР{жиж2). (1) 
7 Г 1 , 7 Г 2 

Вместо нее нам будет удобнее рассматривать другую задачу: 

т т ^ т г ^ т г г ) , (2) 

к которой тривиальным образом сводится исходная. Поскольку любое 
оптимальное решение второй задачи является также оптимальным ре­
шением первой, не исключается логическая возможность того, что пер­
вая задача в вычислительном плане существенно проще второй. Из до­
казываемой нами ниже теоремы 1 будет следовать, что обе эти задачи 
в общем случае NP-трудны и, следовательно, по сложности они не могут 
существенным образом различаться. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Общим случаем задач (1), (2) мы считаем тот, 
когда параметры а, а', Ь и Ь1 могут принимать любые неотрицатель­
ные целочисленные значения, а параметр d — любые целочисленные 
значения. Вводить ограничение на знак параметра d представляется 
нецелесообразным, поскольку изменение параметра d на одну и ту же 
величину у всех деталей приводит к аналогичному изменению значения 
целевой функции F(7r1,7r2) задачи (2) независимо от 7Гх и 7Г2, что, по 
существу, не меняет задачу. С другой стороны, сохраняя большую сво­
боду для выбора значений параметра d, мы получаем дополнительные 
возможности по сведению к задаче (2) некоторых других задач. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 2. Обычная двухстаночная задача Джонсона получа­
ется при а' = Ь' = d = 0. (Здесь и в дальнейшем, говоря о том или 
ином частном случае задачи, мы дополнительно полагаем, что некото­
рое условие вида Р(а,а' ,6,Ь', d) выполняется для всех деталей.) 

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Задача нахождения min* F(7r,7r), как уже отмеча­
лось выше, является полиномиально разрешимой. Оптимальная пере­
становка в этом случае может быть построена по следующему правилу 
[9]: детали из множества {г \ аг + а'г ̂  Ьг + b'r} располагаются в порядке 
неубывания величин ar — Vr + dr, а за ними следуют остальные детали 
в порядке невозрастания величин Ьг — а!т + dr. 

2. В формулируемой и доказываемой ниже теореме 1 предполага­
ется, что d = 0, a g(x,y,z) является полиномиально вычислимой функ­
цией, определенной в области неотрицательных целочисленных значений 
аргументов и удовлетворяющей при некотором целом положительном q 
условию д(х> х,х + q) = х для всех х. 

Теорема 1. Задача о выполнимости неравенства 

min F(7rb7r2) ^ д ( VVa,- + aj.), У > » + Ь\), minF(7r,7r) ) (3) 
\ti tt * J 

является NP-полной. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку функция F(7ri^7r2) и все три аргу­

мента функции д в правой части неравенства (3), а следовательно, и 
правая часть этого неравенства вычисляются по заданным длительно­
стям операций с полиномиальной сложностью, принадлежность рассма­
триваемой задачи классу NP сомнений не вызывает. Остается лишь убе­
диться, что к ней полиномиально сводится некоторая NP-полная задача. 
В качестве таковой возьмем задачу РАЗБИЕНИЕ, которая заключа­
ется в следующем: для заданных целых положительных чисел с ь . . . , ct, 
t ^ 2, требуется выяснить существование подмножества S множества 
Т = { 1 , . . . , *} такого, что £{с,- | г е 5} = £ { с , \ieT\S}. Очевидно, 

t 
можно считать, что ]£ с,- = 2с, с — целое. Более того, нетрудно видеть, 
что эта задача с указанными входными данными эквивалентна по слож­
ности задаче с модифицированными данными: /' = t + 2; с\ = (2q + 1)с,, 
г = l,...,tf; c't+1 = c't+2 = q. Поэтому далее будем предполагать, что 
min,- с,- = </, и для определенности будем считать сг = q. 

По входным данным задачи РАЗБИЕНИЕ определим входные дан­
ные задачи (3): 

п = t + 2; 
at = с„ bi = (D + 2)c-, a(. = fcj = 0, i = 1, . . .*; 
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an-i = fln = £>„_! = Ьп = 1; 
< _ i = < = (2? + 2)с+ 1; 6^1 = К = с+1. 

t 

Здесь D = ^2 С( = 2с. Положим У = (D + 3)D + 4 и отметим также, 
г = 1 

что Е(а,- + а 5 ) = Е ( 6 . - + *;•) = У-
г = 1 i = l 

Минимум функции F(TT,TT) достигается на перестановке тг, в соот­
ветствии с которой в начале располагаются детали из множества Т в 
порядке неубывания величин а, — 6J-, а после них — детали п — 1 и п 
в порядке невозрастания величин 6, — а\. В частности, в нашем случае 
это означает существование оптимальной перестановки тг, для которой 
тг(1) = 1, ж(п — 1) = п - 1 и тг(п) = п. Нетрудно, однако, убедиться, что 
для любой перестановки тг с указанным свойством .Р(тг,тг) = У + q. В 
самом деле, 

/(тг, тг, п) = ]Г{а г + < | ж (г) <п} + ап + Ьп 

= D + l + (D + 2)c+l + l + KY, 

/(тг, тг, п - 1) = ]Г{а г + а'г | тг(г) < п - 1} + ап_! + 6n-i + Ьп + Ъ'п 

= D + 1 + l + l + c+KY. 

Далее, при *s £ Т \ {1} имеем 

/(тг, тг, a) ^ J > r + a'r \ г е Г} + £ { Ь Г + ^ I *(г) > 1} 
= D + (Я + 2)(I> -q) + 2(c + 2)^(D + 3)D + 2<Y 

и 
/(тг, тг, 1) = в 1 + 6х + £ { 6 Г + 6; I *(г) > 1} = q + Y. 

Таким образом, min* F(TT,TT) = Y + q и в силу сделанных ранее до­
пущений, касающихся функции #, правая часть неравенства (3) равня­
ется У. 

Покажем теперь, что в задаче РАЗБИЕНИЕ существует множество 
S с требуемым свойством в том и только в том случае, когда в постро­
енной задаче (3) существуют перестановки тгг и тг2, удовлетворяющие 
неравенству ^(тгьтг2) ^ У (или / ( T ^ T T ^ S ) ^ У при s = 1, . . . ,п ) . 

(1) Пусть 5 С Г и £ { c t | i е 5} = £ { с , | г е Г \ 5} = с. Рассмотрим 
перестановки 7Гх и тг2 такие, что 

тг^п - 1) - \S\ + 1, iri(n) = n, {г | ^ri(r) ^ |5|} - 5 , 
тг2(п - 1) = 1, TT2(TZ) = \S\ + 2, {r | К тг2(г) < | 5 | + 2} = S. 
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Тогда 
/(7Г1,7г2,п- 1) = ]Г{а г + < | г G 5} + an_i + fcn-i 

+ ^ { Ь Р + 6; | г б Т} + Ьп + ^ = с + 1 + 1 + (D + 2)1? + 1 + с + 1 = У, 

/(тг1? тг2, п) = ^ { а г + < ] 7Гх(г) < 7Ti(n)} + ап + Ьп 

+ ^ { 6 г + б; | тг2(г) > 7г2(п)} - Z? + l + (D + 2)c+l + l + l + (/? + 2)c = У 
Далее, при s £ S 

- c + (D + 2)D + l + c + l = y - 2 , 

а при s € Т \ S 
/(7гьтг2,з) ^ ]Г{а г + < | тгЦг) < п} + ]Г{6Г | тг2(г) > | 5 | + 2} 

= Я + 1 + (Я + 2)с + 1 + (Л + 2)с = У - 2. 
(2) Пусть YHci | * £ 5 } = с + Д и Д ^ 0 для любого подмножества 5 . 
Для произвольных перестановок 7Гх и 7Г2 определим множества 5 = 

{Г | 7Ti(r) < 7Ti(n - 1 )} И 5 ' = {Г | 7Г2(г) < 1Шп(7Г2(п - 1) ,7Г 2(п))} . При 
этом далее предполагаем, что Ъ\(п — 1) < ^ ( п ) , т. е. п £ S. Это не 
уменьшает общности наших рассмотрений ввиду идентичности деталей 
п — 1 и п. Нашей целью является доказательство существования такого 
номера 5, что справедливо неравенство /(7гь7Г2,з) > У. 

Если S' ф 0, то для s = 7rJ1(l) E 5 ' имеем 

f(*u*2,s)2as + b8 + '*r,{br + K |тг2(г)> 1} 

^ 1 + (Я + 2)Я + 2(с + 2) = У + 1. 
Поэтому далее будем считать множество S' пустым, что эквивалентно 
равенству min(7r2(n — 1),тг2(га)) = 1. 

Если Д > 0, то пусть s б {п — 1,п} и ?r2(s) = 1. Тогда 
Дтг1?7г2,5)г>]Г{аг \reS} + as + bs + Y^{K + K | тг2(г) > 1} 

= с + Д + 1 + 1 + (с + 2) + (D + 2)2? = У + А > У. 
Если Д < 0, то положим з = argmin{7r2(r) | г £ T \ S } (т. е. s € T\S 

и 7T2(s) ^ 7г2(г) при любом г £ Т \ S). Тогда 

Я * ь *г2, а) £ a„-i + <_.i + а* + £ { 6 r I r е Г \ 5} 
£ 1 + (D + 2)с + 1 + 1 + (D + 2)(с - Д) 
= (2? + 2)1> + 3 + СО + 2 ) ( -Д) 
£ ( Я + 2)Я + 3 + (Я + 2) = У + 1. 

Теорема 1 доказана. 
Рассмотрим некоторые следствия теоремы 1. 
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Следствие 1. Задача о выполнимости неравенства 

min F(*u тг2) ^ max | ]Г(а,- + а{), ]Г(&, + 6J) > (4) 

является NP-лоляоя. 
Из данного утверждения следует, что задачи (1) и (2) являются 

NP-трудными даже в случае d = 0. Более того, они оказываются NP-
трудньтми также и в случае а' = Ь' = 0, поскольку преобразованием 

(а, а', 6,6', </) -> (а + а', 0, Ь + Ь\ 0, <* - а! - Ъ') (5) 

общий случай сводится к указанному частному случаю. 

Следствие 2. Задача о выполнимости неравецства 

min-F(7ri,7r2) < minF(7r,7r) (6) 

является NP-полной. 
ЭТО утверждение получается из теоремы 1 при g(x, y,z) = z—1. Оно, 

в частности, позволяет рассматривать известный полиномиальный (как 
и любой другой) алгоритм нахождения min* F(7r,7r) как алгоритм для 
получения достаточно «хорошего» приближенного решения задачи (2) 
в том смысле, что в случае справедливости гипотезы Р ф NP не су­
ществует алгоритма полиномиальной сложности, который позволял бы 
получать приближенное решение этой задачи, имеющее меньшее откло­
нение от оптимального, если (и только если) такое решение существует. 

3. Рассмотрим теперь некоторое достаточное условие, при выполне­
нии которого имеет место равенство 

min F(bx, 7г2) = min Р(ъ, 7г), (7) 

влекущее полиномиальную сводимость задачи (2) к обычной двухста-
ночной задаче Джонсона. 

Из сказанного выше следует, что, не уменьшая общности, можно 
провести наш анализ для случая а' = 6' = 0. 

Теорема 2. Равенство (7) справедливо, если 

max dk ^ min (ds + max{a5,65}). (8) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что утверждение теоремы не вы­
полняется, т. е. 7Гх ф 7Г2 для любой пары перестановок (тг1,7г2), являю­
щейся решением задачи (2). 
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Для произвольных перестановок TTJ И 7Г2, тгг ф 7г2, определим две 
характеристики: 

р = min{i | тгГНО 7̂  Та"1 (*')}> 
* = T I K H P ) ) -

Затем среди пар перестановок, являющихся решениями задачи (2) и 
имеющих максимальное значение первой характеристики, выберем пару 
(7Г157Г2) с минимальным значением /. 

Введем также обозначения: 

з' = ж;\р), з" = ж;\Р), * = *,(*'). 

Очевидно, что Ki(s') < ^i(s") и 7r2(s') > 7r2(s"). В соответствии с усло­
виями теоремы возможны два случая: 

(a) dsi ^ dsn + a,//; 
(b) dsi ^ d8u + bsn. 
В случае (а) рассмотрим перестановку к'2: 

{ р, если 7г2(г) = к (т. е. г = У), 

7г2(г) + 1, если р ^ 7Г2(г) < А;, 
7Г2(г) в остальных случаях. 

Нетрудно видеть, что {г | тг^г) ^ яг^3)} С {г | 7г2(г) ^ ^2(s)} при 
5 ф s1 и {г | к'2(г) ^ ^ ( s ' ) } = {г I ^ ( О ^ 7r2(s")}- Отсюда далее следуют 
неравенства 

Дтгьтг^, *') = £ { а г | тг^г) <$ тг^ ' )} + d9, + £ { 6 Г | ж'2{т) > т'2(з')} 

= £ К | ^ ( f ) ^ ТГ^")} + d.. + ]Г{ЬГ | 7Г2(Г) ^ 7Г2(^)} 

- ^ К | 7 Г 1 ( 3 / ) < 7 Г 1 ( Г ) ^ 7 Г 1 Ю } 

и при s ф s' 
/ ( 7Г Ь 7Г2 ,5 ) <£ / ( 7 Г Ь 7 Г 2 , 3 ) . 

Из полученных неравенств вытекает F^i^ir^) ^ F ^ x , ^ ) , что озна­
чает оптимальность пары (тг1,7г2). Однако это противоречит выбору 
(Уья-*) (либо сделанному выше допущению), так как у (я*!*^) значение 
первой характеристики больше, чем у (7г157г2) (либо я*! = 7Г2). 

В случае (Ь) определим перестановку ж[: 

( /, если Ki(r) = р (т. е. г = s'), 
7 ri( r) = \ 7 ri( r) - 1> е с л и Р < ^ ( О ^ ', 

I ^ ( г ) в остальных случаях. 
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Тогда, как легко видеть, справедливо равенство {г \ тг[(г) ^ 
К^')} = ir I *i(r) <$ 7Ti(5/;)}, а при 5 / з ' имеем {г \ тг[(г) ^ 7Г (̂̂ )} С {г | 
7Ti(r) ̂  ^ ( а ) } . Используя эти соотношения, получаем неравенства 

/(тг;,7г2,У) = £ { а г | *[(г) ^ *!(*')} + <*,< + ]Г{6Г | тг2(г) ^ тг2(У)} 

- ]Г{а г | тх(г) ^ тг^")} + ds, + J^{br | тг2(г) ^ тг2(*")} 

- £ { 6 Г | 7Г2(*') > 7Г2(Г) ^ 7Г2(5")} 

< /(7гЬ7Г2,а") - ds„ - bs„ + d5/ ^ /(7ri,7T2,a") 

и при s ф s' 
/ « , ^ , 5 ) ^/(7ГЬ7Г2,5). 

Как и в предыдущем случае, из полученных выше неравенств сле­
дует оптимальность пары (7TJ, 7Г2), что также противоречит либо сделан­
ному нами допущению, либо выбору пары (7Г19 7г2), поскольку у (7г̂ , 7г2) 
либо первая характеристика больше, чем у (тгх,^), либо при их равен­
стве вторая характеристика меньше, чем у (7Г1,7Г2). Теорема 2 доказана. 

Установленное для частного случая достаточное условие (8) поли­
номиальной разрешимости задачи (2) с использованием преобразования 
(5) переносится и на общий случай. 

В результате получаем условие 

max (dk - a'k - b'k) <$ min (ds - a's - b's + max{a, + a',, bs + b's}). (9) 

Следствие. Если а' • V — d = 0, то задача (2) полиномиально раз­
решима. 

В данном случае легко убедиться в том, что условие (9) выполня­
ется, так как тах*(—a'j.— b'k) ^ 0 и min5(—a'5 — 6'3+max{a5+a'5,6,+6^}) ^ 0. 
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ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛИЗ И ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИЙ 
Январь—июнь 1997. Серия 2. Том 4, № 1, 30-39 

УДК 519.8 

О НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧАХ ПОГАШЕНИЯ 
ВЗАИМНЫХ ДОЛГОВ ПРЕДПРИЯТИЙ*) 

Э. X. Гимади, Н. И. Глебов, В. В. Залюбовский 

Предлагаются две математические модели погашения взаимных 
долгов предприятий, Первая модель касается задачи целесообразного 
перераспределения долгов предприятий с учетом их важности (при­
оритетов, весов и т. п.) и допустимых объемов долгов, получаемых 
в результате перераспределения, вторая модель — задачи целесообраз­
ного использования дополнительных (кредитных) ресурсов, направля­
емых на погашение взаимных долгов. Решение возникающих при этом 
оптимизационных задач основано на сведении их к хорошо известной 
задаче о циркуляции минимальной стоимости. Приводится информа­
ция о практической реализации рассматриваемых задач и возможных 
направлениях дальнейшего развития предлагаемого подхода. 

В в е д е н и е 

Необходимость разработки рассматриваемых моделей вызвана вы­
соким уровнем взаимных неплатежей, которые в условиях сильных 
инфляционных процессов привели к резкому сокращению налоговых 
поступлений и увеличению дефицита бюджета. Невыполнение платеж­
ных обязательств предприятиями, областными администрациями и фе­
деральными органами приводит к длительным задержкам зарплаты, 
общему спаду производства и усиливает социально-экономическую на­
пряженность в стране. 

Проблема неплатежей, несомненно, очень сложна и многогранна. 
В силу этого авторы не ставят перед собой цель всестороннего иссле­
дования причин этого явления и способов его устранения. Ограничимся 
рассмотрением достаточно простой ситуации, когда для некоторого мно­
жества предприятий известна информация об их задолженности друг 
другу в виде простых соотношений типа «предприятие х должно пред­
приятию у сумму й(ж,у)>>. В качестве показателя напряженности такой 
системы используем сумму величин d(x,y) либо их взвешенную сумму. 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 96-01-01591). 

© 1997 Гимади Э. X, Глебов Н. И., Залюбовский В. В. 
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Известны по крайней мере два пути снижения суммы взаимных за­
долженностей предприятий: перераспределение долгов и проведение 
циклических взаимозачетов. 

Первый из этих возможных способов снижения напряженности рас­
сматриваемой системы заключается в проведении некоторого перерас­
пределения долгов предприятий, направленного на уменьшение суммар­
ной задолженности. 

Основным аргументом в пользу применения такой процедуры явля­
ется тот факт, что для большого числа предприятий сумма его долгов 
сравнима с суммой средств, которые ему должны другие предприятия. 
В работах [1-3] рассмотрена постановка задачи зачета взаимных долгов 
предприятий, в которой в качестве функционала фигурирует сумма ква­
дратов долгов предприятий, остающихся после перераспределения. Та­
кой выбор целевой функции представляется искусственным, поскольку 
не выражает существа дела и может быть объяснен пристрастием авто­
ров к методу неопределенных множителей Лагранжа. 

В работах [4, 5] приводится постановка задачи с более естествен­
ным функционалом, равным сумме всех долгов предприятий. С мате­
матической точки зрения рассматриваемая задача тривиально сводится 
к нахождению произвольного допустимого решения транспортной за­
дачи, когда стоимость транспортировки не учитывается. Предложенные 
в [4, 5] способы получения таких решений транспортной задачи давно 
и хорошо известны специалистам в области исследования операций. Так, 
в [4] используется алгоритм, являющийся, по сути, вариацией метода 
«северо-западного» угла. В [5] перераспределение долгов производится 
пропорционально балансам платежей предприятий. 

Несмотря на многообещающее название статьи [4], используемый 
подход имеет ряд существенных недостатков. Один из них заключается 
в том, что рассматриваемые в модели долги характеризуются только 
своими размерами. На практике же существует определенная дифферен­
циация долгов, связанная с их важностью для предприятия либо системы 
в целом. Например, платежи в бюджет, просроченная задолженность 
предприятия, на которую производится начисление пени, и т. п. 

Частичный учет этого фактора возможен, если с каждым долгом 
d(x,y) связать некоторую величину с(я,у), которую будем называть це­
ной единичной задолженности предприятия х предприятию у. В каче­
стве с(ж, у) могут быть взяты приоритет долга d(x, у), взимаемый штраф 
либо премия за его ликвидацию. При этом в качестве целевой функ­
ции естественно взять сумму величин с(х, y)f(x,y), где f(x,y) — долг 
предприятия х предприятию у после процедуры перераспределения. 
Очевидно, что в этом случае предложенные в [4, 5] методы не гаран­
тируют получение точного решения. 
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Более существенным недостатком является то, что в результате по­
добного перераспределения могут возникнуть новые отношения «долж­
ник — заемщик» между предприятиями, не связанными ранее между 
собой никакими реальными обязательствами. В условиях децентрализо­
ванной экономики и самостоятельности предприятий реализация подоб­
ных отношений может оказаться затруднительной либо невыполнимой. 

Второй из упомянутых способов снижения суммы взаимных задол­
женностей предприятий — метод циклических взаимозачетов — предпо­
лагает абсолютное запрещение новых долговых связей. Вследствие этого 
каждое предприятие может производить расчеты только с теми предпри­
ятиями, с которыми оно изначально связано отношениями «должник — 
заемщик». Очевидно, в силу столь жесткого ограничения эффект цикли­
ческого взаимозачета может быть меньше, чем в случае перераспреде­
ления долгов, но он представляется более удобным с точки зрения прак­
тической реализации. Кроме того, эффект такого взаимозачета может 
быть существенно увеличен за счет использования кредитных ресурсов. 

Отличительной особенностью предлагаемого в настоящей статье 
подхода является то, что для любых двух предприятий х и у задается 
диапазон допустимых значений величины, полученной в ходе перерас­
пределения долгов задолженности предприятия х предприятию у. В этом 
случае мш имеем дело с обобщением упомянутых выше подходов. Дей­
ствительно, если положить верхние границы всех диапазонов равными 
достаточно большому числу, а нижние границы — нулю, то получим 
задачу перераспределения долгов. Если же верхние границы считать 
равными d(x, у), а нижние — нулю, то будем иметь модель циклических 
взаимозачетов. Кроме того, в целевой функции мы допускаем взвешен­
ное суммирование долгов предприятий. 

В настоящей статье предлагаются две математические модели пога­
шения долгов. Решение возникающих при этом оптимизационных задач 
основано на сведении их к хорошо известной задаче о циркуляции мини­
мальной стоимости [6, 7]. Под сводимостью задачи А к задаче В будем 
понимать возможность построения исходных данных задачи В по исход­
ным данным задачи А и получения по оптимальному решению задачи 
В оптимального решения задачи А. 

В разд. 1 вводятся необходимые обозначения и описывается базовая 
математическая модель. В разд. 2 рассматривается обобщенная задача 
целесообразного перераспределения долгов предприятий с учетом упо­
мянутой выше функции с(х,у). Разд. 3 посвящен решению задачи це­
лесообразного использования дополнительных ресурсов, направляемых 
на погашение взаимных долгов. В заключении приводится информация 
о практической реализации рассматриваемых задач и возможных напра­
влениях дальнейшего развития предлагаемого подхода. 
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1. Базовая математическая модель 

Для описания базовой модели введем ориентированный граф G = 
(V, U) с множеством вершин V и множеством дуг U С V х V. 

Для непересекающихся подмножеств I и У из У через (X, У) обо­
значим множество всех дуг графа G, ведущих и з ж £ Х в у £ У . 

Для любой функции го, определенной на множестве £/, обозначим 
через divy;(x) дивергенцию функции w в вершине ж Е У, вычисляемую 
по формуле 

u£A(x) u£B(x) 

где А(х) и B(x) — множества дуг в графе 6\ выходящих из вершины х 
и входящих в вершину х соответственно. 

Функцию / , определенную на множестве £/", называют циркуляцион­
ным потоком, или циркуляцией, если divj(v) — О для всякого v Е У. 

Задача о циркуляции минимальной стоимости (ЗЦМС) на графе 
G = (У, U) может быть записана в следующем виде. 

Минимизировать 

при выполнении следующих ограничений: 

diVf(v) — О при каждом v E У, (2) 
а(м) ^ /(tt) ^ а(гл) при каждом и Е (7, (3) 

где с(-гг) — цена прохождения единичного потока по дуге щ а[и) и а(и) — 
ограничения снизу и сверху на величину потока по дуге и Е U. 

Эффективные методы решения ЗЦМС имеются, например, в [6-8]. 
В [8] содержится обширный материал, посвященный особенностям реа­
лизации методов решения ЗЦМС и сравнительному анализу различных 
алгоритмов. 

2. Обобщенная задача 
перераспределения долгов предприятий 

Обозначим через N — { 1 , . . . ,п} множество предприятий. На мно­
жестве Е — {(i,j) | i ф j , 1 ^ г, j ^ п} заданы функции с£(е),с(е) и а(е), 
равные для е — ( i , j ) соответственно долгу, цене единичной задолжен­
ности и максимально допустимой величине задолженности предприятия 
г предприятию j . Естественно предположить, что d(e) ^ 0 и а(е) ^ О 
при любом е Е Е. 

Для функции с?, определенной на множестве Е, дивергенцию divd(x) 
в вершине х е N для простоты будем обозначать через Д(я). 
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Обобщенная задача перераспределения долгое предприятий (далее 
ЗПДП) может быть сформулирована следующим образом: при заданных 
функциях d(e), с(е) и а(е) найти такое перераспределение долгое / ( e ) , 
которое минимизирует функцию 

£ Ф Ж е ) (4) 

при условии совпадения дивергенции функции f с дивергенцией искомой 
функции d, т. е. при каждом х G N 

d i v ^ z ) = Д(х ) , (5) 

и выполнении ограничений на задолженности, т. е. при каждом е G Е 

О <: / ( e ) ^ а(е). (6) 

У т в е р ж д е н и е 1. ЗПДП (4)-(6) сводятся к ЗЦМС (1)-(3). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Очевидно, что пара (N,E) образует ориенти­
рованный граф. Покажем, что ЗПДП может быть сведена к ЗЦМС 
на некотором расширенном графе G — (V,U), где V = N U {s}, U = 
Е U (s, 5 ) U (T, s) , s — фиктивная вершина, а множества 5 и Т опреде­
лены следующим образом: 

S = {х е N \ А(х) > 0 } ; Т = {х G N | А(х) < 0 } . 

Множество 5 состоит из предприятий, чей суммарный долг участни­
кам рассматриваемой системы больше суммарной задолженности участ­
ников системы этому предприятию. В дальнейшем такие предприя­
тия будем называть дебиторами системы. Предприятия, составляющие 
множество Т, будем называть кредиторами системы. 

По исходным данным ЗПДП построим ЗЦМС на графе G — (V, U) 
со следующими значениями функций с(и), а{и) и а(и): 

C(U">= i n г- ( С \ , , / Т А ( 7 ) 
[ 0, если и G (s, Ь) U [1 , s ) ; 

( 0, если и G Е, 
а(и) — < Д(ж), если и — (s,x) G ( 5 , 5 ) , (8) 

' c(tt), 
. 0 , 

0, 
А(х), 
-А(х), 

а(и), 
А(х), 
-А(х), 

если и £ Е, 
если ^ G («s, 5) U (Г, 5); 

если и £ Е, 
если м = (5, ж) G (^,5), 
если ?г = (ж, 5) G (Т, <s); 

если и € Е, 
если м = (<s,x) G (5, 5), 
если и — (ж, б) G (^Vs). 

a(w) = < Д(ж), если и = («s,x) G ( s , 5 ) , (9) 
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Пусть f(u) — оптимальное решение ЗЦМС на расширенном графе 
G = (V, U). Покажем, что /(e) = / (e) , е £ Е, является оптимальным 
решением ЗПДП. 

Пусть А(ж), В(х) — множества дуг в графе G, выходящих из вер­
шины х и входящих в вершину х соответственно. Используем обозначе­
ния А(ж), В(х) для аналогичных множеств в графе G. Очевидно, что 

~( ГА( . ) , _ е с л и * е £ , 0 ) 

I. А(х) + /(ж, s), если х Е Т; 

Ъ( \ j B(x) +f(s,x), если х е 5, 
5 ( ж ) = \ а д , е с л и . е Г . ( П ) 

С учетом равенств (2), (10), (11) и очевидного соотношения / ( s , ж) = 
А(ж) при ж £ 5 и f(x,s) — -А(ж) при х € Т следует выполнение огра­
ничений (5) для всякого х £ 7V: 

о = diV/(x) = £ /(ti) - х; />) = Е я*) - Е я*) - д(*) 
izG^(r) u£B(x) еЕЛ(х) е£В(х) 

= (Иуу(ж) - Д(ж). 

Выполнение ограничения (6) непосредственно следует из (3), по­
скольку для всякого е £ Е в силу (8)-(9) справедливы равенства а(е) = 0 
и а(е) = а(е). 

Наконец, из (7) следует совпадение оптимального значения целевой 
функции ЗЦМС на графе G со значением целевой функции ЗПДП на 
указанном решении / (e) , е £ Е. Отсюда непосредственно следуют опти­
мальность решения / (e) , eG £ , и сводимость ЗПДП к ЗЦМС. Утвер­
ждение 1 доказано. 

3. Задача целесообразного кредитования 
для погашения долгов предприятий 

Пусть N = { 1 , . . . , п) — множество предприятий, a srf С Е -• {(г, j ) | 
г ф j , 1 ^ г, j ^ п} — подмножество пар (г, j ) , для которых заданы долги 
dij предприятия i предприятию j . Известен также суммарный кредит 
Q, предоставляемый предприятиям для погашения долгов. 

Каждому предприятию i £ iV, в принципе, предоставляется возмож­
ность взятия некоторого кредита дг, 0 ^ qt ^ Q, и в результате дальней­
ших взаиморасчетов некоторая сумма р{ может оказаться на «свобод­
ном» счете этого предприятия. 
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Далее сумму значений произвольной функции w по дугам, соединя­
ющим непересекающиеся множества X и У, будем обозначать соответ­
ствующей заглавной буквой: 

W(X,Y)= Yl w"-

Рассмотрим следующую задачу целесообразного кредитования: 
найти систему выплат fa, кредитования qi предприятий и «чистых» 
возвратов долгов pi} минимизирующую сумму оставшихся долгов 

п 

Е*+ £ (*/-/«) (12) 
при следующих условиях: 

• сумма использованного кредитного ресурса не превышает ли­
мита предоставляемого ресурса, т. е. при любом j £ N 

п 

Х > ^ £ , Ъ>0; (13) 
i= i 

• выплата предприятия г предприятию j не превышает величины 
его долга, т. е. при любых ( i , j) £ srf 

O^fij^dij; (14) 

• сумма средств, поступающих предприятию в виде кредита и вы­
плат от других предприятий, равно сумме средств, оставляемых на 
«свободном» счете предприятия, и выплат его кредиторам, т. е. при 
любом г £ N 

F(N,i) + qi = F(i,N) + Pi. (15) 

Задачу (12)—(15) обозначим через ЗЦК. 
Отметим некоторые свойства величин р{ и <?,-, % £ N. 

Утверждение 2. Решение ЗЦК удовлетворяет соотношению 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Просуммировав (15) по г, получим 

£ F(iV, i) + J > = $>(*, iV) + Х > 

Отсюда в силу совпадения сумм потоков следует справедливость утвер­
ждения 2. 
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Утверждение 3. В оптимальном решении ЗЦК при любом i € N 
выполняется равенство piqi — О, т. е. если q{ > О, то pi = О, и если р{ > О, 
то qi - О. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, что в оптимальном решении для не­
которого i € N справедливы неравенства р{ > О и q{ > 0. Тогда, не 
изменяя системы выплат /,-,, можно уменьшить кредит <&, предостав­
ленный предприятию г, и размер средств на «свободном» счете р{ на 
величину тт (^ ,д , - ) > 0 и тем самым получить решение задачи с мень­
шим значением целевой функции. Полученное противоречие доказывает 
утверждение 3. 

Воспользуемся обозначениями для множеств дебиторов и кредиторов 
системы, введенными в предыдущем разделе: S = {v £ N | divd(v) > 0}; 
T = {veN\ divd(v) < 0}. 

Имеют место следующие свойства оптимального решения ЗЦК. 

Утверждение 4. В оптимальном решении ЗЦК для всякого креди­
тора j G Т кредит qj равен 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, что qj > 0 для некоторого j £ Т. 
Тогда из утверждения 2 следует, что 

F(N,j) + qj = F(j,N) ^ D(j,N) <; D(NJ), 

т. е. F(N,j) < D(N, j ) , и, таким образом, найдется дуга (г, j ) £ srf, для 
которой f^ < dij. Положив 6 = m i n ^ , ^ - Д,) > 0 и перестроив поток 
fij ~ fij + U, q'j = qj — 6, q[ — qi + <S, получим допустимый поток со зна­
чением целевой функции, уменьшенном на величину 6 > 0. Полученное 
противоречие доказывает утверждение 4. 

Аналогичным способом может быть доказано 

Утверждение 5. В оптимальном решении ЗЦК для всякого деби­
тора i G S свободный остаток р{ равен 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть р{ > 0 для некоторого г е 5. Имеем 

£(г, N) > D(N, i) z F(N, i) = F(i, N) + Pi > F(i, N), 

откуда найдется дуга (ij) e srf, для которой f{j < d{j. Положив 6 = 
min(>{ ,d^-f^) > 0 и перестроив поток f'{j = Д/+ £, p\ = р{-8, р'. = Pj+6, 
получим допустимый поток со значением целевой функции, уменьшен­
ном на величину S > 0, что противоречит оптимальности решения ЗЦК. 
Утверждение 5 доказано. 

Утверждение 6. ЗЦК (12)-(15) сводится к ЗЦМС (1)-(3). 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим вспомогательный граф G = (V, 17), 
где V - N U {«М} — множество вершин (s,t — фиктивные); U = £? U 
(s, S) U (T, i) U (/, б) — множество дуг с параметрами 

( — 1, если и 6 «я/, 
с(^) = < 1, если u £ (^,5), (16) 

I 0, если и £ (Г, i)U (*,$); 

а(и) = 0, если u £ U; (17) 

а ^ ч = / rf(tt)' е с л и и е ^ ' (18) 
ayU) \ g , если t i€ (5 ,5 )U(T , t )U(* ,5 ) . 

Заметим, что если f(u) — произвольное допустимое решение ЗЦМС 
на графе G, то решение ЗЦК, определяемое как Д,- = f(u) для и = 
(hj) € «£̂ , также является допустимым и дает значение целевой функ­
ции, отличающееся от значения целевой функции ЗЦМС на постоянную 
величину ]И dij. Отсюда следует, что сужение оптимального реше-

ния ЗЦМС на графе G на множество я/ дает оптимальное решение ЗЦК. 
Утверждение 6 доказано. 

Заключение 

На основе предложенных моделей авторами создано программное 
обеспечение, позволяющее решать реальные задачи погашения взаим­
ных долгов предприятий на персональных компьютерах. Существую­
щая версия позволяет получать решения задач, содержащих до 50000 
клиентов и несколько миллионов связей (долгов) между ними. Эта раз­
мерность соответствует объему информации о предприятиях крупной 
области и даже региона. Время счета на компьютере с процессором 
Intel Pentium 200 и объемом оперативной памяти 64 Mb при случайно 
генерируемых данных составляет 15 минут при 1 млн. связей. При 
числе связей 2 млн. время работы программы увеличивается до 2,5 ча­
сов. Следует отметить, что при использовании реальных данных время 
работы программы, как правило, существенно меньше. К сожалению, 
в настоящее время авторы не располагают реальной информацией по­
добных размеров. 

Разработанная программа используется в Национальном банке рес­
публики Бурятия (г. Улан-Удэ) и АКБ «Кузбасспромбанк» (г. Кеме­
рово). Готовится ее внедрение в Красноярской расчетной палате и АИК-
ПСБ «Омскпромстройбанк». Широкое внедрение программы сдержива­
ется сложностью сбора необходимой информации и недостаточной пра­
вовой поддержкой процедуры проведения взаимозачета. 

117



О некоторых задачах погашения взаимных долгов 39 

В качестве основных направлений развития предложенных моделей 
наиболее перспективными представляются следующие: 

— учет приоритетов платежей в задаче целесообразного кредито­
вания; 

— учет товарообменных операций при проведении взаимозачета; 
— возможность учета операций взаимозачета, не сохраняющих 

проплату. 
Два первых направления, в принципе, могут быть реализованы 

в рамках задачи о циркуляции минимальной стоимости. Для решения 
последней задачи необходимо использование более общей модели, учи­
тывающей изменение потока при прохождении определенных дуг графа. 
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УДК 519.176 

О ЗАДАЧАХ 
ЦЕЛЕСООБРАЗНОГО ТОВАРООБМЕНА*) 

Э. X. Гимади, Я. И, Глебов, В. В. Залюбовский 

Предлагаются математические модели нахождения планов целе­
сообразного товарообмена и погашения взаимных долгов предприя­
тий с помощью товарообменных операций. Рассмотрена возможность 
учета затрат на транспортировку продукции. Решение возникающих 
при этом оптимизационных задач основано на сведении их к хорошо 
известной задаче о циркуляции минимальной стоимости. Приводится 
информация о программном продукте, в котором реализованы предла­
гаемые модели. 

Введение 

В работе [1] были предложены две математические модели погаше­
ния взаимных долгов предприятий, в которых рассматривались опти­
мизационные задачи нахождения схем денежных взаимозачетов с уче­
том важности и допустимых объемов долгов, а также с использованием 
дополнительных кредитных ресурсов. Однако в силу недостатка обо­
ротных средств и ряда других причин при реальных расчетах между 
предприятиями доля денежных платежей нередко составляет менее 10% 
от общей суммы. Остальной объем платежей приходится на товарооб­
менные (бартерные) операции и операции с различными видами ценных 
бумаг и их суррогатов. 

Очевидно, что подобные платежные инструменты обладают суще­
ственно меньшей универсальностью, что на фоне отсутствия централи­
зованных систем снабжения и торговли, а также неразвитости рынка 
ценных бумаг порождает серьезные трудности в организации поставок 
сырья и сбыта продукции для отдельно взятого предприятия. Каждое 
предприятие, как правило, хорошо знает потенциальных поставщиков 
необходимого ему сырья и оборудования, а также непосредственных по­
купателей своей продукции. Но такой информации зачастую бывает 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 96-01-01591). 

© 1998 Гимади Э. X., Глебов Н. И., Залюбовский В. В. 
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недостаточно для организации устойчивых товарообменных операций 
в условиях нехватки оборотных средств. Одним из возможных выхо­
дов из сложившейся ситуации представляется возможность нахождения 
схем целесообразного товарообмена на основе комплексного анализа ре­
сурсных потребностей и производственных возможностей соответству­
ющей совокупности предприятий. 

В настоящей работе предлагаются математические модели погаше­
ния долгов предприятий с использованием товарообменных операций. 
Как и в [1], в качестве базовой математической модели, к которой 
осуществляется сведение рассматриваемых в работе задач целесообраз­
ного товарообмена, использована задача о циркуляции минимальной 
стоимости. 

1. Базовая математическая модель 

Пусть имеется ориентированный граф G = (V,U) с множеством вер­
шин V и множеством дуг U С V х V. 

Для непересекающихся подмножеств X и У из V через (X, У) обо­
значим множество всех дуг графа G, ведущих из ж G X в |/ £ У. 

Для любой функции w, определенной на множестве U, обозначим 
через divw(x) дивергенцию функции w в вершине х 6 V, вычисляемую 
по формуле 

Ai\w{x) = ^ w(u)~ ^^ w(u)i 
u£A(x) u£B(z) 

где А(х), В{х) — множества дуг в графе G, выходящих из вершины х 
и входящих в вершину х соответственно. 

Функцию / , определенную на множестве £/, называют циркуляцион­
ным потоком, или циркуляцией, если &\v j(v) = 0 для всякого v € V. 

Задача о циркуляции минимальной стоимости (далее ЗЦМС) на 
графе G = (V, U) может быть записана в следующем виде. 

Минимизировать 
£>(«)/(«) (1) 

при выполнении следующих ограничений: 

div,(i;) = 0, ve V, (2) 
а(и) <: / О ) <с а(и), и е U, (3) 

где с(и) — цена прохождения единичного потока по дуге и; а(и) и а(и) — 
ограничения снизу и сверху на величину потока по дуге и € U. 

Эффективные методы решения ЗЦМС имеются, например, в [2-3]. 
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2. Задача целесообразного товарообмена 
Пусть N = { 1 , . . . , п} — множество предприятий, R = { 1 , . . . , га} — 

множество типов товаров (ресурсов), выпускаемых и/или потребляемых 
предприятиями из множества N. В дальнейшем мы не будем различать 
понятия «товар» и «ресурс», так как один и тот же продукт (услуга) 
может быть для одного предприятия потребляемым ресурсом, а для дру­
гого — производимым товаром. 

Для каждого предприятия i € N и товара г € R заданы величины 
4 ^ 0 и р[ ^ 0, равные соответственно объему спроса и предложения 
(исчисляемых в стоимостном выражении). Без уменьшения общности 
можно считать, что s^p1- = 0 для любых i Е N и г £ R. Содержательный 
смысл этого условия заключается в том, что никакое предприятие не 
может являться одновременно поставщиком и покупателем одного и того 
же товара. 

Под схемой (планом) товарообмена будем понимать совокупность 
величин f[j ^ 0, i,j € N, г € Л. При этом значение /£ равно объ­
ему (в стоимостном выражении) товара г, передаваемого предприятием 
i предприятию j . Далее будем полагать, что /£//,- ~ 0, т. е. отсутствуют 
встречные поставки одного и того же товара между парой предприятий. 

Задача нахождения целесообразного товарообмена (далее ЗЦТ) мо­
жет быть сформулирована следующим образом: при заданных величи­
нах S* и р\ найти такую схему товарообмена (/£), которая максимизи­
ровала бы суммарный объем товарообменных операций: 

Е Е^ w 
(i,j)eNxNr£R 

при выполнении следующих условий: 
• суммарный объем товара г, передаваемый предприятием г, не дол­

жен превосходить его возможностей, т. е. при любых г € R, г € N 

ЕЛ/^K; (5) 
• суммарный объем товара г, получаемый предприятием jf, не дол­

жен превосходить потребностей последнего, т. е. при любых г G Л, 
jeN 

£Я^Г; (в) 
• суммарный объем товаров, приобретенных предприятием, равен 

суммарному объему реализованных этим предприятием товаров, т. е. 
при любом г £ N 

££/;•• = £ £ / ; • т 
r£Rj£N rERj£N 
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Справедливо следующее 

У т в е р ж д е н и е 1. ЗЦТ (4)-(7) сводится к ЗЦМС (1)-{S). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По исходным данным ЗЦТ построим некоторый 

взвешенный ориентированный граф и покажем, что из решения ЗЦМС 
на этом графе можно получить решение ЗЦТ. 

Рассмотрим граф G с множеством вершин V = N U R и множеством 
дуг £7, определяемым по следующим правилам. 

1. Дуга и = (г, г), идущая от вершины, соответствующей предпри­
ятию г 6 iV, к вершине, соответствующей товару г £ Д, существует 
тогда и только тогда, когда рг

{ > О (т. е. предприятие г предлагает для 
реализации товар г). При этом для дуги и полагаем а(и) — О, а(и) = р£ 
i c ( t t ) = - 1 / 2 . 

2. Дуга w = (г, г), идущая от вершины, соответствующей товару 
г 6 Л, к вершине, соответствующей предприятию г £ TV, существует 
тогда и только тогда, когда s£ > 0 (т. е. предприятию г требуется товар 
г). При этом для дуги и полагаем а(и) = 0, а(и) — в? и с(^) — —1/2. 

Покажем, что любая циркуляция в построенном нами графе соот­
ветствует некоторому допустимому плану товарообмена. Пусть f(u) — 
некоторая циркуляция в G, Определим по ней значения величин / £ . Из­
вестно, что любая циркуляция может быть представлена в виде суммы 
элементарных (циклических) циркуляции. Обозначим через Q\^Q^ • • • , 
QT циклы, соответствующие элементарным циркуляциям, сумма кото­
рых равна циркуляции / . Каждому такому циклу соответствует поло­
жительная величина gt, равная величине потока, проходящего по циклу 
Qt. (Заметим, что разложение циркуляции на элементарные может быть 
неоднозначным, но нас устраивает любое из них.) Определим множество 
индексов FT- С {1 ,2 , . . . , Г} (г, j £ N; t e T) по следующему правилу: 

t € fjt <=> цикл Qt содержит фрагмент вида (г,г,^). 

Теперь мы можем определить величины / £ , воспользовавшись формулой 

Нетрудно проверить, что полученные таким образом значения f\-
удовлетворяют всем ограничениям ЗЦТ. Кроме того, величина функ­
ционала ЗЦМС на любой циркуляции равна значению функционала (4) 
ЗЦТ на соответствующем плане товарообмена, взятому с противополож­
ным знаком. 

Так же просто доказывается, что любому допустимому решению 
(f[j) ЗЦТ можно поставить в соответствие циркуляцию / в графе G 
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со значением функционала, равным по абсолютной величине суммар­
ному объему товарообменных операций. Для этого достаточно положить 

На основании изложенного выше можно сделать вывод о том, что 
оптимальному решению ЗЦМС будет соответствовать оптимальное ре­
шение ЗЦТ. Утверждение 1 доказано. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Число вершин в графе G, построенном при дока­
зательстве утверждения 1, равно п + га, а число дуг не превосходит 
величины птп. 

3. Задача погашения долгов 
с использованием товарообменных операций 

Предположим, что в дополнение к исходным данным ЗЦТ, описан­
ной в предыдущем разделе, для каждой пары предприятий (г, j) € N xN 
задана величина d^ ^ 0, характеризующая задолженность предприя­
тия г предприятию j . Без уменьшения общности можно считать, что 
dij • dji = 0 для любых г, j £ N. 

Наряду с величинами /£ ^ 0 ( i , j € JV, r 6 Д), равными объему 
(в стоимостном выражении) товара г, передаваемого предприятием i 
предприятию j , введем в рассмотрение величины Д( ^ 0, г, j 6 N. При 
этом значение Д, определим как величину долга, который предприятие % 
зачитывает предприятию j . 

Под планом (схемой) товарообмена, допустимом в рамках задачи 
погашения долгов, будем понимать .совокупность величин (fLifij), 
удовлетворяющую следующим условиям: 

• суммарный объем товара г, передаваемый предприятием г, не дол­
жен превосходить его возможностей, т. е. при любых г € R, i 6 N 

Ел^к; (8) 
• суммарный объем товара г, получаемый предприятием j , не дол­

жен превосходить потребностей последнего, т. е. при любых г G Л, 

£Я<* (9) 
• сумма объемов товаров, приобретенных предприятием, и долгов, 

зачтенных его кредиторами, равна сумме объемов реализованных этим 
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предприятием товаров и долгов, зачтенных его дебиторам, т. е. при 
любом i 6 N 

££# + £/* = ££# + £/* (ю) 
r£Rj£N j£N reRjeN j£N 

• величина долга, зачитываемая предприятием i предприятию j , не 
должна превосходить величины задолженности предприятия j предпри­
ятию г, т. е. для любых г £ iV, j £ JV 

л,-*; <*,•,•• - (и ) 
Пусть также заданы неотрицательные величины а,/? ̂  0, смысл 

которых будет пояснен позднее. 
Задача максимального погашения долгов с использованием товаро­

обменных операций (далее ЗПД) может быть сформулирована следую­
щим образом: при заданных величинах a,/?,s[, р\ и d^ найти такую 
схему товарообмена (//,-, Д,), которая максимизировала бы взвешенную 
сумму объема товарообменных операций и зачетов: 

«£££я+*££/« С") 
r£Ri£N j£N i£N j£N 

при выполнении ограничений (8)—(11). 
Коэффициенты а и /3 отражают степень важности (приоритет) то­

варообменных и зачетных операций соответственно. В частности, по­
ложив а = 0, получим задачу нахождения максимального погашения 
задолженностей с использованием товарообменных операций. Случай 
f3 — 0 соответствует задаче максимизации суммарного объема товаро­
обменных операций. (Заметим, что даже в этом случае ЗПД не экви­
валентна рассмотренной ранее ЗЦТ, так как наличие дополнительных 
связей, соответствующих долговым отношениям, расширяет множество 
допустимых вариантов товарообмена.) 

У т в е р ж д е н и е 2. ЗПД (8)-(12) СВОДИТСЯ К ЗЦМС (1)-(3). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО ИСХОДНЫМ данным ЗПД построим некоторый 

взвешенный ориентированный граф такой, что из решения ЗЦМС на 
этом графе можно получить решение ЗПД. 

Рассмотрим граф G = (У, U) с множеством вершин V = N U R 
и множеством дуг £7, состоящим из трех непересекающихся подмножеств 
U = U\ U £̂2 U U3. Множества U\ и С/2 определяются так же, как в до­
казательстве утверждения 1: U\ — {и = (г,г) | г G N,r Е R^p\ > 0}, 
JJ2 = {и = (г, г) | г £ iV, г £ #,<s[ > 0}. Множество [/з состоит из дуг, 
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соединяющих вершины, соответствующие предприятиям, которые свя­
заны отношением задолженности: U3 = {и ~ ( i , j ) | ъ € JV, jf € N^dj{ > 
0}. При этом для всякой дуги и € U полагаем а(и) = 0, 

{ Pi, u = (hr)€ ии 
sr

i9 u = (г,г) 6 U2, 
djh u = (ij)e U3; 

J - a / 2 , ^ t / i U J72, 

Далее, как и в доказательстве утверждения 1, можно показать, что 
любая циркуляция в графе G соответствует некоторому плану товаро­
обмена задачи ЗПД. В то же время любому допустимому решению ЗПД 
можно поставить в соответствие циркуляцию в графе G. При этом на 
соответствующих решениях рассматриваемых задач значения функци­
оналов по абсолютной величине совпадают. Отсюда следует, что опти­
мальному решению ЗЦМС на графе G будет соответствовать оптималь­
ное решение ЗПД. Утверждение 2 доказано. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Число вершин в графе (9, построенном при дока­
зательстве утверждения 2, равно п + га, а число дуг не превосходит 
величины п(т + га). 

4. Учет транспортных затрат 

Одним из наиболее существенных недостатков рассмотренных выше 
моделей является отсутствие учета затрат на транспортировку товара. 
Реальные транспортные затраты при существующих тарифах могут су­
щественно повлиять на процесс формирования рациональной схемы то­
варообмена. 

Рассмотрим модификацию модели, позволяющую принимать во вни­
мание расходы на транспортировку товара, на примере задачи целесо­
образного товарообмена. 

Пусть для каждой пары предприятий ( i , j ) Е E заданы неотрица­
тельные числа tr

(j ^ 0, г — 1 , . . . , М, отражающие удельный вес затрат 
на транспортировку товара г от предприятия г к предприятию j . Тогда 
можно сформулировать задачу нахождения целесообразного товарооб­
мена с учетом транспортных затрат (ЗЦТТЗ): в условиях ограниче­
ний (5)-(7) найти схему товарообмена (/£), минимизирующую следую­
щий функционал: 

Е YM-Wh- аз) 
(ij)eNxNreR 

Имеет место 
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Утверждение 3. ЗЦТТЗ (5)-(7), (13) сводится к ЗЦМС (1)-(3). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Построим по исходным данным ЗЦТТЗ взве­

шенный ориентированный граф G = (V, U) такой, что из решения ЗЦМС 
на этом графе можно получить решение исходной задачи. 

Множество V вершин графа G состоит из трех непересекающихся 
множеств: V — N U X U У. Множества X и У при этом определяются 
следующим образом: 

х = К I v\ > о, % е N, г е д}, У = {у[| < > о, t e JV, г е д>-
Множество дуг U графа G также состоит из трех непересекающихся 

множеств: U — ?7i U {72 U £/3. 
Множество U\ состоит из дуг вида (г, а£), г £ iV, r 6 Д, соединяющих 

вершины множеств JV и X. При этом для дуги и = (г,ж[) полагаем 
a(V) = 0, а(и) = р£, с(и) = 0. 

Дуги множества f/2 соединяют элементы множеств X и У и имеют 
вид (a£,2/J), г,j € iV, r £ R. При этом полагаем a(w) = 0, a(/u) = 
min{pf,«J}, c(t£) = 1-*£ . 

Множество С/3 состоит из дуг вида (у[, i), i € iV, r £ Д, соединяющих 
вершины множеств У и АГ. При этом для дуги и — (yUi) полагаем 
а(и) ~ 0, а(и) = s£, c(u) = 0. 

Теперь, как и в доказательстве утверждения 1, можно показать, что 
любая циркуляция в графе G соответствует некоторому плану товаро­
обмена задачи ЗЦТТЗ. В то же время любому допустимому решению 
ЗЦТТчЗ можно поставить в соответствие циркуляцию в графе G. При 
этом на соответствующих решениях рассматриваемых задач значения 
функционалов по абсолютной величине совпадают. Отсюда следует, что 
оптимальному решению ЗЦМС на графе G будет соответствовать опти­
мальное решение ЗЦТТЗ. Утверждение 3 доказано. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Число вершин в графе (?, построенном при доказа­
тельстве утверждения 3, оценивается величиной О(пга), а число дуг — 
0(гпп2). 

Аналогичным образом можно учесть транспортные затраты в за­
даче погашения долгов предприятий с использованием товарообменных 
операций. При этом целевая функция задачи примет вид 

«EEEa-w+z'EE/*-
При доказательстве сводимости получаемой задачи к ЗЦМС может 

быть использован граф G из доказательства утверждения 3. При этом 
необходимо модифицировать значения с(и) для дуг из множества Е/2> 
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положив с(и) = -а(1 - £[•) для всех ?/ = (a£,ffj) G (72. Кроме того, 
множество дуг J7 графа G необходимо дополнить множеством 

U4 = {u = (iJ)\ ij€NJdji>0}. 

При этом для всякой и = (b j ) € t/4 полагаем а(и) = 0, a(u) = dji, 
с(и) = - / 3 . 

Заключение 

На основе предложенных моделей авторами создан программный 
продукт, позволяющий решать реальные задачи погашения взаимных 
долгов предприятий с использованием товарообменных операций на пер­
сональных компьютерах. В силу того, что процессы сведения к за­
даче ЗЦМС в рассмотренных выше моделях, равно как и последующего 
восстановления решений исходных задач, являются конструктивными, 
пользователю предоставлена возможность ввода необходимой информа­
ции в естественном виде. 

Существующая версия позволяет получать решения задач, содер­
жащих информацию о десятках тысяч клиентов при числе связей между 
ними, исчисляемых миллионами. 
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ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛИЗ И ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИЙ 
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УДК 519.8 

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ВЫБОРА 
ЦИКЛИЧЕСКОГО МАРШРУТА 

И ЗАГРУЗКИ ТРАНСПОРТНОГО СРЕДСТВА*) 

Э. X. Гимади, Я , И. Глебов, А. И. Сердюков 

Исследуется задача выбора такого простого циклического марш­
рута и такого плана загрузки транспортного средства, когда макси­
мизируется прибыль от купли и продажи загруженных товаров раз­
личных видов во всех заданных пунктах обхода. Произведено сведение 
этой задачи к задаче коммивояжера с матрицей расстояний, удовлетво­
ряющей неравенству треугольника. Предложены полиномиальные ал­
горитмы решения исходной задачи с гарантированной погрешностью 
для ряда типов загрузки. Выделены классы задач, когда описанные 
алгоритмы позволяют получить либо точные, либо асимптотически 
точные решения. 

В рассматриваемой задаче предполагается, что транспортное сред­
ство ограниченной вместимости (грузоподъемности) А > 0 должно осу­
ществить простой циклический обход вершин (пунктов) полного п-вер-
шинного графа Gn. При перемещении из пункта i в пункт j (по дуге 
(г, j) в графе Gn) имеется возможность закупить товары в пункте г и за­
грузить ими транспортное средство (с учетом его вместимости), а затем 
продать эти товары в пункте j . Считаются известными величины аг 

и dra-, где аг — вес одной единицы товара типа г, a dri — стоимость 
единицы товара r-го типа в г-м пункте, 1 ^ г ^ га, 1 ^ г ^ п. 

Под прибылью, получаемой при перемещении по дуге ( i , j ) , будем 
понимать разницу между суммарной стоимостью товаров, проданных 
в пункте j и приобретенных в пункте г. 

Для формулировки задачи оптимального выбора маршрута и за­
грузки транспортного средства введем в рассмотрение переменные xri, 
равные количеству единиц товара r-го типа, приобретенного в г-м 
пункте, 1 ^ г ^ гг, 1 ^ г ^ га. Будем также считать заданным 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 96-01-01591). 

© 1998 Гимади Э. X., Глебов Н. И., Сердюков А. И. 
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Об одной задаче выбора 13 

подмножество X множества неотрицательных вещественных чисел Л + , 
представляющего собой множество возможных значений переменных xri. 

ЗАДАЧА 1. Требуется найти такой циклический обход заданных 
пунктов и такой допустимый план (жГ4) закупки товаров и загрузки ими 
транспортного средства в каждом пункте обхода, чтобы суммарная при­
быль, получаемая в результате купли и продажи товаров, была макси­
мальной. 

Обозначим через F(ir) максимальную суммарную прибыль, получа­
емую при фиксированном обходе 7Г = (я*!,... , тгп), где ж — перестановка 
чисел 1 , . . . , п. 

Нетрудно видеть, что F(TT) складывается из величин прибылей с^, 
получаемых при перемещении по дуге ( i , j ) , г = жк и j = тг*+ъ где 
к = 1 , . . . ,тг, а 7гп+1 = Ж\. Очевидно, что ctJ- является оптимальным 
значением целевой функции в следующей задаче о ранце. 

Найти максимум функции 
т 

^T(drj ~ dri)xri (l) 
r = l 

при ограничениях 
т 

Y^ arXri ^ А, (2) 

xri £ X, г = 1 , . . . ,га, (3) 

где {Ь - о) — max(0, Ь - а). 
Таким образом, задача 1 заключается в максимизации функции 

п 

F(n) = £ c,tirt+1 (4) 
* = 1 

по всем перестановкам 7г = (7ГЬ... , 7гп) чисел 1 , . . . , п, где 7гп+1 = жг. 
Другими словами, задача 1 есть не что иное, как задача коммивоя­

жера на максимум для специальных матриц С = (с,-,), элементы которых 
определяются результатами решения задач (1)-(3). 

Известно, что задача коммивояжера на максимум в общей поста­
новке, так же как и обычная задача коммивояжера (на минимум), 
NP-трудна [6, 11]. Известен ряд работ, посвященных построению при­
ближенных эффективных алгоритмов с оценками для решения задачи 
коммивояжера на максимум [1, 3-5, 7-10]. Поставленная выше задача 1 
в случаях X С Z+ и X = {0,1} является NP-трудной, поскольку 
NP-трудными являются соответствующие задачи о ранце (1)-(3) [6]. 
Отметим, что в случае ar E Z+ для решения задач о ранце имеются 
псевдополиномиальные алгоритмы (см., например, [2]). 

Перейдем теперь к рассмотрению свойств матрицы С. 
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Утверждение 1. Элементы матрицы С удовлетворяют неравен­
ству треугольника, т. е. для любых г, s,j из { 1 , . . . , п) 

C{j ^ C{s ~Г C-sj • 

Действительно, обозначив через (х1
г), (^г)? (жг) оптимальные век­

торы загрузки при перемещении транспортного средства по дугам 
( i , j ) , (г, б), (^, j ) соответственно, имеем 

m m m 

Cij = ] Г (dri-dri)sJ < J Z { ( ^ - ^ г , ) + (б?г,-^гг)}^ = ^2(drj - drs)xl
r 

r = l r = l r = l 
га ттг m 

+ ^ « , - dri)xl
r ^ ^ ( d r j - 4 , ) ^ + ]P(dr, - dr»)̂ r = c** + c,,. 

r = l r = l r = l 

Рассмотрим вопрос о сложности вычисления элементов матрицы С 
в зависимости от типа загрузки, т. е. от вида множества X в ограниче­
нии (3). 

У т в е р ж д е н и е 2. При X — Z+ и целочисленных аг, 1 ^ г ^ га, 
элементы матрицы С можно вычислить за время 0(тпп2А) при исполь­
зуемой рабочей памяти 0(A). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В данном случае мы имеем линейную задачу 
о ранце с целочисленными переменными [3], для которой при произволь­
ных ar E R+ справедливы следующие рекуррентные соотношения: 

Dij(a) = max{Dij(a - ar) + (drj - dri) \ r — 1 , . . . , m и ar ^ a } , (5) 
где 0 ^ a ^ А и с,-,- - A , (A), 1 ^ i, j ^ n. 

Нетрудно видеть, что при ar Е Z+, 1 ^ г ^ га, для вычисления 
всех n2 элементов матрицы С с использованием этих соотношений тре­
буется 0(mn2A) времени при памяти О(А) (без учета памяти для хра­
нения исходной информации и элементов матрицы С). Утверждение 2 
доказано. 

Утверждение 3. При X — {О,1} и целочисленных a r, 1 ^ т ^ га, 
элементы матрицы С можно вычислить за время 0(mn2A) при исполь­
зуемой рабочей памяти О(тА). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В этом случае мы имеем задачу о ранце с {0,1}-
переменными [2], для которой при ar G й+ и 0 ^ a ^ 4 справедливы 
соотношения 

- du) при ax ^ a, 
при ах > а; 

(6) 
Dij(r - 1, а - ar) + (drj - dri) (2 ^ r ^ го). 
А , - ( г - 1 , а ) 
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Об одной задаче выбора 15 

Ясно, что Cij - Dij(m,A), 1 ^ г, j ^ п. При целочисленных аг, 
1 ^ г ^ га, вычисление всех п1 элементов матрицы С с использованием 
соотношений (6) требует времени 0(тп2А) при используемой памяти 
О(тА). Утверждение 3 доказано. 

Утверждение 4- При X — Д+ элементы матрицы С имеют вид 

(drj - dri) Cij = A max — - , 1 ^ г, j ^ гг, 

и матрица С может быть вычислена за время 0{mn2). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Легко видеть, что в рассматриваемом случае 

имеется оптимальный план (жг*)> при котором транспортное средство 
в каждом пункте загружается товарами одного типа. Отсюда следует 
указанный в утверждении вид элементов матрицы, а также оценка вре­
менной сложности. Утверждение 4 доказано. 

Теорема 1. Задача 1 может быть решена за время 0(п3 + ran2А) 
с относительной погрешностью не более 1/4 для исходных данных, когда 
X = Z+ илиХ = {0,1}. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предлагаем следующий трехэтапный алгоритм 
я? решения задачи 1. 

1-й этап (формирование матрицы С). Вход: натуральные числа 
т ,п ,т4 , вектор (or) Е Z™, 1 ^ г ^ п, и матрица (dri) 6 i£+x n . Выход: 
Ы е ЯГ*. 

2-этап (отыскание маршрута 7Г в задаче коммивояжера на макси­
мум с оценкой относительной погрешности 1/4). Вход: натуральное 
число п и матрица расстояний С. Выход: перестановка (маршрут) 
7Г = ( 7 Г Ь . . . , 7ГП). 

3-й этап (вычисление плана загрузки х(к) транспортного средства). 
Вход: натуральные числа га,?г, А, вектор (ar) £ Z™, 1 ^ г ^ гг, ма­
трица (с?н) € Д+Хп и перестановка 7Г, полученная на предыдущем этапе. 
Выход: план загрузки х(ж). 

Алгоритм я/ описан полностью. 
На первом этапе элементы матрицы С вычисляются в соответствии 

с соотношениями (5) и (6). Согласно этим соотношениям временная 
сложность первого этапа алгоритма srf равна 0(mn2A). 

Из утверждения 1 и работы [7] следует, что второй этап может быть 
реализован за время 0(п3). При этом относительная погрешность для 
полученного решения задачи отыскания максимального гамильтонова 
контура не превышает 1/4. 

На третьем этапе практически повторяются действия первого этапа, 
но только для вычисления п элементов матрицы С, соответствующих 
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дугам маршрута 7г, полученного на втором этапе. Это потребует вре­
мени в п раз меньше, чем на первом этапе, т. е. 0(тпА). Кроме вы­
числения упомянутых элементов матрицы здесь формируется план х(тг) 
загрузки транспортного средства. Время выполнения этих действий не 
превышает той же величины 0(тпА). 

Итак, время работы алгоритма srf при решении задачи 1 не превос­
ходит 0(п3 + тп2А); при этом относительная погрешность получаемого 
решения не превышает 1/4. Теорема 1 доказана. 

Перейдем к рассмотрению случая X = R+ (непрерывных планов 
(xri)). В этом случае будем решать задачу 1 с помощью алгоритма srfx, 
являющегося модификацией уже описанного алгоритма srf'. Модифика­
ция касается второго этапа алгоритма. 

Введем некоторые понятия и обозначения. 
Рассматривается га-мерное векторное пространство Л т , где г-му 

орту соответствует тип товара г, 1 ^ г ^ т. Пункту г, 1 ^ г ^ п, 
ставится в соответствие точка у{ — (у / , . . . , г/™) € Л т , где у\ есть сто­
имость единицы товара г-го вида в г-м пункте, т. е. у\ = dri. Под 
расстоянием от точки yi до у$ будем понимать величину 

РКУиУз) = A max —* 

(в прежних обозначениях равную с^-). В условиях исходной задачи это 
означает прибыль, получаемую при перемещении транспортного сред­
ства из пункта i в пункт j . Расширим введенное понятие расстояния на 
все точки пространства Rm. Пусть Ш = {у 6 Rm | р(0->у) ^ 1} — шар 
радиуса один, соответствующий введенному расстоянию. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Шар Ш есть пересечение полупространств: yr ^ А/а г , 
1 ^ г ^ т. Таким образом, Ш является выпуклым полиэдром с т 
гипергранями 

Гг = {(у\...,ут)еШ \yr = A/ar}, l^r^m. 

В работе [10] предложен алгоритм для решения задачи коммивоя­
жера на максимум в Rm с временной сложностью 0(п3) и оценкой отно­
сительной погрешности еп = (L5/2J - l)/w, если единичный шар, соот­
ветствующий функции попарных расстояний между точками, является 
выпуклым многогранником с числом гиперграней s ^ га + 1. Поскольку 
Ш не является многогранником, то после применения алгоритма из [10] 
к матрице С нельзя гарантировать оценку точности найденного реше­
ния, аналогичную еп. 

Пусть Кг — наименьший конус с вершиной в точке 0, содержащий 
все точки гиперграни Гг, 1 ^ г ^ га, a Km+i ~~ отрицательный ортант. 
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Согласно замечанию относительно Ш набор конусов {Кг, • • • > ^ m + i } по­
крывает пространство Rm. Для полиэдра Ж справедливо следующее 
утверждение, аналогичное утверждению для многогранников [10]. 

У т в е р ж д е н и е 5, Для любых четырех точек уг, у2, г/з? У4 и^ R™ 
таких, что (у2 — У\) G Кг, (у4 — ?/з) € / С для некоторого г, 1 ^ г ^ m + 1, 
справедливо неравенство 

р(Уи У2) + р(Уз, У*)<р(Уи У*)+р(Уз, Ы -
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . При г = ж + 1 неравенство выполняется, по­

скольку левая часть равна 0. При г — 1 , . . . ,тп доказательство ана­
логично случаю, когда Ш — многогранник (см. [10]). Утверждение 5 
доказано. 

С учетом утверждений 4, 5 и работы [10] в случае X = i2+ справед­
ливы следующие факты. 

У т в е р ж д е н и е 6. Задача коммивояжера на максимум с матрицей 
С может быть решена за время 0(п3) с оценкой относительной погреш­
ности, не превосходящей еп = ([(то + l ) / 2 j — 1)/гг. 

Т е о р е м а 2. Задача 1 решается за время 0(mn2 + n3) с оценкой 
относительной погрешности еп = ( [ ( т о + 1)/2J - 1 ) /п . 

С л е д с т в и е 1. Задача 1 я р я m — 2 полиномиально разрешима. 

С л е д с т в и е 2. Алгоритм srfx позволяет находить асимптотически 
точное решение задачи 1 в случае, когда га = п/фп, где фп —» схэ яря 
п -* сю. 
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ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛИЗ И ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИЙ 
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УДК 519.8 

О ПРИМЕНИМОСТИ АЛГОРИТМА 
ПОКООРДИНАТНОГО ПОДЪЕМА К ЗАДАЧАМ 
ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ*) 

Н. И. Глебов, В. В. Шенмайер 

Для задачи максимизации вогнутой сепарабельнои функции на 
подмножестве, состоящем из всех максимальных относительно частич­
ного порядка точек некоторого конечного множества в Rn, обоснован 
критерий ее разрешимости посредством «жадного» алгоритма. До­
казано также одно достаточное условие применимости данного алго­
ритма и указан класс задач целочисленного программирования, 
удовлетворяющих полученному критерию разрешимости. 

Известно, что для решения некоторых задач целочисленного про­
граммирования может быть использован алгоритм покоординатного 
подъема (жадный алгоритм). В данной статье исследуется вопрос о при­
менимости подобного алгоритма для решения задачи максимизации во­
гнутой сепарабельнои функции на подмножестве максимальных относи­
тельно частичного порядка точек некоторого конечного множества. 

Рассматриваемая задача имеет вид: найти 

т а х { / ( х ) | х £ Q} (1) 

где х = ( ж ь . . .хп) — п-мерный целочисленный вектор, 

/(*) = £/у(*Д (2) 

Q — множество максимальных относительно частичного порядка ^ 
точек из Q] Q — конечное множество целочисленных точек неотрица­
тельного ортанта; /Д-) — вогнутые (т. е. выпуклые вверх) функции. 

Посредством Е(х) далее обозначается множество {j \ х + е,- G Q}, 
где ej есть j - й орт пространства Rn. Будем предполагать, что 0 £ Q, 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 99-01-00510) и Федеральной це­
левой программы «Интеграция» (проект 274). 

© 2000 Глебов Н. И.? Шенмайер В. В. 
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О применимости алгоритма покоординатного подъема 39 

Е(х) ф 0 в случае х £ Q \ Q и все точки множества Q достижимы из 
начала координат. При этом под достижимостью точки х понимается 
существование такой последовательности 0 = ж0, ж1 , . . . , xk — х точек 
множества Q, что в случае к ^ 1 векторы Xs — Xs~1 являются ортами 
пространства Rn при s — 1,2,... , к. 

Согласно правилам рассматриваемого нами алгоритма покоорди­
натного подъема процесс вычислений начинается с точки 0. По достиже­
нии некоторой точки х £ Q \ Q на очередном шаге процесса происходит 
переход к такой точке х' — х + 6j £ Q, для которой приращение функции 
f(x) является максимальным (возможно и отрицательным). Очевидно, 
что при сделанных выше допущениях процесс закончится в некоторой 
точке х £ Q. 

Исследуется вопрос: для каких множеств Q при любых f(x) вида 
(2) алгоритм покоординатного подъема находит точку ж, являющуюся 
решением задачи (1)-(2)? 

Ранее в [1] был получен критерий разрешимости посредством жад­
ного алгоритма задачи, отличающейся от рассматриваемой отсутствием 
требования максимальности ж, т. е. максимизация функции /(ж) произ­
водилась на множестве Q, а не на Q. Частный случай задачи (1)-
(2), когда Q есть множество булевых векторов (или система подмно­
жеств конечного множества), рассмотрен в работах [4, 5], в которых 
установлен критерий разрешимости задачи посредством жадного алго­
ритма. Этот результат распространяется нами и на более общую задачу 
(1)--(2). К рассматриваемому направлению могут быть отнесены также 
работы [2, 3]. 

1. В дальнейшем будем использовать следующие обозначения: 
/ = {1,2, . . . ,га}; 
Z+ — множество всех целых неотрицательных чисел; 
х ^ у эквивалентно у — х £ Z™; 
[x,y] = {zeZ4\x^ z^y}; 
Л » = {j £ / | Xj > 0}; 

n 

\x\ = ]T \XJ\ — норма вектора ж; 

Ajf(x) = f(x + ej)-f{x). 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Точку х £ Q будем называть f-достижимой, если 

существует такая последовательность 0 = ж0, ж1 , . . . ,хк — х точек мно­
жества <2, что Xs = Xs'1 + едя), s = 1,2,... , fe, где j(s) £ £(ж5 - 1) и 

AiW/O*-1) = тах{Д,-Л^"1) | j € Е(х^)}. (3) 
Последовательность с указанными выше свойствами будем называть 
f-допустимой (для точки х). В случае, когда выполнение равенства (3) 
не предполагается, последовательность называется просто допустимой. 
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Очевидно, что максимальные /-достижимые точки и только они мо­
гут являться результатом работы (выходом) алгоритма покоординат­
ного подъема. 

Основным результатом данной статьи является 

Теорема 1. Для того чтобы при любых f(x) вида (2) все мак­
симальные f-достижимые точки были оптимальными решениями за­
дачи (1)-(2), необходимо и достаточно, чтобы множество Q обладало 
свойством: 

Г для любых двух точек х £ Q, у £ Q таких, что х ^ у 
(РР) I и Xi = yi при некотором i £ Е(х), найдется номер 

{ j £ Е(х) такой, что у$ > Xj и у + е{ - е,- £ Q. 

Ради краткости далее будем говорить, что выполнено условие (или 
имеет место свойство) (Opt), если «при любых f(x) вида (2) все мак­
симальные f -достижимые точки являются оптимальными решениями 
задачи (1)-(2)>>. 

При доказательстве теоремы 1 будут использоваться две леммы. 

Лемма 1. ЕСЛИ выполнено условие (Opt), TO все элементы множест­
ва Q имеют одинаковую норму. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим /•(£) = t для любого i £ / . Тогда 
каждая точка х £ Q будет /-достижимой и при этом f(x) = \x\. Сле­
довательно, в силу условия (Opt) должно быть \х\ = const при х £ Q. 
Лемма доказана. 

В дальнейшем величину нормы элементов множества Q будем обо­
значать посредством /. 

Лемма 2. Пусть выполнено условие (Opt). Тогда при любом х £ 
Q\Q и любом у £ Q 

Е(х) Г) 1(у - х) ф 0 . (4) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть х £ Q \Q и у £ Q. Определим функцию 
/ , положив fi(t) — mm{t,max{xi,yi}}, i £ / . Легко видеть, что f(z) ^ 
\z\ для любого z £ Z+ и равенство имеет место тогда и только тогда, 
когда Zi ^ max{xi,yi] при каждом i £ / . В частности, f(y) — \у\ = /. 
Кроме того, любая допустимая последовательность 0 = х°, х1,... , хк = х 
является /-допустимой и может быть продолжена с сохранением этого 
свойства до последовательности вида 0 — х°, ж1 , . . . , хк,... , х, где х £ Q. 

По лемме 1 имеем \х\ — L Так как х ф х и х = хк ^ хк+г ^ х, 
то Xj — хк < xk+l ^ Xj при некотором j £ / , так что хк+1 — х + е,, 
j £ Е(х). По условию (Opt) справедливо неравенство f(x) ^ f(y) — I, 
поскольку у £ Q и точка х является максимальной и /-достижимой. 
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Наряду с этим имеем I = \х\ ^ f(x). Из полученных неравенств сле­
дует равенство /(ж) = |ж|, которое, в свою очередь, влечет неравенства 
ж,- ^ тах{жг-, j/,-}, г Е / . В частности, в силу полученного выше неравенст­
ва Xj < Xj должно быть Xj ^ yj. Таким образом, Xj < yj и j Е Е{х), т. е. 
Е(х) П /(у — х) ф 0. Лемма доказана. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ. Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть х Е Q, 
у £ Q, х ^ у, Xi = yi, i Е 2?(ж). Определим функцию / , положив 

Г m i n { ^ p } , если р € £(ж); 
р \ min{2, ур}, если р £ 1\ Е(х). 

В этом случае точка ж-f ег- оказывается /-достижимой. В самом деле, лю­
бая допустимая (для точки х) последовательность 0 = ж0, ж1 , . . . , хк = х 
является /-допустимой, поскольку все приращения А / = /(ж5) —/(ж5-1), 
s = 1,2,... ,&, равны 1, т. е. имеют максимально возможное значение. 
Последовательность, полученная из рассматриваемой посредством до­
бавления точки ж*4"1 = ж + et-, является также /-допустимой, так как 
Ajf(x) — 0 при любом j £ Е{х). 

Отметим также, что в случае х' ^ ж имеем 

д./м={;-: если ж'я < у8 л s £ Е(х), 
в остальных случаях. 

Отсюда видно, что равенство Ая/(ж ;) = 1 влечет принадлежность но­
мера s множеству 1{у — х'). Это в свою очередь приводит к тому, 
что максимальное значение величины Ajf(x') (как функции от j) на 
множестве Е(х') совпадает с максимальным значением на множестве 
Е(х') П 1(у — ж'), если только последнее не пусто. По лемме 2 оно не 
пусто, когда х' £ Q\Q-

Сказанное выше позволяет утверждать, что в случае х' Е Q \ Q 
и х1 ^ ж любая /-допустимая для точки ж' последовательность может 
быть продолжена (с сохранением /-допустимости) путем добавления не­
которой точки ж" = х1 + ej, где j E Е(х') П /(у - ж'). При этом из условия 
х1 ^ у + е8- будет следовать ж" ^ у + е^ поскольку yj > x'j. 

Таким образом, учитывая /-достижимость точки ж + е$, из приве­
денных рассуждений следует существование такой максимальной /-до­
стижимой точки у, что х + е{ ^ у ^ у + е{. Отсюда, принимая во вни­
мание равенство \у\ = |у|, справедливое согласно лемме 1, следует, что 
у — у + е{ — е^ при некотором j , j / ?'• 

Осталось показать, что j E £(ж). Если допустить, что j ^ £(ж), то, 
учитывая у ^ ж, получаем 

/ ш = Х > Р i р е Е^+Е^ i р ?Е^и я + % = я») -х ' 

138



42 Я. И. Глебов, В. В. Шенмайер 

что противоречит оптимальности у. Необходимость условия (РР) дока­
зана. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Сначала покажем, что каждая максимальная 
точка х удовлетворяет условию \х\ — /, где / — некоторая константа. 
Пусть х G Q, I — \х\ и существуют максимальные точки z такие, что 
\z\ > I. По условию достижимости имеется допустимая (для точки х) 
последовательность 0 = Обозначим через у макси­
мальную точку, которая удовлетворяет условию \у\ > I и которой соот­
ветствует наибольший номер s со свойством xs ^ у. 

Нетрудно видеть, что s < L Для некоторого номера г Е Е(х$) имеем 
xs+x = xs + ег- и ж* = у,-. Применяя условие (РР) к точкам х% у и номеру 
г, можно утверждать, что существует такой номер j Е E(xs), что #j < у7-
и у + ег- — €у Е Q. Для максимальной точки у, мажорирующей у + ег — е,-, 
будем иметь у ^ ж*+1 и \у\ ^ |у| > /. Но это противоречит выбору у. 
Следовательно, при некотором / точки х Е Q удовлетворяют условию 
\х\ = I. 

Теперь рассмотрим произвольную максимальную /-достижимую 
точку х и /-допустимую (для точки х) последовательность 0 = ж0, ж1, 
. . . , ж' = х. Предполагая существование максимальных точек z таких, 
что f(z) > f(x), обозначим через у ту из них, которой соответствует 
наибольший номер 5 со свойством xs ^ у. 

Проведя далее рассуждения, аналогичные приведенным выше, полу­
чим, что при некоторых г, j £ E(xs) справедливы соотношения xs+1 — 
xs + ег-, х\ - у{, х*. < yj и у + е{ - е5 Е <2- Пусть у = у + ег- - еу. Так 
как \у\ ~ |у|, то по доказанному выше точка у должна быть максималь­
ной. Кроме того, в соответствии с правилами жадного алгоритма имеем 
f(xs + е{) ^ f(xs + е^), т. е. выполняется неравенство 

/«(^ + 1) + / У И ) > Л ( ^ ) + Л-(^ + 1)- (5) 

Так как fj — вогнутая функция и у$ ^ Хр то 

/Л*! +1) - ЛИ) £ Ш- +1) - Ш ) . (6) 
Из (5) и (6) следует неравенство 

/,(*? + 1) + fj(yj) 2 U{x\) + /,-(&• + 1). 

Учитывая равенства х\ + 1 = yiy х\ — у{ и у$ + 1 = %, окончательно 
получаем / (у) ^ /(#)• Последнее неравенство вместе с неравенством 
xs+1 ^ у противоречат выбору у. Теорема доказана. 

2. Рассмотрим теперь одно достаточное условие применимости ал­
горитма покоординатного подъема. 
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Теорема 2. Пусть элементы множества Q имеют одинаковую нор­
му и выполняется условие 

для любых у, z £ Q и х £ Q, х ^ z, , , 
из Е(х) Г) I(z - у) ф 0 следует Е(х) П I(y - z) ф 0. 

Тогда множество Q обладает свойством (Opt). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала докажем, что имеет место свойство (4): 

если х 6 Q \ Q, у G Q, то -Б(ж) П /(у — х) ф 0. Предположим, что оно 
нарушается для точек £ G < 2 \ Q K 2 / £ < 2 - Пусть i Е Ь7(х) и ж + ег- ^ z, 
где z e Q. Тогда i £ 1(у - ж) и выполняются неравенства у{ ^ х{ < z^ из 
которых следует, что E(x)Dl(z-y) ф 0. Отсюда и из условия (7) выте­
кает, что Е(х) П I(y — z) ф 0. Однако это противоречит предположению 
о том, что Е(х) П 7(у — х) — 0, поскольку /(у — г) С /(у — х). 

Теперь для завершения доказательства теоремы достаточно убе­
диться в том, что выполняется условие (РР) теоремы 1. Пусть х ^ у 
ж Х{ = уг-, где ж G Q, | / G Q и i G Е(х). Принимая во внимание свойст­
во (4), можно утверждать, что существует максимальная точка z £ Q, 
удовлетворяющая неравенствам ж + ег- ^ z <: у + et-. Так как по условиям 
теоремы для максимальных точек у и z справедливо равенство \z\ = |г/|, 
то при некотором j 6 /(у — ж) имеем z = у + et- — е7-. Остается показать, 
что j G £(ж). Так как жг- — у,-, то i ф j ж E(x)Dl(z—y) ~ {%} ф 0. Отсюда 
с учетом условий теоремы получаем Е(х) П /(у — л) = Е(х) П {j} 7̂  0 , 
т. е. j G Е(х). Теорема доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Анализируя доказательство теоремы 2, нетрудно за­
метить, что в его заключительной части вместо условия (7) достаточно 
использовать свойство (4) и более слабое условие, а именно, 

Г для любых y,zeQnx£Q таких, что х ^ у, х ^ 2, 
1 из £(ж) П I(z - у) ф 0 следует Е(х) П I(y - z) ф 0. 

Если также учесть, что свойство (4) следует из (7), то полученный ре­
зультат может быть несколько усилен путем замены условия (7) на его 
ослабленный вариант (8) и требование наличия свойства (4). 

3. В заключение рассмотрим одно семейство множеств Q, удовлет­
воряющих условиям теоремы 1 (включая и условия достижимости). 

Пусть функция q : Z" —• R обладает свойствами: 
(a) g(0) £ 0; 

(j3) Дг-д(ж)( — q(x + e,-) — q(x)) равняется либо 0, либо 6(q(x)) при 
i £ / и x E Z\* где e(t) — некоторая невозрастающая функция 
и S(t) 2 1; 

(7) А,-д(ж) ^ A,-g(y) при ж ^ и любом г Е / . 
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(Примером функции с такими свойствами может служить q(x) = 6r(I(x)), 
где 6 ^ 1 и г(-) — ранговая функция матроида.) 

Рассмотрим множество Q С 2 " , определяемое условиями 

\х\ <С q(x), (9) 
xeD, (io) 

meb = [Q,d\,deZi. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Вектор х из Z+ будем называть независимым 

(относительно д), если q(x — et-) < д(ж) при любом г 6 /(ж). 
Через Qi обозначим множество всех независимых векторов, принад­

лежащих множеству D. 
Отметим ряд свойств функции q и множеств Q и Qi-

Лемма 3. Пусть последовательность q0 < gx < • • -qs < * • * такова, 
что q0 = g(0), qs+1 ~ qs + 6(qe), s = 0 , 1 , . . . . Тогда q(x) = g w , если 
x e Qi, и q{x) ^ q\x\ - 1, если x £ D \ Qx. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В случае \х\ = 0 имеем х — 0 £ <2i и утверж­
дение леммы очевидным образом выполняется. Допустим, что утверж­
дение справедливо при |ж| — s, и пусть \у\ = 5 + 1. Если у £ <2ъ то 
в силу свойства (7) имеем [0,у] С Qi. Полагая х — у — et-, г £ Д?/), 
имеем ж € Qi и д(у) = д(ж) + %(ж)) = qs + <S(g5) = дя+1. Если у $_ Qu 
то q(y) — q(y — е,-) при некотором г £ Д^)« При х = у - е{ имеем 
ч{у) ~ я{х) ^ Ъ - g*+i ~ 6(Vs) ^ tf|y| - 1- Лемма доказана. 

Следствие. Qi = {х £ D \ q(x) = q\x\}. 

Л е м м а 4. Пусть ж, у £ D, ж ̂  ?/. Тогда 
a) д(ж) = д(г/) эквивалентно тому, что А,-д(ж) = 0 для каждого 

i £ 1{у-х)] 
b) если g(ar) = g(y), то яря любом j £ / Д;-д(,гг) = const яа [х,у]; 
c) если q(x) = д(у) иу eQ, то [х,у] С Q; 
d) есля A{q(y — ег) > 0 яря каждом г £ /(у — ж) я ж £ Q (х £ Qi), 

то[х,у] С Q {[x,y]C Qx). 
Доказательство утверждений леммы может быть осуществлено по 

общей схеме: достаточно доказать каждое утверждение для случая 
\у - х\ ~ 1, а затем провести индукцию по s — \у - х\. Мы ограни­
чимся рассмотрением лишь начального шага индукции для пунктов Ь) 
i d ) . 

Пусть у = х + е,-. В случае Ь) имеем А,-д(ж) = 0. Отсюда в силу 
свойства (7) следует, что Агд(ж + е;-) = 0. Используя соотношение 
Аг-д(ж) + Д;-д(ж + ег-) = Ajq(x) + Aiq(x + ej), получаем A ig(x + ei) = А;-д(ж), 
что и требовалось доказать. 
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В случае d) имеем Д»д(ж) > 0. Если х £ Q, то q(y) = д(ж) +Аг-д(ж) = 
д(я) + 6(q(x)) ^ д(ж) + 1 ^ |ж| + 1 = М, так что у € Q. Если я € Qi, то, 
используя лемму 3, имеем д(у) = #(ж) + S(q(x)) = q\x\ + S(q\x\) = g^|+i = 
g|y|, что влечет у £ <2ъ 

ЗАМЕЧАНИЕ. Поскольку 0 £ Q П Qi, свойство d) влечет включение 
Qi с Q. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Вектор х будем называть базовым для у, если х 
есть максимальный элемент множества Qi П [0, у], ?/ £ D. 

Лемма 5. Множество Q1 является целочисленным полиматроидом, 
т. е. 

1) из х £ Qi следует [0,ж] С <3г, 
2) при любом у € D все базовые для у векторы имеют одинаковую 

норму. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Утверждение 1), как уже отмечалось ранее, сле­

дует из свойства (7). При доказательстве утверждения 2) можно счи­
тать, что у ^ Q1?

 т а к к а к в случае у £ Ql единственным базовым для у 
является вектор у. Пусть вектор х — базовый для у. Предположим, что 
Aiq(x) > 0 при некотором i £ 1{у—х). Тогда согласно пункту d) леммы 4 
из ж £ Qi следует х + ег- £ Q1. Однако это противоречит тому, что век­
тор х — базовый для у. Поэтому Дг-д(ж) = 0 для каждого г £ 1(у — х), 
что согласно пункту а) леммы 4 влечет равенство q(x) = q{y)- Следова­
тельно, базовые для у векторы имеют одно и то же значение функции д, 
что согласно лемме 3 влечет совпадение их норм. Лемма доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. ИЗ доказательства леммы 5 следует, что для любо­
го вектора ж, являющегося базовым для у, имеет место равенство 
q(x) = q(y). 

Теорема 3. Множество Q, определяемое условиями (9)—(10), обла­
дает свойствами: 

(Е+) если х £ Q \ Q, то х + ег- £ Q при некотором i £ / ; 
(Е~) если х £ Q \ {0}, то х - ег- £ Q при некотором i £ /(ж); 
(РР) если х £ Q, у £ Q,x ^ у,х{ = г/г-,г £ Е(х), то существует номер 

j £ Е(х) такой, что у, > Xj и у + е,- - ej £ Q. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Убедимся в справедливости (Е+). Пусть х £ 

Q \Q. Тогда существует вектор у £ Q, мажорирующий ж. Если д(ж) = 
д(у), то согласно пункту с) леммы 4 имеем [х,у] С Q, откуда получаем 
Е{х) Э 1(у — х) ф 0. Если q(x) < q(y), то согласно пункту а) леммы 4 
имеем A(q(x) > 0 при некотором i £ /(у - ж), что в силу пункта d) 
леммы 4 влечет х + ег- £ Q. 

Справедливость (Е~) вытекает из следующих рассуждений. Пусть 
х £ Q \ {0}. Если Аг-д(ж - ег) = 0 при некотором г £ /(ж), то х - е{ £ Q 
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согласно пункту с) леммы 4. Если Д«д(ж — е,-) > 0 при всех г Е /(ж), 
то в силу пункта d) леммы 4 имеем [0, х] С <5> т а к ч т о х ~ ^ Е Q при 
г Е /(ж). 

Наконец, убедимся в справедливости (РР). Пусть х £ Q, у £ Q,x ^ 
у,х£ = yi, где г Е Е(х). 

Сразу же отметим, что все рассматриваемые ниже по ходу доказа­
тельства векторы вида у + ег- — е, и х + е$ принадлежат множеству J9, 
поскольку они мажорируются вектором y + ei7 принадлежность которого 
множеству D следует из условий: ж, = уг-, х + ег- Е i) и у Е I?. 

СЛУЧАЙ 1. д(ж + е,-) = д(ж). 
Используя свойства (/3), (7) и лемму 4, легко устанавливается, что 

q(z) — q(z + е,-) и Ajg(^) = Ajq(z + е,-) при z ^ x ж любом j Е / . 
Рассмотрим две возможности. 
la) Ajq(x — ej) > О при любом j Е 1{у — х). Тогда согласно сказан­

ному выше имеем Ajq(y + е,- — е,-) > 0 при любом j Е /(у — х). Учитывая 
условие х + ег- E Q и пункт d) леммы 4, получаем у + ег- Е <2? ч т о проти­
воречит максимальности у. 

1в) Ajq(x - е,-) = 0 при некотором j E 1{у - х). Тогда, учитывая 
равенство Aiq{y — е ;) = 0, вытекающее из условий (7) и Д^(ж) = О, 
имеем q(y + е{ - е,) = ?(#) ^ | j / | = \у + е{ - е;-|, так что у + е,- - е, Е Q. 
Кроме того, q(x + ej) ^ д(ж) = д(ж + е,-) ^ |ж + е,-| — |аг + е^|. Следовательно, 
£ + е;- Е Q. 

СЛУЧАЙ 2. q(x 4- е{) > q(x). 
Пусть вектор х — базовый для ж, а у — базовый для у и мажорирую­

щий ж, т. е. у ^ х. Существование такого у следует непосредственно из 
определения базового вектора и неравенства х ^ у. Согласно замечанию 
к лемме 5 имеем q(x) = q(x) и q(y) — q(y). 

Рассмотрим две возможности. 
2а) х — у. В этом случае имеем q(x) — q(y). Отсюда и из леммы 4 

следует, что Ajq(z) = 0 и A{q(z) = S при любом z E [ж, у] и j E /(у - ж), 
где 6 — некоторая неотрицательная константа. 

Если 6 > О, то из условия у Е Q следует, что у + е{ Е Q. Это 
противоречит максимальности у. 

Пусть 6 — 0. Тогда q{z + ег) = q(z) — q(y) при любом z Е [х,у] 
и в силу неравенства q(y) ^ |t/| имеем у + е,- - е7- G Q и ж + е̂  Е Q при 
любом j E /(у - ж). 

2в) х ф у. Если у + ег- Е Qi, то ?/ + ег- —е, Е Qi при любому Е 1{у — х). 
Пусть у + е,- ^ Qi. Тогда вектор у является базовым для у + е,-. Из 

А»?(ж) > 0 и ж ^ х следует, что Агд(ж) > 0, и далее согласно пункту d) 
леммы 4 имеем х + е{ Е Q\. Рассмотрим вектор ?/, который мажорирует 
х + е{ и является базовым для у + ег-. Тогда |у| — \у\ я у = у + ei — е^ 
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при некотором j 6 1(у — х). Таким образом, в любом случае существует 
номер j G 1(у—х) такой, что y+ei-ej € Qi- При этом уместно отметить, 
что х + ej 0 и , следовательно, х + е^ £ Q b q(x + е^) ^ q(x) + 1. 

Далее легко проверяется справедливость соотношений 

q(y+ei~ej)^ q(y + е> - е,-) = ?(£) = q(y) ^ \у\ = Ь + е{ - е,-|, 
д(ж + е^) ^ д(ж + е7-) ^ д(.т) + 1 ^ q(x) + 1 ^ \х\ + I = \х + е, | , 

из которых следует, что у + е%; — ej Е Q и х + е̂  G Q. 
Остается показать, что j Е / ( у — х). Пусть это не так, т . е. у^ ^ Xj. 

Тогда, учитывая неравенства х ^ х и х + е3 ^ у ^ у, получаем ж + е̂  ^ х. 
Поскольку ж + €j E Qi , полученное неравенство противоречит тому, что 
вектор х является базовым для х. Теорема 3 доказана. 

З А М Е Ч А Н И Е . Любой целочисленный полиматроид Р входит в класс 
множеств, описываемый теоремой 3. Для проверки этого утверждения 
достаточно положить q(x) = |ж|, где х L— максимальный элемент мно­
жества РГ) [0, ж], и выбрать вектор d так, чтобы выполнялось включение 
Р С [0,d]. Нетрудно убедиться, что функция #(ж) обладает свойствами 
( а ) , (/3), (7) * Q = Qi = Р. 
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К ОПИСАНИЮ ОДНОГО КЛАССА ЗАДАЧ, 
РАЗРЕШИМЫХ АЛГОРИТМОМ 

ПОКООРДИНАТНОГО ПОДЪЕМА*) 

Н. К Глебов 

Достаточные условия разрешимости посредством алгоритма по­
координатного подъема некоторых задач целочисленного программи­
рования были получены в работе [1]. В случае задания множества 
допустимых решений задачи системами линейных неравенств с цело­
численными неотрицательными коэффициентами эти условия выра­
жаются в терминах свойств некоторых семейств множеств, тесней­
шим образом связанных со структурой системы линейных ограниче­
ний и целевой функцией задачи. В данной статье дается более полное 
описание (характеризация) указанных семейств множеств, основан­
ное на специального вида представимости этих семейств параллельно-
последовательными сетями. 

В работе [1] рассматривалась задача целочисленного программиро­
вания, имеющая вид: найти 

max < ] Г ft I JT aijxJ ) I x € P [> (!) 

где fi(-) — вогнутые функции; 
A ~ {a{j} — матрица размера т X n с неотрицательными целочис­

ленными элементами аг;-; 
Р — конечное множество целочисленных точек х = (ж 1 9 . . . , жп), ле­

жащее в положительном ортанте пространства Rn и содержащее начало 
координат. 

Исследовалась разрешимость данной задачи посредством алгоритма 
покоординатного подъема (жадного алгоритма). Полученные достаточ­
ные условия разрешимости воспроизведем здесь в частном случае, когда 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 99-01-00510) и Федеральной це­
левой программы «Интеграция» (проект 274). 

© 2001 Глебов Н. И. 
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16 Я. И. Глебов 

множество Р определяется следующими условиями: 

71 

^T,aijxj ^bii г = m + l,... ,m, (2) 

х^О, j = l , 2 , . . . , n , (3) 
я,- - целое, j = 1,2,... , га, (4) 

а элементы аг;- расширенной матрицы А = {atj} размера га х га при­
нимают значения из множества {0,1} и матрица А не имеет нулевых 
строк и столбцов. Для формулировки упомянутых условий рассмотрим 
семейство я/ = {А{ \ г = 1 , . . . ,га} подмножеств Аг- = {j | at;- = 1} 
множества { 1 , . . . , га}. Его подсемейство J#" называется тупиковым по­
крытием, если объединение множеств из л^7 покрывает { 1 , . . . ,п},а уда­
ление любого множества из &/1 нарушает это свойство. 

Тупиковое покрытие называется разбиением, если любые два мно­
жества покрытия имеют пустое пересечение. Из установленных в [1] 
условий разрешимости задачи (1) алгоритмом покоординатного подъема 
следует 

Утверждение 1. Задача (1)-(4) разрешима алгоритмом покоорди­
натного подъема, если любое подсемейство srf', srf1 С srf, являющееся ту­
пиковым покрытием, есть разбиение и каждое множество А{, 1 ^ i ^ m, 
входит в некоторое разбиение. 

Целью данной статьи является полное описание семейств множеств, 
обладающих указанными в утверждении 1 свойствами. 

Введем некоторые определения. 
Пусть S — конечное множество, § — {Д- | i £ 1} — семейство его 

непустых подмножеств, покрывающих S, т. е. ( J{^ ' \ i € 1} = S. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Семейство £ будем называть а-семейством, если 

любое его подсемейство £', являющееся тупиковым покрытием, есть раз­
биение множества S на попарно непересекающиеся подмножества. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. a-семейство § будем называть а/3-семейством, 
если любое множество Е{ этого семейства входит в некоторое подсемей­
ство $', являющееся разбиением. 

Для описания а/?-семейств будет использовано их представление по­
средством множеств путей в сетях. При объединении двух или более 
семейств считается, что индексное множество объединенного семейства 
равно объединению индексных множеств исходных семейств. Если ис­
ходные семейства не являются подсемействами одного и того же семей­
ства, то дополнительно предполагается, что их индексные множества 
не имеют общих элементов. Операция удаления некоторого множества 
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семейства трактуется как удаление из индексного множества семейства 
индекса удаляемого множества. При этом ниже, вообще говоря, не пред­
полагается, что используемые в обозначениях те или иные индексы рас­
сматриваемых множеств совпадают с теми индексами, которые эти мно­
жества имеют в качестве членов содержащих их семейств. 

Под двухполюсной сетью мы понимаем ориентированный мульти-
граф Я = (VH, ЕН) с множеством вершин УЯ, множеством дуг ЕН 
и двумя выделенными вершинами-полюсами s (вход) и t (выход). 

Ниже особую роль будут играть параллельно-последовательные сети 
(7г-сети). Для определения класса параллельно-последовательных сетей 
рассмотрим две операции над сетями [2]. Пусть Н1 — сеть с входом Si 
и выходом £1? # 2 — сеть с входом s2 и выходом t2 и при этом Hi и Н2 не 
имеют общих элементов. Сеть Нх • Н2 с входом зг и выходом 22, полу­
ченная отождествлением вершин s2 и tf1? называется последовательным 
соединением сетей Нх и Н2. Сеть Hi V H2 с входом Si и выходом £1? по­
лученная отождествлением входов Si и s2 и выходов ^ и t2, называется 
параллельным соединением сетей Ях и Н2. Тогда класс параллельно-
последовательных сетей (7г-сетей) определяется индуктивно: 

1) сеть Н — (VH,EH) с множеством вершин VH = {<s,t}, где s — 
вход и t — выход, и множеством дуг ЕН = {($,*)} является 7г-сетью; 

2) если Н{ = (VHi, ЕН{) — х-сети без общих элементов с входами s{ 
и выходами ^ (г = 1,2), то Нх • Н2 и Hi V Н2 — тоже 7т-сети. 

Будет использоваться также другое (эквивалентное) определение 
класса ж-сетей, отличающееся от приведенного выше п. 2: 

2;) если Н — 7г-сеть, е — ее дуга, то 7г-сетями являются также сети 
Н' и Я", получаемые из Н дублированием дуги е и заменой дуги е двумя 
дугами (tx, w) и (эд, г>), где и, v — начальная и конечная вершины дуги е, 
a w — новая вершина. 

Пусть £ — {Ei | i G / } — семейство подмножеств множества S 
и Н = (VH,EH) — сеть с входом s и выходом t. Представимость 
семейства § сетью Н будем понимать в следующем смысле: 

существуют биективное отображение ср : I -± ЕН и отображение ф 
множества S на множество всех простых путей в Я, ведущих из s в £, 
такие, что при любом i & I справедливо равенство 

где объединение ведется по множеству всех простых ($,2)-путей ту, про­
ходящих по дуге tp(i). 

Другими словами, представимость семейства g двухполюсной сетью 
Я означает, что между множествами из § и дугами сети Я может быть 
установлено взаимно однозначное соответствие, а каждому элементу из 
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S может быть поставлен в соответствие некоторый простой ($,/)-путь 
в Я , так что каждому ($,*)-пути соответствует хотя бы один элемент, 
и если множеству Е Е § поставлена в соответствие дуга е, то Е состоит 
из всех элементов множества £, которым поставлены в соответствие 
(з,£)-пути, содержащие дугу е. 

С использованием данного определения может быть сформулировано 
и обосновано описание а/3-семейств. 

Теорема 1. Семейство ё является а/3-семейством тогда, и только 
тогда,, когда оно представимо некоторой тг-сетью. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ. Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть семейст­
во S представимо х-сетью Я — (VЯ, ЕН) при отображениях <р : / —> ЕЕ 
и ф : S —» £, где g — множество всех (s, £)-путей в Я . 

Если сеть Я содержит только одну дугу, то утверждение триви­
ально. Пусть \ЕН\ > 1. Тогда сеть Я получена из некоторых сетей 
Нг = (VHi,EHi) и Я2 — (VH2,EH2) посредством либо операции па­
раллельного соединения, либо операции последовательного соединения. 
Очевидно, что \ЕНг\ < \ЕН\ и \ЕН2\ < \ЕН\. Сначала рассмотрим слу­
чай Я = HiVH2. Тогда любой (s, /)-путь в сети Я содержится либо в Я ь 
либо в Я2 . Это приводит к тому, что любые два множества семейства § 
не пересекаются, если они соответствуют дугам из разных «подсетей» 
Hi и Я 2 . Отсюда далее следует, что множество S разбивается на два 
подмножества Si и S2 такие, что при х Е Si (соответственно х Е S2) 
путь ф(х) содержится в Ях (соответственно в Я2) . В соответствии 
с этим и семейство § делится на два подсемейства $i = {Е{ \ i Е Д} 
и <?2 = {Е{ | i E 12} такие, что Е{ С 5i при i E / i и JE7» С 52 при 
г Е 12. Нетрудно видеть, что семейство &i (соответственно <?2) пред­
ставимо сетью Hi (соответственно Я2). (При этом используемые ото­
бражения (£>1,(р2,ф1,ф2 получаются из <р и ф посредством их сужения на 
множества Ii^I2^Si и S2 соответственно.) Привлекая индукцию, можно 
считать, что §х и <f2 являются а/3-семействами. Отсюда следует, что <? 
является также а/3-семейством. 

Рассмотрим теперь случай Я = Hi - Н2. Сети Нх и Я2 можно рас­
сматривать как подсети сети Я с одной общей вершиной г, которая в Hi 
является выходом, а в Я2 — входом. Каждый ($, /)-путь т\ в сети Я про­
ходит через z и делится ею на две части 771 и щ: на (5,2:)-путь щ в Hi 
и на (^Л)-путь т/2 в Я2 . 

Пусть <р и ф — отображения, реализующие представление семейст­
ва S сетью Я; Ix = {i Е / | у>(г) Е ВД} = ^>~l(EHi), I2 = <р~\ЕН2), 
<£г = {Д- | г Е / i} и <?2 = {Д I i £ ^2}- Рассмотрим отображения (pi 
ж Ф1. В качестве срг возьмем ограничение отображения ср на множество 
/ ь а -01 — отображение множества 5 на множество (з,£)-путей в Hi — 
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определяется так, что V?f1(7/i) = U ^"Ч7?!^)? гДе объединение берется по 

множеству всех (л,/)-путей т\2 в Н2. Тем самым получается представле­
ние семейства S'I 7г-сетью Hi. Аналогично показывается, что семейство 
#2 представимо 7г-сетыо Н2. Тогда, используя предположение индукции, 
можно считать, что &х и £2 являются а/5-семействами. 

Пусть подсемейство S1 = {Е{ \ % £ /{}, / ' С / , является тупиковым 
покрытием множества S. Оно распадается на два подсемейства §[ — 
{Е{ \% е /{} и Ц = {£,- | г е /£}, где 1[ = Г П h ъ Г2 = Г П 12. 

Тот факт, что <f' есть покрытие множества 5, означает: для любого 
(з,/)-пути т/ в сети if существует индекс i £ / ' такой, что дуга у>(г) 
принадлежит пути 7у, т. е. путь т; содержит дугу из множества <р(Г). 

Если (s,z)-nyTb r)i в Я : не содержит дуг из множества у?1(/{), 
а (£,£)-путь % в Н2 не содержит дуг из множества (р2(12), то (з,£)-путь 
т? = ЩЩ в с е т и -ff н е содержит дуг из множества ¥>(Г). Последнее про­
тиворечит тому, что семейство S1 является покрытием. Следовательно, 
либо в любом (5,2г)-пути в сети Hi имеется дуга из множества ¥>i(/{), 
либо в любом (г,/)-пути в сети Н2 имеется дуга из множества ф2{1'2). 
В первом случае семейство <?/, а во втором случае семейство <§2 является 
покрытием множества S. Далее из тупиковости покрытия &' следует, 
что либо §[ — §' и §'2 — 0 , либо §{ — 0 и <?2 = £". Отсюда, привлекая 
предположение индукции, в любом случае получаем, что тупиковое по­
крытие §' является разбиением. Наконец, вхождение каждого множест­
ва семейства § в некоторое разбиение следует из того, что <? является 
объединением а/3-семейств §i и £2. Достаточность доказана. 

Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть § = {Ei \ i £ 1} является а/3-семейст-
вом. Чтобы доказать представимость семейства <? некоторой 7г-сетью, 
сформулируем и докажем ряд лемм. В их формулировке под разбиени­
ями £%х-> &2 и т. д. понимаются подсемейства семейства £\ 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Непустое множество С, С С 5, будем называть 
компонентой связности семейства &, если 

1) для любого множества Е £ & либо Е П С = 0 , либо Е Г) С = Е\ 
2) никакое собственное подмножество С не обладает свойством 1. 

Лемма 1. Пусть 31 и S%2 — разбиения, Ei € 31\. Тогда компонента 
связности семейства £%i U 2%2, содержащая множество Ei, является объ­
единением всех множеств из &2, имеющих непустое пересечение с Е\. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно показать, что любое множество из 
<Й?2> содержащееся в той же самой компоненте связности, что и Еи имеет 
с Е\ непустое пересечение. Предположим противное. Пусть для мно­
жества Е2 £ &2 из рассматриваемой компоненты связности имеем 
Ei П Е2 — 0. Тогда по определению компоненты связности Ег $. &2, 
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Е2 §f £%\ и существует последовательность F1,F2,... ,Fk,k ^ 2, мно­
жеств из 3?г U 3#2 такая, что JF\ = Еи Fk - Е2 ж F{ Г\ Fi+1 ф 0 при 
г - 1 , . . . , к - 1. Кроме того, семейство (311 \ {Ег}) U (3$2 \ {Е2})> являясь 
покрытием, должно содержать некоторое разбиение ё%. Нетрудно ви­
деть, что последовательность i<\, . . . ,Fk является «чередующейся» от­
носительно «Й?!, т. е. при любом г — 1 , . . . , к — 1 из двух множеств F{ 
и Fi+i одно принадлежит ^ 1 ? а другое не принадлежит гЙ\. Из Fx ё ^ 1 
H F ^ ^ ! следует, что к четно. С другой стороны, та же последователь­
ность является чередующейся и относительно 3$. При этом FuFk (£ 3%, 
так что к должно быть нечетным. Полученное противоречие доказыва­
ет лемму 1. 

Лемма 2. Пусть Е^Е2 Ф 0, 3^и3$2 —разбиения, Ех G 31 u Е2 £ 3%2 

и С — компонента связности семейства 3%i U 3%2, содержащая Е\ U Е2. 
Тогда С не зависит от выбора 3?г и 3?2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Наряду с 3%Y и 3#2 рассмотрим разбиения Щ 
и Щ такие, что Ei Е &[ и Е2 Е Щ. Тогда С есть компонента связности 
семейства 3#[ U 3%2-> поскольку согласно лемме 1 компонента связности, 
содержащая J5b является объединением всех множеств из 3%2, имеющих 
непустое пересечение с Ех. Аналогично доказывается, что С есть ком­
понента связности семейства 3£[ U 31'2 (так как С есть объединение всех 
множеств из ЗИ1^ имеющих непустое пересечение с Е2). Лемма 2 до­
казана. 

Множества С С 5\ типа рассматриваемых в лемме 2, в дальней­
шем будем называть инвариантными. Каждое такое множество одно­
значным образом определяется некоторыми множествами Ег и Е2 из <?, 
имеющими непустое пересечение. 

Лемма 3. Любая совокупность попарно непересекающихся мно­
жеств семейства S входит в некоторое разбиение. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (по индукции). Если совокупность состоит из од­
ного множества, то утверждение верно в силу определения а^-семейства. 

Пусть утверждение справедливо для всех совокупностей, мощность 
которых не превышает к - 1 и & — { £ ь . . . ,-£*}, Е{ Л Ej = 0 при 
i ф j , 1 ^ г, j ^ fc. Тогда для семейства 3*х — {£1? . . . , -E*-i} существует 
разбиение 3$х, 3$х Э &\, для множества £* — разбиение ЗЯ2, Ек £ 3#2. 

Обозначим через С компоненту связности семейства Зй\ U3#2, содер­
жащую Ек. В силу леммы 1 имеем Е{ П С — 0 , i = 1 , . . .& — 1. Если 
теперь рассмотреть разбиение ^ , получающееся из ^ посредством за­
мены в нем всех множеств, входящих в С, на аналогичные множества из 
«̂ 2? т о полученное разбиение будет содержать &. Лемма 3 доказана. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Будем говорить, что множества Е\, Е2 семейст­
ва § образуют сцепленную пару, если в любое разбиение 2£, & С <?, 
множества Е\ и Е2 входят или не входят одновременно. 

Лемма 4. Если \&\ ^> 2 и все множества семейства <? попарно раз­
личны, то в § существуют по крайней мере два множества, образующие 
сцепленную пару. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЕСЛИ семейство £ является разбиением, то ут­
верждение леммы тривиально. В противном случае в совокупности ин­
вариантных множеств С, порождаемых всевозможными парами мно­
жеств Е и F из <? такими, что ЕГ\Еф&жЕфЕ, выберем мини­
мальное по включению множество С0, соответствующее множествам Е0 
и FQ. МОЖНО считать, что F0\EQ ф 0. Пусть Е0 содержится в разбиении 
<Й?1? a F0 — в &2- Тогда в С0 содержится не менее двух множеств из ^ \ : 
Е0) 2?1 , . . . ,Ек, к ^ 1. Покажем, что любые два из этих множеств могут 
быть взяты в качестве Е\ и Е2, образующих сцепленную пару. Если 
это не так, то существует разбиение «^, которое содержит по меньшей 
мере одно из перечисленных множеств, но не все. Для определенности 
пусть #о € & и Е1 $ &. Тогда в 3? должно входить некоторое множест­
во F1 такое, что F1 П Е1 ф 0 и F1 ф Е1. Порождаемое множествами 
F1 и Е1 инвариантное множество С0 по лемме 3 является компонентой 
связности семейства 3&\j3$x. По этой же лемме множество Со является 
компонентой связности семейства 32\J&2, т а к ч т о и з ЕГ)С0 ф 0 следует 
Е С С0 для любого множества Е 6 Si. Так как компонента связности 
CQ семейства & U S%x является объединением всех множеств разбиения 
2%, имеющих с Е1 непустое пересечение, и Е1 С С0, то С0 С С0. При 
этом Е0 П CQ = 0, т. е. CQ С С0 \ Е0, поскольку Е0 П Е1 = 0. Последнее 
противоречит выбору С0. Лемма 4 доказана. 

Лемма 5. Есля множества Е1 и Е2 образуют сцепленную пару, 
то из F П Е1 ф 0 следует F П Е2 ф 0 для любого множества F се­
мейства §. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (ОТ противного). Пусть F Г) Е1 ф 0 . Если 
F П Е2 — 0, то по лемме 2 существует разбиение «^, содержащее F 
и £ 2 . В то же время разбиение ё% вместе с Е2 должно содержать и Е1, 
что невозможно. Лемма 5 доказана. 

Лемма 6 (центрированность). Если {Е{ \ % — 1 , . . . , к} — совокуп-
k 

ность попарно пересекающихся множеств семейства &, то р| Е{ ф 0 . 
i= i 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем методом индукции. Можно считать, 
что множества рассматриваемой совокупности попарно различны. При 
к = 2 утверждение леммы тривиально. Пусть к > 2 и при числе 
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множеств, равном к — 1, утверждение справедливо. Предположим, что 
к 
f] Ei = 0. Рассмотрим разбиения ё%{ такие, что Е{ ё ^ , г = 1 , . . . ,&. 

4 = 1 

Из сделанного допущения следует, что семейство множеств @> — \] 2%{ \ 
t = i 

{Ei | г = 1 , . . . ,&} является покрытием. В самом деле, для любого эле­
мента х из S существует номер г такой, что х $ Е{. Тогда х £ Е[ при 
некотором Е[ из ^ . Так как Е[ П Д - 0 и Д П J5jг 5̂  0 , то £t- 7̂  £/ 
при j = 1 , . . . ,fc и, следовательно, Е[ содержится в рассматриваемом 
семействе 2?. Из предположения индукции следует, что существуют 

Jb fc-l 

элементы ег € П Е{ и ек £ П Д . Пусть £{ и ££ есть такие элементы 
г = 2 t = l 

разбиений 811 и ^ соответственно, что ех £ i?{ и е* G ̂ . Очевидно, что 
Е[ ф Е1, Ек ф Ек ж любое разбиение, получаемое из покрытия ^ , будет 
содержать множества Е[ ж Е'к. Следовательно, Е[Г\ Ек — 0. С другой 
стороны, эти множества входят в одну и ту же компоненту связности 
семейства Зйх\}Мк, так как Е[ П Ек ф 0, ЕкГ\Е1 ф 0 ж ЕгГ)Ек ф 0. Тог­
да по лемме 1 имеем Е[П Ек ф 0. Полученное противоречие завершает 
доказательство леммы 6. 

Далее для доказательства необходимости условий теоремы исполь­
зуем индукцию по числу множеств семейства S. 

База индукции (\£\ = 1). 7г-сеть, представляющая §, будет состоять 
из входа 5, выхода t и одной дуги (з, /) , которая соответствует единствен­
ному множеству JEI семейства £. Каждому элементу множества S(— Ei) 
поставлен в соответствие путь, состоящий из дуги (s,£). 

Индуктивный шаг (|<?| ^ 2). В зависимости от наличия или от­
сутствия в S равных множеств достаточно рассмотреть два случая. 

СЛУЧАЙ 1. В семействе S есть равные множества Е' и Е" (в S эти 
множества имеют разные индексы, которые мы опускаем). Преобразуем 
(f, заменяя Е1 и Е" одним равным им множеством Е. Получаем се­
мейство £" с меньшим числом членов, обладающее свойствами (а), (/3). 
Согласно предположению индукции существует 7г-сеть # ' (и отображе­
ния (р и ф), представляющая семейство <?'. 

Сеть Я , представляющая семейство <f, получается из Н' следующим 
образом: дуга е сети Я ' , соответствующая множеству £*, заменяется на 
путь из двух (новых) дуг е' и е", сопоставляемых с множествами Е' 
и Е" соответственно. При этом новые пути из s в /, проходящие по 
дугам е' и е", заменяют старые пути из 5 в 2, проходящие по дуге е, 
и им соответствуют те же самые элементы множества S'. Очевидно, что 
сеть Я представляет семейство <? в принятом нами смысле. 
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СЛУЧАЙ 2. В семействе £ нет равных множеств. Тогда согласно 
лемме 4 в ^ имеются по меньшей мере два множества Е' и Е"', образу­
ющие сцепленную пару. Преобразуем £, заменяя J5' и J?77 на множество 
Е = E'UE". Полученное семейство <?' будет также обладать свойствами 
(а) и (/?). По предположению индукции семейство £' представимо не­
которой 7г-сетью Н' (с отображениями ср и ^ ) , при этом множеству £ 
соответствует некоторая дуга е. 7Г-сеть Я , представляющая семейство 
<f, получается из Я ' посредством замены дуги е на две параллельные 
дуги е' и е", сопоставляемые с множествами 2?' и Е" соответственно. 

Остается скорректировать отображение ф, которое элементам мно­
жества S ставит в соответствие (з,£)-пути в Н'. Для (5,2)-пути в Н' 
(и в if также), не содержащего дуги е, множество поставленных ему 
в соответствие элементов множества S сохраняется. Пусть (з,г)-путь т\ 
в сети Н' содержит дугу е. В сети Н ему соответствуют два пути т/ и 77", 
получаемые из ц заменой дуги е на дуги е' и е" соответственно. Коррек­
тируя отображение ф, элементам множества ф~1{т])^Е' поставим в соот­
ветствие путь г/', а элементам множества ф~1(г})С[Е" — путь т/". Так как 
Е'Г\Е" = 0 и по определению представимости ф~1(т]) С J5(= E'UE"), то 
указанные множества не пересекаются, а их объединение равно ф~1{т}). 
Остается лишь показать, что оба эти множества непусты. Для дока­
зательства этого утверждения прежде всего заметим, что ф~~1(г]) явля­
ется пересечением всех множеств из <?', соответствующих дугам пути г/. 
(В самом деле, нарушение этого равенства означало бы, что в указанном 
пересечении имеются элементы, не принадлежащие множеству ф"1(т]). 
Отсюда следовало бы существование в Н1 некоторого ($,£)-пути rj, ко­
торый отличен от 77 и содержит все дуги последнего, что для простых 
путей невозможно.) 

Рассмотрим теперь произвольное множество F из <?', соответству­
ющее некоторой дуге пути т\. Тогда F П Е ф 0 и так как множества 
Е' и Е" образуют сцепленную пару в <?, то согласно лемме 5 имеем 
ЕПЕ'ф0жЕП Е" ф 0. Следовательно, любая пара множеств в <?, 
соответствующих дугам пути т/, имеет непустое пересечение. Тогда по 
лемме 6 множество ф~1(г])Г\Е'1) являющееся пересечением всех множеств 
семейства <?, соответствующих дугам пути т/, непусто. Аналогичным 
образом устанавливается, что ф~1{г]) П Е" ф 0 . После проведения опи­
санных выше корректировок отображений ц> и ф получаем представление 
семейства £ 7г-сетью Я. Теорема 1 доказана. 

Ниже, как и прежде, под £ будем понимать некоторое семейство 
{Е{ | г Е / } , элементами которого являются непустые подмножества S 
и IJ Е{ — S. Для х из S через 1{х) обозначим множество {г £ / | х 6 Д-}. 

г 
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Лемма 7. Если £ является а/3-семейством, то для любых х,у £ S 
никакое из множеств 1{х) и 1{у) не может быть собственным подмно­
жеством другого. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В самом деле, в случае 1(х) с 1{у) при 
г е 1{у) \ 1(х) множество Д- не входит в разбиения, так как элемент 
у будет покрываться некоторым множеством Е,, j £ 1(х). Лемма 7 до-
казана. 

Для описания а-семейств введем одну операцию над семействами 
множеств, которая в случае а/?-семейств порождает а-семейства. 

Пусть х : $' ~* S, где S' — множество (возможно, пустое), не имею­
щее с S общих элементов. Рассмотрим семейство <?' = {Ei U Е[ \ г £ / } , 
где Е[ = и{х_ 1(х) | х £ Д } , и некоторое семейство £"' подмножеств 
множества S1. Семейство £ — §' U <?" будем называть Х'РасшиРением 

<§\ В случае S' = 0 естественно считать, что § — §. 
Нетрудно показать, что х~Р&сширение семейства <? будет «-семейст­

вом, если £ есть а/3-семейство. Верно в некотором смысле и обратное 
утверждение. Следующая теорема дает полное описание а-семейств. 

Теорема 2. а-семействами являются х~Р^сшиРения а(3-семейств 
и только они. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. О том, что х-р&ыпирения а/3-семейств являют­
ся а-семействами, было уже сказано выше. Докажем вторую часть ут­
верждения. 

Для этого представим а-семейство § в виде объединения §' U &х 
двух подсемейств, где £' = {Ei \ i £ / ' } , / ' С / , состоит из тех множеств 
семейства £, которые не входят в разбиения, и §х — <? \ ё1. Очевидно, 
что <?! является а/?-семейством и в случае <?' = 0 а-семейство £ есть 
тривиальное расширение а/3-семейства. 

Пусть Г ^ 0, S" = U{E{ | г £ / ' } , Sx = S \ S' и 1г = I \ / ' . Заметим, 
что любое подсемейство §" С 8\, являющееся покрытием множества S\, 
будет также и покрытием множества 5' , так как в противном случае 
семейство &" U <?', являясь покрытием множества 5, должно содержать 
разбиения и в каждом из них будет содержаться некоторое множество 
семейства <?', что невозможно в силу определения семейства <?'. 
__ Положим 1\{х) — {i £ /i | х £ Е{} для х £ S и рассмотрим семейство 
S>

z = {Е{ | i £ 11 \ 1\{х)}. Поскольку при х £ S' это семейство не 
является покрытием множества 5' , оно не является также покрытием 
множества S\. Следовательно, для любого элемента х £ 5" существует 
элемент у £ Si такой, что h(y) П (Д \ 1\(х)) — 0 или Ii(y) С h{x). 
В силу леммы 7 это влечет равенство h(y) = -TL(#). Таким образом, мы 
имеем возможность определить такое отображение х '• S' —» 5*1, что для 
любого х £ S' элемент у = х(я) удовлетворяет условию h{y) = Ii(x). Из 
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этого следует, что семейство £ является Х"Расширением а/3-семейства 
<?!. Теорема 2 доказана. 
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ОБ УСЛОВИЯХ РАЗРЕШИМОСТИ 
ОПТИМИЗАЦИОННЫХ ЗАДАЧ 

ЖАДНЫМ АЛГОРИТМОМ*) 

Н. И. Глебов 

Дается обзор результатов, относящихся к условиям разрешимос­
ти некоторых задач целочисленного программирования (комбинатор­
ной оптимизации) посредством алгоритма покоординатного подъема 
(жадного алгоритма). 

Задача дискретной (комбинаторной) оптимизации характеризуется, 
во-первых, конечным множеством Q допустимых решений, элементами 
которого в случае задачи целочисленного программирования являются 
целочисленные векторы, и, во-вторых, целевой функцией / , принадлежа­
щей определенному классу Ф. Речь будет идти о задачах максимизации. 

В случае использования жадного алгоритма наряду с множеством 
допустимых решений Q задается также некоторое множество Q, эле­
менты которого могут «просматриваться» жадным алгоритмом в про­
цессе поиска оптимального допустимого решения. При этом предполага­
ется, что Q содержит Q и целевая функция / определена на множестве Q. 

Согласно рассматриваемой версии алгоритма покоординатного подъ­
ема процесс вычислений начинается с точки 0. (Предполагается, что на­
чало координат принадлежит множеству Q.) По достижении некоторой 
точки х £ Q на очередном шаге процесса происходит переход к такой 
точке х' £ Q, при котором только одна из координат вектора х изменя­
ется, увеличиваясь на 1, и приращение функции f(x) оказывается макси­
мальным (а в случае х £ Q — и положительным). Процесс вычислений 
заканчивается и (последняя) достигнутая точка объявляется результа­
том работы алгоритма, если осуществить из нее переход в другую точку 
с соблюдением перечисленных выше условий невозможно. 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 02-01-01153) и Федеральной про­
граммы «Университеты России» (проект УР.04.01.012). 

© 2002 Глебов Н. И. 
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Что касается множеств Q и Q, то фактически исследовались два слу­
чая: в одном из них Q представляет собой множество максимальных от­
носительно частичного порядка ^ точек множества Q (задача 1), а в дру­
гом — Q = Q (задача 2). (Для векторов х,у £ Жп неравенство х ^ у 
эквивалентно тому, что компоненты вектора у — х неотрицательны.) 

По поводу класса Ф целевых функций / можно отметить, что наи­
большее внимание исследователей было уделено классам линейных 
и вогнутых сепарабельных функций. Затронуты были также класс 
функций, являющихся суперпозицией вогнутых сепарабельных и линей­
ных функций, и классы, характерные для задач на узкие места. 

Наряду с указанной выше версией алгоритма рассматривались так­
же некоторые ее модификации. Если в основном варианте рассматрива­
емого алгоритма множество допустимых направлений перехода из теку­
щей точки в следующую определяется только условием принадлежности 
последней множеству Q, то в модифицированных версиях это множество 
тем или иным образом сужается. Исследовались и другие модификации 
жадного алгоритма. 

Следует также упомянуть, что рассматривались условия разреши­
мости жадным алгоритмом специальной задачи о длиннейшем пути 
в ациклическом графе, которая является обобщением упомянутых задач 
целочисленного программирования в том случае, когда Q является мно­
жеством булевых векторов (или системой подмножеств конечного мно­
жества). 

1. Можно считать, что усиление внимания к вопросу о разрешимос­
ти оптимизационных задач жадным алгоритмом было связано с появле­
нием работы Дж. Краскала [22], в которой этот алгоритм применялся 
для решения задачи о минимальном (максимальном) остовном дереве 
графа. В связи с этим соответствующий алгоритм обычно приписыва­
ется Дж. Краскалу, хотя еще в 1926 г. подобный алгоритм решения 
упомянутой задачи (в несколько иных терминах) был предложен О. Бо-
рувкой [11]. Подтверждением такого внимания к жадному алгоритму 
может служить работа Р. Радо [24], в которой устанавливается разре­
шимость посредством жадного алгоритма задачи поиска базы матроида 
максимального веса. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е . ПОД системой множеств над конечным множест­
вом Е понимается пара (Е,^), где & С 2Е. Система множеств есть 
матроид, если выполняются следующие аксиомы: 

( M l ) 0 £ ^ ; 
(М2) если I c F £ # , T o I e # ; 
(МЗ) если X, Y £ & и |Х | > |У|, то существует х £ X \ Y такой, 

что У U {ж} £ &. 
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Система множеств называется системой независимости, если вы­
полняются аксиомы ( M l ) и (М2) . Максимальное по включению мно­
жество системы называется базой. 

Дж. Эдмондс [13] получил результат, в определенном смысле обрат­
ный результату Радо: если жадный алгоритм находит оптимальное ре­
шение задачи 1 для системы независимости (Е,.^) при любой линейной 
целевой функции, то (Е,.^) является матроидом. 

Таким образом, справедливо 

У т в е р ж д е н и е 1. Система независимости есть матроид в том 
и только в том случае, если жадный алгоритм получает оптимальное 
решение задачи 1 при любой линейной целевой функции. 

2. Более общий результат, касающийся разрешимости задачи 1, по­
лучен для существенно более широкого класса систем множеств, а имен­
но для так называемых доступных систем множеств (или систем дости­
жимых множеств). 

Доступной называется система множеств, удовлетворяющая акси­
оме ( M l ) и ослабленной аксиоме (М2): если X £ & и X ф 0 , то су­
ществует х £ X такой, что X \ {ж} £ &. 

Справедлива следующая 

Т е о р е м а [16]. Если (Е, ,^) — доступная система множеств, то жад­
ный алгоритм находит оптимальное решение задачи 1 при любой линей­
ной целевой функции тогда и только тогда, когда имеет место усиленное 
обменное свойство: 

{ если X £ ^ , Y D X, Y - база & и если X U {ж} £ & 

для некоторого ж £ E\Y, то существует у £ Y \ X такой, что 
X U {у} £ & и Y U {ж} \ {у} £ &. 

3. Задача 1 для систем множеств в случае линейной целевой функции 
(как и некоторые другие задачи, о которых речь пойдет ниже) может 
рассматриваться как частный случай задачи о длиннейшем пути в графе 
в некоторой специфической постановке. 

Под индексированным графом < G, z/, г>0 > будем понимать ориенти­
рованный бесконтурный граф G = (V, £/) с заданной индексацией дуг 
v : £/ —^ {1,... ,п} ж выделенной вершиной v0 £ V. 

Обозначим через W множество всех непродолжаемых путей графа 
G, начинающихся в v0. Предполагается, что все вершины графа дости­
жимы из г>0, все пути из множества W имеют одинаковое количество дуг 
и в каждом пути индексы дуг не повторяются. 

Весовой функцией графа назовем любое отображение вида w : 
{!,...,п} —> R. Длина дуги е считается равной величине w(v(e)), 
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а под длиной пути ц понимается, как обычно, сумма длин его дуг: 
ад 

/(/•*) = S w(s(l-i))^ гД е Км) — число дуг в пути fj,, г8(н) — индекс 
s = l 

его s-й по счету дуги. 
Задача, являющаяся обобщением задачи из предыдущего пункта, со­

стоит в отыскании т а х { / ( / / ) | fj, £ W}. Ж а д н ы й алгоритм для рассмат­
риваемой задачи характеризуется правилом: «иди по длиннейшей дуге, 
выходящей из достигнутой вершины» (при условии, что движение на­
чинается из вершины г>0). Таким образом, множество Q состоит из всех 
путей графа G, исходящих из вершины v0, Q = W. 

Обозначим через ^ класс всех индексированных графов, для каждого 
из которых жадный алгоритм дает точное решение рассматриваемой 
задачи при любой весовой функции w. 

Для каждого пути fj, £ W определим бинарное отношение У^ на 
индексном множестве I = {1,... ,п}: i У^ j если (и только если) сущест­
вует такая последовательность номеров s ( l ) , . . . ,s(p), что г = *s(i)(/x), 
j = is(p)(/i), и при q = 1 , . . . ,р — 1 среди дуг, начинающихся в s(q)-& по 
счету вершине пути //, есть дуга с индексом г8(3+1)(//). 

Справедлив следующий критерий [5]. 
У т в е р ж д е н и е 2. Индексированный граф < G, v, v0 > принадле­

жит классу ^ тогда и только тогда, когда для любых путей fj,,rj £ W 
существует такая биекция 7Г : { 1 , . . . , /(//)} —> { 1 , . . . , l(i])}, что 

is(fJ-)y»K(s)(v), s = 1 , . . . , / ( / / ) . 
З А М Е Ч А Н И Е . Здесь и далее 1(ц) — множество всех индексов, при­

писанных дугам пути fj,, и /(//) — концевая вершина пути д. 
Задача о длиннейшем пути в индексированном графе совпадает с за­

дачей 1 предыдущего пункта для доступных систем множеств, если вы­
полняются условия: 

Г для любых путей fj, и т], исходящих из вершины v0, 

\ имеет место I(fi) = I(i]) ^ = ^ ^(н) = t(v)i 

{ если пути fj, и г], исходящие из вершины v0, таковы, что 
1(н) С I(i]) и 1(г}) \ 1(ц) = {i}, то в графе G имеется дуга 
(t(n),t(r))), индекс которой равен i. 

4. Пусть индексированный граф < G, v, v0 > удовлетворяет условию 
(G1) и множество ,Ж есть система всех множеств вида / ( / / ) , где fj, — 
путь в графе G, начинающийся в вершине v0. 

В рассматриваемом случае предполагается, что система множеств 
{1(H)} является матроидом. Обозначим через J(v) множество всех ин­
дексов, приписанных дугам графа G, исходящим из вершины v £ V. 
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Из результата работы [6] следует 

У т в е р ж д е н и е 3 . Задача о длиннейшем пути в описанном случае 
разрешима жадным алгоритмом при любой весовой функции w тогда 
и только тогда, когда для каждой вершиньг v множество J(v) является 
объединением некоторьгх коциклов матроида ,Ж = {/(//)}. 

(Напомним, что коциклом матроида ,Ж называется цикл двойствен­
ного матроида или любое минимальное по включению подмножество 
множества / , имеющее непустое пересечение с каждой базой матро­
ида ,Ж.) 

5. Наряду с задачей о длиннейшем пути в случае индексированных 
графов могут быть рассмотрены и другие задачи, в частности задача 
о пути максимальной пропускной способности. Для этого достаточно со­
ответствующим образом определить класс целевых функций, например, 
для пути ц = ( е ь . . . , ер) положить значение / ( / / ) равным 

mm(w(iu 1 ) , . . . ,w(ip,p)), ( l ) 

где is = v(es), s = 1 , . . . ,p, функция w : / X Z+ —> R удовлетворяет 
условию w(i,q) ^ w(i,q + 1) для любых i £ / и q £ Z+. При этом сле­
дует очевидным образом уточнить правила жадного алгоритма: «иди по 
выходящей из достигнутой вершины дуге, доставляющей максимальное 
приращение целевой функции» (при условии, что движение начинается 
из вершины г>0). 

В работе [19] рассматривалась задача 1 для целевых функций вида 
(1) в случае, когда элементами множества Q являются упорядоченные 
подмножества некоторого конечного множества (в нашем случае — мно­
жества / ) . 

Множество Q такой задачи может быть получено исходя из индекси­
рованного графа < G, z/, v0 > , удовлетворяющего условиям (G1) и (G2). 
Для этого каждому пути fj, = ( e l 7 . . . ,ep) в графе G, начинающемуся 
в вершине v0, следует поставить в соответствие упорядоченное множест­
во индексов дуг пути //: (z / (e i ) , . . . ,z/(ep)). Так полученные множества 
и только они являются элементами множества Q. При этом Q будет 
состоять из множеств, соответствующих непродолжаемым путям. 

Из результатов работы [19] следует 

У т в е р ж д е н и е 4. Задача о пути максимальной пропускной способ­
ности для индексированного графа < G, z/, v0 > , удовлетворяющего усло­
виям (G1) и (G2), разрешима жадным алгоритмом при любой целевой 
функции f вида (1) тогда и только тогда, когда система упорядоченных 
множеств Q, соответствующая индексированному графу < G,v,v0 >, 
является гридоидом. 
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(Конечная система конечных упорядоченных множеств _Sf назы­
вается гридоидом, если: (а) любой начальный отрезок множества 
( « ! , . . . , ip) £ -S? принадлежит _Sf (наследственность); (Ь) для любых 
множеств ( « ! , . . . ,ip), (ji,... ,jq) £ -2", p < q, существует элемент j s , 
1 ^ s ^ g, такой, что ( г ь . . . ,ip,js) G _Sf.) 

Более широкий, чем в [19], класс целевых функций для задачи 1 
в случае систем упорядоченных множеств был рассмотрен в [14]. 

Применительно к задаче о пути максимальной пропускной способ­
ности в индексированном графе это соответствует тому, что класс Ф 
целевых функций состоит из функций / ( / / ) вида 

/ ( / / ) = mm(w(iu r ( i i ) ) , . . . , w(ip, т(н) + ••• + г(гр))) , (2) 

где fj, = ( е ь . . . ,ер) — путь в графе G; is = z/(es), s = 1 , . . . ,р; функция 
w : I X R —^ R удовлетворяет условию w(i,q) ^ w(i,r) для любых i E I 
и q < г; и т(г) ^ 0 при любом i E I. 

Определим множество Q аналогично предыдущему случаю. Тогда 
из результатов работы [14] следует 

У т в е р ж д е н и е 5. Задача о пути максимальной пропускной способ­
ности для индексированного графа < G, v, v0 >, удовлетворяющего усло­
виям (G1) и (G2), разрешима жадным алгоритмом при любой целевой 
функции f вида (2) тогда и только тогда, когда система упорядоченных 
множеств Q, соответствующая индексированному графу < G,v,v0 >, 
есть гридоид, обладающий свойством: если ( г 1 ? . . . , ik), ( j \ , . . . , j{) G Q, 
{ j i , . . . , j ; - i } С { i i , . . . ,ik} и jt £ { г ь . . . ,ik}, то (н,... ,ik,ji) G Q. 

(Системы упорядоченных множеств, отвечающие условиям послед­
него утверждения, получили название антиматроиды.) 

Далее будут рассмотрены ситуации, когда элементами множества 
Q являются неотрицательные целочисленные га-векторы, т. е. элементы 
множества Z™. 

6. В работе [5] рассматривалась задача 1 в случае, когда Q С Z+, 
а множество Ф целевых функций задачи состоит из всех вогнутых сепа-
рабельных функций, т. е. функций / вида 

п 

f(x) = "£fj(*j), (3) 
i= i 

где х = (xi,... , xn) G Z™, fj(-) — вогнутые функции. 
Далее посредством J(x) обозначается множество {j \ x + Sj G Q}, где 

6j есть j '-й орт пространства Rn. Предполагается, что О G Q, J(x) ф 0 
в случае х £ Q \ Q и все точки множества Q достижимы из начала 
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координат. (Последнее эквивалентно условию: для любой точки х £ 
Q \ {0} существует точка у £ Q такая, что х — у есть орт пространства.) 

Одним из результатов упомянутой работы является 

У т в е р ж д е н и е 6. Задача 1 в рассматриваемом случае разрешима 
жадным алгоритмом при любой целевой функции вида (3) тогда и только 
тогда, когда Q обладает свойством: 

для любых точек х £ Q, у £ Q таких, что х ^ у и жг- = у, 
(РР)< при некотором i £ J(x), найдется номер j £ J(x) такой, что 

yj > Xj и у + Si - 6j £ Q. 

Далее будут рассмотрены результаты, относящиеся к разрешимости 
жадным алгоритмом задачи 2. 

7. В работе [1] разрешимость жадным алгоритмом задачи 2 иссле­
довалась для множеств Q С Z^_, а класс Ф целевых функций состоял 
из всех вогнутых сепарабельных функций / вида (3). По этому поводу 
доказан критерий разрешимости. 

У т в е р ж д е н и е 7. Задача 2 разрешима жадным алгоритмом при 
любой целевой функции вида (3) тогда и только тогда, когда Q обладает 
свойствами: 

(a) если х Е Q, у Е Z^_ и у ^. х, то у Е Q; 
(b) при любом z £ Z^_ все максимальные относительно частичного 

порядка ^ векторы множества {х £ Q \ x ^ z} имеют одинаковую сумму 
компонент. 

Множества Q, обладающие свойствами (а) и (Ь), получили название 
целочисленные полиматроиды [12]. 

8. Задача 2 в случае целевых функций, представляющих собой су­
перпозицию вогнутых и линейных функций, рассматривалась в рабо­
те [2]. Более точно целевые функции задачи имеют вид 

т 

f{x) = ^fi{aix), (4) 
г = 1 

где (ii = (а,ц,... , ain) £ Z " , /г-(-) — вогнутые функции, г = 1 , . . . , то. 
Относительно множества Q, Q С Z^_, предполагается, что его раз­

мерность равна п и оно удовлетворяет условию (а) из предыдущего 
пункта. Обозначим через А матрицу размера то X га, строками кото­
рой являются векторы аг-, г = 1 , . . . , то. 

Основным результатом работы [2] является достаточное условие раз­
решимости. 
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У т в е р ж д е н и е 8. Задача 2 с целевьгми функциями вида (4) разре­
шима жадным алгоритмом при любьгх вогнутьгх функциях fi(-), если 
матрица А и множество Q обладают свойствами: 

(Ь') для любого вектора z £ Z^_ все максимальные относительно 
частичного порядка ^ векторы множества {ж £ Q \ Ах ^ z} имеют 
одинаковую сумму компонент; 

(с) п-вектор ( 1 , . . . ,1) является относительно внутренним вектором 
конуса, порожденного векторами cii, i = 1 , . . . , то. 

Выделяемый этим утверждением класс разрешимых задач содержит 
ранее выделенный в п. 7 класс задач, поскольку для единичной матрицы 
А условие (с) очевидным образом выполняется, а условие (Ь') в этом 
случае совпадает с условием (Ь). 

В случае задания множества Q допустимых решений задачи систе­
мами линейных неравенств с целочисленными неотрицательными коэф­
фициентами эти условия выражаются в терминах свойств некоторых 
семейств множеств, теснейшим образом связанных со структурой сис­
темы линейных ограничений и целевой функцией задачи. В работе [3] 
дано более полное описание (характеризация) указанных семейств мно­
жеств, основанное на специального вида представимости этих семейств 
параллельно-последовательными сетями. 

9. В заключение отметим критерий разрешимости [15, 16] задачи 2 
посредством модифицированного жадного алгоритма в случае булевых 
систем векторов (или систем подмножеств конечного множества). 

Подходящей версией жадного алгоритма для задачи 2 в случае сис­
тем достижимых множеств является следующий модифицированный жад­
ный алгоритм. 

Ш а г 1. Положить F* = 0 и F = 0 . 
Ш а г 2. Выбрать х £ E\F такой, что FUx £ & и f(FUx) ^ f(FUy) 

для всех у £ E\F при условии FUy £ &\ если такого х не существует — 
STOP (F* есть решение, полученное жадным алгоритмом). 

Ш а г 3 . Если f(F U ж) > f(F*), то заменить F* на F U х. 
Ш а г 4 . Заменить F на F U х и перейти на шаг 2. 

В случае неупорядоченных подмножеств гридоидом называется та­
кая система (Е,^) достижимых множеств, что если X, Y £ & и |Х | > 
|У|, то существует х £ X \ Y такой, что Y U {ж} £ &. Справедливо 

У т в е р ж д е н и е 9. Пусть (Е, ,^) — система достижимых множеств; 
тогда для каждой линейной целевой функции / : & —> R модифициро­
ванный жадный алгоритм получает оптимальное решение задачи 2, если 
и только если (Е, ,^) есть такойгридоид, что если В, (B\e)U{x, у} £ J^", 
где е £ В, {ж, у} П В = 0 , то либо В U {у} £ <&, либо (B\e)U {у} £ &. 
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Используемое в приведенной формулировке понятие гридоида в слу­
чае систем неупорядоченных множеств естественным образом связано 
с аналогичным понятием в случае упорядоченных множеств. Доста­
точно заметить, что любой гридоид в неупорядоченном случае получа­
ется из некоторого гридоида в упорядоченном случае путем простого 
превращения упорядоченных множеств в неупорядоченные. 

Некоторые дополнительные сведения по рассматриваемому в данной 
статье вопросу можно найти также в работах [7-10, 17, 18, 20, 21, 23]. 
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ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛИЗ И ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИЙ
Октябрь—декабрь 2004. Серия 1. Том 11, № 4, 36–43

УДК 519.854

ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ МИНИМАКСНОЙ ЗАДАЧИ

О НАЗНАЧЕНИЯХ∗)

Н.И.Глебов

Для некоторого обобщения минимаксной задачи о назначениях,
представляющего собой транспортную задачу с минимаксным кри-
терием и ограниченными целочисленными переменными, предложен
алгоритм, который в общем случае является псевдополиномиаль-
ным. В случае несбалансированной минимаксной задачи о назна-
чениях алгоритм полиномиален, а при определенном соотношении
параметров задачи его оценка трудоемкости линейным образом за-
висит от размерности задачи.

Рассматриваемая задача представляет собой обобщение известной ми-
нимаксной задачи о назначениях или, более точно, транспортную задачу
с минимаксным критерием и ограниченными целочисленными перемен-
ными:

max
i,j

fij(xij) −→ min
x

(1)

при ограничениях:

m∑

j=1

xij = ai, i = 1, 2, . . . , n, (2)

n∑

i=1

xij 6 bj, j = 1, 2, . . . ,m, (3)

0 6 xij 6 dij , xij − целое, i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m, (4)

где ai, bj, dij — натуральные числа и fij(·) — монотонно неубывающие
функции.

Обычная минимаксная задача о назначениях соответствует случаю
ai = bj = dij = 1, fij(0) = 0 и n = m. Ссылки на посвященные ей работы
можно найти в [2, 3].

∗)Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований (проект 02–01–01153) и гранта ведущих
научных школ РФ (проект НШ–313.2003.1).

c© 2004 Глебов Н.И.
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Ниже предлагается алгоритм получения точного решения рассмат-
риваемой задачи, который в общем случае является псевдополиноми-
альным. В случае ai = bj = dij = 1 и fij(xij) = cijxij (i = 1, 2, . . . , n;
j = 1, 2, . . . ,m) алгоритм оказывается полиномиальным и имеет оценку
трудоемкости O(n3 + nm), так что при n = O(

√
m) трудоемкость алго-

ритма сравнима по порядку с числом элементов матрицы (cij) размера
n×m.

Алгоритм решения задачи.

Для описания алгоритма нам понадобяться некоторые понятия и обо-
значения.

Определение 1. Матрицу x = (xij) будем называть частично допу-

стимым решением задачи, если ее элементы удовлетворяют ограниче-
ниям (2) и (4). Если при этом они удовлетворяют также и ограничению
(3), то x будет называться допустимым решением.

Определение 2. Дефектом частично допустимого решения x бу-

дем называть величину D(x) =
m∑
j=1

(
n∑

i=1
xij − bj)

+, где a+ = max{0, a}.

Очевидно, что 0 6 D(x) 6
n∑

i=1
ai и частично допустимое решение x

является допустимым решением задачи (1)–(4), если D(x) = 0.
Через F0 обозначим min

x
max
ij

fij(xij), где минимум берется по всем до-

пустимым решениям x. Таким образом, для оптимальности допустимого
решения x необходимо и достаточно, чтобы при любых i и j выполнялось
неравенство fij(xij) 6 F0.

Необходимыми условиями существования допустимых решений, а сле-
довательно, и разрешимости задачи (1)–(4), являются неравенства

m∑

j=1

dij > ai, i = 1, 2, . . . , n.

Для существования частично допустимых решений эти условия являют-
ся не только необходимыми, но и достаточными. В связи с этим в даль-

нейшем они наряду с неравенством
m∑
j=1

bj >
n∑

i=1
ai будут предполагаться

выполненными.
Общая идея алгоритма. Начиная с некоторого частично допустимого

решения x, удовлетворяющего условию

max
i,j

fij(xij) 6 F0, (5)
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будет производиться последовательное преобразование x так, чтобы,
во-первых, вновь получаемое частично допустимое решение удовлетворя-
ло условию (5) и, во-вторых, новое частично допустимое решение имело
меньший дефект. В случае разрешимости задачи это обеспечит в ко-
нечном счете получение искомого решения, т. е. допустимого решения,
удовлетворяющего условию оптимальности (5).

Все действия алгоритма в промежутке между двумя последователь-
ными преобразованиями частично допустимого решения (и от момента
получения начального частично допустимого решения до первого преоб-
разования этого решения) будем называть этапом.Таким образом, число
этапов не превосходит

∑
i
ai, поскольку при каждом преобразовании ре-

шения его дефект уменьшается на единицу.
В процессе работы алгоритма имеется следующая информация:
i1) Частично допустимое решение x, удовлетворяющее условию (5).
i2) Величины b′j = bj −

∑
i
xij, j = 1, 2, . . . ,m и D(x) =

∑
j
(−b′j)

+.

i3) Множество (или список) R номеров свободных и/или помечен-
ных столбцов. (j-й столбец называется свободным, если b′j > 0. Некото-
рым столбцам, для которых b′j = 0, могут быть приписаны метки. Такие
столбцы считаются помеченными. В качестве метки столбца, обозначае-
мой посредством ν(j), выступает номер некоторой ”обработанной” строки
i, при этом xij > 0. )

i4) Множество Q номеров обработанных строк и список S номеров i
таких необработанных строк, что {j ∈ R | xij < dij} 6= ∅.

i5) Номера j(i), i ∈ Q∪S, характеризующиеся следующими свойства-
ми: j(i) ∈ R и fij(i)(xij(i) + 1) = min{fij(xij + 1) | j ∈ R, xij < dij}.

Замечание 1. Для каждой обработанной строки i имеем:
а) fij(i)(xij(i) + 1) 6 F0 (доказательство см. ниже);
б) если xij > 0, то j ∈ R.

Крупноблочная схема алгоритма.
1) Начальная подготовка. (Основное назначение блока — построение

начального частично допустимого решения x, удовлетворяющего усло-
вию (5)).

2) Если D(x) = 0, то Конец (x — оптимальное решение), иначе пе-
рейти к п. 3.

3) Подготовительная работа (очередного этапа).
4) Выделение множества строк (для предполагаемой обработки).
5) Определение возможности выполнения преобразования частично

допустимого решения x. Если ответ положительный, то переход к п. 7,
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в противном случае — переход к п. 6.
6) Обработка строк и переход к п. 4.
7) Преобразование x и переход к п. 2.
Поблочное описание алгоритма.
Блок 1 (начальная подготовка). Здесь производится построение на-

чального частично допустимого решения x. Для этого значения элемен-
тов xij i-й строки матрицы x определяются независимо от других строк
по следующему правилу: начальные значения элементов полагаются рав-
ными нулю, а затем производится последовательное увеличение на еди-
ницу одной из компонент xil, удовлетворяющей условиям xil < dil и

fil(xil + 1) = min{fij(xij + 1) | xij < dij}.

Указанная процедура должна выполняться, пока имеет место неравен-
ство

∑
j
xij < ai. Построенное таким способом частично допустимое ре-

шение x при каждом значении i = 1, 2, . . . , n удовлетворяет условию

max{fij(xij) | xij > 0} 6 min{fij(xij + 1) | xij < dij}.

Кроме того, как будет показано ниже, оно удовлетворяет также усло-
вию (5).

В этом же блоке производится вычисление величин b′j и D(x).

Блок 2. Действия, выполняемые в этом логическом блоке, вполне
очевидны. Напомним лишь, что при равенстве дефекта нулю частично
допустимое решение является допустимым, а при выполнении условия
(5) оно будет и оптимальным решением задачи (1)–(4).

Блок 3 (подготовительная работа). В этом блоке определяются ин-
формационные объекты, перечисленные в пунктах i3)–i5). На данной ста-
дии вычислений множество Q пусто, а множество R состоит из номеров
всех свободных столбцов (обработанных строк и помеченных столбцов
пока нет).

Блок 4 (выделение множества строк). В случае S 6= ∅ из списка S
выделяется часть S0, состоящая из строк i таких, что

fij(i)(xij(i) + 1) = min{fkj(xkj + 1) | xkj < dkj, k ∈ S, j ∈ R}.

В случае S = ∅ задача (1)–(4) неразрешима, так как ограничения (2)–(4)
несовместны.

Блок 5. Здесь осуществляется попытка выбора такой строки i0 ∈ S0,
что xi0j > 0 и b′j < 0 при некотором j. Наличие такой строки позволяет
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произвести нужное (т. е. уменьшающее дефект и сохраняющее условие
(5)) преобразование частично допустимого решения x.

Блок 6 (обработка строк). Как следует из описания крупноблочной
схемы, этот блок вступает в работу, когда b′j > 0 при любых i ∈ S0 и
j ∈ Πi, где Πi = {j | xij > 0}.

Сначала последовательно просматриваются все строки из списка S0

и для каждой такой строки i0 все столбцы j ∈ Πi0 . Если очередной про-
сматриваемый столбец не входит в текущее множество R, то производит-
ся его пометка. (В этом и состоит обработка строки i0). Сама процедура
пометки столбца j0 заключается в следующем:

1) номер j0 вносится в R;
2) метка ν(j0) полагается равной i0;
3) для каждого номера i /∈ Q∪S0 такого, что xij0 < dij0 , выполняется

либо а), либо в):
а) если i ∈ S и fij0(xij0 + 1) < fij(i)(xij(i) + 1), то положить j(i) := j0;
в) если i /∈ S, то положить j(i) := j0 и занести номер i в список S.
Далее из списка S удаляются все строки, принадлежащие списку S0.
Блок 7 (преобразование матрицы x). Работа блока происходит в

условиях, когда предварительно (в блоке 5) уже выбраны строка i0 ∈ S0

и столбец j0 такие, что xi0j0 > 0 и b′j0 < 0.
По номеру i0 однозначно определяются последовательности i0, . . .,

ik−1 и j1, . . . , jk такие, что b′jk > 0 (k > 1), js = j(is−1), где s = 1, 2, . . . , k,
а is = ν(js), s = 1, 2, . . ., k − 1. Затем производится преобразование мат-
рицы x и величин b′j , D(x) :

xisjs := xisjs − 1; xisjs+1 := xisjs+1 + 1; s = 0, 1, . . . , k − 1,

b′j0 := b′j0 + 1; b′jk := b′jk − 1; D(x) := D(x)− 1.

В результате получается новое частично допустимое решение с мень-
шим дефектом, удовлетворяющее условию (5).

Замечание 2. В описании блока 1 утверждалось, что получаемое в
этом блоке частично допустимое решение x в случае разрешимости за-
дачи удовлетворяет условию (5). В самом деле, пусть x∗ — оптимальное
решение задачи. Если xij 6 x∗ij, то fij(xij) 6 fij(x

∗
ij) 6 F0. Если xij > x∗ij ,

то в этом случае в силу ограничения (2) должен существовать номер l
такой, что xil < x∗il. Тогда

fij(xij) 6 max{fis(xis) | xis > 0} 6 min{fis(xis + 1) | xis < dis} 6

6 fil(xil + 1) 6 fil(x
∗
il) 6 F0.
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Замечание 3. Преобразование частично допустимого решения x,
производимое в блоке 7, затрагивает лишь некоторые элементы из x,
расположенные в строках из Q∪S0. При этом среди элементов i-й строки
может увеличиться на единицу лишь элемент xij(i) и уменьшиться в этом
случае на единицу один элемент этой строки. Учитывая также способы
формирования множества Q и номеров j(i), для доказательства того, что
новое частично допустимое решение будет удовлетворять условию (5),
для каждого i ∈ S0 достаточно показать справедливость неравенства

fij(i)(xij(i) + 1) 6 F0.

Далее используются обозначения Zk = {1, 2, . . . , k} и Q, R — для
дополнений множеств Q и R относительно множеств Zn и Zm соответ-
ственно.

Рассмотрим ситуацию, которая возникает сразу после срабатывания
блока 4. Прежде всего заметим, что
∑

{xij | (i, j) ∈ Q×R} = 0,
∑

{xij | (i, j) ∈ Zn ×R} >
∑

{bj | j ∈ R}.

Следовательно,
∑

{xij | (i, j) ∈ Zn ×R} =
∑

{xij | (i, j) ∈ Q×R} >
∑

{bj | j ∈ R}.

Пусть x∗ — оптимальное решение задачи (1)–(4). Тогда
∑

{bj | j ∈ R} >
∑

{x∗ij | (i, j) ∈ Zn ×R} >
∑

{x∗ij | (i, j) ∈ Q×R},
∑

{xij | (i, j) ∈ Q×R} >
∑

{x∗ij | (i, j) ∈ Q×R},
∑

{ai | i ∈ Q} −
∑

{xij | (i, j) ∈ Q×R}

>
∑

{ai | i ∈ Q} −
∑

{x∗ij | (i, j) ∈ Q×R},
∑

{xij | (i, j) ∈ Q×R} <
∑

{x∗ij | (i, j) ∈ Q×R}.

Из последнего неравенства непосредственно вытекает существование
такой пары номеров (i, j) ∈ Q×R, что xij+1 6 x∗ij. (Отсюда, в частности,
следует, что S 6= ∅, так что в случае S = ∅ задача не имеет оптимального
решения, т. е. неразрешима).

Пусть xpq + 1 6 x∗pq, (p, q) ∈ Q×R. Тогда для i ∈ S0 имеем

fij(i)(xij(i) + 1) = min{fkj(xkj + 1) | xkj < dkj , (k, j) ∈ Q×R} 6
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6 fpq(xpq + 1) 6 fpq(x
∗
pq) 6 F0.

Замечание 4. Основным назначением блока 3 является приведе-
ние в надлежащий исходный вид информации, перечисленной в пунк-
тах i3)–i5). Если в начале работы алгоритма естественным было считать
множества обработанных строк и помеченных столбцов пустыми, то на
последующих этапах столь же естественным (и целесообразным с точки
зрения сокращения вычислений) было бы учитывать при формировании
R и Q имеющуюся на текущий момент информацию и сохранить неко-
торые строки (столбцы) как обработанные (помеченные). С этой целью
проведем необходимый анализ используемой информационной структу-
ры.

Рассмотрим ориентированный граф G = (V,E) с множеством вершин

V = {(i, j) | 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m}

и множеством дуг

E = {((i, j), (i, j′)) | xij > 0 и j′ = j(i) 6= j}
∪ {((i, j), (i′ , j)) | j = j(i) и i′ = ν(j)}.

Каждая компонента связности этого графа, отличная от одновершин-
ной, представляет собой ориентированное (от листьев к корню) дерево.
Любой максимальный путь в таком дереве имеет вид:

(i0, j0) → (i0, j1) → (i1, j1) → (i1, j2) → · · · → (ik−1, jk−1) → (ik−1, jk),

возможно, без вершины (i0, j0). При этом все строки с номерами i1, . . . ,
ik−1 являются обработанными, все столбцы с номерами j1, . . . , jk−1 —
помеченными и b′jk > 0. Если к тому же оказывается, что i0 ∈ S0 и
b′j0 < 0, то указанный путь может быть использован для преобразования
матрицы x.

После выполнения преобразования матрицы x некоторые из этих пу-
тей могут перестать удовлетворять необходимым условиям. Но так будет
обстоять дело, вообще говоря, не со всеми максимальными путями и это
можно попытаться использовать для экономии вычислений, производя
соответствующим образом корректировку множеств Q и R.

Пусть (ik−1, jk) — последняя вершина пути, использованного при вы-
полнении преобразования x, а T (ik−1, jk) — дерево с корнем (ik−1, jk),
являющееся компонентой связности графа G. Будем говорить, что дере-
во T накрывает строку i (соответственно столбец j), если в нем имеется
вершина вида (i, j′) (соответственно (i′, j)).
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В том случае, когда b′jk > 0 (после преобразования x), из множеств
R и Q удаляются все помеченные столбцы и обработанные строки, на-
крытые деревом T (ik−1, jk). В случае b′jk = 0 при корректировке Q и
R необходимо переводить в разряд необработанных (непомеченных) все
строки (столбцы), накрытые не только деревом T (ik−1, jk), но и всеми
другими деревьями с корневыми вершинами, расположенными в столбце
jk. Кроме того, из R следует удалить столбец jk, поскольку он перестает
быть свободным.

Выполненная указанным способом корректировка множества R мо-
жет привести к нарушению условия "Пi ⊂ R" для обработанных строк.
Поэтому заново производится пометка всех удаленных из R столбцов j
таких, что xij > 0 и i ∈ Q.

После того, как уточнены множества R и Q, определяются номера
j(i) для всех строк i, попавших в список S.

Замечание 5. В общем случае предложенный алгоритм псевдопо-
линомиален (при полиномиальной вычислимости функций fij.) В случае
ai = 1 и fij(xij) = cijxij алгоритм является полиномиальным и име-
ет оценку трудоемкости O(n3 + nm), которая может быть обоснована
тем же способом, что и аналогичная оценка из [1]. Таким образом, при
n = O(

√
m) трудоемкость алгоритма сравнима по порядку с числом эле-

ментов матрицы (cij) размера n×m.
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ЗАДАЧА ОТЫСКАНИЯ ПОДМНОЖЕСТВА ВЕКТОРОВ

С МАКСИМАЛЬНЫМ СУММАРНЫМ ВЕСОМ∗)

А.Е.Бабурин, Э.Х. Гимади, Н.И. Глебов, А.В.Пяткин

Доказана NP-трудность дискретных оптимизационных задач, свя-
занных с выбором из конечного семейства векторов в евклидовом
пространстве подмножества векторов с максимальной нормой сум-
мы. Предложены приближённые алгоритмы и получены оценки для
относительной погрешности и временно́й сложности. В случае фик-
сированной размерности пространства построена полиномиальная
аппроксимационная схема. Выделен подкласс задач, для которых
за псевдополиномиальное время отыскивается точное решение. По-
лученные результаты могут быть использованы для решения зада-
чи выбора фиксированного числа фрагментов в числовой последо-
вательности квазипериодически повторяющегося фрагмента при за-
данном числе повторов.

Введение

В статье приводится обоснование NP-трудности и построение при-
ближённых алгоритмов решения дискретных оптимизационных задач,
связанных с выбором из конечного семейства векторов в евклидовом
пространстве Rk подмножества векторов с максимальной нормой суммы.

Под нормой понимается евклидова норма, т. е. ‖x‖ =
√
x21 + x22 + . . .+ x2k.

В качестве основных задач в настоящей статье рассматриваются следу-
ющие две.

Задача 1. Задано конечное семейство векторов V = {v1, v2, . . . , vn} в

евклидовом пространстве Rk и натуральное число m < n. Требуется из

V выбрать m векторов, норма суммы которых максимальна.

Вторая основная задача связана с целесообразным поиском сигна-
лов в зашумлённой аддитивным шумом последовательности импульсов.
Согласно [2, 4] эта задача поиска сводится к следующей.

∗)Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований (проекты 05–01–00395 и 07–07–00022) и
INTAS (проект 04–77–7173).

c© 2007 Бабурин А.Е., Гимади Э. Х., ГлебовН.И., Пяткин А.В.
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Задача 2. Задано конечное семейство векторов V = {v1, v2, . . . , vn}
в евклидовом пространстве Rk и натуральные числа m и l, удовлетворя-

ющие условию l(m− 1) < n. Требуется выделить в V подсемейство век-

торов X = {va1 , va2 , . . . , vam}, обладающее максимальной нормой суммы

при условии ai+1 − ai > l, i = 1, 2, . . . ,m− 1.

Для решения указанных задач предложены приближённые алгорит-
мы и оценены относительная погрешность и временна́я сложность. В
случае фиксированной размерности пространства построена полиноми-
альная аппроксимационная схема. Выделен подкласс задач, для которых
точное решение отыскивается за псевдополиномиальное время.

Полученные результаты могут быть использованы для решения за-
дачи выбора фиксированного числа фрагментов в числовой последова-
тельности квазипериодически повторяющегося фрагмента при заданном
числе повторов. Как указывается в [2, 4], эта задача типична для таких
приложений как электронная разведка, радиолокация, телекоммуника-
ция, геофизика, обработка речевых сигналов, медицинская и техничес-
кая диагностика и др.

Для доказательства NP-трудности основных задач рассматриваются
также некоторые вспомогательные задачи.

В первом разделе статьи доказывается, что NP-полна следующая
Задача Π′. Дано N ′ булевых k-мерных векторов u1, u2, . . . , uN

′
и на-

туральные константы K ′ > 0,m < N ′. Можно ли среди этих векторов

выбрать такие m векторов, что квадрат евклидовой нормы их суммы не

меньше K ′?
При доказательстве этого факта используется сводимость к этой за-

даче известной NP-полной задачи КЛИКА [3].
NP-трудность задачи 1 следует из NP-полноты задачи Π′ и сводимо-

сти последней к задаче 1.
Во втором разделе доказывается NP-полнота следующей вспомога-

тельной задачи.
Задача Π. Даны слово длины N > qM над алфавитом {0, 1} и нату-

ральная константа K > 0. Можно ли в этом слове выбрать M таких непе-

ресекающихся отрезков длины q, что квадрат евклидовой нормы суммы

выбранных q-мерных векторов не меньше K?

Для этого доказывается сводимость к ней задачи Π′.А из NP-полноты
вспомогательной задачи Π и её сводимости к задаче 2 вытекает
NP-трудность задачи 2.

В разделе 3 приводится алгоритм приближённого решения задачи 1.
При фиксированной размерности пространства построена полиномиаль-
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ная аппроксимационная схема. Кроме того, обосновываются условия,
при которых точное решение задачи 1 отыскивается за псевдополино-
миальное время.

В разделе 4 описывается алгоритм приближённого решения задачи
2, временна́я сложность которого несущественно увеличивается по срав-
нению с алгоритмом решения задачи 1 при той же точности.

1. NP-полнота задачи Π′ и её сводимость к задаче 1

Для доказательства NP-полноты вспомогательной задачи Π′ восполь-
зуемся известной [3] NP-полной задачей КЛИКА. Дан n-вершинный граф

G и натуральное число r. Есть ли в графе G r взаимно смежных вершин?

Нам потребуется следующее очевидное

Утверждение. Если a 6 b, то (a− 1)2 + (b+ 1)2 > a2 + b2.

Теорема 1. Задача Π′ является NP-полной.

Доказательство. Сведём задачу КЛИКА к задаче Π′. Выберем
числа p и s такими, чтобы выполнялись неравенства

(s+ r − 1)2 > (s+ r − 2)2 + (n− r)r2; p > n(s+ n− 1)2 + 1.

Положим N ′ = sn, k = pn,m = sr и K ′ = r(s+ r − 1)2 + (p− 1)rs2.
Каждой вершине vi в графе G поставим в соответствие s векторов

u(i−1)s+1, u(i−1)s+2, . . . , uis размерности k. Положим u
(i−1)s+t
(i−1)p+l = 1 для всех

t = 1, 2, . . . , s и l = 1, 2, . . . , p. Кроме того, для каждой пары смежных
вершин vi и vj будем полагать, что u(i−1)s+1

(j−1)p+1 = u
(j−1)s+1
(i−1)p+1 = 1. Остальные

координаты всех векторов положим равными 0.
Назовем j-ю координату вектора значимой, если j ≡ 1 (mod p), и

незначимой в противном случае.
Покажем, что клика размера r в графе G существует тогда и только

тогда, когда среди данных N ′ векторов можно выбрать m таких векторов
a1, a2, . . . , am, что ‖a1 + a2 + . . .+ am‖2 > K ′.

Если в графе G есть клика размера r, то в качестве a1, a2, . . . , am вы-
берем векторы, соответствующие вершинам этой клики. Тогда в векторе
a = a1+a2+ . . .+am окажется (p−1)r незначимых координат, равных s,
и r значимых координат, равных (s + r − 1). Следовательно, ‖a‖2 > K ′.

Для доказательства обратного утверждения придётся оценить квад-
рат нормы суммы произвольных m векторов a1, a2, . . . , am из рассмат-
риваемого семейства. Среди выбранных m векторов обозначим через xi
число векторов, соответствующих вершине vi. Тогда вектор a = a1 +
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a2 + . . .+ am имеет по p− 1 незначимых координат, равных xi для каж-
дого i = 1, 2, . . . , n, и n значимых координат, каждая из которых не пре-
восходит s + n − 1. Ясно, что 0 6 xi 6 s и x1 + x2 + . . . + xn = sr.
Можно считать, что x1 > x2 > . . . > xn. Из утверждения следует, что
x21 + x22 + . . . + x2n 6 rs2, причём равенство достигается тогда и только
тогда, когда x1 = x2 = . . . = xr = s, а xr+1 = xr+2 = . . . = xn = 0.

Допустим, что xr < s. Тогда имеем

‖a‖2 6 (p− 1)

n∑

j=1

x2j + n(s+ n− 1)2

6 (p − 1)rs2 − (p− 1) + n(s+ n− 1)2 < (p− 1)rs2 < K ′.

Теперь предположим, что x1 = x2 = . . . = xr = s и xr+1 = xr+2 =
. . . = xn = 0. Тогда ровно (p− 1)r незначимых координат вектора a рав-
ны s, а остальные незначимые координаты равны 0. Кроме того, среди
значимых координат лишь a1, ap+1, . . . , a(r−1)p+1 могут быть больше r.
Если вершины v1, v2, . . . , vr не образуют клику, то не более r− 1 из этих
координат могут быть равны s+ r − 1. Таким образом, имеем

‖a‖2 6 (p− 1)rs2 + (r − 1)(s + r − 1)2 + (s+ r − 2)2 + (n− r)r2

< (p − 1)rs2 + r(s+ r − 1)2 = K ′.

Значит, ‖a‖2 > K ′ тогда и только тогда, когда вершины v1, v2, . . ., vr
образуют клику. Теорема 1 доказана.

Таким образом, вспомогательная задача Π′ является NP-полной.
Из NP-полноты задачи Π′ и её сводимости к задаче 1 следует

Теорема 2. Задача 1 является NP-трудной.

2. NP-полнота задачи Π и её сводимость к задаче 2

Теорема 3. Задача Π является NP-полной.

Доказательство. Сведём задачу Π′ к задаче Π. По данному входу
задачи Π′ строим вход задачи Π следующим образом. Положим
q = 2k+4. Каждому вектору ui задачи Π′ ставим в соответствие подсло-
во Ai длины q следующего вида. Положим Ai

1 = Ai
2 = . . . = Ai

k+2 = 0,
Ai

k+3 = Ai
q = 1 и Ai

k+3+j = uij при j = 1, 2, . . . , k. Эти подслова назовём ос-

новными. Пусть B1 = Bk+3 = Bq = 1 и Bj = 0 при
j ∈ {2, 3, . . . , k+2, k+4, k+5, . . . , q−1}. Выберем число p > (N ′(k+2))2 и
возьмём p копий подслова B (эти подслова назовём вспомогательными).
Полученные p + N ′ подслов запишем в произвольном порядке, отделяя
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соседние подслова друг от друга группами из q нулей. Получим слово
длины N = q(2N ′ +2p− 1). Пусть M = p+m и K = 2(p+m)2 + p2 +K ′.

Будем говорить, что отрезок bj в решении задачи Π порождён дан-
ным подсловом (B или Ai), если bj с ним пересекается, и правильно по-

рождён данным подсловом, если он с ним совпадает (т. е. bj = B или
bj = Ai). Ясно, что каждый отрезок порождён ровно одним словом и
никакое решение задачи Π не может содержать более двух отрезков,
порождённых одним подсловом. Для удобства будем отождествлять по-
нятия «отрезок bj длины q» и «q-мерный вектор bj».

Покажем, что в задаче Π можно выбрать M непересекающихся от-
резков b1, b2, . . . , bM таких, что ‖b1 + b2 + . . . + bM‖2 > K тогда и только
тогда, когда в задаче Π′ можно выбрать m векторов, квадрат евклидовой
нормы суммы которых не меньше K ′.

Пусть ui1 , ui2 , . . . , uim — решение задачи Π′, причём ‖ui1 + ui2 + . . .+
uim‖2 > K ′, bj = Aij при j = 1, 2, . . . ,m и bj = B при j = m + 1,m +
2, . . . ,m+ p. Нетрудно убедиться, что

‖b1 + b2 + . . .+ bM‖2 = 2(p +m)2 + p2 + ‖ui1 + ui2 + . . . + uim‖2 > K.

Теперь докажем обратное утверждение. Для этого рассмотрим неко-
торое оптимальное решение задачи Π. Обозначим через X = (x1, x2, . . .,
xq) сумму векторов bj, соответствующих выбранным отрезкам. По пред-
положению имеем ‖X‖2 > K > 2(p+m)2 + p2.

Назовём j-ю координату вектора X большой, если xj > p. Сначала
покажем, что X содержит ровно три больших координаты.

Действительно, общее число единиц в слове не превосходит 3p+N ′(q+
2) < 3p+

√
p при выбранном p. Следовательно, X содержит не более трёх

больших координат. Предположим, что число таких координат меньше
трёх. Пусть вектор Y получается из X переобозначением координат в
порядке невозрастания, т. е. y1 > y2 > . . . > yq. Тогда справедливы

неравенства y2 6 y1 6 p + m, y3 6 p − 1,

q∑

i=1

yi < 3p +
√
p. Чему

может быть равен максимальный квадрат евклидовой нормы вектора с
такими условиями? Из утверждения следует, что максимум достигается
для вектора с координатами y2 = y1 = p+m, y3 = p−1, y4 = y <

√
p и yj =

0 при j = 5, 6, . . . , q. Но квадрат нормы такого вектора не превосходит

2(p +m)2 + (p− 1)2 + p = 2(p +m)2 + p2 − p+ 1 < 2(p+m)2 + p2,

т. е. имеем противоречие.
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Итак, X содержит ровно три большие координаты. Заметим также,
что отрезок, порождённый вспомогательным подсловом B, имеет три
ненулевые координаты тогда и только тогда, когда он порождён пра-
вильно.

Если каждый отрезок, порождённый вспомогательным подсловом,
имеет не более двух единиц в больших координатах, то в этом случае
может быть не более N ′ отрезков, имеющих три единицы в больших ко-
ординатах. Тогда

y1 + y2 + y3 6 2(p +m−N ′) + 3N ′ = 2p +N ′ + 2m < 3p + 2m.

Если же найдётся отрезок, порождённый вспомогательным подсло-
вом, в котором имеются три единицы в больших координатах, то он пра-
вильно порождён, и номерами больших координат являются 1, k + 3, q.
Учитывая также то, что число отрезков, правильно порождённых вспо-
могательными словами, не превосходит p, имеем y1+y2+y3 6 3p+2m, так
как в каждом отрезке, порождённом основными подсловами, содержит-
ся не более двух единиц в координатах 1, k+3, q. При этом две единицы
в указанных координатах будут лишь в случае, когда отрезок порождён
правильно (и единицы содержатся в координатах k + 3 и q).

Следовательно, в любом случае y1+y2+y3 6 3p+2m и равенство дос-
тигается в том и только том случае, когда решение содержит p отрезков,
правильно порождённых вспомогательными подсловами, и m отрезков,
правильно порождённых основными подсловами.

Если y1 + y2 + y3 6 3p + 2m − 1, то из утверждения следует, что
при имеющихся условиях максимум квадрата нормы достигается при
y1 = p+m, y2 = p+m−1 и y3 = p. При этом сумма квадратов остальных
координат не превосходит p. Тогда

‖X‖2 6 (p+m)2 + (p+m− 1)2 + p2 + p = 2(p+m)2 + p2 − p− 2m+ 1

< 2(p +m)2 + p2

— противоречие.
Таким образом, y1+y2+y3 = 3p+2m и вектор X порождён некоторы-

ми отрезками bj = Aij при j = 1, 2, . . . ,m и bj = B при
j = m+ 1,m+ 2, . . . ,m+ p. Тогда из неравенства

2(p+m)2 + p2+K ′ = K 6 ‖X‖2 = 2(p+m)2 + p2+ ‖ui1 +ui2 + . . .+uim‖2

следует, что ‖ui1 + ui2 + . . .+ uim‖2 > K ′. Теорема 3 доказана.
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Заметим, что задача Π сводится к задаче 2. Достаточно положить
l = k = q, m =M и n = N − q + 1, а в качестве векторов vi рассмотреть
векторы, порождённые отрезками [i, i+ q− 1], 1 6 i 6 N − q+1, данного
слова. Тогда условия ai+1 − ai > l, 1 6 i < m, гарантируют, что отрезки
данного слова в задаче Π, соответствующие выбранным векторам vi, не
пересекаются.

Из NP-полноты вспомогательной задачи Π и её сводимости к задаче
2 следует

Теорема 4. Задача 2 является NP-трудной.

3. Алгоритм A1 приближённого решения задачи 1

Для произвольного конечного множества векторовX определим функ-
цию

S(X) =
∑

v∈X
v.

Следующий алгоритм A1 находит приближённое решение задачи 1 в
пространстве Rk.

Описание алгоритма

На входе алгоритма A1 задаётся множество векторов V = {v1, . . . , vn}
из пространства Rk и натуральный параметр L. Алгоритм A1 строит се-
мейство решений. Далее из этих решений выбирается наилучшее. Перей-
дём к формальному описанию алгоритма A1.

Положим W (L) = {x ∈ Zk|max{|x1|, |x2|, . . . , |xk|} = L} (через Z обо-
значено множество целых чисел). Пусть множество W (L) упорядочено,
например, лексикографически. Обозначим i-й вектор в этом порядке че-
рез Wi(L).

Шаг 1. Полагается i = 1.
Шаг 2. Выбирается решение — подмножество входных векторов

Xi = {xi1, xi2, . . . , xim}, обладающих максимальными значениями скаляр-
ного произведения (xij ,Wi(L)), j = 1, 2, . . . ,m.

Шаг 3. Если i < |W (L)|, то полагается i = i+1 и выполняется шаг 2.
Иначе выполняется шаг 4.

Шаг 4. Из полученных на шаге 2 решений выбирается такое X, что

‖S(X)‖ = max
i=1,...,|W (L)|

‖S(Xi)‖.

Множество векторов X является результатом работы алгоритма A1.
Описание алгоритма A1 закончено.

Теорема 5. Алгоритм A1 имеет временну́ю сложность O(nk2(2L +
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1)k−1) и находит решение задачи 1 с гарантированной относительной

погрешностью, не превышающей 1
8 (k − 1)/L2.

Доказательство. Определяющий временну́ю сложность алгоритма
шаг 2 выполняется |W (L)| раз, а |W (L)| 6 2k(2L + 1)k−1. Эта оценка

следует из неравенства |W (L)| 6
k∑

l=1

|W (L; l)|, где W (L; l) = {x ∈ Zk |
|xl| = L; |xr| 6 L при всех r 6= l, 1 6 r 6 k}.

Сложность выполнения скалярных произведений n входных векто-
ров на вектор Wi(L) равна O(nk). Выбор m максимальных значений из
n скаляров можно произвести за линейное по n время. Следовательно,
шаг 2 алгоритма выполняется за O(nk) операций и временна́я сложность
всего алгоритма не превосходит O(nk2(2L+ 1)k−1).

Обозначим через X∗ оптимальное решение задачи. Пусть Wi(L) —
вектор, максимально близкий по углу к вектору S(X∗) средиW (L), а ϕ—

угол между S(X∗) и Wi(L). Пусть s=
S(X∗)L

max{|S1(X∗), S2(X∗) . . . , Sk(X∗)|} .
Рассмотрим вектор w = (⌊s1⌉, ⌊s2⌉, . . . , ⌊sk⌉), где через ⌊x⌉ обознача-

ется ближайшее к x целое число. Очевидно, что w ∈W (L).

Обозначим через ϕ угол между Wi(L) и S(X∗), а через ψ угол между
w и S(X∗) (между w и s). Ясно, что ϕ 6 ψ.

Применяя теорему косинусов к треугольнику, образованному векто-
рами w и s, получаем

cosψ = −|w − s|2 − |s|2 − |w|2
2|s||w| = 1− |w − s|2 − (|s| − |w|)2

2|s||w|

> 1− k − 1

8(min {|w|, |s|})2 > 1− k − 1

8L2
,

поскольку каждая координата вектора w− s по абсолютной величине не
превосходит 1/2, и хотя бы одна из них равна 0.

Далее для найденного приближённого решения X имеем

‖S(X)‖ > ‖S(Xi)‖ > (S(Xi),Wi(L))

‖Wi(L)‖
=

m∑
j=1

(Xi
j ,Wi(L))

‖Wi(L)‖

>

m∑
j=1

(X∗
j ,Wi(L))

‖Wi(L)‖
= ‖S(X∗)‖ cosϕ.
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Отсюда следует оценка относительной погрешности алгоритма A1:

‖S(X∗)‖ − ‖S(X)‖
‖S(X∗)‖ 6 1− cosϕ 6 1− cosψ 6 k − 1

8L2
.

Теорема 5 доказана.
Из теоремы 5 непосредственно вытекает справедливость следующего

утверждения об условиях полиномиальности и асимптотической точнос-
ти предложенного алгоритма.

Теорема 6. При фиксированной размерности k пространства Rk ал-

горитм A1 решения задачи 1 является асимптотически точным при та-

ком выборе параметра L, что L(n) является произвольной неограниченно

растущей функцией от n.

Тем самым для случая фиксированной размерности k пространства
Rk установлено построение полиномиальной аппроксимационной схемы.
Действительно, пусть относительная погрешность равна ε = k−1

8L2 . Тогда

L =
√

k−1
8ε и для временно́й сложности алгоритма A1 получим величину

O

(
k(kn +m log n)

(√
k − 1

2ε
+ 1

)k−1
)
.

Теорема 7. Если размерность k пространства Rk фиксирована, то

алгоритм A1 c параметром L = 0,5kmb, где

b = max
i=1,...,n;j=1,...,k

|vij |,

является псевдополиномиальным точным алгоритмом решения задачи 1
с целочисленными координатами входных векторов.

Доказательство. В введённых обозначениях для точного решения
задачи X∗ имеем ‖S(X∗)‖2 6 km2b2. Для приближённого решения X
получается

‖S(X)‖2
‖S(X∗)‖2 > (1− ε)2 = (1− k − 1

8L2
)2 > 1− k − 1

4L2
> 1− k − 1

(kmb)2

> 1− 1

km2b2
> 1− 1

‖S(X∗)‖2 ,

откуда следует, что ‖S(X)‖2 > ‖S(X∗)‖2 − 1.
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Учитывая целочисленность ‖S(X)|2 и ‖S(X∗)‖2 при целочисленности
координат входных векторов, заключаем, что

‖S(X)‖ = ‖S(X∗)‖.

Тем самым при описанных в условии теоремы допущениях алгоритм
A1 находит точное решение задачи. При этом алгоритм использует
O(nk2(mbk)k−1) операций, а множитель bk−1 определяет псевдополино-
миальность предложенного алгоритма. Теорема 7 доказана.

4. Алгоритм A2 приближённого решения задачи 2

Алгоритм A2 находит приближённое решение задачи 2 в простран-
стве Rk. Приведём описание только второго шага этого алгоритма, по-
скольку именно этим шагом отличаются оба алгоритма.

Шаг 2. Обозначим скалярное произведение векторов vj и Wi(L) через
wj , т. е. wj = (vj ,Wi(L)), j = 1, . . . , n. Рассматривается ориентированный
граф Gi(V,E) со взвешенными вершинами. Вес вершины vj определяет-
ся как wj для всех j = 1, 2, . . . , n. Положим E = {(vi, vj)|j − i > l}.
Методом динамического программирования в графе Gi находится цепь
длины m−1 c максимальным суммарным весом входящих в неё вершин.
Множество вершин этой цепи обозначается через Xi.

Теорема 8. Алгоритм A2 за время O

(
nk(k +m)(2L + 1)k−1

)
нахо-

дит решение задачи 2 с относительной погрешностью, не превышающей

величины 1
8(k − 1)/L2.

Доказательство. Доказательство погрешности алгоритма A2 ана-
логично доказательству в теореме 5. Множество вершин цепи, найден-
ной на шаге 2 алгоритма, образует оптимальное решение задачи выбора
m скаляров максимального веса при ограничениях, заданных в усло-
вии задачи 2. Шаг 2, определяющий временну́ю сложность алгоритма,
выполняется |W (L)| раз, причём |W (L)| 6 k(2L+1)k−1. Сложность рас-
чёта скалярных произведений n входных векторов на вектор Wi(L) не
превосходит O(nk). Построение цепи на шаге 2 выполняется за O(nm)
операций. Поэтому временна́я сложность шага 2 алгоритма не превосхо-

дит O(nk+nm), а всего алгоритма — O

(
nk(k+m)(2L+1)k−1

)
. Теорема 8

доказана.
Остаётся открытым вопрос о сложностном статусе задач 1 и 2 при

фиксированной размерности k пространства Rk.
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42 А.Е.Бабурин, Э.Х. Гимади, Н.И. Глебов, А.В.Пяткин42 А.Е.Бабурин, Э.Х. Гимади, Н.И. Глебов, А.В.Пяткин42 А.Е.Бабурин, Э.Х. Гимади, Н.И. Глебов, А.В.Пяткин

Выражаем признательность А. А. Кельманову, привлекшему наше
внимание к рассмотрению данного класса задач дискретной оптимиза-
ции.
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Î ìîåì ñòàðøåì íàñòàâíèêå è òîâàðèùå

Íèêîëàå Èâàíîâè÷å Ãëåáîâå

Ýäóàðä Õàéðóòäèíîâè÷ Ãèìàäè

Âîëåþ ñóäåá ÿ è Íèêîëàé Èâàíîâè÷ çàêîí÷èëè îäèí è òîò æå ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Êàçàíñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà, òîëüêî îí äâóìÿ
ãîäàìè ðàíüøå. À ïîñëå îêîí÷àíèÿ óíèâåðñèòåòà íàøè äàëüíåéøèå ñóäüáû
îêàçàëèñü òåñíî ñâÿçàííûìè ñ æèçíüþ â Íîâîñèáèðñêîì àêàäåìãîðîäêå è
ðàáîòîé â îäíîì è òîì æå Îòäåëå êèáåðíåòèêè, ñîñòîÿâøåì èç íåñêîëüêèõ
ëàáîðàòîðèé Èícòèòóòà ìàòåìàòèêè Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ Àêàäåìèè íàóê.

Îòöàìè-îñíîâàòåëÿìè Îòäåëà êèáåðíåòèêè áûëè Àëåêñåé Àíäðååâè÷ Ëÿ-
ïóíîâ31 è Þðèé Èâàíîâè÷ Æóðàâëåâ32. Êñòàòè, è ó Þðèÿ Èâàíîâè÷à, è
ó Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì àñïèðàíòóðû áûë èìåííî
À. À. Ëÿïóíîâ. Þðèþ Èâàíîâè÷ó ìû îáÿçàíû òåì, ÷òî íà âñå ïîñëåäóþùåå
âðåìÿ ïðåâàëèðóþùèì â íàøåì îòäåëå ñòàëî íàïðàâëåíèå 010109 � äèñ-
êðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà. À ëè÷íî ìîþ ñóäüáó
ïðåäîïðåäåëèëà ñëó÷àéíàÿ âñòðå÷à ñ Þðèåì Èâàíîâè÷åì â âàãîíå ïîåçäà

31À. À. Ëÿïóíîâ (1911�1973) � ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò ÀÍ ÑÑÑÐ (c 1964), îäèí èç îñ-
íîâîïîëîæíèêîâ øêîëû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè â ÑÑÑÐ, ñ 1961 ã. æèë è ðàáîòàë â
Íîâîñèáèðñêîì àêàäåìãîðîäêå.

32Þ. È. Æóðàâëåâ � ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê (1965), ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò ÀÍ ÑÑÑÐ (1984),
àêàäåìèê ÐÀÍ (1992).
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Àëåêñåé Àíäðååâè÷ Ëÿïóíîâ (1911�1973) Þðèé Èâàíîâè÷ Æóðàâëåâ (ðîä. 1935)

Íîâîñèáèðñê�Ìîñêâà (â 1963 ã.), êîãäà îí ïðèãëàñèë ìåíÿ íà ðàáîòó â ñâîé
îòäåë â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè. Íàøà ñîâìåñòíàÿ ñ Íèêîëàåì Èâàíîâè÷åì
ðàáîòà â Îòäåëå êèáåðíåòèêè òåñíî ñâÿçàíà òàêæå ñ èìåíåì Âëàäèìèðà
Òèõîíîâè÷à Äåìåíòüåâà33.

Áîëüøóþ ÷àñòü íàøåé òðóäîâîé æèçíè ìû ïðîðàáîòàëè â îäíîé è òîé
æå ëàáîðàòîðèè Äèñêðåòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, çàâåäóþùèì êîòîðîé
Íèêîëàé Èâàíîâè÷ áûë ñ 1975 ã. äî êîíöà ñâîåé æèçíè.

Íåñìîòðÿ íà íåáîëüøóþ âîçðàñòíóþ ðàçíèöó, ÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà îòíîñèë-
ñÿ ê Íèêîëàþ Èâàíîâè÷ó êàê ê ìóäðîìó ñòàðøåìó íàñòàâíèêó, âíèìàòåëüíî
ïðèñëóøèâàëñÿ ê åãî ñîâåòàì, çàìå÷àíèÿì è ðåêîìåíäàöèÿì, êîòîðûå, êàê
ïðàâèëî, îêàçûâàëèñü ñóùåñòâåííûìè, óìåñòíûìè è ïðîäóêòèâíûìè.

Ìåæäó ñîáîé ìû íàçûâàëè äðóã äðóãà ïî èìåíàì, äðóæèëè ñåìüÿìè.
Íèêîëàé Èâàíîâè÷ ÷àñòî ïðèâëåêàë ìåíÿ ê âîïðîñàì, êîòîðûå îí äîëæåí
áûë ðåøàòü êàê çàâåäóþùèé ëàáîðàòîðèåé.

Íà ñòàíîâëåíèå ìåíÿ êàê ó÷åíîãî îí îêàçàë ñàìîå íåïîñðåäñòâåííîå âëè-
ÿíèå. Òåìà ìîåé êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè áûëà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ
àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ îáîñíîâàíèåì ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðÿ-
äîâ òåõíè÷åñêèõ èçäåëèé ñïåöèàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ. Â 1965 ã. â ñòàòüå �Î
âûïóêëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ� Íèêîëàåì Èâàíîâè÷åì áûëî ñôîðìóëèðî-

33Â. Ò. Äåìåíòüåâ (1935�2011) � ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê (1975), çàâ. Îòäåëîì êèáåðíåòèêè
ÈÌ (ñ 1974 ã.), çàâ. êàôåäðîé òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ÌÌÔ ÍÃÓ (1984�2010).
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Âëàäèìèð Òèõîíîâè÷ Äåìåíòüåâ (1935�2011)

âàíî êðàñèâîå ñâîéñòâî, èçâåñòíîå ñåé÷àñ ïîä èìåíåì �Óñëîâèÿ Ãëåáîâà�:

f(x1, x2) + f(y1, y2) ≥ f(x1, y2) + f(y1, x2), (x1 ≤ y1 ≤ y2 ≤ x2).

Íàãëÿäíî ýòî óñëîâèå èçîáðàæåíî íà îáëîæêå íàøåãî ñîâìåñòíîãî ó÷åá-
íîãî ïîñîáèÿ34.

Íèêîëàé Èâàíîâè÷ ïðåäëîæèë ìíå èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòè èñïîëüçî-
âàíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ äëÿ ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ ñ óëó÷øåííûìè îöåíêà-
ìè êà÷åñòâà ðåøåíèÿ ñïåöèàëüíûõ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ è ñòàíäàðòèçàöèè.
È, äåéñòâèòåëüíî, âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî ðÿäà óäàëîñü ñîêðàòèòü â n/ log n ðàç ïðè òðåáóåìîé ïàìÿòè
â m ðàç ìåíüøå, ãäå n � ÷èñëî âîçìîæíûõ ýëåìåíòîâ ðÿäà, m � ÷èñëî
âûáèðàåìûõ ýëåìåíòîâ ðÿäà35.

Â 1969�1974 ãã. ìíå ñ Â. À. Ïåðåïåëèöåé36 äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿ-
æåðà íà ïîëíîì âçâåøåííîì ñëó÷àéíîì ãðàôå óäàëîñü îáîñíîâàòü äîñòàòî÷-

34Ãèìàäè Ý. Õ., Ãëåáîâ Í. È. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé:
Ó÷åá. ïîñîáèå. Íîâîñèáèðñê: ÍÃÓ, 2008. 163 ñ.

35Ãèìàäè Ý. Õ. Âûáîð îïòèìàëüíûõ øêàë â îäíîì êëàññå çàäà÷ òèïà ðàçìåùåíèÿ,
óíèôèêàöèè è ñòàíäàðòèçàöèè. Óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû: Ñá. íàó÷. òð. Íîâîñèáèðñê, 1970.
Âûï. 6. Ñ. 57�70.

36Â. À. Ïåðåïåëèöà � äî 1974 ã. ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè Äèñêðåòíûõ
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, íûíå ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð Çàïîðîæñêîãî óí-òà.
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Âèòàëèé Àôàíàñüåâè÷ Ïåðåïåëèöà (ðîä. 1937)

Îáëîæêà ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ �Ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè è ìåòîäû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé�
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íî ýëåãàíòíûå (ïî ñëîâàì ðåöåíçåíòà Â. Â. Ãëàãîëåâà37) óñëîâèÿ àñèìïòîòè-
÷åñêîé òî÷íîñòè ìàëîòðóäîåìêîãî ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà, äåéñòâóþùå-
ãî ñîãëàñíî æàäíîé ýâðèñòèêå �Èäè â áëèæàéøèé íåïðîéäåííûé ãîðîä� 38.

Ñåðãåé Âñåâîëîäîâè÷ ßáëîíñêèé (1924�1998)

Íèêîëàé Èâàíîâè÷ ãîðÿ÷î
ïîääåðæàë èäåè ïîñòðîåíèÿ ýô-
ôåêòèâíûõ ïðèáëèæåííûõ àëãî-
ðèòìîâ ðåøåíèÿ òðóäíûõ çàäà÷
äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, ÷òî â
ðåçóëüòàòå âûëèëîñü â öåëîñòíóþ
êîíöåïöèþ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëè-
æåííûõ àëãîðèòìîâ ñ ãàðàíòèðî-
âàííûìè îöåíêàìè òî÷íîñòè39. Â
äàëüíåéøåì ýòîò ïîäõîä ñòàë îä-
íèì èç êðàåóãîëüíûõ êàìíåé â îñ-
íîâàíèè òåìàòèêè èññëåäîâàíèé
íàøåé ëàáîðàòîðèè Äèñêðåòíûõ
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.

ß äî ñèõ ïîð áëàãîäàðåí Íèêî-
ëàþ Èâàíîâè÷ó, êîòîðûé â îïðå-
äåëåííûé ìîìåíò (1987 ã.) äàë
ìíå äîáðî íà âûõîä ê çàùèòå äîê-
òîðñêîé äèññåðòàöèè. Áîëåå òîãî,
îí îðãàíèçîâàë íàøó ñîâìåñòíóþ
ïîåçäêó ê Ñåðãåþ Âñåâîëîäîâè÷ó39

ßáëîíñêîìó40, ñ÷èòàâøåìñÿ â òî âðåìÿ ñâîåãî ðîäà õàíîì Çîëîòîé îðäû, ê
êîòîðîìó îáÿçàíû ÿâëÿòüñÿ ðóññêèå êíÿçüÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü äîáðî íà êíÿ-
æåíèå. Â ðåçóëüòàòå íàøåé ñ Íèêîëàåì Èâàíîâè÷åì ïîåçäêè òàêîå äîáðî

37Âàëåðèé Âëàäèìèðîâè÷ Ãëàãîëåâ � êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, äî 1975 ã. áûë çàâåäóþùèì
ëàáîðàòîðèåé Äèñêðåòíîãî àíàëèçà ÈÌ ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ.

38[1] Ïåðåïåëèöà Â. À., Ãèìàäè Ý. Õ. Ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ãàìèëü-
òîíîâà êîíòóðà íà ãðàôå ñî âçâåøåííûìè äóãàìè // Äèñêðåòíûé àíàëèç: Ñá. íàó÷. òð.
Íîâîñèáèðñê: Èí-ò ìàòåìàòèêè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ, 1969. Âûï. 15. Ñ. 57�65; [2] Ãèìàäè Ý. Õ.,
Ïåðåïåëèöà Â. À. Àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà //
Óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû: Ñá. íàó÷. òð. Íîâîñèáèðñê: Èí-ò ìàòåìàòèêè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ, 1974.
Âûï. 12. Ñ. 35�45.

39[1] Ãèìàäè Ý. Õ., Ãëåáîâ Í. È., Ïåðåïåëèöà Â. À. Èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè ðàñïèñàíèé
// Óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû: Ñá. íàó÷. òð. Íîâîñèáèðñê: Èí-ò ìàòåìàòèêè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ,
1974. Âûï. 12. Ñ. 3�10; [2] Ãèìàäè Ý. Õ, Ãëåáîâ Í. È., Ïåðåïåëèöà Â. À. Àëãîðèòìû
ñ îöåíêàìè äëÿ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè // Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Ì.: Íàóêà,
1975. Âûï. 31. Ñ. 35�42.

40Ñ. Â. ßáëîíñêèé (1924�1998) � ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò ÀÍ ÑÑÑÐ (c 1968), îäèí èç
îñíîâàòåëåé îòå÷åñòâåííîé øêîëû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè.
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íà âûõîä ê çàùèòå áûëî ïîëó÷åíî, è â 1988 ã. ìîÿ äîêòîðñêàÿ äèññåðòà-
öèÿ �Àëãîðèòìû ñ îöåíêàìè äëÿ çàäà÷ ïëàíèðîâàíèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ
ïðîåêòîâ� áûëà óñïåøíî çàùèùåíà íà ñîâåòå ïî çàùèòàì Èíñòèòóòà ìà-
òåìàòèêè. Íàäî ïðèçíàòüñÿ, ÷òî äî ýòîãî ñàìà ìûñëü î âûõîäå íà çàùèòó
äèññåðòàöèè âûçûâàëà ó ìåíÿ îïðåäåëåííóþ ñòåïåíü äèñêîìôîðòà ââèäó
òîãî, ÷òî ÿ òåì ñàìûì êàê áû ïåðåøàãèâàë ÷åðåç ñâîåãî íà÷àëüíèêà, êîòî-
ðûé áóäó÷è êàíäèäàòîì íàóê, êîíå÷íî æå óæå äàâíî ôàêòè÷åñêè ïðåîäîëåë
ýòîò ñàìûé äîêòîðñêèé óðîâåíü. Îäíàêî áûë âñå æå çäåñü è ïîëîæèòåëü-
íûé ìîìåíò, ñâÿçàííûé ñ òåì, ÷òî ñëåäóþùèå çà ìíîé ñîòðóäíèêè íàøåé

Ëàáîðàòîðèÿ Äèñêðåòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Ñëåâà íàïðàâî ñèäÿò:

Ñ. Å. Ãâîçäåâ, Î. Â. Áîðîäèí, Ë. Ñ. Ìåëüíèêîâ, Å. Í. Ãîí÷àðîâ,

À. È. Ñåðäþêîâ; ñòîÿò: À. Â. Êîñòî÷êà, Ý. Õ. Ãèìàäè, Í. È. Ãëåáîâ,

Ñ. Â. Ñåâàñòüÿíîâ, Â. Â. Çàëþáîâñêèé

ëàáîðàòîðèè � À. Â. Êîñòî÷êà, Î. Â. Áîðîäèí, Ñ. Â. Ñåâàñòüÿíîâ � ñâîè
äîêòîðñêèå àìáèöèè ðåàëèçîâûâàëè áåç îñîáîãî îùóùåíèÿ äèñêîìôîðòà,
ïîäîáíîãî ìîåìó. Äà, ÿ íå îãîâîðèëñÿ: è À. Â. Êîñòî÷êà, è Î. Â. Áîðîäèí
(à òàêæå Ë. Ñ. Ìåëüíèêîâ, Ä. Ã. Ôîí-äåð-Ôëààññ, Ñ. Â. Àâãóñòèíîâè÷) âõî-
äèëè â ñîñòàâ íàøåé ëàáîðàòîðèè. Íà ôîòî ïðåäñòàâëåí ïðàêòè÷åñêè âåñü
áîåâîé ñîñòàâ ëàáîðàòîðèè êîíöà XX âåêà.
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Àíàòîëèé Èâàíîâè÷ Ñåðäþêîâ (1952-2001)

Ñ ñàìîãî íà÷àëà èç ìîëîäûõ ñîòðóäíèêîâ ëàáîðàòîðèè Íèêîëàé Èâàíî-
âè÷ îñîáåííî âûäåëÿë Àíàòîëèÿ Èâàíîâè÷à Ñåðäþêîâà, êîòîðîãî îòëè÷à-
ëà íåîðäèíàðíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ è çíà÷èìîñòü ïîëó÷àåìûõ
èì ðåçóëüòàòîâ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ñ ãàðàíòèðîâàííû-
ìè îöåíêàìè òî÷íîñòè. Â ÷àñòíîñòè, îí, áóäó÷è äèïëîìíèêîì, ïîñòðîèë
3/2-ïðèáëèæåííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ìåòðè÷åñêîé çàäà-
÷è êîììèâîÿæåðà äî òîãî, êàê ïîÿâèëàñü ïóáëèêàöèÿ Í. Êðèñòîôèäåñà (ïî-
æàëóé, îäíà èç íàèáîëåå öèòèðóåìûõ â ìèðå ïî çàäà÷àì êîììèâîÿæåðà).
È ó íàñ ñåé÷àñ ïðèíÿòî óïîìèíàòü ýòîò àëãîðèòì ïîä èìåíåì Êðèñòîôè-
äåñà�Ñåðäþêîâà.

Íåñêîëüêî ðàáîò íàìè áûëî âûïîëíåíî ñîâìåñòíî. Êàê ïðàâèëî, â ðà-
áîòàõ ïî âåðîÿòíîñòíîìó àíàëèçó ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ðàññìàòðèâàëèñü ñëó÷àéíûå âõîäíûå äàííûå
ñ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè âåëè÷èíàìè.
Â íàøåé ñîâìåñòíîé ðàáîòå ïî âåðîÿòíîñòíîìó àíàëèçó è îáîñíîâàíèþ
óñëîâèé àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãî-
ðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà Íèêîëàé Èâàíîâè÷ ïðåäëîæèë ñó-
ùåñòâåííî ðàñøèðèòü êëàññ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âõîäíûõ äàííûõ
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(ðàññòîÿíèé ìåæäó ãîðîäàìè) äî ñèììåòðè÷íî çàâèñèìûõ ðàñïðåäåëåíèé41.
Ðàííèé óõîä (äî 50 ëåò) èç æèçíè Àíàòîëèÿ áûë äëÿ âñåé íàøåé ëàáîðà-
òîðèè è îñîáåííî äëÿ Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à íåâîñïîëíèìîé óòðàòîé.

Òåìàòèêà ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ñ ãà-
ðàíòèðîâàííûìè îöåíêàìè êà÷åñòâà áûëà â äàëüíåéøåì ðåàëèçîâàíà òàêæå
â ãðàíòàõ, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè âûïîëíÿåìûõ ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòî-
ðèè â ðàìêàõ ïðîåêòîâ Ðîññèéñêîãî Ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-
íèé. Íèêîëàé Èâàíîâè÷, íà÷èíàÿ ñ 1993 ã., áûë íåïðåìåííûì ó÷àñòíèêîì
áîëåå äåñÿòêà ãðàíòîâ ÐÔÔÈ, ÐÃÍÔ è INTAS.

Êîãäà â ëèõèå 1990-å ãîäû ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ ïðåäïðèÿòèé íàøåé
ñòðàíû âîçíèêëè çëîáîäíåâíûå ïðîáëåìû ñ âçàèìîçà÷åòàìè è íåïëàòåæà-
ìè, Íèêîëàé Èâàíîâè÷ îäíèì èç ïåðâûõ óñìîòðåë, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêóþ
ñåðäöåâèíó ïðîáëåìû ñîñòàâëÿåò èçâåñòíàÿ çàäà÷à î öèðêóëÿöèè ìèíè-
ìàëüíîãî âåñà â ñåòè. Òîãäà æå áûëî îïóáëèêîâàíî íåñêîëüêî ñòàòåé íà ýòó
òåìó è ðàçðàáîòàíî ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, ïîêàçàâøåå õîðîøåå áûñòðî-
äåéñòâèå è ýôôåêòèâíîñòü íà ðÿäå êîíêðåòíûõ ïðîèçâîäñòâåííî-ôèíàíñî-
âûõ ñòðóêòóð42. Ýòà æå çàäà÷à ñûãðàëà êëþ÷åâóþ ðîëü è â äðóãîì ïðèëî-
æåíèè, ñâÿçàííîì ñ îïòèìèçàöèåé ïîòîêà ìåæáàíêîâñêèõ ïëàòåæåé43.

Íèêîëàé Èâàíîâè÷ áûë çàìåñòèòåëåì çàâåäóþùåãî êàôåäðîé òåîðåòè÷å-
ñêîé êèáåðíåòèêè ìåõìàòà ÍÃÓ. Åãî âåñêîå ñëîâî âñåãäà áûëî îïðåäåëÿþ-
ùèì ïðè ïðèíÿòèè êàôåäðàëüíûõ ðåøåíèé, à òàêæå ïðè îöåíêå äîñòèæå-
íèé êàê ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû, òàê è ìîëîäûõ ó÷åíèêîâ � ñòóäåíòîâ, äè-
ïëîìíèêîâ, ìàãèñòðàíòîâ è àñïèðàíòîâ. Çäåñü íåëüçÿ íå óïîìÿíóòü Îëüãó
Çàáëîöêóþ, Àíàòîëèÿ Ñåðäþêîâà, Ñåðãåÿ Ñåâàñòüÿíîâà, Âèêòîðà Èëüåâà,
Âëàäèìèðà Øåíìàéåðà, â ñâîå âðåìÿ áëåñòÿùå çàùèòèâøèõ êàíäèäàòñêèå
äèññåðòàöèè ïîä íàó÷íûì ðóêîâîäñòâîì ñàìîãî Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à. Äâîå
èç íèõ ñòàëè äîêòîðàìè íàóê (Ñ. Â. Ñåâàñòüÿíîâ è Â. Ï. Èëüåâ). Íå ñîìíå-

41[1] Ãèìàäè Ý. Õ., Ãëåáîâ Í. È., Ñåðäþêîâ À. È. Àëãîðèòì äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà è åãî âåðîÿòíîñòíûé àíàëèç // Ñèá. æóðí. èññëåä. îïå-
ðàöèé. 1994. Ò. 1. � 2. Ñ. 8�17; [2] Gimadi E. Kh., Glebov N. I. and Serdjukov A. I. An
approximation algorithm for the Traveling Salesman Problem and its probabilistic analysis //
Operations Research and Discrete Analysis. Dordrecht: Kluwer Acad. Publ., 1995. Vol. 355.
P. 35�43.

42[1] Ãèìàäè Ý. Õ., Ãëåáîâ Í. È., Çàëþáîâñêèé Â. Â. Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ïîãàøåíèÿ
âçàèìíûõ äîëãîâ ïðåäïðèÿòèé // Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. Ñåð. 2.
Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, 1997. Ò. 4. � 1. Ñ. 30�39; [2] Ãèìàäè Ý. Õ., Ãëå-
áîâ Í. È., Çàëþáîâñêèé Â. Â. Î çàäà÷àõ öåëåñîîáðàçíîãî òîâàðîîáìåíà // Äèñêðåòíûé
àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. Ñåð. 2. Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, 1998. Ò. 5.
� 1. Ñ. 3�11.

43Ãèìàäè Ý. Õ., Ãëåáîâ Í. È. Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîãî ïîòîêà ìåæáàíêîâñêèõ
ïëàòåæåé // Ìàòåðèàëû Ðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè �Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå
îïåðàöèé�. Íîâîñèáèðñê, 24�28 èþíÿ 2002 ã. Ñ. 17�21.
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âàþñü, ÷òî íà î÷åðåäè â áëèæàéøåì áóäóùåì è ïîñëåäíèé ó÷åíèê Íèêîëàÿ
Èâàíîâè÷à � Â. Â. Øåíìàéåð.

Îäíîìó èç òðåõ ïîòîêîâ ìåõìàòà Íèêîëàé Èâàíîâè÷ ÷èòàë îáÿçàòåëüíûé
êóðñ �Ìåòîäû îïòèìèçàöèè� (ñì. ó÷åáíîå ïîñîáèå44). Îäíèì èç îñíîâíûõ
ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ ïî êàôåäðå ñ÷èòàëñÿ êóðñ �Äèñêðåòíûå ýêñòðåìàëüíûå
çàäà÷è�, êîòîðûé òðàäèöèîííî ÷èòàë èìåííî Íèêîëàé Èâàíîâè÷. Êðîìå
òîãî, Íèêîëàé Èâàíîâè÷ áûë áåññìåííûì ñîðóêîâîäèòåëåì (ñîâìåñòíî ñî
ìíîé) ñïåöèàëüíîãî ñåìèíàðà Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è êàôåäðû òåîðåòè-
÷åñêîé êèáåðíåòèêè ÌÌÔ ÍÃÓ ïîä òåì æå íàçâàíèåì. Ê åãî ìíåíèþ î ðå-
çóëüòàòàõ âûñòóïàþùèõ íà ñåìèíàðå âñåãäà âíèìàòåëüíî ïðèñëóøèâàëèñü.
Àíàëîãè÷íóþ ðîëü îí âûïîëíÿë è êàê çàìåñòèòåëü ãëàâíîãî ðåäàêòîðà íà-
øåãî íàó÷íîãî æóðíàëà �Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé�.

Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî íè÷òî íå ïðåäâåùàëî ñòîëü ñêîðîïîñòèæíîãî óõîäà
Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à èç æèçíè. Åùå âå÷åðîì îí áûë íà ðàáî÷åì ìåñòå â
ñâîåì êàáèíåòå, óõîäèë èç Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè äîìîé. À íà ñëåäóþùèé
äåíü åãî óæå íå ñòàëî. Âîò òàê, ñîâåðøåííî íåîæèäàííî äëÿ íàñ, ìû ëè-
øèëèñü ñâîåãî ñòðîãîãî è ìóäðîãî íàñòàâíèêà è áëèçêîãî äðóãà. Ãîâîðÿ
ñëîâàìè Âëàäèìèðà Âûñîöêîãî, �îí â÷åðà íå âåðíóëñÿ èç áîÿ�. Íî åãî îáðàç
îñòàíåòñÿ äëÿ íàñ ñâåòëûì ïðèìåðîì ó÷åíîãî è ÷åëîâåêà.

Áëèçêèé äðóã Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à � Í. Á. Èëüèíñêèé â ïàìÿòü î ðåêòî-
ðå Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà Ìèõàèëå Òèõîíîâè÷å Íóæèíå, ó êîòîðîãî îáà
Íèêîëàÿ íà÷èíàëè ó÷åáó â àñïèðàíòóðå, íà ñàéòå45 ïðèâåë ñòèõîòâîðåíèå
Áîðèñà Ïàñòåðíàêà:

Áûòü çíàìåíèòûì íåêðàñèâî.
Íå ýòî ïîäíèìàåò ââûñü.
Íå íàäî çàâîäèòü àðõèâà,
Íàä ðóêîïèñÿìè òðÿñòèñü.
Öåëü òâîð÷åñòâà � ñàìîîòäà÷à,
À íå øóìèõà, íå óñïåõ.
Ïîçîðíî, íè÷åãî íå çíà÷à,
Áûòü ïðèò÷åé íà óñòàõ ó âñåõ.
Íî íàäî æèòü áåç ñàìîçâàíñòâà,
Òàê æèòü, ÷òîáû â êîíöå êîíöîâ
Ïðèâëå÷ü ê ñåáå ëþáîâü ïðîñòðàíñòâà,
Óñëûøàòü áóäóùåãî çîâ.
È íàäî îñòàâëÿòü ïðîáåëû
Â ñóäüáå, à íå ñðåäè áóìàã,

44Ãëåáîâ Í. È., Êî÷åòîâ Þ. À., Ïëÿñóíîâ À. Â. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè: Ó÷åá. ïîñîáèå.
Íîâîñèáèðñê: ÍÃÓ, 2000. 105 ñ.

45http://kpfu.ru/news/39neizvestnyj39-nuzhin-97143.html.VEXxIEokehx.vk
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Ìåñòà è ãëàâû æèçíè öåëîé
Îò÷¼ðêèâàÿ íà ïîëÿõ. . .

Äóìàåòñÿ, ÷òî ïî òàêîìó æå ïðèíöèïó æèë è Íèêîëàé Èâàíîâè÷.
Â çàêëþ÷åíèå äîáàâëþ, ÷òî â 2008 ã. ïîñëå óõîäà èç æèçíè Íèêîëàÿ Èâà-

íîâè÷à ïî ðåêîìåíäàöèè êîëëåêòèâà ëàáîðàòîðèè è ïî ðåøåíèþ Ó÷åíîãî
ñîâåòà Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÿ ñòàë åãî ïðååìíèêîì ïî çàâåäîâàíèþ ëàáî-
ðàòîðèåé Äèñêðåòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Íàïîìíþ òàêæå, ÷òî íåçàäîë-
ãî äî ýòîãî (â 2006 ã.) â ðåçóëüòàòå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóêòóðíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé â èíñòèòóòå â íàøó ëàáîðàòîðèþ áûëè ïåðåâåäåíû íåñêîëüêî áûâ-
øèõ ñîòðóäíèêîâ ëàáîðàòîðèè Èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé (Â. Ò. Äåìåíòüåâ,
Þ. Â. Øàìàðäèí, À. È. Åðçèí è äð.). Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîçæå (â 2014 ã.), ïî
ìîåìó ïðåäëîæåíèþ Ó÷åíûé ñîâåò Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ïðèíÿë ðåøåíèå
ïåðåèìåíîâàòü íàøó ëàáîðàòîðèþ Äèñêðåòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ â ëà-
áîðàòîðèþ Äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè â èññëåäîâàíèè îïåðàöèé.

Áëèçêèé äðóã Í. È. Ãëåáîâà è åãî ñïîäâèæíèê
ïî ëàáîðàòîðèè, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê,
ãë. íàó÷. ñîòð. ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, ïðîôåññîð ÍÃÓ,
çàñëóæåííûé ðàáîòíèê âûñøåé øêîëû ÐÔ Ý. Õ. Ãèìàäè
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Âîñïîìèíàíèÿ î ñàìîì áëèçêîì äðóãå

Íèêîëàé Áîðèñîâè÷ Èëüèíñêèé

Ìû ïîçíàêîìèëèñü è ïîäðóæèëèñü, áóäó÷è ñòóäåíòàìè Êàçàíñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ó÷èëèñü íà ôèçìàòå, îòäåëåíèå àýðîãèäðîìå-
õàíèêè. ß íà òðè ãîäà ñòàðøå Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à Ãëåáîâà, è îí íàçûâàë
ìåíÿ Áîðèñû÷, à ÿ åãî Êîëåé. Èíòåðåñíî, ÷òî îáà ìû � Íèêîëàè � áûëè
Ìîëîòîâñêèìè ñòèïåíäèàòàìè (äî Ñòàëèíñêîé îáîèì íå õâàòàëî îáùåñòâåí-
íîé ðàáîòû), îáà ïîñòóïèëè â àñïèðàíòóðó (åñòåñòâåííî, ñ ðàçíèöåé â òðè
ãîäà), ó îáîèõ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì áûë Ìèõàèë Òèõîíîâè÷ Íóæèí, òà-
ëàíòëèâûé ó÷åíûé, âûäàþùèéñÿ ðåêòîð ÊÃÓ â òå÷åíèè 25 ëåò! Íî âñêîðå
Êîëÿ óâëåêñÿ êèáåðíåòèêîé, è Ìèõàèë Òèõîíîâè÷ íå òîëüêî íå îáèäåëñÿ,
à ïîñïîñîáñòâîâàë Êîëå ïîñòóïèòü â àñïèðàíòóðó ÌÃÓ ê Àëåêñåþ Àíäðå-
åâè÷ó Ëÿïóíîâó, à çàòåì è ïåðååõàòü ñ íèì â Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÑÎ ÀÍ
ÑÑÑÐ.

Ïåðâûìè ìàòåìàòè÷åñêóþ îäàðåííîñòü Êîëè ïîíÿëè åãî îäíîãðóïïíèêè,
ïîòîì, êîíå÷íî, ïðåïîäàâàòåëè, è îñîáåííî Ìèõàèë Òèõîíîâè÷! Íî ÿ õî÷ó
íà÷àòü ñ äðóãîãî.

Êàê-òî ìû ãóëÿëè ñ Êîëåé ïî ãîðîäó (ýòî áûëî â Êàçàíè) è ðàññóæäàëè î
æèçíè âîîáùå. È ÿ, áóäó÷è ñòàðøå (ïîâòîðÿþñü), ñòàë ãîâîðèòü, ÷òî êàê-òî
íå ëîãè÷íî óñòðîåíà æèçíü íà Çåìëå. Ëþäè ðîæäàþòñÿ, æèâóò è äîëæíû
óìèðàòü, íå æåëàÿ ýòîãî (íàäî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî âîñïèòàíû ìû
áûëè â äóõå àòåèçìà). È Êîëÿ ðàññóäèë òàê, ÷òî åñëè æèçíü ïðîõîäèò îò-
íîñèòåëüíî íîðìàëüíî, òî ÷åëîâåê ê ñòàðîñòè óñòàåò æèòü, îñîáåííî åñëè
åãî îäîëåâàþò áîëåçíè, è òîãäà îí óæå ñàì íà÷èíàåò æåëàòü ñìåðòè. Ïî-
ëó÷àåòñÿ, ÷òî âñ¼ åñòåñòâåííî. Êîíå÷íî, îá ýòîì ðàçãîâîðå ÿ íàïèñàë î÷åíü
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Ðåêòîð ÊÃÓ Ìèõàèë Òèõîíîâè÷ Íóæèí (1914�1983)

êðàòêî è ïîâåðõíîñòíî, à Êîëÿ òîãäà òàê ïðîíèêíîâåííî, òàê óáåäèòåëüíî,
âäóì÷èâî èçëîæèë ñâîè ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî ïðîèçâåë íà ìåíÿ íåèçãëàäèìîå
âïå÷àòëåíèå. Ñåé÷àñ, êîãäà Êîëè íå ñòàëî, âñïîìèíàþ òî äàëåêîå âðåìÿ è
äóìàþ: îòêóäà ó íåãî áûëè òàêèå ãëóáîêèå ñóæäåíèÿ? Êîíå÷íî, íûíå ìîæ-
íî ïîäóìàòü, ÷òî â ñóæäåíèÿõ Êîëè íåò íè÷åãî îñîáåííîãî. Íî âñïîìíèòå,
÷òî ðàçãîâîð ñîñòîÿëñÿ áîëåå ïÿòèäåñÿòè ëåò òîìó íàçàä, êîãäà Êîëå íå
áûëî è 20 ëåò.

Êàê Êîëÿ ðåøàë ñëîæíûå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è, êîãäà, â êàêèõ óñëî-
âèÿõ � äëÿ ìåíÿ îñòàåòñÿ òàéíîé. Íàïðèìåð, ðàáîòàÿ íàä äèññåðòàöèåé, ÿ
îáíàðóæèë â ìîíîãðàôèè êðóïíîãî ó÷åíîãî íåñîîòâåòñòâèå ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî ðåçóëüòàòà ðåøåíèÿ çàäà÷è ôèçèêå ÿâëåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè
ïåðåïðîâåðèë � ïîêàçàëîñü âñå âåðíûì. È ðàññêàçàë îá ýòîì Êîëå, õîòÿ
îí óæå îòîøåë îò çàäà÷ ãèäðîìåõàíèêè è çàíèìàëñÿ òåîðåòè÷åñêîé êèáåð-
íåòèêîé. È âîò, ñïóñòÿ ïðèìåðíî òðè ìåñÿöà, áóäó÷è ñ íèì â Ìîñêâå â
çàëå ×àéêîâñêîãî íà ñèìôîíè÷åñêîì êîíöåðòå, ÿ çàìåòèë, êàê îí âäðóã íà
âõîäíîì áèëåòå ÷òî-òî çàïèñàë. Âîçâðàùàÿñü ñ êîíöåðòà â ãîñòèíèöó, îí
ñïîêîéíî òàê ãîâîðèò: �À çíàåøü, Áîðèñû÷, ÿ, êàæåòñÿ, íàøåë, â ÷åì íåñî-
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îòâåòñòâèå. . . � Ñíà÷àëà ÿ íå ïîíÿë, î ÷åì ðå÷ü. Óòî÷íèë. À îí ïðîäîëæàåò:
�Ïîìíèøü, òû â Êàçàíè ãîâîðèë î çàäà÷å?. . . � ß âñïîìíèë. �Äåëî â òîì,
÷òî îøèáêà ñêðûòà âî âòîðîì ìíîãî÷ëåíå, ãäå òàêæå ñîäåðæèòñÿ âû÷åò â
îñîáîé òî÷êå, ÷òî, êîíå÷íî, äàëåêî íå î÷åâèäíî!� Êîëÿ îêàçàëñÿ ïðàâ! Âî
âòîðîì èçäàíèè ýòîé ìîíîãðàôèè âñå áûëî èñïðàâëåíî (ÿ íàïèñàë àâòîðó
îá ýòîì), ïðàâäà, áåç óïîìèíàíèÿ íàøèõ ôàìèëèé. . . Íî íå â ýòîì ñóòü, à â
òîì, ÷òî Êîëÿ íèêîãäà íå îñòàâëÿë áåç âíèìàíèÿ çàäàâàåìûõ åìó âîïðîñîâ
(îäíîãðóïïíèêè âñåãäà ýòî çíàëè), è äóìàë íàä îòâåòàìè â ëþáûõ óñëîâèÿõ
è â ëþáîå âðåìÿ.

Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ ïðèõîäèëè Êîëå â ãîëîâó òàê æå, êàê Àðíî
Áàáàäæàíÿíó ìåëîäèè. Êîãäà åãî ñïðîñèëè, êàê îí ñî÷èíÿåò ìóçûêó, îí
îòâåòèë: �ß åå ïðîñòî ñëûøó!� Âîò è Êîëÿ, ïîõîæå, ðåøåíèÿ ïðîñòî âèäåë!

À âîò åùå áëåñòÿùèé ïðèìåð ïî÷òè ìãíîâåííîãî îïðîâåðæåíèÿ �áîëü-
øîé� òåîðåìû. Èäåò ñåìèíàð â ÍÈÈÌÌ ÊÃÓ. Âèäíûé ó÷åíûé äîêàçûâàåò
íîâóþ âàæíóþ òåîðåìó, ïî÷òè ÷àñ. Äàëåå âîïðîñû, äèôèðàìáû. È âîò áëè-
æå ê êîíöó Êîëÿ ïîäíèìàåò ðóêó è ïðîñèò äàòü åìó ñëîâî. Âûõîäèò ê äîñêå
è â óãîëêå ìåëîì ïðèâîäèò ïðèìåð, óäîâëåòâîðÿþùèé âñåì óñëîâèÿì òåî-
ðåìû, íî ïðîòèâîðå÷àùèé åé! Äàëüøå çàêëþ÷èòåëüíàÿ ñöåíà èç �Ðåâèçîðà�.
À Êîëÿ, êàê áû èçâèíÿÿñü, òèõî ñàäèòñÿ íà ìåñòî. Âñ¼!

Âñïîìèíàÿ î âñòðå÷àõ ñ Êîëåé, îïèøó òàêîé ñëó÷àé.
Ïðèåõàëè ìû ñ íèì â Ëåíèíãðàä íà 4-é Âñåñîþçíûé ñúåçä ìàòåìàòè-

êîâ, ýòî áûëî â èþëå 1961 ãîäà. À áóìàãè íà áðîíèðîâàíèå ìåñò äàæå â
îáùåæèòèå ËÃÓ ó íàñ íå îêàçàëîñü. Ïîòîëêàâøèñü â îðãêîìèòåòå è äàæå â
ïðèåìíîé ðåêòîðà, ïîëó÷èâ îò âñåõ îòêàç, âûøëè â óíèâåðñèòåòñêèé äâîð
(äà, à íàì ñêàçàëè, ÷òî íàø âîïðîñ ìîæåò ðåøèòü òîëüêî ðåêòîð, íî åãî
íåò íà ìåñòå). È âäðóã ÿ âèæó, ÷òî íàâñòðå÷ó èäåò Àëåêñàíäð Äàíèëîâè÷
Àëåêñàíäðîâ46. Íàáðàâøèñü ñìåëîñòè, ïðåãðàæäàåì ñ Êîëåé åìó ïóòü è
ãîâîðèì, ÷òî ìû, ñîòðóäíèêè ÊÃÓ, ïðèåõàëè íà ñúåçä ìàòåìàòèêîâ, à ïî-
ñåëèòüñÿ íàì íåãäå, ìåñò íåò äàæå â îáùåæèòèè. Àëåêñàíäð Äàíèëîâè÷
íåõîòÿ ñïðîñèë, ÷åì ìû çàíèìàåìñÿ è êòî ó íàñ íàó÷íûå ðóêîâîäèòåëè?
È êîãäà óñëûøàë, ÷òî ó îáîèõ � Ì. Ò. Íóæèí, ñðàçó ïðåîáðàçèëñÿ, ðà-
çóëûáàëñÿ, ðàññïðîñèë î çäîðîâüå Ìèõàèëà Òèõîíîâè÷à, äîñòàë áëîêíîò,
íàïèñàë ïàðó ñëîâ, è âåëåë èäòè â åãî ïðèåìíóþ ê ñåêðåòàðøå. . . Äàëü-
øå êàê â ñêàçêå: ÷åðåç 20 ìèíóò ìû óæå ñèäåëè â äâóõìåñòíîì íîìåðå è
ñâûñîêà ëþáîâàëèñü Ëåíèíãðàäîì, Íåâîé, Ìîðñêèì ìóçååì.

46À. Ä. Àëåêñàíäðîâ (1912�1999) � âûäàþùèéñÿ ñîâåòñêèé, ðîññèéñêèé ìàòåìàòèê,
àêàäåìèê ÀÍ ÑÑÑÐ (c 1964), ñ 1952 ïî 1964 ãã. ðåêòîð Ëåíèíãðàäñêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî óíèâåðñèòåòà, ñ 1964 ïî 1986 ã. æèë è ðàáîòàë â Íîâîñèáèðñêîì àêàäåìãîðîä-
êå, âîçãëàâëÿë îäèí èç îòäåëîâ ÈÌ ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ, ïðîôåññîð ÍÃÓ (ïîäðîáíåå ñì.
http://math.nsc.ru/persons/alek.html).
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Âîîáùå Êîëÿ áûë ÷åëîâåêîì
äîáðîæåëàòåëüíûì, íà÷èòàííûì,
÷óäåñíûì ñîáåñåäíèêîì, óìåþùèì
íå òîëüêî ëîãè÷íî èçëàãàòü ñâîè
ìûñëè, íî è (÷òî íåìàëîâàæíî)
ñëóøàòü ñîáåñåäíèêà, íå ïåðåáè-
âàÿ! À âåäü ýòî òîæå Äàð ñâûøå,
õàðàêòåðèçóþùèé êóëüòóðó. È ïî-
òîìó Êîëþ î÷åíü ëþáèëè è ìîè
ðîäèòåëè, è ìîÿ æåíà, è îñîáåííî
äî÷ü. Ñî âñåìè îí êðàñèâî ðàçãî-
âàðèâàë è âîîáùå ñ÷èòàëñÿ ïî÷òè
÷ëåíîì íàøåé ñåìüè. Áûâàë ó íàñ
íå òîëüêî äîìà, â Êàçàíè, íî è íà
äà÷å â Îáñåðâàòîðèè � ýòî ïîä Êà-
çàíüþ. Âñïîìèíàþ òàêîé ñëó÷àé.

Ìû ñ Êîëåé ëþáèëè åçäèòü íà
ïàðîõîäå â Òàøåâêó (ýòî íà ïðî-
òèâîïîëîæíîì îò Êàçàíè áåðåãó
Âîëãè) è òàì ñ áåðåãà ëîâèòü ùóê.
Ëîâèëè ïðîñòî: ëåñêà 0,4 ìì, áëåñ-
íà òÿæåëàÿ æåëòàÿ è òðîéíèê. Ïî-
÷òè êàê ó Ðàéêèíà: ïàëî÷êà, âåðå-

Àëåêñàíäð Äàíèëîâè÷ Àëåêñàíäðîâ

(1912�1999)

âî÷êà, êðþ÷îê, ÷åðâÿ÷îê. Ðàçìàõèâàëèñü è íà 15�20 ì êèäàëè â Âîëãó, à
çàòåì òÿíóëè. Íó è â ñðåäíåì íà êàæäûå 10�15 áðîñêîâ � îäíà ùóêà, ïðè-
ìåðíî íà 1�1,5 êã. Íî âîò Êîëÿ óåõàë â Íîâîñèáèðñê. ß ïðèîáðåë ñïèííèíã,
äåðåâÿííóþ ñòàðóþ ëîäêó è ìîòîð ËÌ � 1 â 3 ë. ñ. Ñòàë åçäèòü è ëîâèòü
ùóê â ïðîòîêàõ ïîä Îáñåðâàòîðèåé íà 2�3 êã! Ñïóñòÿ íåñêîëüêî ëåò ïðèå-
õàë Êîëÿ, íó è ÿ ïîâåç åãî íà ðûáàëêó. Çàåõàëè â Ãîëî÷üþ ïðîòîêó, ãëóáèíà
8�9 ì, íà äíå � êîðÿãè è ùóêè! ß êèäàþ ñïèííèíãîì áëåñíó, ëåñêà 1 ìì
(!), ìîùíûé òðîéíèê. Åñëè çàöåïû, òî íàäåâàþ ðóêàâèöû è òÿíó çà ëåñêó,
ëîìàÿ òðîéíèê. Êîëÿ ñ ñà÷êîì ñèäèò íà êîðìå, æäåò óëîâà. Íå êëþåò! À
óæå 6 ÷àñîâ óòðà, òèõî, ïðèãðåâàåò ñîëíöå, ðûáà íå ïëåùåò. È âäðóã � î÷å-
ðåäíîé çàöåï! Íî ÷óâñòâóþ, òÿíåò. Êîðî÷å, ñïóñòÿ ìèíóò 20, ïîäâåë ê êîðìå
�ðûáêó�, ñòîþ è âèæó çåëåíóþ áîëüøóþ ùó÷üþ ãîëîâó, âûïó÷åííûå ãëàçà!
Äåðæó. Êîëÿ, ñ äðîæàùèì â ðóêàõ ñà÷êîì, øåïîòîì ñïðàøèâàåò: �Áîðèñû÷,
÷òî ñ íåé äåëàòü?� ß áîéêî ãîâîðþ: �Ïîäöåïëÿé ñíèçó ñà÷êîì, ñòàðàéñÿ çà-
âàëèòü åå ïîãëóáæå, è â ëîäêó�. Êîëÿ âñå ñäåëàë òî÷íî, íî â ñà÷îê âëåçëà
ëèøü ãîëîâà ùóêè, è êîãäà îí ñòàë çàòàñêèâàòü åå â ëîäêó, åé ýòî íå ïî-
íðàâèëîñü, îíà �äåðíóëàñü� (äîëãî òåðïåëà) è, îáîðâàâ ëåñêó, âûáèâ ñà÷îê
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è îáäàâ íàñ ôîíòàíîì âîäû, ïëþõíóëàñü â ðîäíóþ ñòèõèþ! Ìû çàìåðëè,
ïîòîì íà âñþ Âîëãó �ïîãîâîðèëè�, ïîòîì âûëîâèëè îêîëî 10 ùóê, íàçûâàÿ
èõ ìàëüêàìè (ïîçæå âûÿñíèëîñü, ÷òî áûëè îíè ðåêîðäíûìè � ïî 6�7 êã), è
âåðíóëèñü íà äà÷ó. Äà, íåñëè ùóê îáû÷íî ïðèâÿçàííûìè íà âåñëàõ, à âåñ-
ëà � íà ïëå÷àõ. Íà ïåððîíå æåëåçíîé äîðîãè, êîòîðûé íàì ïðèõîäèëîñü
ïåðåõîäèòü, ïàññàæèðû âîð÷àëè âñëåä: âîò áðàêîíüåðû, ñêîëüêî ñåòüþ íà-
òàñêàëè! À ó íàñ ëèøü îäèí ñïèííèíã è ÷åìîäàí÷èê ñ áëåñíàìè, à îäåòû
â áðþêè, ìàéêè, ïàíàìêè è ñàíäàëèè. . . Ïîñëå îòúåçäà Êîëè ÿ ñäåëàë â
ìàñòåðñêîé îãðîìíûé ñà÷îê, áàãîð, äðûí. . ., íî òó ùóêó òàê è íå ïîéìàë!
À áûëà îíà â äëèíó ÷óòü ìåíüøå âåñëà (êòî íå çíàåò, íàïîìíþ, ÷òî âåñëî
îêîëî 2 ì)!

È â çàêëþ÷åíèå åùå îá îäíîì ñîáûòèè. Êîëÿ áûë ÷åëîâåêîì èíòåëëåêòó-
àëüíûì, ëþáèë êðàñèâîå, íî ÷óâñòâà ñâîè âûðàæàë ñêðîìíî, áåç èçëèøíèõ
ýìîöèé. Â ñâîáîäíûé îò çàñåäàíèé ñúåçäà ìàòåìàòèêîâ äåíü â Ëåíèíãðà-
äå ìû ïîåõàëè â Ïàâëîâñêîå, ïðîñòî ïîáðîäèòü, ïîëþáîâàòüñÿ ïðèðîäîé,
êðàñîòàìè. Áûë òåïëûé ÿñíûé èþëüñêèé äåíü, áåçâåòðåííûé. Ïðè âõîäå â
Ïàâëîâñêîå ïðèîáðåëè ñõåìó, è ïî íåé íàõîäèëè äîñòîïðèìå÷àòåëüíûå ìå-
ñòà. Íî âîò íà ñõåìå êðóæêîì áûëî îáâåäåíî è íàïèñàíî: �Ñàìîå êðàñèâîå
ìåñòî�! Íî ñêîëüêî ìû íè õîäèëè, íàéòè òàêîâîå íå ìîãëè. Âñå íàì êàçà-
ëîñü, ÷òî íåò, �ýòî� íå ñàìîå êðàñèâîå ìåñòî. È êîãäà óæå ñîâñåì âûäîõëèñü,
âûøëè íà íåáîëüøîå îòêðûòîå ïðîñòðàíñòâî, è â îäèí ãîëîñ âîñêëèêíóëè:
�Âîò îíî!� Äà, ýòî áûëî äåéñòâèòåëüíî ïîðàçèòåëüíîå ìåñòî: öâåòû ðàçíûå,
êóñòàðíèê, áåðåçêè, ñîëíöå, ãîëóáîå íåáî, è âñ¼-âñ¼ òàê êðàñèâî, òàê òèõî,
òàê óäèâèòåëüíî! Äîëãî ìû ñèäåëè ñ Êîëåé íà òðàâêå. Äîëãî ìîë÷àëè. È
îáðàòíî ïîåõàëè óìèðîòâîðåííûå, ñ÷àñòëèâûå. Òîëüêî ñåé÷àñ íà÷èíàþ ïî-
íèìàòü, êàêîå áîëüøîå âëèÿíèå íà ìåíÿ îêàçûâàë Êîëÿ ñâîèì ïîâåäåíèåì,
ñëîâàìè è ïðîñòî ìîë÷àíèåì. Óäèâèòåëüíûé áûë äîðîãîé Íèêîëàé Èâà-
íû÷, è õî÷åòñÿ âåðèòü è íàäåÿòüñÿ, ÷òî è â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ
åãî òàêæå ëþáèëè, öåíèëè è óâàæàëè.

Ñâåòëàÿ ïàìÿòü Êîëå.

P.S.: À ó ìåíÿ ðàñòåò ïðàâíóê Êîëåíüêà, åìó ñåãîäíÿ 6 ëåò!

29.01.2011
Ëó÷øèé äðóã Í. È. Ãëåáîâà
ïî Êàçàíñêîìó óíèâåðñèòåòó,
çàñëóæåííûé ïðîôåññîð ÊÃÓ,
çàñëóæ. äåÿòåëü íàóêè ÒÀÑÑÐ è ÐÔ,
ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê Í. Á. Èëüèíñêèé
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Ñëîâî î äðóãå

Âàëåíòèí Èâàíîâè÷ Æåãàëîâ

Ñ Íèêîëàåì Ãëåáîâûì ìû áûëè ñ 1952 ã. îäíîêóðñíèêàìè íà ôèçìàòå Êà-
çàíñêîãî óíèâåðñèòåòà, òîëüêî ÿ áûë â ãðóïïå ìàòåìàòèêîâ, à îí � ìåõàíè-
êîâ. Íî ïðàêòè÷åñêè â òå÷åíèå âñåãî ñðîêà îáó÷åíèÿ ìû êàê-òî íå ïåðåñåêà-
ëèñü, è çàðîæäåíèå äðóæåñêèõ âçàèìîîòíîøåíèé ïðîèçîøëî òîëüêî ëåòîì
1957 ã. âî âðåìÿ ïîåçäêè íà Ñåâåðíûé Êàâêàç, ãäå ðåáÿòà íàøåãî êóðñà â
ñâÿçè ñ çàâåðøåíèåì çàíÿòèé íà âîåííîé êàôåäðå äîëæíû áûëè ïðîõîäèòü
ñòàæèðîâêó â ëàãåðå îäíîé èç ðàñïîëàãàâøèõñÿ òàì ÷àñòåé. Ýòî âðåìÿ ñîâ-
ïàëî ñ Ìîñêîâñêèì ìåæäóíàðîäíûì ôåñòèâàëåì ìîëîäåæè, ïîýòîìó íàì
ïðèøëîñü åõàòü íà ýòó ñòàæèðîâêó ñ ïåðåñàäêàìè. Îáû÷íî åõàëè íî÷üþ,
à äíåì ãóëÿëè ïî ãîðîäàì ïåðåñàäîê: Ñòàëèíãðàä, Àñòðàõàíü, Ðîñòîâ. Íàì
ýòî î÷åíü ïîíðàâèëîñü: âåëèêîëåïíàÿ ïîãîäà, ïîñëå Ñòàëèíãðàäà íà ñòàí-
öèÿõ ïðîäàâàëèñü âñåâîçìîæíûå ÿãîäû è ôðóêòû, ìû êóïàëèñü â Âîëãå è
Äîíó. Ïî ïðèáûòèè íà ìåñòî (âáëèçè ñòàíèöû Ñàìàøêèíñêîé) íàñ ïîïðè-
âåòñòâîâàëè ñëîâàìè �÷åðò âàñ ïðèíåñ�, à êîãäà òóò æå âûÿñíèëîñü, ÷òî ó
îäíîãî èç íàñ ðàññòðîéñòâî æåëóäêà, íåìåäëåííî çàïîäîçðèëè äèçåíòåðèþ.
Ïàëàòêè ïîñòàâèëè íàì íåñêîëüêî â ñòîðîíå îò ðàñïîëîæåíèÿ îñíîâíîãî
êîíòèíãåíòà, îáúÿâèëè äâóõíåäåëüíûé êàðàíòèí è íàøó �áîåâóþ çàäà÷ó�:
êàê ìîæíî ðåæå ïîÿâëÿòüñÿ êîìó-ëèáî íà ãëàçà, à óæ åñëè ýòî ïðîèçîéäåò
� íå âñòóïàòü íè â êàêèå ðàçãîâîðû. �Äèàãíîç� ïîòîì íå ïîäòâåðäèëñÿ, íî
ýòî óæå íå èìåëî íèêàêîãî çíà÷åíèÿ: ïðèøëîñü íàì ïðîáûòü íà êàðàíòèíå
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äî êîíöà íàçíà÷åííîãî ñðîêà. Ïîòîì èç íàñ îòîáðàëè êîìàíäó è îòïðàâèëè
çà Ñóíæàíñêèé õðåáåò íà ñòðåëüáèùå, ãäå ìû äîëæíû áûëè îáñëóæèâàòü
íî÷íûå ñòðåëüáû, òî åñòü ñèäåòü â îêîï÷èêàõ îêîëî ìèøåíåé (ìàêåòîâ ïó-
øåê, òàíêîâ è ò. ï.) è ñîîáùàòü ïî òåëåôîíó î ñòåïåíè èõ ïîðàæåíèÿ. Äëÿ
ñíàéïåðîâ ìèøåíÿìè áûëè ìàëåíüêèå ëàìïî÷êè (êàê â êàðìàííîì ôîíàðè-
êå). Ìû óäèâëÿëèñü, íàñêîëüêî ÷àñòî â íèõ ïîïàäàëè ñ ïåðâîãî âûñòðåëà.
Åùå îêàçàëîñü, ÷òî çäåñü ìîæíî íàñëàæäàòüñÿ ñîâåðøåííî çàìå÷àòåëüíûì
çðåëèùåì: âîñõîäîì Ñîëíöà, êîãäà äàëè ñòàíîâèëèñü ïðîçðà÷íûìè, áûë âè-
äåí Êàçáåê è îêðóæàþùèå åãî âåðøèíû. Äíåì âñå ýòî ïðîïàäàëî â äûìêå,
òîãäà êàê óòðîì ñíà÷àëà â âèäå áåëîé òî÷êè âîçíèêàëà âåðøèíà Êàçáåêà,
ïîòîì ïîñòåïåííî âî âëàñòè Ñîëíöà îêàçûâàëàñü âñÿ ãîðà è åå îêðåñòíî-
ñòè. Âñå âûãëÿäåëî î÷åíü êðàñèâî è âåëè÷åñòâåííî. Äíåì æå âñå, êòî íå
áûë çàíÿò ïðèãîòîâëåíèåì ïèùè, áûëè ïðåäîñòàâëåíû ñàìèì ñåáå. ×àñòî
ìû ñ Íèêîëàåì áðîäèëè ïî áëèæàéøèì îêðåñòíîñòÿì íàøåãî ìàëåíüêîãî
ëàãåðÿ, îáñóæäàÿ ðàçëè÷íûå òåìû. Íàì áûëî èíòåðåñíî: íàøè ñóæäåíèÿ
îá îäíîì è òîì æå êàê áû ïåðåêëèêàëèñü, ïðîëèâàÿ äîïîëíèòåëüíûé ñâåò
íà íàøè ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïîñëå âîçâðàùåíèÿ (ïî òîìó æå ìàðøðóòó) â Êàçàíü è âðó÷åíèÿ äèïëî-
ìîâ ïîëó÷èâøèå ðàñïðåäåëåíèå â àñïèðàíòóðó ñòàëè ãîòîâèòüñÿ ê âñòóïè-
òåëüíûì ýêçàìåíàì. Êàê òîãäà áûëî ïðèíÿòî, ïåðâûé ýêçàìåí áûë ïî èñ-
òîðèè ïàðòèè. Ìû ãîòîâèëèñü �ïî ìåñòó æèòåëüñòâà�, òî åñòü â îáùåæèòèè.
Íèêîëàé ïðîâîçãëàñèë ëîçóíã: �Êëÿ÷ó èñòîðèè çàãîíèì!�. . . Áëàãîïîëó÷íî
çàãíàâ âñåõ ïðåäóñìîòðåííûõ ïðîãðàììîé êëÿ÷, áûëè çà÷èñëåíû â àñïèðàí-
òóðó. Ê íà÷àëó çàíÿòèé ïîñåëèëèñü â ÷åòûðåõìåñòíîé êîìíàòå îáùåæèòèÿ:
äâà ìàòåìàòèêà, ìåõàíèê è ìåòåîðîëîã. Æèëè äðóæíî. Ìåæäó àñïèðàíò-
ñêèìè äåëàìè íàõîäèëè âðåìÿ ïî÷èòàòü êíèæíûå íîâèíêè. Ïðàâäà, íåêîòî-
ðûå êíèãè ìîæíî áûëî íàçâàòü íîâûìè òîëüêî ïîòîìó, ÷òî îíè î÷åíü äîë-
ãî äî ýòîãî íå ïåðåèçäàâàëèñü. Íàïðèìåð, ïî ïîäïèñêå âûøåë ïÿòèòîìíèê
Â. Î. Êëþ÷åâñêîãî ïî ðóññêîé èñòîðèè. ×èòàÿ ýòè òîìà, ìû âïåðâûå îáíà-
ðóæèëè, íàñêîëüêî èíòåðåñíîé ìîæåò áûòü èñòîðèÿ. Ïîìèíàëè íåäîáðûì
ñëîâîì ó÷åáíèêè, ïî êîòîðûì ýòó èñòîðèþ íàì äîâåëîñü èçó÷àòü â øêîëå.
Áûëî åùå îäíî çàíÿòèå, ïîÿâèâøååñÿ èç-çà íàøåãî ìåòåîðîëîãà Ãåííàäèÿ.
Îí ñî÷èíÿë ñòèõè è èíîãäà ÷èòàë èõ íàì. Ýòè ñòèõè îáû÷íî ïîÿâëÿëèñü ó
íåãî â ñâÿçè ñ êàêèì-ëèáî êîíêðåòíûì ìîìåíòîì èç íàøåé æèçíè, áûëè êàê
áû �ïîýòè÷åñêèì îñìûñëåíèåì� ïðîèñõîäÿùåãî. Èíîãäà îíè íîñèëè ÷àñòó-
øå÷íûé, èëè ýïèãðàììíûé õàðàêòåð. Íàïðèìåð, îäíàæäû ìû çàíèìàëèñü
â ïîðÿäêå ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó ïî èíîñòðàííîìó ÿçûêó ïåðåâîäîì íà ðóñ-
ñêèé ÿçûê ñòàòüè, ïîñâÿùåííîé ïåðâîìó èñêóññòâåííîìó ñïóòíèêó Çåìëè.
Â ñâÿçè ñ ýòèì Ãåííàäèé �âûäàë� íàì ÷åòâåðîñòèøüå:
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Ðàñøàëèëñÿ íàø Íèêèòà:
Êèíóë ñïóòíèê íà îðáèòó.
Ñïóòíèê â êîñìîñå ëåòàåò,
È Àìåðèêó ïóãàåò: áèï! áèï! áèï!

Íî â îñíîâíîì ñòèõè ó Ãåííàäèÿ áûëè äîñòàòî÷íî äëèííûå, à èíîãäà
îí ïðèâëåêàë íàñ ê ñîòâîð÷åñòâó: ïðîñèë ïîìî÷ü ïîäîáðàòü ðèôìó. Áûëè
ñëó÷àè, êîãäà íàì óäàâàëîñü (è äàæå íåïëîõî) âûïîëíèòü åãî ïðîñüáó.

Âñëåäñòâèå ïîäîáíûõ ýïèçîäîâ ìû âñå íà÷àëè âñëåä çà Ãåííàäèåì ÷òî-òî
ðèôìîâàòü, íî äîâîëüíî ñêîðî ýòè ïîïûòêè èññÿêëè. Äîëüøå âñåõ äåðæàë-
ñÿ Íèêîëàé, íî è îí â êîíöå êîíöîâ çàáàñòîâàë. Ïîìíþ òîëüêî êîíåö åãî
ñàìîêðèòè÷íîãî ñòèõà:

. . . È óñòðåìèëñÿ ÿ ê Ïàðíàñó,
Ïëåòÿ èç ðèôì ñòîëáöû ñòèõîâ.
Äàë âîëþ õèëîìó Ïåãàñó,
È äóìàë, ÷òî ïîýò ãîòîâ.
Íî ìîé Ïåãàñ èçäîõ íà ïîëïóòè ê Ïàðíàñó.
È, ïîäàâèâ òÿæåëûé âçäîõ,
ß ïðîêëÿë äîëþ íàøó.

Íàäî ñêàçàòü, ÷òî íà÷àëî àñïèðàíòóðû ó Íèêîëàÿ áûëî âïîëíå óñïåø-
íûì: òåìà îòíîñèëàñü ê íåäàâíî âîçíèêøåìó â Êàçàíè è èíòåíñèâíî ðàçâè-
âàâøåìóñÿ íàó÷íîìó íàïðàâëåíèþ � îáðàòíûå êðàåâûå çàäà÷è, åùå â äè-
ïëîìíîé ðàáîòå îí ïîëó÷èë èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû, íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü
áûë íàäåæíûé � îäèí èç îñíîâîïîëîæíèêîâ íàïðàâëåíèÿ Ì. Ò. Íóæèí, â
òî âðåìÿ ðåêòîð óíèâåðñèòåòà.

Â òî æå âðåìÿ ïîÿâèëàñü êíèãà È. À. Ïîëåòàåâà47 �×òî òàêîå êèáåðíå-
òèêà�, â êîòîðîé àâòîð ñ ýíòóçèàçìîì çàíèìàëñÿ ïðîïàãàíäîé è ïîïóëÿ-
ðèçàöèåé èäåé ýòîé íàóêè, ðàññìàòðèâàþùåé ñ åäèíûõ ïîçèöèé âîïðîñû,
îòíîñÿùèåñÿ è ê ìàòåìàòèêå, è ê òåõíèêå, è ê áèîëîãèè. Ýòî áûëî íåîáû÷-
íî: âåäü ñîâñåì íåçàäîëãî äî ýòîãî â íàøåé ñòðàíå êèáåðíåòèêó òðàêòîâàëè
êàê �ðåàêöèîííóþ ëæåíàóêó, ïðèñëóæíèöó áóðæóàçèè�. Ñîäåðæàíèå êíèãè
ïðîèçâåëî íà Íèêîëàÿ ñòîëü ñèëüíîå âïå÷àòëåíèå, ÷òî îí áóêâàëüíî çà-
ãîðåëñÿ èäååé ïåðåîðèåíòèðîâàòü ñåáÿ íà íîâóþ äëÿ íåãî íàóêó. Ñêàçàë
ìíå î ñâîåì íàìåðåíèè ïîãîâîðèòü íà ýòó òåìó ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì.
ß íå ñòàë åãî îòãîâàðèâàòü. Ïðîñòî ïîíÿë, ÷òî ñòðåìëåíèå èäòè ïî ïóòè
íàèáîëüøåãî ñîïðîòèâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åðòîé åãî õàðàêòåðà.

Îí ñóìåë äîáèòüñÿ ïîääåðæêè èäåè ñâîåãî òâîð÷åñêîãî ïåðåâîïëîùåíèÿ
ñî ñòîðîíû íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ: Ìèõàèë Òèõîíîâè÷ ñâåë åãî ñ À. À. Ëÿ-

47Èãîðü Àíäðååâè÷ Ïîëåòàåâ (1915�1983) � îäèí èç îñíîâîïîëîæíèêîâ îòå÷åñòâåííîé
êèáåðíåòèêè, ñ 1961 ã. æèë è ðàáîòàë â Íîâîñèáèðñêîì àêàäåìãîðîäêå.
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Èãîðü Àíäðååâè÷ Ïîëåòàåâ (1915�1983)

ïóíîâûì, óæå èçâåñòíûì òîãäà ìîñêîâñêèì ìàòåìàòèêîì, ïåðåêëþ÷èâøèì-
ñÿ íåêîòîðîå âðåìÿ íàçàä íà çàíÿòèÿ êèáåðíåòèêîé. Â Ìîñêâå Íèêîëàþ áû-
ëî ïðåäëîæåíî â òå÷åíèå äâóõ íåäåëü ïîäóìàòü íàä íåêîòîðûìè çàäà÷àìè.
×åðåç òðè äíÿ îí èõ âñå ðåøèë, ÷òî îòêðûëî åìó ïóòü â àñïèðàíòóðó óæå
ïî êèáåðíåòèêå. Òàê îí îêàçàëñÿ â Ìîñêâå.

Êàê-òî ëåòîì îí çàåõàë â Êàçàíü, è ìû ðåøèëè ïðîâåñòè íåêîòîðîå âðå-
ìÿ ó ìîèõ ðîäèòåëåé â ã. Ñåíãèëåå: ýòî íà ïðàâîì áåðåãó Âîëãè â 60 êì îò
Óëüÿíîâñêà âíèç ïî òå÷åíèþ. Ìåñòíîñòü òàì èìååò ãîðèñòûé õàðàêòåð, êàê
áû íà÷èíàÿ ïîäãîòîâêó ê ïåðåõîäó â Æèãóëåâñêèå ãîðû. Â îäèí èç äíåé
ìû ïîäíÿëèñü íà ñàìóþ âûñîêóþ ãîðêó â îêðåñòíîñòÿõ ãîðîäêà. Ñ îäíîé
ñòîðîíû ïåðåä íàìè ðàññòèëàëîñü ëåñíîå ìîðå ñ îãðîìíûìè çàñòûâøèìè
òåìíî-çåëåíûìè âîëíàìè, îáðàçîâàííûìè ðàñòóùèìè íà ñêëîíàõ ãëóáîêèõ
îâðàãîâ äåðåâüÿìè. Ýòî ìîðå íåìíîãî ïðîäîëæàëîñü è â äðóãóþ ñòîðîíó,
ãäå çà êðîìêîé ëåñà âèäíåëîñü ïîëå, çà êîòîðûì ñëåäîâàëè îòáëåñêè âîä-
íîé ãëàäè Âîëãè, åå ïðîòèâîïîëîæíûé áåðåã è áåñêðàéíÿÿ äàëü Çàâîëæüÿ.
Îò ýòîãî çðåëèùà ó Íèêîëàÿ ïðîñíóëîñü æåëàíèå ñî÷èíèòü ñòèõîòâîðå-
íèå. Îí õîòåë åãî íàçâàòü �Îäà âîñõîæäåíèþ�. Íå çíàþ, íàïèñàë ëè îí ýòó
îäó (ñêîðåå âñåãî, íå äîøëè ðóêè), íî çàäóìêà î ñîäåðæàíèè çàêëþ÷àëàñü
â ñëåäóþùåì. Êàæäûé ÷åëîâåê â ñâîåé æèçíè äîëæåí ïîêîðèòü õîòÿ áû
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îäíó âåðøèíó, ïîòîìó ÷òî òîëüêî îòòóäà ìîæíî óâèäåòü íåçàáûâàåìûå äà-
ëè, òîëüêî òàì ÷åëîâåêà ìîãóò ïîñåòèòü íåîáûêíîâåííûå ìûñëè. È îòòóäà
îí ìîæåò óâèäåòü ñëåäóþùóþ âåðøèíó, êîòîðóþ çàõî÷åòñÿ ïîêîðèòü. Ïðè
ýòîì ïîíÿòèþ âåðøèíû ïðåäïîëàãàëîñü ïðèäàòü îáîáùåííûé ñìûñë: íà-
ïðèìåð, íàó÷íàÿ èëè ñïîðòèâíàÿ âåðøèíà.

À â Ìîñêâå äåëà øëè õîðîøî. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ àñïèðàíòóðû Íèêîëàé
âåðíóëñÿ â Êàçàíü, ãäå âñêîðå çàíÿëñÿ îôîðìëåíèåì äèññåðòàöèè. Ñäåëàë
îí ýòî î÷åíü áûñòðî: ñëîæèë âìåñòå ñâîè ñòàòüè, îïóáëèêîâàííûå â �Ïðî-
áëåìàõ êèáåðíåòèêè�, íàïèñàë ê íèì ââåäåíèå, ïðîèçâåë íåêîòîðóþ ðåäàê-
öèîííóþ äîðàáîòêó è îòäàë ìàøèíèñòêå ïå÷àòàòü. Îí íåíàìíîãî îòñòàë îò
íàñ ïî ñðîêó çàùèòû äèññåðòàöèè: ìîæåò áûòü, ãîäà íà äâà.

Êàê ðàç â ýòî âðåìÿ îêîëî Íîâîñèáèðñêà ðàçâåðíóëîñü ñòðîèòåëüñòâî
íîâîãî íàó÷íîãî öåíòðà, êóäà âñêîðå çà ñâîèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì
À. À. Ëÿïóíîâûì ïåðååõàë è Íèêîëàé. Íåêîòîðîå âðåìÿ ñïóñòÿ è ÿ óåõàë èç
Êàçàíè: ñíà÷àëà áûë íàïðàâëåí â Ìîñêâó äëÿ èçó÷åíèÿ ôðàíöóçñêîãî ÿçû-
êà, à ïîòîì îêàçàëñÿ â Àôðèêå, â Ãâèíåéñêîé ðåñïóáëèêå. ×èòàë ñòóäåíòàì
Âûñøåé íîðìàëüíîé øêîëû ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó è äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. À ëåò ÷åðåç äåñÿòü ïîñëå âîçâðàùåíèÿ â Êàçàíü
íà÷àë ÷àñòî ïðèåçæàòü â Íîâîñèáèðñêèé àêàäåìãîðîäîê � òî äëÿ ó÷àñòèÿ
â íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ, òî äëÿ äîêëàäîâ íà ðàçëè÷íûõ ñåìèíàðàõ, òå-
ìàòèêà êîòîðûõ áûëà ñâÿçàíà ñ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â
1989 ã. çàùèòèë â ÈÌ ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ ïî çàäà÷àì
ñî ñìåùåíèÿìè â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà. Êàê
ïðàâèëî, ìû ñ Íèêîëàåì âî âðåìÿ ýòèõ ìîèõ êîìàíäèðîâîê íàõîäèëè âðå-
ìÿ, ÷òîáû ïîîáùàòüñÿ: ðàçìûøëÿëè î òîì, ÷òî îñòàëîñü ïîçàäè, î òîì, ÷òî
åñòü, è î òîì, ÷òî ìîæåò áûòü â áóäóùåì. . .

Â îäíîì èç ñâîèõ ñòèõîòâîðåíèé Á. Ïàñòåðíàê ñêàçàë, ÷òî íàøà æèçíü
åñòü �. . . ðàñòâîðåíüå íàñ ñàìèõ âî âñåõ äðóãèõ. . . �. Íàïèñàíèå ýòèõ âîñïî-
ìèíàíèé ñòàëî äëÿ ìåíÿ êàê áû åùå îäíîé âñòðå÷åé ñî ñòàðûì äðóãîì. È
âîò òåïåðü ïðèõîäèòñÿ êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî íàøå ñ Íèêîëàåì âçàèìíîå ðàñ-
òâîðåíèå çàêîí÷èëîñü. Ãðóñòíî.

Äðóã Í. È. Ãëåáîâà ïî Êàçàíñêîìó óíèâåðñèòåòó,
íûíå ïðîôåññîð êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ÊÔÓ, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê Â. È. Æåãàëîâ
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Ìîé îäíîãðóïïíèê Êîëÿ Ãëåáîâ

Åâãåíèÿ Áîðèñîâíà Ôåëüêåð

Ïÿòü ëåò ìû ó÷èëèñü â îäíîé ãðóïïå. Êàêèì ÿ çàïîìíèëà Êîëþ Ãëå-
áîâà? Ñèìïàòè÷íûé, âåñü êàêîé-òî ñâåòëûé, ñî ñâåòëûìè âîëîñàìè, ëåãêî
êðàñíåþùèé, ñêðîìíî îäåòûé, óëûá÷èâûé è äîáðîäóøíûé. Îí áûë ñàìûì
ìëàäøèì â íàøåé ãðóïïå è ñàìûì óìíûì è ñïîñîáíûì. Êîëÿ íèêîãäà íå
äàâàë íàì ýòî ïî÷óâñòâîâàòü, íî ìû çíàëè ýòî. Êîëÿ íå áûë êðàñíîáàåì,
øóòíèêîì, íî ÿ çíàþ, ÷òî ìíîãèì äåâî÷êàì èç ãðóïïû îí î÷åíü íðàâèëñÿ.

Ìû ñ ìîåé ïîäðóãîé Ðèììîé Áàäðóòäèíîâîé âìåñòå ãîòîâèëèñü ê ýêçà-
ìåíàì. Ïðîðàáàòûâàÿ êîíñïåêòû ëåêöèé, ìû ïðèëåæíî ñòàâèëè âîïðîñû â
íåïîíÿòíûõ ìåñòàõ, çíàÿ, ÷òî åñòü Êîëÿ. Çàòåì íà êîíñóëüòàöèè ìû �çà-
ãîíÿëè åãî â óãîë�, è, âîïðîñ çà âîïðîñîì, çàäàâàëè Êîëå, íå ñîìíåâàÿñü,
÷òî îí çíàåò îòâåòû íà íèõ. È îí âñåãäà áåçîòêàçíî, ñïîêîéíî è òåðïåëèâî
îáúÿñíÿë íàì âñ¼, ÷òî áûëî íåïîíÿòíî. È ìû ñäàâàëè ýêçàìåíû íà ïÿò¼ð-
êè, ïðåêðàñíî ïîíèìàÿ, ÷òî íàøè ïÿò¼ðêè è êîëèíû � ýòî ñîâñåì ðàçíûå
îöåíêè. Ìû çíàëè, ÷òî îí ñàìûé òàëàíòëèâûé ïàðåíü â ãðóïïå, è íå ñîìíå-
âàëèñü, ÷òî åãî æä¼ò áóäóùåå ó÷¼íîãî.

Îäíîãðóïïíèöà Í. È. Ãëåáîâà
ïî Êàçàíñêîìó óíèâåðñèòåòó Å. Á. Ôåëüêåð
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Ìîé Ó÷èòåëü Íèêîëàé Èâàíîâè÷ Ãëåáîâ

Âèêòîð Ïåòðîâè÷ Èëüåâ

1. Ìîè óíèâåðñèòåòû
Ó÷åíèêîì Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à Ãëåáîâà ÿ ñòàë, â îáùåì-òî, ñëó÷àéíî. Â
1979 ãîäó îêîí÷èë Îìñêèé óíèâåðñèòåò, äèïëîìíóþ ðàáîòó ïèñàë ïîä ðó-
êîâîäñòâîì Ãåííàäèÿ Øìåðåëüåâè÷à Ôðèäìàíà, âûïóñêíèêà ÔÌØ è ÍÃÓ,
ó÷åíèêà Àëåêñåÿ Àíäðååâè÷à Ëÿïóíîâà.

Ñâîåé àñïèðàíòóðû â ÎìÃÓ òîãäà íå áûëî (êàê, âïðî÷åì, è âîåííîé êà-
ôåäðû). Ãåííàäèé Øìåðåëüåâè÷ ðåøèë íàïðàâèòü ìåíÿ â Íîâîñèáèðñêèé
óíèâåðñèòåò íà ñòàæèðîâêó. Áûëà â òî âðåìÿ â ÍÃÓ òàêàÿ ôîðìà îáó÷å-
íèÿ, ÷òî-òî âðîäå íûíåøíåé ìàãèñòðàòóðû, òîëüêî ãîäè÷íàÿ. Ôðèäìàí äî-
ãîâîðèëñÿ ñ Ýäóàðäîì Õàéðóòäèíîâè÷åì Ãèìàäè, êîòîðûé ñîãëàñèëñÿ áûòü
ìîèì ðóêîâîäèòåëåì. È â ñåíòÿáðå 1979 ãîäà ÿ ñåë â ïîåçä è îòïðàâèëñÿ â
Àêàäåìãîðîäîê.

2. Àêàäåìãîðîäîê
Ìíå ïîâåçëî, ÿ çàñòàë åùå òîò äèâíûé ñîâåòñêèé Ãîðîäîê � íåñïåøíûé,
ïîãðóæeííûé â ñåáÿ, çàäóì÷èâûé, òî÷íåå áûëî áû, ïîæàëóé, ñêàçàòü �
âäóì÷èâûé. �Ñëóæåíüå ìóç íå òåðïèò ñóåòû�. Êðóãîì ëåñ, â ëåñó òàáëè÷êè
�Ëåñ íà îòäûõå�.

Ìåñòíûì æèòåëÿì, íàâåðíîå, âñå ýòî áûëî ïðèâû÷íî, íî ó ìåíÿ, ïðèåõàâ-
øåãî â Àêàäåìãîðîäîê âïåðâûå, áûëî îùóùåíèå, ÷òî ÿ ïîïàë â äðóãîé ìèð.
Âåëîñèïåäíûå äîðîæêè � ïðè òîì, ÷òî àâòîòðàíñïîðòà áûëî ñîâñåì íåìíî-
ãî, äàæå ñâåòîôîðîâ íà ïåðåêðåñòêàõ íå áûëî. Â ôîéå ãëàâíîãî êîðïóñà
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Ãåííàäèé Øìåðåëüåâè÷ Ôðèäìàí

ÍÃÓ ãàçåòíûé êèîñê � ïðîñòî îòêðûòûé ïðèëàâîê, íà êîòîðîì ðàçëîæåíû
ãàçåòû, æóðíàëû è ò. ä. Æåíùèíà-êèîñêåð óõîäèò íà îáåä, âñå îñòàâëÿåò
êàê åñòü. Ëþäè ïîäõîäÿò, ëèñòàþò æóðíàëû, áåðóò ãàçåòû, îñòàâëÿþò íà
ïðèëàâêå äåíüãè. . . Äðóãîé ìèð, äðóãèå ëþäè.

À ñåãîäíÿ Àêàäåìãîðîäîê âñå áîëüøå íàïîìèíàåò îáû÷íûé ýëèòíûé ìèê-
ðîðàéîí â áîëüøîì ãîðîäå. Ñóåòà, ïðîáêè. . . Òîëüêî ïðèðîäà âñå òà æå, õîòÿ
åå è ñòàëî ìåíüøå. È ëåñ óæå íå îòäûõàåò.

3. Íåîæèäàííûé ïîâîðîò
Ïðèåõàë ÿ â Àêàäåìãîðîäîê, çâîíþ Ãèìàäè. Ìíå îòâå÷àþò: �Ýäóàðä Õàé-
ðóòäèíîâè÷ â êîìàíäèðîâêå çà ãðàíèöåé.� �À êîãäà âåðíåòñÿ?� �×åðåç äâå
íåäåëè.� Âîò òàê �ñþðïðèç�! À ïðèåì äîêóìåíòîâ íà ñòàæèðîâêó çàêàí-
÷èâàåòñÿ ÷åðåç íåñêîëüêî äíåé, è íà çàÿâëåíèè íóæíî ñîãëàñèå íàó÷íîãî
ðóêîâîäèòåëÿ. ×òî äåëàòü?

È òóò ÿ âñïîìíèë, ÷òî ïðåäóñìîòðèòåëüíûé Ãåííàäèé Øìåðåëüåâè÷,
ïðîâîæàÿ, ñíàáäèë ìåíÿ òåëåôîíîì Ñåðãåÿ Àíäðååâè÷à Òðåñêîâà48. �Ýòî
ìîé ñòàðûé äðóã (â ñìûñëå � åùå ñ þíîñòè). Åñëè ÷òî, çâîíèòå åìó, îí
ïîìîæåò.� Ïîçâîíèë Òðåñêîâó. �Òàê è òàê, � ãîâîðþ, � ïðèâåò Âàì îò Ãåí-
íàäèÿ Øìåðåëüåâè÷à, ÿ åãî ó÷åíèê, è ó ìåíÿ ïðîáëåìà.� Îí ñðàçó ñêàçàë:

48Ñ. À. Òðåñêîâ � íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ, ñïåöèàëèñò ïî
ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó, êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè
ÍÃÓ.

208



�Äàâàéòå âñòðåòèìñÿ ó �Çîëîòîé äî-
ëèíû�. ß ïðèåäó íà âåëîñèïåäå, áó-
äó â ñèíåì ïðåèìóùåñòâåííî ñâèòå-
ðå.� Ñòîþ, æäó. Ïîäúåçæàåò Ñåðãåé
Àíäðååâè÷, äëèííîâîëîñûé, ñïîð-
òèâíûé, â íàïîëîâèíó ñèíåì ñâè-
òåðå, êàê è îáåùàë. È ñðàçó ãîâî-
ðèò, âèäíî, äóìàë, ïîêà åõàë: �Çíàå-
òå ÷òî? Â Îòäåëå êèáåðíåòèêè åñòü
Íèêîëàé Èâàíîâè÷ Ãëåáîâ. Ïîïðî-
áóéòå äëÿ íà÷àëà ïîçâîíèòü åìó.�

À ÿ óæå çíàë òîãäà, ÷òî åñòü
Ãëåáîâ. ×èòàë â �Ïðîáëåìàõ êè-
áåðíåòèêè� ñòàòüþ Ý. Õ. Ãèìàäè,
Í. È. Ãëåáîâà è Â. À. Ïåðåïåëèöû
�Àëãîðèòìû ñ îöåíêàìè äëÿ çàäà÷
äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè�. Ôðèä-
ìàí âåëåë. Ñåðãåé Àíäðååâè÷ Òðåñêîâ

4. Àëãîðèòìû ñ îöåíêàìè
Ñåé÷àñ êàê ðàç ãîòîâëþ ñïåöêóðñ ïî ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìàì äëÿ ñòó-
äåíòîâ ÎìÃÓ. ×èòàþ â êíèãå Ausiello G., Crescenzi P., Gambosi G. et al.
�Complexity and Approximation�: �Among the papers that are considered to
have laid down the �rst basic concepts relative to approximation algorithms,
we may refer the reader to [Garey, Graham, and Ullman, 1972, Sahni, 1973,
Johnson, 1974, Nigmatullin, 1976]�.

È äî ñèõ ïîð, ïîõîæå, íå çíàþò íà Çàïàäå, ÷òî â 1969�74 ãã. Ãèìàäè, Ãëå-
áîâ è Ïåðåïåëèöà íåçàâèñèìî ïðåäëîæèëè íàèáîëåå îáùèé ïîäõîä ê èññëå-
äîâàíèþ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ. Ââåäåííîå èìè ïîíÿòèå àëãîðèòìîâ ñ
îöåíêàìè âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðàêòè÷åñêè âñå èçâåñòíûå
ñåãîäíÿ ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìàì: àñèìïòîòè÷å-
ñêè òî÷íûå àëãîðèòìû, ïîëèíîìèàëüíûå ïðèáëèæåííûå ñõåìû, àëãîðèòìû
ñ ãàðàíòèðîâàííûìè îöåíêàìè òî÷íîñòè, àëãîðèòìû, òî÷íûå â òèïè÷íîì
ñëó÷àå (ò. å. äëÿ ïî÷òè âñåõ çàäà÷) è ò. ä. Ìíå êàæåòñÿ, èõ âêëàä â òåîðèþ
ñëîæíîñòè ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé åùå ïðåäñòîèò îñìûñëèòü è îöåíèòü.

5. Êàê ÿ ñòàë ó÷åíèêîì Í. È. Ãëåáîâà
ß ïîñëóøàë ñîâåòà Ñ. À. Òðåñêîâà. Çâîíþ Í. È. Ãëåáîâó, ïðàâäà, áåç îñîáîé
íàäåæäû, îáúÿñíÿþ ñèòóàöèþ. Ê ìîåé ðàäîñòè îí ãîâîðèò: �Äà-äà, Ýäóàðä
Õàéðóòäèíîâè÷ ïåðåä îòúåçäîì ãîâîðèë ìíå, ÷òî Âû ïðèåäåòå. ×òî æ, ïîä-
õîäèòå, ÿ ïîäïèøó ñîãëàñèå áûòü ðóêîâîäèòåëåì Âàøåé ñòàæèðîâêè.�
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Âîò òàê ñ ëåãêîé ðóêè Ý. Õ. Ãèìàäè ÿ è ïîïàë íà ñòàæèðîâêó ê Íèêîëàþ
Èâàíîâè÷ó. Ïðàâäà, ïðîäîëæàëàñü ýòà ñòàæèðîâêà íåäîëãî, âñåãî ìåñÿö ñ
íåáîëüøèì. Â îêòÿáðå 1979 ãîäà ÿ áûë ïðèçâàí â Ñîâåòñêóþ àðìèþ. ß
óæå óïîìèíàë, ÷òî â Îìñêîì óíèâåðñèòåòå íå áûëî âîåííîé êàôåäðû, åå
è ñåé÷àñ íåò. À â òå ãîäû äàæå àñïèðàíòóðà íå äàâàëà ïðàâà íà îòñðî÷êó
îò ñëóæáû, íå òî ÷òî ñòàæèðîâêà. Òîëüêî è óñïåë ïîñåòèòü äâå ëåêöèè
ñïåöêóðñà Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à.

Îòñëóæèâ, êàê ïîëîæåíî, ïîëòîðà ãîäà, â èþíå 1981 ãîäà ñíîâà ïðèåõàë
ê Íèêîëàþ Èâàíîâè÷ó. È îí îïÿòü ñîãëàñèëñÿ âçÿòü ìåíÿ íà ñòàæèðîâêó.

6. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü
Ìíå êàæåòñÿ, Íèêîëàé Èâàíîâè÷ íå î÷åíü íóæäàëñÿ â ó÷åíèêàõ. Äà è áûëî
èõ ó íåãî � ïî ïàëüöàì ïåðå÷åñòü.

Êîãäà â êîíöå ñòàæèðîâêè ÿ ñêàçàë Íèêîëàþ Èâàíîâè÷ó, ÷òî õîòåë áû
ïîñòóïèòü ê íåìó â àñïèðàíòóðó, îí ðåàãèðîâàë, êàê ìíå ïîêàçàëîñü, äî-
âîëüíî ìàëîðàäîñòíî: �Âû õîòèòå ïîñòóïàòü â àñïèðàíòóðó?� Ïîäóìàë, òÿ-
æåëî âçäîõíóë: �Íó, õîðîøî.� Âñå-òàêè íå îòêàçàë, õîòÿ è âèäíî áûëî, ÷òî
âîçèòüñÿ ñî ìíîé åìó íå î÷åíü õîòåëîñü. Äà îí è íå âîçèëñÿ.

Íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì îí áûë ñâîåîáðàçíûì. Íèêîãäà íå ðóãàë, îñîáî
íå õâàëèë. Ñòàâèë çàäà÷ó è æäàë îòâåòà. Ðóêîâîäèë ïî ïðèíöèïó �Áðî-
ñèòü â âîäó, è ïóñòü áàðàõòàåòñÿ, âûïëûâåò � ìîëîäåö.� Íèêîãäà íå íàçíà-
÷àë âðåìåíè êîíñóëüòàöèé, íî íèêîãäà è íå îòêàçûâàë â ïðîñüáå î âñòðå÷å.
Îáû÷íî ïðèõîæó ê íåìó, ñïðàøèâàþ: �Ìîæåò áûòü, ìíå ñòîèò ïîäóìàòü
íàä òåì-òî?� �Íó, äà. . . Õîðîøî. . . Ïîïðîáóéòå. . . � Èíîãäà äàâàë ñîâåòû, íî
÷àùå ñëóøàë, ÷òî ÿ ðàññêàæó.

È ñòðàííîå äåëî, âðîäå Íèêîëàé Èâàíîâè÷ è íå ïîñîâåòóåò íè÷åãî, ïðîñòî
âûñëóøàåò, à â ãîëîâå ÷òî-òî ïðîÿñíÿåòñÿ, êàêèå-òî ìûñëè íîâûå ïîÿâëÿ-
þòñÿ. È èäåøü ñ íîâûìè ñèëàìè äóìàòü äàëüøå.

Òàêîé ñòèëü ðóêîâîäñòâà ñèëüíî ðàçâèâàåò â ó÷åíèêå ñàìîñòîÿòåëüíîñòü.
Â ðåçóëüòàòå äâå çàäà÷è â ìîåé êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè ïîñòàâèë Íèêî-
ëàé Èâàíîâè÷, èç íèõ ïîëó÷èëèñü ïåðâûå äâå ãëàâû. À òðåòüþ ñôîðìóëèðî-
âàë óæå ÿ ñàì, à Íèêîëàé Èâàíîâè÷ îäîáðèë: �Íó, õîðîøî. . . Ïîïðîáóéòå. . . �

Òåïåðü, îãëÿäûâàÿñü íàçàä, ÿ ïîíèìàþ, êàêîå ñèëüíîå âëèÿíèå îêàçàë
íà ìåíÿ Íèêîëàé Èâàíîâè÷. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ÿ âèæó ìàòåìàòèêó åãî
ãëàçàìè.

7. Èìÿ â íàóêå
Íèêîëàé Èâàíîâè÷ òàê è íå çàùèòèë äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ. Ïî÷åìó?
Àíàòîëèé Èâàíîâè÷ Ñåðäþêîâ, ïåðâûé ó÷åíèê Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à, ðàñ-
ñêàçûâàë: �ß åìó íå ðàç ãîâîðèë: íàäî ïèñàòü äîêòîðñêóþ! Íå õî÷åò.�

×òî-òî ïîìåøàëî (èëè êòî-òî?) Íèêîëàþ Èâàíîâè÷ó çàùèòèòü äîêòîð-
ñêóþ äèññåðòàöèþ âîâðåìÿ. À ïîòîì óæå äåéñòâèòåëüíî íå õîòåë. Ïðèí-
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öèïèàëüíî. Çàùèòà äîêòîðñêîé � òàêàÿ ñóåòà, òðàòà âðåìåíè è ñèë. Äà
è çäîðîâüå óæå íå òî. . . Îí è ñòàòåé-òî íàïèñàë íå î÷åíü ìíîãî. Áðàë íå
êîëè÷åñòâîì, à êà÷åñòâîì.

À êðîìå òîãî, ÿ äóìàþ, Íèêîëàé Èâàíîâè÷ ïîíèìàë, ÷òî ó íåãî åñòü
ÈÌß, è èìÿ ýòî â íàó÷íûõ êðóãàõ õîðîøî èçâåñòíî. Íó, ñòàíåò îí äîêòî-
ðîì íàóê � ÷òî ýòî äîáàâèò ê åãî èìåíè? Äîêòîðîâ ìíîãî, à Ãëåáîâ îäèí!
Ñåé÷àñ, ïðàâäà, âñå áîëüøóþ èçâåñòíîñòü ïðèîáðåòàåò äðóãîé Ãëåáîâ �
Àëåêñåé Íèêîëàåâè÷. Ñûí.

Âëàäèìèð Êîíñòàíòèíîâè÷ Ëåîíòüåâ Ðåãèíà Èîñèôîâíà Òûøêåâè÷

Òî, ÷òî Ãëåáîâ � ýòî ÈÌß, ÿ ïîíÿë, êîãäà èñêàë ñåáå âåäóùóþ îðãàíè-
çàöèþ è ïåðâîãî îïïîíåíòà ïî êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè. Íèêîëàé Èâàíî-
âè÷ òîëüêî ñêàçàë: �Â Ìîñêâå îáðàòèòåñü ê Âëàäèìèðó Êîíñòàíòèíîâè÷ó
Ëåîíòüåâó49, à â Ìèíñêå ïîãîâîðèòå ñ Ðåãèíîé Èîñèôîâíîé Òûøêåâè÷50,
ó íåå åñòü ðàáîòû ïî ìàòðîèäàì.� È ÿ îòïðàâèëñÿ â òóðíå ïî ìàðøðóòó
Íîâîñèáèðñê � Ìîñêâà � Ìèíñê.

Â. Ê. Ëåîíòüåâ ñîãëàñèëñÿ íàïèñàòü îòçûâ âåäóùåé îðãàíèçàöèè ñðàçó:
�Íèêîëàþ Èâàíîâè÷ó ÿ íå ìîãó îòêàçàòü.� À êîãäà ÿ ïðèåõàë â Ìèíñê,
âûÿñíèëîñü, ÷òî Ð. È. Òûøêåâè÷ è Í. È. Ãëåáîâ íå çíàêîìû, òîëüêî çíà-
þò î ñóùåñòâîâàíèè äðóã äðóãà ïî ïóáëèêàöèÿì. ß äóìàþ: �Íó, Íèêîëàé

49Â. Ê. Ëåîíüòüåâ � çàâåäóþùèé ñåêòîðîì êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà ÂÖ ÐÀÍ, ñïåöèà-
ëèñò ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå, êèáåðíåòèêå è òåîðèè èíôîðìàöèè, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê,
ïðîôåññîð ÌÃÓ è ÌÔÒÈ.

50Ð. È. Òûøêåâè÷ � âñåìèðíî èçâåñòíûé ñïåöèàëèñò â îáëàñòè äèñêðåòíîé ìàòåìàòè-
êè, êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà è òåîðèè ãðàôîâ, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð ÁÃÓ, àâòîð
áîëåå 100 íàó÷íûõ ðàáîò, â òîì ÷èñëå 14 ó÷åáíèêîâ è ìîíîãðàôèé.
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Èâàíîâè÷!.. Ïðåäóïðåæäàòü íàäî!� Òåì íå ìåíåå, äèññåðòàöèÿ ìîÿ Ðåãèíå
Èîñèôîâíå ïîíðàâèëàñü. Ïîñëóøàâ ìåíÿ âíå î÷åðåäè íà ñâîåì ñåìèíàðå,
îíà ñîãëàñèëàñü áûòü ïåðâûì îïïîíåíòîì. Ïîòîì ïðèåõàëà íà çàùèòó â
Àêàäåìãîðîäîê. ß ïîçíàêîìèë èõ ñ Íèêîëàåì Èâàíîâè÷åì â äåíü çàùèòû,
çà 15 ìèíóò äî íà÷àëà çàñåäàíèÿ äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà.

8. Øòðèõè ê ïîðòðåòó

Àíàòîëèé Åâãåíüåâè÷ Êàðïîâ

Êîãäà, îòñëóæèâ â àðìèè, ñïóñòÿ
ïîëòîðà ãîäà, ÿ ñíîâà ÿâèëñÿ ê
Íèêîëàþ Èâàíîâè÷ó, îí ïîèíòå-
ðåñîâàëñÿ, ïî÷åìó ÿ òàê áûñòðî
âåðíóëñÿ. ß óäèâèëñÿ: �Ïî÷åìó
áûñòðî? Êàê ïîëîæåíî.� �Íî Âàñ
æå â àðìèþ âñåãî ïîëãîäà êàê
ïðèçâàëè.� Òóò ÿ ïîíÿë, ÷òî ó
Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à âðåìÿ òå÷åò
êàê-òî ïî-ñâîåìó, íå òàê, êàê âî
âñåì îñòàëüíîì ìèðå, ìåäëåí-
íåå. È ïîòîì íå ðàç óáåæäàëñÿ,
÷òî Íèêîëàé Èâàíîâè÷ æèâåò
òàê æå íåñïåøíî, ðàçìåðåííî,
áåç ñóåòû. Êàæäûé äåíü â îä-
íî è òî æå âðåìÿ ïðèõîäèò â
èíñòèòóò, âñåãäà â îäíîì è òîì
æå êîðè÷íåâîì êîñòþìå. Ïîòîì,

ïðàâäà, ñìåíèë åãî íà ñåðûé. Âñåãäà ñïîêîåí, íåâîçìóòèì. Íè ðàçó íå âè-
äåë Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à âçâîëíîâàííûì, âîçáóæäåííûì. Íåäîâîëüíûì �
äà, âîçìóùåííûì � íåò. Äàæå íå çíàþ, ðóãàëñÿ îí êîãäà-íèáóäü ñ êåì-
íèáóäü èëè íåò. Îäíàæäû ÿ áûë ñâèäåòåëåì, êàê îí ïîðèöàë çà äîñòàòî÷íî
ñåðüåçíîå íàðóøåíèå ñâîåãî ïîä÷èíåííîãî. Èìåííî ïîðèöàë � íå ðóãàë, íå
îò÷èòûâàë, ñêîðåå óãîâàðèâàë.

* * *

Áûëî, ìíå êàæåòñÿ, ÷òî-òî íåóëîâèìî îáùåå ó Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à Ãëå-
áîâà è Àíàòîëèÿ Åâãåíüåâè÷à Êàðïîâà, íàøåãî çàìå÷àòåëüíîãî â ïðîøëîì
÷åìïèîíà ìèðà ïî øàõìàòàì. ×òî-òî òàêîå âî âçãëÿäå, â âûðàæåíèè ëè-
öà. . . ×òî?

Ñâåò ðàçóìà?

Ïðîôåññîð ÎìÃÓ, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê Â. Ï. Èëüåâ
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Î ìîåì íàó÷íîì ðóêîâîäèòåëå Íèêîëàå Èâàíîâè÷å,

ñòðîãîì, íî ñïðàâåäëèâîì

Âëàäèìèð Âëàäèìèðîâè÷ Øåíìàéåð

ß áûë, ïî âñåé âèäèìîñòè, ïîñëåäíèì ó÷åíèêîì Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à. Ïî
êðàéíåé ìåðå, èç òåõ, êòî ïîòîì ïîøåë â íàóêó. Ìîé âçãëÿä íà íåãî �
ýòî ïðåæäå âñåãî âçãëÿä ñ ïîçèöèè ñòóäåíòà, ñíèçó ââåðõ. Ìíîãèì, êàê ÿ
íåäàâíî óçíàë, îí ïðåäñòàâëÿëñÿ ìÿãêèì è �ïóøèñòûì�, íî ëè÷íî ó ìåíÿ
â ãîëîâå ñëîæèëñÿ íåìíîãî äðóãîé îáðàç. Ñ ìîåé òî÷êè çðåíèÿ, Íèêîëàé
Èâàíîâè÷ áûë íåìíîãîñëîâíûì ñåðûì êàðäèíàëîì, êîòîðûé íå çàíèìàë
êàêèõ-òî îñîáûõ ïîñòîâ, ðåäêî �ñâåòèëñÿ�, âûãëÿäåë î÷åíü ñêðîìíî, íî óæå
ïîñëå íåïðîäîëæèòåëüíîãî çíàêîìñòâà ñ æèçíüþ íàøåé êàôåäðû ñòàíîâè-
ëîñü ÿñíî, ÷òî âñå íèòè çäåñü âåäóò ê íåìó. Äëÿ ñòóäåíòîâ è, êàê âñêîðå
îêàçàëîñü, íå òîëüêî � îí áûë ñòðàøíûì àâòîðèòåòîì. Ïðîñòî ïðèâåäó
ïàðó ïðèìåðîâ.

Íà ïîñëåäíèõ êóðñàõ ÍÃÓ îí ÷èòàë íà íàøåì ïîòîêå êóðñ ïî îïòè-
ìèçàöèè. Îáû÷íî ê ýòîìó âðåìåíè, êàê ìû ãîâîðèëè, íå ñòóäåíò ðàáî-
òàåò íà çà÷åòêó, à íàîáîðîò � çà÷åòêà íà ñòóäåíòà. Òàê ÷òî îòíîøåíèå
�îöåíêà/ïðèëàãàåìûå óñèëèÿ� ê êîíöó óíèâåðà ïðèÿòíî ðîñëî, ÷åòâåðêà íà
ýêçàìåíå ñ÷èòàëàñü íåóäà÷åé, òðîéêà îáû÷íî îáúÿñíÿëàñü ëèøü îòêðîâåí-
íîé áåçàëàáåðíîñòüþ. Óâû, Íèêîëàé Èâàíîâè÷ íè÷åãî ïðî ýòî íå çíàë. Ó
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âñåãî ïîòîêà ïÿòåðêó ïîëó÷èë òîëüêî îäèí ÷åëîâåê, äà è òî � ñêîðåå àâàí-
ñîì (ýòî áûë ÿ), ïîëîâèíà óøëà ñ òðîéêîé, è ïðè ýòîì íèêòî íå æàëîâàëñÿ:
âñå ïîíèìàëè, ÷òî ñàìîäóðñòâà çäåñü íåò, âñå ïî-÷åñòíîìó, ïðîñòî âûñîêèå,
íî ñïðàâåäëèâûå, òðåáîâàíèÿ. Íà ñïåöêóðñå ïî äèñêðåòíûì ýêñòðåìàëüíûì
çàäà÷àì ïÿòåðîê óæå áûëî ïîáîëüøå: èëëþçèé ê ýòîìó âðåìåíè íè ó êîãî
íå áûëî. Åñëè êîìó-òî ñêàçàòü, ÷òî ìàãèñòðàíòû 5-6 êóðñà ìîãóò íå ñïàòü
íî÷üþ � è íå ïî ïðè÷èíå ðàñïèòèÿ áëàãîðîäíûõ íàïèòêîâ, èãðû â ïðåôå-
ðàíñ èëè æå �èíûõ óäîâîëüñòâèé�, à ïî ïðè÷èíå ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó ïî
êàêîìó-òî òàì ñïåöêóðñó � ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íàó÷íîé ôàíòàñòèêîé. È
òåì íå ìåíåå ýòî íàäî áûëî âèäåòü: ãëóáîêàÿ íî÷ü, ãîðèò íàñòîëüíàÿ ëàìïà,
ñòîë çàâàëåí ðàçíûìè âåðñèÿìè ëåêöèé Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à (â êíèãàõ ýòîò
ìàòåðèàë áûëî òîãäà íå íàéòè), è ãðóïïà âåñüìà ê òîìó âðåìåíè �âçðîñëûõ�
ïàðíåé ñ âûïó÷åííûìè ãëàçàìè ïûòàåòñÿ ïðîäðàòüñÿ ñêâîçü âåòâè âåíãåð-
ñêèõ äåðåâüåâ è âèçóàëèçèðóåò ïðîöåññ ñâîðà÷èâàíèÿ öâåòêîâ â àëãîðèòìå
Ýäìîíäñà. . .

Àâòîðèòåò Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à îñíîâûâàëñÿ íà åãî ãëóáèíå è òðåáîâà-
òåëüíîñòè. Îí íå áîÿëñÿ èäòè ïðîòèâ òå÷åíèÿ è äàâàòü îáúåêòèâíóþ, êàê
ïîëîæèòåëüíóþ, òàê è îòðèöàòåëüíóþ îöåíêó ëþáîìó ðåçóëüòàòó, áóäü òû
õîòü ñâàò, õîòü áðàò. Êàê ñåé÷àñ ìîäíî ãîâîðèòü, ó íåãî íå áûëî �äâîéíûõ
ñòàíäàðòîâ�: äëÿ âñåõ ïëàíêà íàóêè áûëà îäèíàêîâà, è îäèíàêîâî âûñîêà.
Ó ýòîãî áûëî äâà ñëåäñòâèÿ: ñ îäíîé ñòîðîíû, Íèêîëàé Èâàíîâè÷ ñòàíîâèë-
ñÿ íîñèòåëåì òîãî èãîëî÷íîãî óøêà, â êîòîðîå ìîæåò ïðîëåçòü òîëüêî òî,
÷òî äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ øàãîì âïåðåä. Ïðèçíàíèå è îäîáðåíèå Íèêîëàÿ
Èâàíîâè÷à äå-ôàêòî ñòàíîâèëîñü çíàêîì êà÷åñòâà, ñíèìàëî âñå áþðîêðàòè-
÷åñêèå âîïðîñû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî íåèçáåæíî îòäàëÿëî Íèêîëàÿ Èâà-
íîâè÷à îò îêðóæàþùèõ: íå âñåì áûëî ïî äóøå åãî ÷åòêîå ïîíèìàíèå òîãî,
÷òî òàêîå íàó÷íûé ðåçóëüòàò, à ÷òî � ïåðåëèâàíèå èç ïóñòîãî â ïîðîæíåå.
Êàê ìíå êàçàëîñü, Íèêîëàé Èâàíîâè÷ è áûë â èòîãå êàê áû â ñòîðîíå îò
âñåõ, íà äèñòàíöèè äàæå îò áëèçêèõ êîëëåã. Ñåé÷àñ ÿ ïîíèìàþ, ÷òî òàêîâà
áûëà öåíà åãî íàó÷íîé ïîçèöèè, åãî íàó÷íîé ÷èñòîòû è áåñïðèñòðàñòíîñòè.
Êîíå÷íî æå, òàêîé ÷åëîâåê íå âïèñûâàëñÿ â óñëîâèÿ ñîâðåìåííîé íàó÷íîé
ñèñòåìû, â êîòîðîé âñå ìåðÿåòñÿ íå êà÷åñòâîì è çíà÷èìîñòüþ ðåçóëüòàòà, à
òóïûì êîëè÷åñòâîì ñòàòåé, ÷òî ïðèâîäèò ê èõ �ýêñïîíåíöèàëüíîìó� ðîñòó,
îáìåëü÷åíèþ, äåëàíèþ èç ìóõè ñëîíîâ è ïðî÷åé õàëòóðå (ò. í. �ìóñîðíàÿ
íàóêà�). Òî è äåëî ñìîòðèøü íà ýòî è äóìàåøü: ýõ, ðåáÿòà, íå õâàòàåò íà
âàñ Ãëåáîâà.

Êàê îäíàæäû êòî-òî ñêàçàë: �Íèêîëàé Èâàíîâè÷ � îí ãëóáîêèé�. Ïî-
ìîåìó, î÷åíü òî÷íî. Îïÿòü ïðèâåäó ïðèìåð. Èäåò ñïåöñåìèíàð, äîêëàä îò-
êðîâåííî ìóòíûé è ñëîæíûé, òåìà äàëåêà îò àóäèòîðèè, Íèêîëàé Èâàíî-
âè÷, êàæåòñÿ, ñïèò. Äîêëàä çàêàí÷èâàåòñÿ, íèêòî ïî÷òè íè÷åãî íå ïîíÿë,
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íåëîâêîå, òÿæåëîå ìîë÷àíèå, Ýäóàðä Õàéðóòäèíîâè÷ (Ãèìàäè. � ïðèì. ñî-

ñòàâèòåëåé) � êàê îäèí èç âåäóùèõ ñåìèíàðà � ïûòàåòñÿ ïîäîáðàòü ñëî-
âà, ÷òîáû õîòü êàê-òî ñãëàäèòü ïèëþëþ. Òóò Íèêîëàé Èâàíîâè÷ îòêðûâàåò
ãëàç è çàäàåò òåõíè÷åñêèé âîïðîñ, îòíîñÿùèéñÿ ê ñåðåäèíå äîêëàäà, è ïî
êîòîðîìó ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî îí íå òîëüêî íå ñïàë, à êàêèì-òî íåïîíÿò-
íûì îáðàçîì ïðîäðàëñÿ ñêâîçü âñå äåáðè èçëîæåííîé òåîðèè, ïðè÷åì äî
ñàìîãî êîðíÿ. À ðàçáèðàëñÿ îí, êàæåòñÿ, âî âñåì � îò ðàñïèñàíèé äî ìàò-
ðîèäîâ, îò ãðàôîâ äî óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûõ ñòàòåé
ó íåãî áûëî îòíîñèòåëüíî íåìíîãî, íî íà ñòîëå ïîñòîÿííî ëåæàëè òîííû
÷óæèõ. Åìó âñåãäà áûëî âàæíî �òî, áëàãîäàðÿ ÷åìó�, ñàìàÿ ñóòü ÿâëåíèé.
À óëàâëèâàë åå îí áûñòðî. Â ñî÷åòàíèè ñ åãî êðóãîçîðîì ýòî äåëàëî åãî
èäåàëüíûì íîñèòåëåì òîãî ñàìîãî èãîëî÷íîãî óøêà.

Ê Íèêîëàþ Èâàíîâè÷ó ÿ ïîïàë ïðàêòè÷åñêè ñëó÷àéíî. Ê òðåòüåìó êóð-
ñó, êîãäà íàäî áûëî âûáèðàòü ñåáå øåôà, ñðåäè ñòóäåíòîâ õîäèë ñëóõ î òîì,
÷òî åñëè òû ïîïàäåøü ê ìíîãîâåêîâîìó äðóãó Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à, ïðîôåñ-
ñîðó Ãèìàäè, òî âñ¼ ó òåáÿ â æèçíè íàó÷íîé ñëîæèòñÿ õîðîøî. Â ðåçóëüòàòå
ê ìîìåíòó, êîãäà ÿ �ïðîñíóëñÿ� è íà÷àë äóìàòü, â êàêóþ äâåðü ïîñòó÷àòü,
íà áåäíîì Ýäóàðäå Õàéðóòäèíîâè÷å óæå âèñåëî øòóê 10 íàøèõ. Íåäîëãî
äóìàÿ, ÿ ðåøèë ïîñòó÷àòüñÿ â ñîñåäíþþ äâåðü: âñå-òàêè Ãëåáîâ è Ãèìàäè
� ýòî, ñóäÿ ïî áèáëèîãðàôèè, ïî÷òè îäèí ÷åëîâåê, äà è ñèäÿò ðÿäîì, òàê
÷òî ìîæåò è çäåñü â îáèäó íå äàäóò. Ïîñëå ìîåãî ëåïåòà î òîì, ÷òî �ÿ ïî-
÷èòàë Ãýðè�Äæîíñîíà, è ìíå ïîíðàâèëîñü�, ÿ áûë ïðèíÿò â êàíäèäàòû â
ó÷åíèêè. Âñêîðå (ïî ìåðêàì Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à, à íà ñàìîì äåëå � ñïó-
ñòÿ ïîëãîäà) ìíå áûëà ïîðó÷åíà ïðîâåðêà ãèïîòåçû, îáîáùàþùåé òåîðåìó
Ðàäî�Ýäìîíäñà. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òåìà ýòà ìíå ïîíà÷àëó ïîêàçàëàñü
ñëèøêîì ìóäðåíîé è ìàëî-àêòóàëüíîé, ÿ âçÿëñÿ çà íåå ñ ýíòóçèàçìîì. Â
òîò æå äåíü ìíå óäàëîñü îïðîâåðãíóòü ïðåäëîæåííóþ ìíå ãèïîòåçó, è ÿ
óæå ïðåäñòàâëÿë, êàê �îáðàäóþ� Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à è, ìîæåò áûòü, äàæå
ïîïðîøó äðóãóþ çàäà÷ó, êàê âîçíèê ôîðñ-ìàæîð: íà òðåíèðîâêå ñëîìàë íî-
ãó è íà öåëûé ìåñÿö îêàçàëñÿ â ãèïñîâîé èçîëÿöèè îò ìèðà: èíòåðíåòà è
äàæå ìîáèëüíûõ òåëåôîíîâ ó íàñ, îáèòàòåëåé ñòóäåí÷åñêîé îáùàãè, òîãäà
åùå íå áûëî. �×åì áû îòâåòèë íà ýòî Íèêîëàé Èâàíîâè÷? Êàêóþ áû ïðè-
äóìàë íîâóþ ãèïîòåçó?� � ýòî áûëî ïîõîæå íà èãðó â øàõìàòû ñ ñàìèì
ñîáîé: è çà ñåáÿ, è çà ñîïåðíèêà � íà÷àë ñàì ñòàâèòü ñåáå ãèïîòåçû, ñàì æå
èõ îïðîâåðãàòü. Â îáùåì, âòÿíóëñÿ. Ñåé÷àñ âñå ÷àùå ñêëîíÿþñü ê ìûñëè: à
âåäü âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî çíàë Íèêîëàé Èâàíîâè÷ î òîì, ÷òî ãèïîòåçà íå
âåðíà, è ïðîñòî âðîäå êàê ïðîâåðÿë ìåíÿ íà âøèâîñòü. À êîãäà ïðîâåðèë,
äàë ìíå ïîëíûé êàðò-áëàíø è ïóñòèë â ñâîáîäíîå ïëàâàíüå. Ïî ñïàðòàí-
ñêîé ñõåìå: åñëè ñàì âûïëûâåò, çíà÷èò, ÷òî-òî ïîëó÷èòñÿ.
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Âñòðå÷àëèñü ìû ñ Íèêîëàåì Èâàíîâè÷åì ïðàêòè÷åñêè äî ñàìîé åãî ñìåð-
òè, ïîñëåäíèé ðàç � âñåãî çà íåñêîëüêî äíåé äî íåå, ïîçäíåé ñíåæíîé îñå-
íüþ 2008 ãîäà. Ïÿòîãî íîÿáðÿ ïðèøëî ïèñüìî îò Ýäóàðäà Õàéðóòäèíîâè÷à,
â çàãîëîâêå êàêèå-òî íåïîíÿòíûå ñëîâà. �Îò íàñ óøåë Í. È. Ãëåáîâ�. . . Êóäà
óøåë? Çà÷åì óøåë? Ïîëíîå îíåìåíèå è íåäîóìåíèå. Íèêîëàé Èâàíîâè÷ êà-
çàëñÿ âå÷íûì, êîíñòàíòíûì. Òîëüêî íåäàâíî âèäåëèñü, îí áûë áîäðûì, â
õîðîøåì íàñòðîåíèè. Íî âñå æå, ãäå-òî â ãëóáèíå äóøè ÿ, êàæåòñÿ, áûë
ãîòîâ ê ýòîìó èçâåñòèþ: ÷óâñòâîâàë, ÷òî ÷òî-òî íàçðåâàåò. Äåëî â òîì, ÷òî
ïåðñîíàëüíî êî ìíå Íèêîëàé Èâàíîâè÷ áûë âñåãäà î÷åíü ñòðîã, è äåðæàëñÿ
ñî ìíîé î÷åíü ñóáîðäèíèðîâàííî (÷òî, âïðî÷åì, íå ìåøàëî åìó çàñòóïàòü-
ñÿ çà ìåíÿ íà âñåõ ñîâåòàõ è àòòåñòàöèÿõ). Íî â ïîñëåäíèå ìîè ïðèõîäû
ê íåìó îí âåë ñåáÿ íåîæèäàííî ìÿãêî, òåïëî, �íå ïî-íàó÷íîìó�. Âíà÷àëå ÿ
äàæå ñëåãêà ñìóùàëñÿ, åùå äóìàë, ÷òî, ìîæåò, âíóêè ê íåìó ïðèåõàëè èëè
åùå êàêàÿ ðàäîñòü ó ñòàðèêà. Íî ïîòîì âñå âñòàëî íà ñâîè ìåñòà. Ïðîùàëñÿ?

Òåïåðü óæå íèêòî íå îòâåòèò.

Ñâåòëàÿ Âàì ïàìÿòü, Íèêîëàé Èâàíîâè÷.

Ñò. íàó÷. ñîòð. ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ,
êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê Â. Â. Øåíìàéåð
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Ñóðîâîå, íî ïîó÷èòåëüíîå ðåøåíèå

Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à

Îëåã Âåíèàìèíîâè÷ Áîðîäèí

Â ïîñëåäíèå 30 ëåò æèçíè, êîãäà ÿ ìîã åãî ïîâñåäíåâíî íàáëþäàòü, Íè-
êîëàé Èâàíîâè÷ Ãëåáîâ áûë îäíèì èç íàèáîëåå óâàæàåìûõ ëþäåé â Îò-
äåëåíèè òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ. Âñå ïîëèòè÷åñêèå íèòè
ñâîäèëèñü ê íåìó, è åãî ìíåíèå áûëî íåèçìåííî ìóäðûì è â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ ðåøàþùèì.

Íà �ìàëûõ ñîâíàðêîìàõ�, ñíà÷àëà ïîä ïðåäñåäàòåëüñòâîì Â. Ò. Äåìåí-
òüåâà, à çàòåì Â. Ë. Áåðåñíåâà, ìíîãî ðàç íàáëþäàëàñü îäíà è òà æå êàð-
òèíà. Ñòðàñòè êèïÿò, ìíåíèÿ íå ñõîäÿòñÿ, ïîòîì Âëàäèìèð Òèõîíîâè÷ èëè
Âëàäèìèð Ëåîíèäîâè÷ âäðóã ñïîõâàòûâàåòñÿ: �À ÷òî æå íàø Íèêîëàé Èâà-
íîâè÷?� È âîò òóò Í. È. Ãëåáîâ âïåðâûå áåðåò ñëîâî è âûíîñèò âçâåøåííîå
ñóæäåíèå, êîòîðîå è îêàçûâàåòñÿ îêîí÷àòåëüíûì.

Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî ïî ÷àñòè íàóêè Íèêîëàé Èâàíîâè÷ äàâíî âçÿë íà ñåáÿ
ìèññèþ îöåíêè ÷óæèõ ðåçóëüòàòîâ è íå î÷åíü ñòðåìèëñÿ ê ïîëó÷åíèþ ñîá-
ñòâåííûõ ðåçîíàíñíûõ ðåçóëüòàòîâ. Îá ýòîì ìîæíî òîëüêî ñîæàëåòü, òàê
êàê â íåì ÷óâñòâîâàëñÿ íàó÷íûé ïîòåíöèàë, íî óæ òàêîâà ó÷àñòü ìíîãèõ
íàøèõ ó÷åíûõ. Íàì ñâîéñòâåííî çàäóìûâàòüñÿ î âå÷íîì, äîâîëüñòâîâàòü-
ñÿ ñàìîîöåíêàìè è ìíåíèåì íà÷àëüñòâà è íå çàáîòèòüñÿ î òîì, êàêîé ñëåä
îñòàåòñÿ è îñòàíåòñÿ ïîñëå íàñ â ìèðîâûõ áàçàõ ñòàòåé è ññûëîê. Äëÿ áîëü-
øèíñòâà èç íàñ ïîëó÷èòü ïðèëè÷íûé ðåçóëüòàò è íàïèñàòü ñòàòüþ, äàæå
â ìåñòíîì æóðíàëå, � óæå íåïîñèëüíîå áðåìÿ, òàê êàê ìû ëþáèì âèòàòü
â îáëàêàõ ëèáî ïîäðàáàòûâàòü íà ñòîðîíå, èìåòü õîááè, ñîçåðöàòü è ò. ï.,
à çà êîíêðåòíóþ òâîð÷åñêóþ ðàáîòó ñ íàñ íèêîãäà íå ñïðàøèâàëè. Ïîðà-
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áîòàâøèõ çà ðóáåæîì íå íóæíî óáåæäàòü, íàñêîëüêî ýíåðãè÷íåå ðàáîòàþò
ëþäè òàì, ÷åì â íàøèõ òåïëè÷íûõ óñëîâèÿõ.

Íàâåðíÿêà â ñâîèõ ðàçìûøëåíèÿõ Íèêîëàé Èâàíîâè÷ óäåëÿë âíèìàíèå
è ýòîé ïðîáëåìå âûõîäà êîíêóðåíòîñïîñîáíîé íàó÷íîé ïðîäóêöèè ñ 1 ì2

ïëîùàäè ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ. Ïðèâåäó ëèøü îäèí ïðèìåð, íî çàòî èç ïåðâûõ ðóê.
Â íà÷àëå 1980-õ ÍÃÓ ïîïðîñèë ÈÌ íàïèñàòü ïðîãðàììó äëÿ ñîñòàâëåíèÿ

ðàñïèñàíèÿ çàíÿòèé â ÍÃÓ. Ñåðãåé Âàñèëüåâè÷ Ñåâàñòüÿíîâ, íàø ëó÷øèé
ñïåöèàëèñò ïî òåîðèè ðàñïèñàíèé, ñîçäàë ïðîåêò, êîòîðûé, ê ñîæàëåíèþ,
îêàçàëñÿ ñëèøêîì òðóäíûì äëÿ ðåàëèçàöèè. Ïîòîì ïîäêëþ÷èëè ìåíÿ, ÿ
âñïîìíèë ñâîå êîðîòêîå ïðîãðàììèñòñêîå ïðîøëîå, óâëåêñÿ è ïðèäóìàë ýâ-
ðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì, êîòîðûé íà÷àë äàâàòü ãëàäêèå, ñðàçó ïî íåñêîëüêèì
ïàðàìåòðàì, ðåøåíèÿ íà óñëîâíûõ òåñòîâûõ ïðèìåðàõ, îáëàäàâøèõ ñðåäíè-
ìè õàðàêòåðèñòèêàìè, îòâå÷àâøèìè ðåàëüíîìó íà òîò ìîìåíò ðàñïèñàíèþ
ÍÃÓ. Ãîðäûé, â ñåíòÿáðå 1986 ã. ïðèøåë ê Íèêîëàþ Èâàíîâè÷ó, ÷òîáû ïîëó-
÷èòü áëàãîñëîâåíèå íà ââîä ðåàëüíîé èíôîðìàöèè. Íî Íèêîëàé Èâàíîâè÷
îãîðîøèë ìåíÿ äîíåëüçÿ: �Ýòî èíæåíåðíàÿ ðàáîòà, à â ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ æåëà-
òåëüíî ïîëó÷àòü ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû.� Ïðè ýòîì îí ñíÿë ñ ìåíÿ
1/4 ñòàâêè â ÍÃÓ, êîòîðóþ ÿ ïîëó÷àë ïîëòîðà ãîäà çà ýòó äåÿòåëüíîñòü.
Òàê ÷òî Äàðüÿ Ìèõàéëîâíà è äàëüøå ñîñòàâëÿëà ðàñïèñàíèå âðó÷íóþ.

Íåìíîãî ïîïåðåæèâàë, íî óæå â îêòÿáðå âïåðâûå ñúåçäèë çà ãðàíèöó.
Ìîè ïðåæíèå ðåçóëüòàòû îêàçàëèñü âîñòðåáîâàííûìè çà ðóáåæîì. À åùå
÷åðåç ìåñÿö ó ìåíÿ ñëó÷èëñÿ ïðîðûâ: óäàëîñü ðåøèòü ñðàçó íåñêîëüêî äàâíî
ñòîÿâøèõ ïðîáëåì â òåîðèè ïëîñêèõ ãðàôîâ. Ïîòîì òðè ãîäà ïðîâåë çà
ðóáåæîì â äëèòåëüíûõ ïîåçäêàõ è ïðèìåðíî ãîä � â êîðîòêèõ, ïîðàáîòàë ñ
èíòåðåñíûìè ëþäüìè. Ñåé÷àñ ìîé èíäåêñ öèòèðîâàíèÿ â AMS MathSciNet
� âòîðîé ïîñëå À. Â. Êîñòî÷êè ñðåäè âñåõ ñîòðóäíèêîâ ÓðÎ ÐÀÍ, ÑÎ
ÐÀÍ è ÄÂÎ ÐÀÍ. Â òîé æå áàçå ìîÿ ñòàòüÿ � 4-ÿ ïî öèòèðóåìîñòè ñðåäè
ñîòðóäíèêîâ ÈÌ, à íàøà ñòàòüÿ ñ À. Â. Êîñòî÷êîé � 8-ÿ. Ëàáîðàòîðèÿ
Òåîðèè ãðàôîâ âñå 15 ëåò ñâîåãî ñóùåñòâîâàíèÿ çàíèìàëà ïåðâûå ìåñòà â
ÈÌ ïî ÷èñëó ñòàòåé íà îäíîãî ñîòðóäíèêà. Ìû èìååì ãðàíò Ïðåçèäåíòà ÐÔ
ïî ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ ÍØ-1939.2014.1 �Òåîðèÿ ãðàôîâ
è åå ïðèëîæåíèÿ�.

Âîò ê òàêèì ïîñëåäñòâèÿì ïðèâåëî òî ñóðîâîå, íî ïîó÷èòåëüíîå ðåøåíèå
Í. È. Ãëåáîâà. Íàâåðíîå íàéäåòñÿ íåìàëî ëþäåé, êîòîðûå áëàãîäàðíû åìó
çà ñîâåòû è ïîäñêàçêè â êàêèå-òî ïåðåëîìíûå èëè äàæå îáûäåííûå ìîìåí-
òû èõ æèçíè. ß óâåðåí, ÷òî, äîæèâè Í. È. Ãëåáîâ äî íàøèõ äíåé, îí áû
åùå áîëüøå íàöåëèâàë ìëàäøèõ êîëëåã íà ïîëó÷åíèå çíà÷èìûõ íàó÷íûõ
ðåçóëüòàòîâ, õîòÿ áû íåìíîãî ïîäíèìàþùèõ ïðåñòèæ ðîññèéñêîé ìàòåìà-
òèêè.
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Ñâåòëàÿ ïàìÿòü î Íèêîëàå Èâàíîâè÷å íàâñåãäà ñîõðàíèòñÿ ó äðóçåé è
êîëëåã.

Çàâ. ëàáîðàòîðèåé Òåîðèè ãðàôîâ
ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê Î. Â. Áîðîäèí
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Åãî ðàáîòû îòëè÷àëèñü íåòðèâèàëüíîñòüþ

è èçÿùåñòâîì

Àëåêñàíäð Âàñèëüåâè÷ Êîñòî÷êà

Íàñêîëüêî ÿ ïîìíþ, Íèêîëàé Èâàíîâè÷ âñåãäà ñ÷èòàëñÿ îäíèì èç ñà-
ìûõ óìíûõ è ñèëüíûõ ìàòåìàòèêîâ â Îòäåëå Òåîðåòè÷åñêîé Êèáåðíåòèêè
(è ìíîãèå ñ÷èòàëè åãî ñàìûì óìíûì). Åñëè ïîÿâëÿëñÿ ãðîìêèé ðåçóëüòàò
è íàäî áûëî ïðîâåðèòü åãî äîêàçàòåëüñòâî (êàê áûëî ñ ðàáîòîé �Ïóòè, äå-
ðåâüÿ è öâåòû� Ýäìîíäñà è ñòàòüåé Êàðìàðêàðà), Íèêîëàé Èâàíîâè÷ âñå-
ãäà áûë â êîìàíäå ýêñïåðòîâ. Åãî ðàáîòû îòëè÷àëèñü íåòðèâèàëüíîñòüþ
è èçÿùåñòâîì. È îí óìåë ðàññêàçûâàòü òðóäíûå âåùè ïîíÿòíî. Ìû ñ íèì
ðàáîòàëè âìåñòå íàä òðåìÿ ñòàòüÿìè, è âñåãäà áûëî ïðèÿòíî è èíòåðåñíî
ðàáîòàòü ñ íèì. Ó íåãî áûëè íåîæèäàííûå äëÿ ìåíÿ èäåè, è îí äóìàë î
÷èòàòåëå ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì ÿ â òî âðåìÿ. Äóìàåòñÿ, ÷òî ïîñëå åãî øêîëû
ÿ ïèøó íåìíîãî ëó÷øå.

Íèêîëàé Èâàíîâè÷ ïîëüçîâàëñÿ áîëüøèì ìîðàëüíûì àâòîðèòåòîì, òàê
êàê âñåãäà âåë ñåáÿ äîñòîéíî è ïîêàçàë ñåáÿ â îáñóæäåíèÿõ ìóäðûì è óðàâ-
íîâåøåííûì ÷åëîâåêîì. Îòäåë Òåîðåòè÷åñêîé Êèáåðíåòèêè ïðîøåë ÷åðåç
ìíîãî ñëîæíûõ ñèòóàöèé, è âî ìíîãèõ ñïîðàõ íàø çàâ. îòäåëîì Âëàäè-
ìèð Òèõîíîâè÷ Äåìåíòüåâ àïåëëèðîâàë êî ìíåíèþ Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à,
÷òîáû óáåäèòü äðóãèõ. ß íå ðàç îáðàùàëñÿ çà ñîâåòîì ê Íèêîëàþ Èâàíî-
âè÷ó. Îäèí èç ñëó÷àåâ áûë òàêîé. ß ïðåäñòàâèë â �Äèñêðåòíûé àíàëèç�
ñòàòüþ î ÷èñëå Õàäâèãåðà ãðàôîâ ñ äàííîé ñðåäíåé ñòåïåíüþ. Óâàæàåìûé
Ðåöåíçåíò ñêàçàë ìíå, ÷òî ðåçóëüòàòû íåïëîõèå, íî ñòàòüÿ íàïèñàíà ïëîõî è
ñëèøêîì äëèííàÿ (ñåé÷àñ ÿ ñîãëàñåí), è ïîêàçàë, êàê ìîæíî óêîðîòèòü ñòà-
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òüþ, è ïðåäëîæèë, ÷òî îí ïåðåïèøåò ñòàòüþ, è ìû îïóáëèêóåì ýòó íîâóþ
ñîâìåñòíóþ ñòàòüþ. ß ñåé÷àñ òî÷íî íå ïîìíþ, íî ìíå êàæåòñÿ, Ãëàâíûé
Ðåäàêòîð ïîääåðæàë ýòó èäåþ. ß ïîøåë çà ñîâåòîì ê Íèêîëàþ Èâàíîâè-
÷ó, îæèäàÿ, ÷òî îí òîæå ïîääåðæèò ýòî ðàäè ÷èòàòåëÿ. Íî îí íåîæèäàííî
ðåçêî çàïðîòåñòîâàë (îáû÷íî îí áûë íåâîçìóòèìûì) è ñêàçàë, ÷òî åñëè
Óâàæàåìûé Ðåöåíçåíò ñ÷èòàåò, ÷òî åãî âêëàä òàêîé áîëüøîé, òî îí ìîæåò
ïóáëèêîâàòü îòäåëüíóþ ñòàòüþ ïîñëå ìîåé. Íèêîëàé Èâàíîâè÷ ïîãîâîðèë
ñ ðåäàêòîðàìè, è ìîÿ ðàáîòà áûëà îïóáëèêîâàíà, êàê ÿ åå ïèñàë. Òåïåðü
ýòî ìîÿ ñàìàÿ öèòèðóåìàÿ ðàáîòà, îíà ïåðåâåäåíà â �AMS Translations�
è â �Combinatorica�. Îáùåå ÷èñëî åå öèòèðîâàíèé (âìåñòå âåðñèè â ÄÀ è
�Combinatorica�) â MathSciNet ñîñòàâëÿåò 119, à â Google Scholar 305.

Êîãäà â 1975 ãîäó Âàëåðà Àêñ¼íîâ è ÿ ãîòîâèëè ñòåíãàçåòó ê 40-ëåòèþ
Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à, íàì êàçàëîñü, ÷òî 40 ëåò � ýòî î÷åíü ïî÷òåííûé âîç-
ðàñò, áëèçêèé ê ïåíñèè. À ñåé÷àñ óæå ñûíó Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à 40 ëåò (è
ìîåìó ñûíó òîæå 40 ëåò), è ìíå óæå òàê íå êàæåòñÿ.

Âåä. íàó÷. ñîòð. ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê,
ïðîô. óíèâåðñèòåòà University of Illinois
at Urbana-Champaign À. Â. Êîñòî÷êà

221



Îí ðóêîâîäèë ìÿãêî, íåíàâÿç÷èâî è èíòåëëèãåíòíî

Ñåðãåé Âàñèëüåâè÷ Ñåâàñòüÿíîâ

Ìîè âîñïîìèíàíèÿ î Íèêîëàå Èâàíîâè÷å Ãëåáîâå òåñíî ñâÿçàíû ñ âîñïî-
ìèíàíèÿìè î òîì ïðåæíåì Îòäåëåíèè Êèáåðíåòèêè, ñåðäöåâèíîé êîòîðîãî
è áûë Íèêîëàé Èâàíîâè÷. Â òî âðåìÿ âñå íàèáîëåå ñåðü¼çíûå äåëà, êàñàþ-
ùèåñÿ Îòäåëåíèÿ, ðåøàëèñü íà �ðàñøèðåííîì� Ñîâåòå Çàâëàáîâ, â êîòîðîì
ãëàâåíñòâóþùåå ìåñòî çàíèìàë �òðèóìâèðàò� Ãëåáîâ�Äåìåíòüåâ�ßêîâëåâ.
Ýòîò æå òðèóìâèðàò ðåøàë òåêóùèå âîïðîñû â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó ñîâå-
òàìè çàâëàáîâ. Â ýòîé òðîéêå (êîëëåã-çàâëàáîâ, ðîâåñíèêîâ � âñå áûëè ñ
îäíîãî 1935 ãîäà � è ïðîñòî õîðîøèõ òîâàðèùåé) Äåìåíòüåâ âûïîëíÿë âñþ
îðãàíèçàòîðñêóþ ðàáîòó, ßêîâëåâ õîðîøî ðàçáèðàëñÿ â òåõíè÷åñêèõ âîïðî-
ñàõ, à ãëàâíûì �ìîçãîì�, ñïåöèàëèñòîì ïî íàóêå è íåîñïîðèìûì íàó÷íûì
àâòîðèòåòîì áûë Íèêîëàé Èâàíîâè÷.

Ýõ, âåñ¼ëîå òî áûëî âðåìÿ � 70-å � 80-å ãîäû XX ñòîëåòèÿ! Â êîðèäî-
ðàõ Îòäåëåíèÿ áûëî ìíîãîëþäíî. (Â òî âðåìÿ â ÎÊ íàñ÷èòûâàëîñü, ïî
ìîèì î÷åíü ãðóáûì ïðèêèäêàì, íå ìåíåå 70 ñîòðóäíèêîâ. Èç íèõ äîêòîð-
ñêóþ ñòåïåíü èìåë ëèøü îäèí � ñàì Âëàäèìèð Òèõîíîâè÷.) Îáùåñòâåííàÿ
æèçíü ïðîñòî êèïåëà! Ìóæ÷èíû îòäåëåíèÿ óñòðàèâàëè øàõìàòíûå è õîê-
êåéíûå òóðíèðû. (Íå áûëè �â çàãîíå� è ôóòáîë ñ âîëåéáîëîì.) Äëÿ æåíùèí
òóò è òàì â ðåæèìå �îíëàéí� îðãàíèçîâûâàëèñü êóðñû �ñàäîâîäñòâà íà äî-
ìó�, à òàêæå �êðîéêè è øèòüÿ�. Êîëëåêòèâíîå îòìå÷àíèå äíåé ðîæäåíèÿ
áûëî îáùåñòâåííîé íîðìîé. Êîëëåêòèâ áûë êðåïêî ñïàÿí ìíîãî÷èñëåí-
íûìè îáùåñòâåííûìè ìåðîïðèÿòèÿìè � òèïà Ïåðâîìàéñêîé è Îêòÿáðü-
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Çàñåäàíèå Ñîâåòà Çàâëàáîâ: Í. È. Ãëåáîâ, Â. Ì. Àëåêñàíäðîâ, Þ. Ë. Âàñèëüåâ,

Â. Ì. ßêîâëåâ, À. À. Åâäîêèìîâ, êîíåö 1970-õ

Í. È. Ãëåáîâ íàáëþäàåò çà øàõìàòíîé èãðîé Â. Íîñî÷åíêî è Ð. Ëàðèíà, 1977 ã.
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Òîëÿ Ñåðäþêîâ, èãðàþùèé â áèëüÿðä,

ñåðåäèíà 1970-õ

ñêîé äåìîíñòðàöèé, âñòðå-
÷è Íîâîãî ãîäà, âûåçäîâ
íà ñåëüõîçðàáîòû â ïîä-
øåôíûé Èñêèòèìñêèé ñîâ-
õîç (ëèáî åù¼ êóäà ïîäàëü-
øå � â äåðåâíþ Äðåñâÿí-
êà, íà ãðàíèöå ñ Àëòàéñêèì
êðàåì), ðåãóëÿðíûõ âûåç-
äîâ â ïîëíîì ñîñòàâå íà
óáîðêó ñãíèâàþùèõ îâîùåé
è ôðóêòîâ íà îâîùíîé áàçå
ÓÐÑà, è ò. ä. è ò. ï.

Ñ îñîáîé òåïëîòîé âñïî-
ìèíàþ íàøè âîñêðåñíûå çà-
ðóáîíû â �õîêêåé íà âàëåí-
êàõ�. Ñêîëüêî êëþøåê ïåðå-
ëîìàëè! (Î ñëîìàííûõ ëî-
äûæêàõ è ñèíÿêàõ îò øàé-
áû ÿ óæ è íå ãîâîðþ.) Ýòî
áûëà Øêîëà Æèçíè, êóäà
îòöû-êèáåðíåòèêè ïðèâîäè-
ëè ñâîèõ ñîâñåì åù¼ íåîïå-
ðèâøèõñÿ ñûíîâåé, èç êîòî-
ðûõ ïîòîì âûðàñòàëè íà-
ñòîÿùèå áîéöû: Øóðèê Åâ-

äîêèìîâ, Òèìêà Êîñïàíîâ, Àë¼øà Êîñòî÷êà. Ïîæàëóé, ëèøü èç îäíîãî Äè-
ìû Êîðøóíîâà, ìèðíî íàãðóæàâøåãî äåòñêîé ëîïàòêîé ñíåã â äåòñêèå âå-
ä¼ðêè è íå ïûòàâøåãîñÿ �çàâëàäåòü øàéáîé� (ïîäîáíî ñâîåìó îòöó � áåñ-
ñìåííîìó âðàòàðþ êèáåðíåòèêîâ, Àëåêñåþ Äìèòðèåâè÷ó Êîðøóíîâó), õîê-
êåèñòà òàê è íå âûøëî. Îí ñòàë çàóðÿäíûì äîêòîðîì íàóê, ïðîçÿáàþùèì
ñåé÷àñ ãäå-òî íà �óêðàèíå� Åâðîïû, â óíèâåðñèòåòàõ ã. Ýäèíáóðãà.

Ñîâåðøåííî ïîíÿòíî è î÷åâèäíî, ÷òî â òàêîé îáñòàíîâêå çàíèìàòüñÿ íà-
ñòîÿùåé íàóêîé ìîãëè òîëüêî ôàíàòèêè, � ýòî óæå ñòàíîâèëîñü ÷åì-òî
âðîäå �õîááè�. Ñòàòåé �íà äóøó â ãîä� ïèñàëîñü êðàéíå ìàëî. Òîãäà ñ÷è-
òàëàñü äóðíûì òîíîì �ñêîðîïàëèòåëüíîñòü�, � êîãäà ìîëîäîé ÷åëîâåê, íå
óñïåâ åù¼ òîëêîì ôèëîñîôñêè îñìûñëèòü òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííûé èì ðå-
çóëüòàò, áûñòðî �øë¼ïàåò� ñòàòüþ è ïûòàåòñÿ å¼ òóò æå îïóáëèêîâàòü. (Â
òî âðåìÿ ñòàòüè ñîòðóäíèêîâ ÎÊ ïðåèìóùåñòâåííî ïóáëèêîâàëèñü â äâóõ
ñáîðíèêàõ, èçäàâàâøèõñÿ ñèëàìè è ñðåäñòâàìè Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè: â
�Óïðàâëÿåìûõ ñèñòåìàõ � è �Äèñêðåòíîì àíàëèçå�.) Â àâòîðèòåòíûõ êðó-
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ãàõ ñ÷èòàëîñü, ÷òî ñòàòüÿ äîëæíà �õîðîøî îòëåæàòüñÿ� (ãîä, à òî è äâà).
Åñëè çà ýòî âðåìÿ ðåçóëüòàò íèêòî íå ïåðåîòêðîåò (èëè íå �ïåðåêðîåò�), òî,
ïî âñåé âèäèìîñòè, ðåçóëüòàò ñòîÿùèé, è åãî ìîæíî ïóáëèêîâàòü. Áîëüøå
öåíèëîñü íå ÷èñëî ñòàòåé (êàê ñåé÷àñ), à èõ êà÷åñòâî. È çäåñü Íèêîëàé Èâà-
íîâè÷ ïðåóñïåë êàê íèêòî äðóãîé. Ïèñàë ñòàòüè îí õîòÿ è ðåäêî, íî î÷åíü
�ìåòêî�, âûäàâàÿ ðåçóëüòàòû â ìàêñèìàëüíî îáùåé ôîðìå (÷òî õàðàêòåðè-
çóåò èõ ïðèíàäëåæíîñòü ôóíäàìåíòàëüíîé íàóêå).

Ñâîè ðåçóëüòàòû îí èçëàãàë, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñîâðåìåííîìó ÷èòà-
òåëþ, èçëèøíå ñóõî è ôîðìàëüíî, íå ïðèáåãàÿ ê �èíîñêàçàòåëüíûì âûðàæå-
íÿì� èëè �ïîýòè÷åñêèì ñðàâíåíèÿì�. Íî âñåãäà � àáñîëþòíî ìàòåìàòè÷åñêè
êîððåêòíî è ïðèòîì � äîâîëüíî ÿñíî è ÷¼òêî. (À â ðóêîïèñíîì âèäå � åù¼
è êàëëèãðàôè÷åñêèì ïî÷åðêîì.)

Òàê æå ÷¼òêî è ÿñíî îí �îçâó÷èâàë� ñâîè ìûñëè â îáùèõ äèñêóññèÿõ è
ñîâåùàíèÿõ, íî òîëüêî åñëè åãî ïîïðîñÿò. ×àùå âñåãî ìíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
êàðòèíà, êàê Íèêîëàé Èâàíîâè÷ íåçàìåòíî è òèõî ïðèñóòñòâóåò â ãîìîíå
îáùåé äèñêóññèè, ãëÿäÿ êóäà-òî â ïîë è ñëåãêà ÷åìó-òî óëûáàÿñü (òàê, áóä-
òî åãî âñ¼ ïðîèñõîäÿùåå íèêàê íå êàñàåòñÿ). À êîãäà, íàêîíåö, êòî-íèáóäü
ïîèíòåðåñóåòñÿ åãî ìíåíèåì, Íèêîëàé Èâàíîâè÷ (ñëåãêà âíà÷àëå, êàê áû
�äëÿ ðàçãîíó�, ïîîòäóâàâøèñü) íåñïåøíî íà÷èíàë èçëàãàòü ñâîè ìûñëè. È
çàêàí÷èâàë, êàê ïðàâèëî, ñëîâàìè òèïà: �Âîò, ñîáñòâåííî, è âñ¼, ÷òî ÿ õî-
òåë ñêàçàòü�. Âñ¼ ýòî � î÷åíü ìÿãêî, íåíàâÿç÷èâî è èíòåëëèãåíòíî. Íî, êàê
ïðàâèëî, � âïîëíå óáåäèòåëüíî.

Òàê æå ìÿãêî è �íåíàâÿç÷èâî� ðóêîâîäèë îí ñâîåé ëàáîðàòîðèåé íà ïðî-
òÿæåíèè ÷åòûð¼õ äåñÿòêîâ ëåò (à ïî ñóòè � íèêàê). Êàæäûé çàíèìàëñÿ,
÷åì õîòåë. È ëèøü â êîíöå ãîäà ñî âñåõ ñîáèðàëèñü ãîäîâûå îò÷¼òû, ïî êî-
òîðûì Íèêîëàé Èâàíîâè÷ ïèñàë ñâîäíûé îò÷¼ò. Ïðè ýòîì, êàê íè ñòðàííî,
ëàáîðàòîðèÿ çàíèìàëà îäíî èç ïåðâûõ ìåñò â Èíñòèòóòå ïî ÷èñëó ñòàòåé �íà
äóøó�. Âèäèìî, çäåñü â ÷èñòîì âèäå ðàáîòàë àâòîðèòåò Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à
êàê ó÷¼íîãî. (Ïðàâäà, ïîëîæåíèå ëàáîðàòîðèè ðåçêî èçìåíèëîñü â õóäøóþ
ñòîðîíó, êîãäà óäàðíàÿ ãðóïïà �ãðàôèñòîâ� âî ãëàâå ñ Êîñòî÷êîé è Áîðîäè-
íûì âûøëà èç ñîñòàâà ëàáîðàòîðèè è îðãàíèçîâàëàñü êàê ñàìîñòîÿòåëüíàÿ
ëàáîðàòîðèÿ �Òåîðèè Ãðàôîâ�.)

Åù¼ íåñêîëüêî øòðèõîâ ê ïîðòðåòó Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à:
� åãî òâ¼ðäîå ñëåäîâàíèå ñâîèì óáåæäåíèÿì è ïðèíöèïàì (ïîæàëóé, íå

ìåíåå òâ¼ðäîå, ÷åì ó Íèêîëàÿ Êîïåðíèêà);
� ñêðîìíîñòü, èíòåëëèãåíòíîñòü, êîððåêòíîñòü â îòíîøåíèÿõ ñ ëþäüìè

(îñîáåííî � ñ ïîä÷èí¼ííûìè); ñ äðóãîé ñòîðîíû � íèêàêîãî ïàíèáðàòñòâà;
� âûñîêàÿ òðåáîâàòåëüíîñòü ê ñåáå (÷åì, âèäèìî, è îáúÿñíÿåòñÿ åãî îòêàç

îò çàùèòû ôàêòè÷åñêè ãîòîâîé äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè).
Â æèçíè, îäíàêî, íè÷åãî íå áûâàåò îêðàøåííûì îäíèì öâåòîì. Ïðè âñåé
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î÷åâèäíîé äîáðîæåëàòåëüíîñòè è ïðèâåòëèâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ëþäÿì,
Íèêîëàé Èâàíîâè÷ áûë äîâîëüíî çàêðûò äëÿ ñâîèõ êîëëåã è ïîä÷èí¼í-
íûõ (â îòëè÷èå îò ñâîèõ òîâàðèùåé è êîëëåã � Âëàäèìèðà Ìèõàéëîâè÷à
è Âëàäèìèðà Òèõîíîâè÷à). Êîëëåêòèâíîå òâîð÷åñòâî áûëî åìó îòíþäü íå
ñâîéñòâåííî. Ñîâìåñòíûå ñòàòüè ïîÿâëÿëèñü íå �êàê ïðàâèëî�, à ñêîðåå êàê
ðåäêèå èñêëþ÷åíèÿ. Çà òå 34 ãîäà, ÷òî ÿ ïðîâ¼ë â ëàáîðàòîðèè ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à, ÿ íå ïîìíþ ñëó÷àåâ, ÷òîáû ìû îáñóæäàëè ñ íèì
êàêèå-òî çàäà÷êè ïî òåîðèè ðàñïèñàíèé. À âåäü îí áûë (ñóäÿ ïî ñòàòüÿì,
îïóáëèêîâàííûì â 1960-å � 70-å ãîäû) îòëè÷íûì �ðàñïèñàëüùèêîì�! Ñåé-
÷àñ ÿ î÷åíü ñîæàëåþ îá ýòîé íàâñåãäà äëÿ ìåíÿ ïîòåðÿííîé âîçìîæíîñòè
� ïîðàáîòàòü ñ óìíûì ÷åëîâåêîì, òàëàíòëèâûì ìàòåìàòèêîì, êîèì, íåñî-
ìíåííî, áûë ìîé çàâëàá Íèêîëàé Èâàíîâè÷. Âïðî÷åì, îá ýòîì æå ìîãóò
òåïåðü ñîæàëåòü è ìíîãèå äðóãèå êîëëåãè Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à (çà ðåäêèì
èñêëþ÷åíèåì).

Ñóäÿ ïî ñïèñêó òðóäîâ, ïðèâåäåííîìó â êîíöå ýòîé êíèãè, â 2000-å ãîäû
ñòàòåé ó Íèêîëàÿ Èâíîâè÷à ñòàëî âûõîäèòü î÷åíü ìàëî. Âèäèìî, ÷òî-òî äà-
âèëî íà íåãî, íå äàâàëî ðàáîòàòü, ïîëó÷àòü íîâûå áëåñòÿùèå ðåçóëüòàòû.
Îí âîîáùå ñòàë î÷åíü íåçàìåòåí è íåíàâÿç÷èâ. Òèõî ïðèõîäèë íà ðàáîòó
è çàïèðàëñÿ â ñâî¼ì êàáèíåòå. Ïîçäíèì âå÷åðîì óõîäèë äîìîé. Òàêèì æå
âå÷åðîì îí îäíàæäû óø¼ë îò íàñ íàâñåãäà. . .

Âåä. íàó÷. ñîòð. ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ,
ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê Ñ. Â. Ñåâàñòüÿíîâ
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Ñòàðàþñü ïðîäîëæàòü òðàäèöèè

Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à

Àäèëü Èëüÿñîâè÷ Åðçèí

ß ïîçíàêîìèëñÿ ñ Íèêîëàåì Èâàíîâè÷åì Ãëåáîâûì â 1976 ãîäó, êîãäà,
áóäó÷è ñòóäåíòîì 4-ãî êóðñà ÌÌÔ ÍÃÓ, ïðèø¼ë ñïåöèàëèçèðîâàòüñÿ íà
êàôåäðó òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè, çàâåäóþùèì êîòîðîé áûë Âëàäèìèð
Òèõîíîâè÷ Äåìåíòüåâ, à åãî çàìåñòèòåëåì � Íèêîëàé Èâàíîâè÷. Ìîèì íà-
ó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì áûë Âëàäèìèð Òèõîíîâè÷, êîòîðûé ïðè ïðèíÿòèè
âàæíûõ ðåøåíèé ÷àñòî êîíñóëüòèðîâàëñÿ ñ Íèêîëàåì Èâàíîâè÷åì. Òàê äå-
ëàë íå îí îäèí, à òàêæå ìíîãèå äðóãèå êîëëåãè. Â ÷àñòíîñòè, áåç �îäîáðå-
íèÿ� Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à ñîèñêàòåëåé íå äîïóñêàëè ê çàùèòå. Êîãäà ìîé
àñïèðàíò ïîëó÷èë ïåðâûå ðåçóëüòàòû, ÿ òîæå ïîø¼ë èõ ðàññêàçûâàòü Íèêî-
ëàþ Èâàíîâè÷ó, êîòîðûé ñíà÷àëà îòí¼ññÿ ê òåìàòèêå ñî ñêåïñèñîì. Îäíàêî
÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïîìåíÿë ñâî¼ ìíåíèå, è ìîé àñïèðàíò ïîëó÷èë �äîá-
ðî�, ÷òî ëèøíèé ðàç ïîêàçàëî, ÷òî Íèêîëàé Èâàíîâè÷ íå òîëüêî èìåë ñâî¼
ìíåíèå, íî è íå ñ÷èòàë çàçîðíûì åãî ïîìåíÿòü.

Âîëåþ ñëó÷àÿ â íàñòîÿùèé ìîìåíò ÿ çàíèìàþ â ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ êàáèíåò,
â êîòîðîì ìíîãî ëåò ðàáîòàë Íèêîëàé Èâàíîâè÷, è, êðîìå òîãî, ðóêîâîæó
êàôåäðîé òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè, ïûòàÿñü â ìåðó ñâîèõ ñèë ïðîäîë-
æàòü òðàäèöèè Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à è Âëàäèìèðà Òèõîíîâè÷à.

Çàâ. êàôåäðîé òåîðè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ÍÃÓ,
ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. ÍÃÓ À. È. Åðçèí
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Ïî ñëåäàì Êàðìàðêàðà

(èç êíèãè �È åù¼ òðåòü âåêà�)

Âëàäèìèð Âåíèàìèíîâè÷ Áðûñêèí

Â íà÷àëå 80-õ ãîäîâ, â ïðîöåññå ïîñòåïåííîãî ðàçðóøåíèÿ �æåëåçíîãî
çàíàâåñà�, ó íàñ ñòàëè èçäàâàòü áîëüøå ïåðåâåä¼ííûõ íà ðóññêèé ÿçûê çà-
ïàäíûõ íàó÷íûõ èçäàíèé. Îäíèì èç ïåðâûõ â ïðèÿòíîì ïîïîëíåíèè íàøåãî
èíôîðìàöèîííîãî ìèðà ñòàë ïîïóëÿðíûé àìåðèêàíñêèé æóðíàë �Scienti�c
American�. È âîò â êíèæêå ýòîãî æóðíàëà ïîÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ îá àìåðèêàí-
ñêîì ìàòåìàòèêå èíäèéñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ � Êàðìàðêàðå, êîòîðûé ïðåä-
ëîæèë ñâåðõýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ëèíåéíî-ïðîãðàììíûõ çàäà÷.
Ñîîáùåíèå, åñòåñòâåííî, çàèíòåðåñîâàëî íàøèõ ñïåöèàëèñòîâ.

Áåçóñëîâíûé àâòîðèòåò â ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè � Âëàäèìèð
Àëåêñàíäðîâè÷ Áóëàâñêèé, êîòîðûé ðàáîòàë â ìàòåìàòèêî-ýêîíîìè÷åñêîì
ïîäðàçäåëåíèè íàøåãî èíñòèòóòà, äîáûë ýêçåìïëÿð íàó÷íîé ñòàòüè ñ îïè-
ñàíèåì ðåçóëüòàòîâ Êàðìàðêàðà è ïðåäëîæèë æåëàþùèì èññëåäîâàòü ýòè
ìàòåðèàëû. Â ÷èñëå îõîòíèêîâ íà òàêóþ ðàáîòó îêàçàëèñü äâà ñîòðóäíèêà
íàøåãî îòäåëà: óæå çíàêîìûé ÷èòàòåëþ Â. Ì. ßêîâëåâ è äðóãîé, íå ìåíåå
ó÷¼íûé è óâàæàåìûé ìíîþ ïðèÿòåëü � Íèêîëàé Èâàíîâè÷ Ãëåáîâ. ß ïðè
íèõ âçÿëñÿ áûòü ïîäñîáíèêîì äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà
ÝÂÌ. Íàáëþäåíèÿ çà ýòîé ðàáîòîé äâóõ ìîèõ òîâàðèùåé íàâñåãäà îñòàëèñü
â ïàìÿòè êàê îäèí èç ñàìûõ âïå÷àòëÿþùèõ ïðèìåðîâ êâàëèôèöèðîâàííîé
èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè. Îáà ó÷¼íûõ, èìåþùèå çà ïëå÷àìè îïûò
ðàçíûõ íàó÷íûõ øêîë è ñîáñòâåííûõ ðàçðàáîòîê, åñòåñòâåííî, îòëè÷àþ-
ùèåñÿ õàðàêòåðàìè è òåìïåðàìåíòîì, íà ìîèõ ãëàçàõ ïðîäèðàëèñü ñêâîçü

228



äåáðè èíîçåìíîé ïóáëèêàöèè. Ìíå òðóäíî ïåðåäàòü ýòî ñëîâàìè, íî áûëî
âèäíî, êàê èíèöèàòèâà íàùóïûâàíèÿ ñóùåñòâà äåëà ïåðåõîäèò îò îäíîãî
ê äðóãîìó. ß ïî ñâîåìó íåâåæåñòâó òîëüêî ñ òðóäîì óñïåâàë õîòü êàê-òî
îñîçíàâàòü ýòè ïåðåõîäû, à ìíîãîå �äîõîäèëî� äî ìåíÿ ëèøü â ïðîöåññå
èçãîòîâëåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ïîä äèêòîâêó ïðîãðàìì äëÿ ïðîâåðî÷íûõ ðàñ-
÷¼òîâ.

Ïîñëå íåñêîëüêèõ äíåé óïîèòåëüíîé ðàáîòû âûÿñíèëîñü, ÷òî àìåðèêàí-
ñêèé àëãîðèòì, êàê è ïîëîæåíî, òîæå ñîäåðæèò âíóòðåííèé èñòî÷íèê íà-
êîïëåíèÿ îøèáîê âû÷èñëåíèé è íèêàê íå ñïîñîáåí îïðàâäàòü ðåêëàìíûå
îáåùàíèÿ ïîïóëÿðíîãî æóðíàëà. Óæ íå ïîìíþ, óäàëîñü ëè óãîâîðèòü ïðå-
êðàñíûõ �ñûùèêîâ� íà ïóáëèêàöèþ èõ íàõîäîê.

Çàîäíî ïðèä¼òñÿ ðàññêàçàòü, ÷òî ñîòðóäíèê íàøåãî èíñòèòóòà Èëüÿ Äè-
êèí, ïîçäíåå ïåðåáðàâøèéñÿ â Èðêóòñê, çàäîëãî äî Êàðìàðêàðà ïðåäëî-
æèë ïîäîáíûé àëãîðèòì è èñïîëüçîâàë åãî äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çà-
äà÷. Êàæåòñÿ, ïîçäíåå ýòîò ôàêò îòå÷åñòâåííîãî ïðèîðèòåòà áûë ïóáëè÷íî
óñòàíîâëåí è îáíàðîäîâàí íà îäíîé èç íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé, íî êîãî íà
Çàïàäå îñîáåííî èíòåðåñóþò òàêèå ñîîáùåíèÿ èç íàøåé ñòðàíû. . .

Äðóã Í. È. Ãëåáîâà, îôèöåð ïîäâîäíîãî ôëîòà,
ñò. íàó÷. ñîòð. ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, êàíä. òåõí. íàóê Â. Â. Áðûñêèí
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***

Ñåðãåé Âëàäèìèðîâè÷ Àâãóñòèíîâè÷

Íèêîëàé Èâàíîâè÷ âñåãäà áûë ñïîêîåí. Ðàçäðàæåíèå ïðîÿâëÿëîñü èì
ñòîëü ðåäêî è ñòîëü ñäåðæàííî, ÷òî ñòàíîâèëîñü îñîáåííî âåñîìûì. Ýòî è
ìíîãîå äðóãîå äåëàëî åãî ÷åëîâåêîì àâòîðèòåòíûì, ñ åãî ìíåíèåì íå ïðî-
ñòî ñ÷èòàëèñü â íàøåì îòäåëå, ÷àñòî îíî áûëî ðåøàþùèì, îêîí÷àòåëüíûì.
Âîñïîìèíàíèÿ, òåïåðü óæå äîñòàòî÷íî äàëåêèå, ïîäñêàçûâàþò, ÷òî Íèêî-
ëàþ Èâàíîâè÷ó ÷óâñòâî ñòðàõà áûëî íå ñâîéñòâåííî. Òàê âåäóò ñåáÿ ëþäè,
æèçíü êîòîðûõ íå áûëà ëåãêîé è áåççàáîòíîé, êîòîðûå çíàþò öåíó ìíîãèì
íåòðèâèàëüíûì âåùàì.

Íàøè íàó÷íûå èíòåðåñû ïðàêòè÷åñêè íå ïåðåñåêàëèñü, íî èç îáùèõ ñî-
îáðàæåíèé ÿ òâåðäî óâåðåí, ÷òî è â ìàòåìàòè÷åñêîé îáëàñòè Íèêîëàé Èâà-
íîâè÷ ïðèäåðæèâàëñÿ îïðåäåëåííûõ ïðèíöèïîâ, íå ïóáëèêîâàë ðåçóëüòàòû
ëåãêîâåñíûå, ìàëîïðîäóìàííûå, êàêîé áû íè ñêëàäûâàëàñü êîíúþíêòóðà.

Òàêèì ìíå çàïîìíèëñÿ Íèêîëàé Èâàíîâè÷ � òâåðäûì, ñïîêîéíûì, èìå-
þùèì ñâîå ìíåíèå.

17.09.2015

Cò. íàó÷. ñîòð. ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ,
êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê Ñ. Â. Àâãóñòèíîâè÷
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Ìû óäèâëÿëèñü øèðîêîé ýðóäèöèè

Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à

Îëüãà Àëåêñàíäðîâíà Çàáëîöêàÿ

Íèêîëàé Èâàíîâè÷ áûë ìîèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì â àñïèðàíòóðå è
ïðè ïîäãîòîâêå êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè (1981�85 ãã.). Äî ïîñòóïëåíèÿ
â àñïèðàíòóðó ÿ çàíèìàëàñü äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèåé ïîä ðóêîâîäñòâîì
À. À. Êîëîêîëîâà. Ðàáîòà íàä äèññåðòàöèåé ïðîäîëæàëà èññëåäîâàíèÿ, íà-
÷àòûå â Îìñêå. Ïîýòîìó ñ íåêîòîðîé ïåðèîäè÷íîñòüþ â çàëå ñåìèíàðîâ
îòäåëåíèÿ êèáåðíåòèêè è â êàáèíåòå Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à ïðîõîäèëè íàøè
ìèêðîñåìèíàðû �íà òðîèõ�: Íèêîëàé Èâàíîâè÷, Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷
è ÿ. Îáñóæäåíèÿ íà íèõ âñåãäà áûëè î÷åíü ïëîäîòâîðíûìè. Ìû ñ Àëåê-
ñàíäðîì Àëåêñàíäðîâè÷åì ñ áîëüøèì âíèìàíèåì îòíîñèëèñü ê çàìå÷àíè-
ÿì è ïîæåëàíèÿì Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à, óäèâëÿÿñü åãî øèðîêîé ýðóäèöèè è
ñïîñîáíîñòè î÷åíü áûñòðî ïîíèìàòü ñóòü ïðîáëåìû. Êðîìå òîãî, Íèêîëàé
Èâàíîâè÷ íèêîãäà íå îòêàçûâàë â ïîìîùè è â òåõíè÷åñêèõ âîïðîñàõ ïðè
îðãàíèçàöèè êîíòàêòîâ è ïîåçäîê, íåîáõîäèìûõ ïðè çàùèòå äèññåðòàöèè.
Â òî æå âðåìÿ îí âñåãäà áûë ñäåðæàí è î÷åíü êîððåêòåí â îáùåíèè. ß íà-
âñåãäà îñòàþñü îò äóøè áëàãîäàðíà åìó.

Äîöåíò Îìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà ïóòåé ñîîáùåíèÿ,
êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê Î. À. Çàáëîöêàÿ
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Î ïàïå

Àëåêñåé Íèêîëàåâè÷ Ãëåáîâ

Ìíå ñîâñåì íå ïðîñòî ïèñàòü î ñâîåì îòöå. Ïàïà áûë óäèâèòåëüíî ïîðÿ-
äî÷íûì è ïðèíöèïèàëüíûì ÷åëîâåêîì, íî ïðè ýòîì î÷åíü çàêðûòûì, âñ¼
äåðæàë âíóòðè ñåáÿ. Äàæå äëÿ íàñ, ñàìûõ ðîäíûõ è áëèçêèõ ëþäåé, îí âî
ìíîãîì òàê è îñòàëñÿ çàãàäêîé. Ãëàâíîå, ÷òî ÿ çíàþ îá îòöå è ÷òî ñ ãîäàìè
âñ¼ ñèëüíåå ÷óâñòâóþ, � ýòî òî, ÷òî îí âñåãäà òî÷íî çíàë ñâîå ïðåäíàçíà-
÷åíèå, ñâîþ öåëü â æèçíè. Íèêîìó è íèêîãäà îá ýòîì íå ãîâîðèë, íî ýòî
çíàíèå âñåãäà áûëî ñ íèì. Ýòî íå áûëî ðåçóëüòàòîì ðîäèòåëüñêîãî âîñïè-
òàíèÿ, øêîëû, âëèÿíèÿ ñâåðñòíèêîâ èëè ñòàðøèõ íàñòàâíèêîâ. Ïàïà âñåãäà
áûë óäèâèòåëüíî íåçàâèñèìûì îò ÷óæîãî ìíåíèÿ, îò ëþáîãî âëèÿíèÿ ñðå-
äû. Åãî ñëîâíî î÷åíü ìíîãîå íå êàñàëîñü èç òîãî, ÷òî äëÿ äðóãèõ ÷àñòî
ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì â æèçíè: ñëîæèâøèåñÿ òðàäèöèè, ìîäà, ìíåíèÿ
äðóçåé, èõ ïðèìåðû, êîíúþíêòóðíûå ñîîáðàæåíèÿ. Íè÷òî íå ìîãëî ñáèòü
åãî ñîáñòâåííûé ïðèöåë. Êàê áóäòî îí íåñ âíóòðè ñåáÿ ñâîþ ñîáñòâåííóþ
ïðîãðàììó, ñâîþ øêàëó öåííîñòåé, æèçíåííûõ îðèåíòèðîâ, êîòîðûå íèêî-
ìó íèêîãäà íå íàâÿçûâàë, íî ñàì èì ñëåäîâàë íåóêîñíèòåëüíî, äàæå íåïî-
êîëåáèìî.

Íà÷íó ñ ñàìîãî íà÷àëà. Ðîäèëñÿ ïàïà 28 àïðåëÿ 1935 ãîäà â äåðåâíå Íî-
âàÿ ×åêàåâêà Ìîðäîâñêîé ÀÑÑÐ, ÷òî ïîä Ñàðàíñêîì. Äåðåâíÿ ýòà áûëà
ïîñòðîåíà â 1920-å ãîäû êðåñòüÿíàìè èç îêðåñòíûõ ñåë, îäíèì èç êîòîðûõ
áûë ïàïèí äåä Ñåì¼í. Ïàïèíû ðîäèòåëè � Èâàí Ñåì¼íîâè÷ è Ôåîäîñüÿ
Îñèïîâíà (äëÿ ðîäíûõ � áàáà Ôåíÿ) Ãëåáîâû òîæå áûëè êðåñòüÿíàìè. Ïà-
ïèí îòåö Èâàí â 1942 ãîäó óøåë íà ôðîíò, è ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïðîïàë
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Äåä Ñåì¼í è åãî ñåìüÿ: æåíà Óëüÿíà, äåòè Àêóëèíà, Ìàðèÿ, Òàòüÿíà, Âàñèëèé

è ìàëåíüêèé Ìèøà Ãëåáîâ (ïàïèí ñòàðøèé áðàò), 1933 ã.

áåç âåñòè. Íèêòî èç íàñ, ïàïèíûõ ðîäíûõ, äî ñèõ ïîð íå çíàåò, ãäå îí ïîõîðî-
íåí. Ñåìüÿ îñòàëàñü áåç êîðìèëüöà, è ïàïà ïîñòóïèë ó÷èòüñÿ â ×åêàåâñêóþ
íà÷àëüíóþ øêîëó â òÿæåëûå âîåííûå ãîäû, à çàêàí÷èâàë ó÷åáó â Ñàðàíñêå
â íå ìåíåå òÿæåëûå ïîñëåâîåííûå. Ó÷èëñÿ îí íà îòëè÷íî, è îêîí÷èë 4-þ
ñàðàíñêóþ ñðåäíþþ øêîëó â 1952 ãîäó ñ çîëîòîé ìåäàëüþ.

Íàñòàëî âðåìÿ îïðåäåëÿòüñÿ ñ âûáîðîì äàëüíåéøåãî æèçíåííîãî ïóòè. È
âîò òóò â ïîëíîé ìåðå ïðîÿâèëîñü ïàïèíî íèêåì íå âíóøåííîå, ïðîÿâëåííîå
âíóòðè íåãî ïîíèìàíèå òîãî, êàêîìó ðîäó çàíÿòèé ïîñâÿòèòü ñåáÿ, êàêîìó
äåëó ñëóæèòü. . .

Ïîçâîëþ ñåáå íåáîëüøîå îòñòóïëåíèå. Êîãäà â èþíå íûíåøíåãî (2015)
ãîäà ÿ ïðèåçæàë â Ñàðàíñê, ê ïàïèíîé ðîäíå, òî ñïåöèàëüíî ñïðàøèâàë ó
åãî ñòàðøåãî áðàòà Ìèõàèëà è ó ïàïèíîé ïîäðóãè øêîëüíûõ ëåò Òàòüÿíû
Ïàäóêèíîé (èì îáîèì ñåé÷àñ óæå çà 80), íå çíàþò ëè îíè, ÷òî ïðèâåëî
ïàïó ê ðåøåíèþ ïîñòóïèòü â Êàçàíñêèé óíèâåðñèòåò, íà ôèçèêî-ìàòåìàòè-
÷åñêèé ôàêóëüòåò. Îòêóäà âîîáùå ïîÿâèëàñü ýòà èäåÿ? Ìîæåò áûòü, áûëè
ðîäñòâåííèêè, èëè ó÷èòåëÿ, èëè ñòàðøèå òîâàðèùè, êîòîðûå ïîäñêàçàëè
ïàïå ýòó ìûñëü, ïîñîâåòîâàëè åìó ïîñòóïàòü òóäà?

Ìíå îòâåòèëè, ÷òî íåò, íè÷åãî ïðî òàêîå íå çíàþò. Âñå æèòåëè ïàïèíîé
äåðåâíè áûëè êðåñòüÿíàìè, çàíèìàëèñü ñåëüñêèì õîçÿéñòâîì. Ìîëîäåæü
åãî ïîêîëåíèÿ, â òîì ÷èñëå è ïàïèíû äâîþðîäíûå áðàòüÿ è ñåñòðû, ëèáî
âîîáùå íå ïîñòóïàëè â âóçû, ëèáî ïîñòóïàëè â ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ â ïðåäå-
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Ïàïèíû ðîäèòåëè � Èâàí Ñåì¼íîâè÷ è Ôåîäîñüÿ Îñèïîâíà, 1942 ã.

Êîëÿ Ãëåáîâ ñ æåíîé áðàòà Ìàðóñåé, ïëåìÿííèêîì Âàñåé è ìàòåðüþ, 1952 ã.
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Êîëÿ è Ìèøà Ãëåáîâû, Êàçàíü, 1955 ã.

Åçäà ïî-ñòàðèíêå: Êîëÿ Ãëåáîâ è ìàëü÷èê èç åãî äåðåâíè, ñåð. 1950-õ
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ëàõ Ñàðàíñêà, íà ñïåöèàëüíîñòè, êîòîðûå ïîìîãàëè èì óñïåøíî ïîñòóïèòü
íà ðàáîòó, äàâàëè ïðåèìóùåñòâà â ïîâñåäíåâíîé, ïðàêòè÷åñêîé æèçíè. Ìîé
îòåö áûë åäèíñòâåííûì, êòî, ñëåäóÿ íåâåäîìîìó çîâó, ðåøèëñÿ ïîåõàòü â
äàëåêóþ Êàçàíü, ÷òîáû ó÷èòüñÿ òàì íåïîíÿòíîé äëÿ åãî îäíîñåëü÷àí àá-
ñòðàêòíîé ìàòåìàòèêå.

Î ãîäàõ ïàïèíîé ó÷åáû â Êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòå ÿ ïîäðîáíî ïèñàòü íå
áóäó. Âî-ïåðâûõ, ïîòîìó, ÷òî ñàì îá ýòîì ìàëî çíàþ. À åùå ïîòîìó, ÷òî
îá ýòîì ïåðèîäå ïàïèíîé æèçíè ñâîè çàìå÷àòåëüíûå âîñïîìèíàíèÿ, ïðè-
âåäåííûå â ýòîé êíèãå, îñòàâèëè åãî äðóçüÿ ïî Êàçàíñêîìó óíèâåðñèòåòó
Íèêîëàé Áîðèñîâè÷ Èëüèíñêèé (êîòîðîãî, óâû, óæå íåò â æèâûõ) è Âàëåí-
òèí Èâàíîâè÷ Æåãàëîâ. Ñêàæó òîëüêî, ÷òî ó÷èëñÿ ïàïà íà îòëè÷íî, áûë
îäíèì èç ëó÷øèõ íà ñâîåì ïîòîêå, ïîñòîÿííî ïîëó÷àë ìîëîòîâñêèå è äðó-
ãèå ïîâûøåííûå ñòèïåíäèè, ÷òî ïîçâîëÿëî åìó îêàçûâàòü ñóùåñòâåííóþ
ïîìîùü ìàòåðè è ðîäíûì â Ñàðàíñêå, êîòîðûõ îí ðåãóëÿðíî íàâåùàë.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî âñêîðå ïîñëå ñâîåãî ïîñòóïëåíèÿ â àñïèðàíòóðó Êà-
çàíñêîãî óíèâåðñèòåòà ïàïà ðàäèêàëüíûì îáðàçîì ïîìåíÿë íàïðàâëåíèå
ñâîåé íàó÷íîé ðàáîòû, îòêàçàëñÿ îò ïåðâîíà÷àëüíîé òåìû èññëåäîâàíèé,
ñâÿçàííîé ñ îáðàòíûìè êðàåâûìè çàäà÷àìè, ãäå îí ê òîìó âðåìåíè óæå ïî-
ëó÷èë èíòåðåñíûå, ïåðñïåêòèâíûå ðåçóëüòàòû, è îáðàòèëñÿ ê ñîâåðøåííî
íîâîé äëÿ ñåáÿ îáëàñòè � òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêå, èññëåäîâàíèþ êîòî-
ðîé îí ïîñâÿòèë âñþ ñâîþ äàëüíåéøóþ æèçíü. Îòöà íå îñòàíîâèëî äàæå
òî, ÷òî åãî íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì â àñïèðàíòóðå ÊÃÓ áûë Ìèõàèë Òèõî-
íîâè÷ Íóæèí � çàìå÷àòåëüíûé ìàòåìàòèê, áëåñòÿùèé ñïåöèàëèñò ïî îá-
ðàòíûì êðàåâûì çäà÷àì è áåññìåííûé ðåêòîð Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà íà
ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò. Òàêîé ïîâîðîò â æèçíè îòöà ÿ ðàññìàòðèâàþ êàê
åùå îäèí ÿðêèé ïðèìåð åãî ñàìîáûòíîñòè, èíòóèòèâíîãî ïîíèìàíèÿ òîãî,
êàêèì äîëæåí áûòü åãî òâîð÷åñêèé ïóòü êàê ó÷åíîãî. Ïîíèìàíèÿ, êîòîðîå
ïîä÷àñ çàñòàâëÿëî îòöà ïëûòü ïðîòèâ òå÷åíèÿ, èäòè íàïåðåêîð âñåìó, âî-
ïðåêè ñëîæèâøèìñÿ îáñòîÿòåëüñòâàì, åñëè òîãî òðåáîâàëî åãî âíóòðåííåå
÷óòüå, êàêîå-òî âðîæäåííîå ÷óâñòâî ïðàâäû. Ì. Ò. Íóæèí, êñòàòè, â ñëî-
æèâøåéñÿ ñèòóàöèè ïîíÿë îòöà è ïîääåðæàë åãî íàó÷íûå óñòðåìëåíèÿ, ñàì
ïîçíàêîìèâ åãî ñ Àëåêñååì Àíäðååâè÷åì Ëÿïóíîâûì, êîòîðûé ñòàë ïàïè-
íûì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì ïî òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêå.

Òàêèì îáðàçîì, ïàïà áûë ïðèêîìàíäèðîâàí ê àñïèðàíòóðå Ìîñêîâñêî-
ãî óíèâåðñèòåòà, êîòîðóþ ïðîõîäèë ïîä íà÷àëîì À. À. Ëÿïóíîâà, à ïîñëå
îêîí÷àíèÿ àñïèðàíòóðû â 1960 ãîäó îñòàëñÿ ðàáîòàòü íàä êàíäèäàòñêîé
äèññåðòàöèåé â ÍÈÈ ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í. Ã. ×åáîòàðåâà ïðè Êà-
çàíñêîì óíèâåðñèòåòå. Â ìàå 1963 ãîäà ïàïà óñïåøíî çàùèòèë êàíäèäàò-
ñêóþ äèññåðòàöèþ ïî òåìå �Î íåêîòîðûõ àëãåáðàè÷åñêèõ âîïðîñàõ, ñâÿçàí-
íûõ ñ ïðîãðàììèðîâàíèåì�, à â êîíöå òîãî æå ãîäà, ñëåäîì çà Ëÿïóíîâûì,
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Ïàïà ñ æåíîé Ëþäìèëîé, Íîâîñèáèðñêèé àêàäåìãîðîäîê, 1964 ã.

ïåðååõàë ðàáîòàòü â Íîâîñèáèðñêèé àêàäåìãîðîäîê, â íåäàâíî ñîçäàííûé
èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ.

Íàäî ñêàçàòü, ÷òî â Íîâîñèáèðñêîì àêàäåìãîðîäêå ïàïà ïîÿâëÿëñÿ è äî
ýòîãî, âî âðåìÿ ñâîåé äëèòåëüíîé íàó÷íîé êîìàíäèðîâêè, ïðîäîëæàâøåéñÿ
ñ ñåíòÿáðÿ 1962 ãîäà ïî àâãóñò 1963 ãîäà. Èìåííî òîãäà â Àêàäåìãîðîäêå îí
ïîçíàêîìèëñÿ ñî ñâîåé áóäóùåé æåíîé è ìîåé ìàìîé Ëþäìèëîé Àðêàäüåâ-
íîé Âíóêîâñêîé. Â òî âðåìÿ ìàìà çàâåðøàëà îáó÷åíèå â Íîâîñèáèðñêîì
ïåäàãîãè÷åñêîì èíñòèòóòå íà ôàêóëüòåòå èíîñòðàííûõ ÿçûêîâ. Ïîñëå åãî
îêîí÷àíèÿ îíà âñþ îñòàâøóþñÿ æèçíü ïðîðàáîòàëà â Àêàäåìãîðîäêå ïðåïî-
äàâàòåëåì àíãëèéñêîãî ÿçûêà. Ëåòîì 1963 ãîäà ìîè ðîäèòåëè ïîæåíèëèñü,
à â àïðåëå 1964 ãîäà ó íèõ ðîäèëàñü äî÷ü, ìîÿ ñòàðøàÿ ñåñòðà Àë¼íêà. Â
îêòÿáðå 1973 ãîäà ïîÿâèëñÿ íà ñâåò ÿ.

Âîîáùå, ïåðèîä 1960-õ � 1970-õ ãîäîâ ñòàë äëÿ ìîèõ ðîäèòåëåé, äëÿ âñåé
íàøåé ñåìüè, äà è äëÿ âñåãî Àêàäåìãîðîäêà ñàìûì ïëîäîòâîðíûì è ñ÷àñò-
ëèâûì. Èìåííî íà ýòîò ïåðèîä æèçíè ìîåãî îòöà ïðèøëîñü íå òîëüêî ñòà-
íîâëåíèå åãî ñåìüè, íî è èíòåíñèâíàÿ ðàáîòà íàä ñàìûìè çíà÷èòåëüíûìè,
ñàìûìè ãëàâíûìè åãî íàó÷íûìè ðåçóëüòàòàìè, êîòîðûå îïðåäåëèëè êðóã
åãî íàó÷íûõ èíòåðåñîâ è ñîçäàëè åìó èìÿ â íàó÷íîì ìèðå.
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Äî÷ü Àë¼íêà, 1968 ã.

Ñûí Àë¼øà, 1974 ã.

Æèëè ðîäèòåëè âäîõíîâåííî è ñ÷àñòëèâî â äâóõêîìíàòíîé êâàðòèðå,
êîòîðóþ èì äàëè íà óë. Òåðåøêîâîé. È îíè ñàìè, è âñå èõ çíàêîìûå áåç
êîíöà õîäèëè äðóã ê äðóãó â ãîñòè, à â �êðàñíûå äíè êàëåíäàðÿ� 7 íîÿáðÿ è
1 ìàÿ âñå ìû äðóæíî ñ øàðèêàìè, ôëàãàìè è òðàíñïîðàíòàìè âûõîäèëè íà
ïðàçäíè÷íûå äåìîíñòðàöèè! Ìàìà óñòðàèâàëà îãðîìíûå çàñòîëüÿ íà 15-20
÷åëîâåê, è òîãäà â íàø äîì ïðèõîäèëè âìåñòå ñ æåíàìè è äåòüìè ïàïèíû
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Òàíöóþùèé ïàïà, 1 ìàÿ 1970 ã.

è ìàìèíû äðóçüÿ, òîâàðèùè ïî Èíñòèòóòó ìàòåìàòèêè è Íîâîñèáèðñêî-
ìó óíèâåðñèòåòó: Ýäóàðä Õàéðóòäèíîâè÷ Ãèìàäè, Ðóäîëüô Ìèõàéëîâè÷
Ëàðèí, Âëàäèìèð Ìèõàéëîâè÷ ßêîâëåâ, Âëàäèìèð Òèõîíîâè÷ Äåìåíòüåâ,
Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ Ñû÷åâ, Âëàäèìèð Âåíèàìèíîâè÷ Áðûñêèí, Âèòàëèé
Àôàíàñüåâè÷ Ïåðåïåëèöà è ìíîãèå äðóãèå. Áûâàë ó íàñ â äîìå è ñàì Àëåê-
ñåé Àíäðååâè÷ Ëÿïóíîâ, ó êîòîðîãî ñëîæèëèñü î÷åíü äîáðûå, äîâåðèòåëü-
íûå îòíîøåíèÿ íå òîëüêî ñ ìîèì ïàïîé, íî è ñ ìàìîé.

Â êîíöå 1970-õ ïàïà íàó÷èëñÿ âîäèòü, è îíè ñ ìàìîé êóïèëè ìàøèíó
� æåëòûé Ìîñêâè÷ 61-12 ÍÁÁ, íà êîòîðîì ïàïà âîçèë íàñ ëåòîì â ëåñ çà
ãðèáàìè è íà îãîðîä (îãîðîä áûë âîò÷èíîé ìàìû � ïàïå íèêîãäà ýòî íå
áûëî èíòåðåñíî), à èíîãäà ìû ïðîñòî êàòàëèñü âñåé ñåìüåé ïî áåðäñêîìó
øîññå. Ïàïà âñåãäà ñàì ÷èíèë ñâîé Ìîñêâè÷, âå÷åðàìè ïîäîëãó âîçèëñÿ ñ
íèì â ãàðàæå. Âìåñòå ñî ñâîèì êîëëåãîé è äîáðûì äðóãîì Âëàäèìèðîì
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Ñ ñûíîì Àë¼øåé íà ðóêàõ, âñòðå÷àåì Íîâûé 1974 ãîä

Âî äâîðå íàøåãî äîìà íà óë. Òåðåøêîâîé, 38:

ÿ ñ äâîþðîäíîé ñåñòðîé Âàëå÷êîé è Àë¼íêîé, 1974 ã.
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Âûñòóïëåíèå â êîíôåðåíö-çàëå ÈÌ, ñåðåäèíà 1970-õ

Ðûáàëêà ñ ìîòîðêè âìåñòå ñ Ý. Õ. Ãèìàäè, ñåðåäèíà 1970-õ

241



Íà áåðåãó Îáñêîãî ìîðÿ, ñåðåäèíà 1970-õ

Ìèõàéëîâè÷åì ßêîâëåâûì
÷àñòî åçäèë ðûáà÷èòü íà áå-
ðåã Îáè, ÷óòü íèæå ÎáÃÝÑ.
Èíîãäà îíè áðàëè ñ ñîáîé íà
ðûáàëêó ìåíÿ.

Â áîëåå äàëüíèå ïîåçä-
êè � íà Àëòàé � ìû åçäè-
ëè âìåñòå ñ åùå îäíèì çàìå-
÷àòåëüíûì äðóãîì íàøåé ñå-
ìüè � Âëàäèìèðîì Âåíèàìè-
íîâè÷åì Áðûñêèíûì è åãî ñó-
ïðóãîé. Áðûñêèí, êñòàòè, ïî-
ìîãàë ïàïå âûáèðàòü ìàøèíó,
êîãäà ìû åå ïîêóïàëè, è ÷àñòî
ïîìîãàë åå ÷èíèòü. Îòåö òàê è
íå ïîìåíÿë ñâîé Ìîñêâè÷ íè
íà êàêîå äðóãîå àâòî, à ïðî-
äàë åãî â 1990-õ ãîäàõ, êîãäà
åìó óæå ñòàëî òÿæåëî âîäèòü,
à ãëàâíîå, ðåìîíòèðîâàòü ìà-
øèíó (à èç ìåíÿ âîäèòåëü íå
ïîëó÷èëñÿ).

Â ôåâðàëå 1974 ãîäà ïàïà
áûë íàçíà÷åí çàâåäîâàòü ëà-

áîðàòîðèåé Äèñêðåòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè
(ñíà÷àëà èñïîëíÿþùèì îáÿçàííîñòè, à ñ èþíÿ 1977 ãîäà � ïîëíîïðàâíûì
çàâëàáîì). Êîëëåêòèâîì ýòîé ëàáîðàòîðèè îí ðóêîâîäèë ñ òåõ ïîð äî êîí-
öà ñâîåé æèçíè. Ðóêîâîäèë ðàçóìíî è íåñóåòëèâî, ñïîêîéíî ðàçðåøàÿ âñå
âîçíèêàþùèå ñïîðû è íå äîâîäÿ äåëî äî ñåðüåçíûõ êîíôëèêòîâ. Îòëè÷è-
òåëüíûìè êà÷åñòâàìè îòöà êàê ðóêîâîäèòåëÿ âñåãäà áûëè ìóäðîñòü, âçâå-
øåííîñòü è ñïðàâåäëèâîñòü. È âñå åãî êîëëåãè çíàëè ýòî. È óâàæàëè îòöà.

Â çàãðàíè÷íûå êîìàíäèðîâêè ïàïà åçäèë ìàëî, âñåãî òðèæäû, è ïðè ýòîì
ïîñëåäíÿÿ åãî ïîåçäêà â Ïîëüøó îáåðíóëàñü òÿæåëîé áîëåçíüþ è ïîñëåäó-
þùåé äîëãîé ðåàáèëèòàöèåé. Ïîñëå ýòîãî ñëó÷àÿ îòåö áîëüøå çà ðóáåæ íå
åçäèë. Âèäèìî, íå �çàãðàíè÷íûé� îí áûë ÷åëîâåê. Âñå ýòî � çàãðàíèöà, ñó-
åòà, òùåñëàâèå, �íàó÷íûå òóñîâêè� � áûëî íå äëÿ íåãî è íå ïðî íåãî. Îòåö
æèë êàêîé-òî ñâîåé, îñîáåííîé, îòäåëüíîé æèçíüþ. Îí è äîêòîðñêóþ äèñ-
ñåðòàöèþ íå çàùèòèë âî ìíîãîì ïîòîìó, ÷òî îáû÷íîå æèòåéñêîå òùåñëàâèå,
àìáèöèè, ñîáëàçíû êàðüåðíîãî ðîñòà áûëè åìó ÷óæäû. È åùå îí ñ÷èòàë ñåáÿ
íåäîñòîéíûì. Ñ÷èòàë, ÷òî åùå íå ïîëó÷èë ñâîèõ ñàìûõ âàæíûõ, ãëóáèí-
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Ñåìüÿ Ãëåáîâûõ: Ìèõàèë, áàáà Ôåíÿ, ÿ, ìàìà è ïàïà, 1982 ã.

íûõ ðåçóëüòàòîâ. Õîòÿ ìíîãèå åãî êîëëåãè ïîëàãàëè (è ñïðàâåäëèâî), ÷òî
íàó÷íîãî ìàòåðèàëà ó îòöà õâàòàåò óæå íå íà îäíó, à íà äâå äîêòîðñêèå
äèññåðòàöèè.

×òî åùå äîáàâèòü îá îòöå? Íå õî÷åòñÿ ìíîãî ãîâîðèòü î ïîñëåäíèõ ãîäàõ
åãî æèçíè, êîãäà ïàïó ñòàëè îäîëåâàòü áîëåçíè, ïîñòîÿííî ìó÷èëî äàâëå-
íèå, è äàæå îáû÷íûå ðóòèííûå îáÿçàííîñòè ðóêîâîäèòåëÿ ëàáîðàòîðèè äà-
âàëèñü åìó ñ áîëüøèì òðóäîì. Íî è â ýòîì ñâîåì ñîñòîÿíèè ê êàæäîìó âîç-
ëîæåííîìó íà íåãî äåëó ïàïà ïîäõîäèë ñ íåîáû÷àéíîé îòâåòñòâåííîñòüþ,
ñî âñåé òùàòåëüíîñòüþ, âíèêàë âî âñå äåòàëè. Ýòî îòëè÷àëî åãî è â ìîëîäîì
âîçðàñòå. Îòåö ñêîðåå ìîã ïîæåðòâîâàòü êîëè÷åñòâîì, à íå êà÷åñòâîì òîãî,
íàä ÷åì ðàáîòàë. Òàêîé ïàïèí ïîäõîä ñêàçàëñÿ íà ÷èñëå îïóáëèêîâàííûõ
èì ñòàòåé, êîòîðûõ îêàçàëîñü íå òàê óæ ìíîãî. Íî êàæäàÿ ïàïèíà ðàáîòà
íåñåò â ñåáå ÷òî-òî çíà÷èòåëüíîå, ñîäåðæèò êàêóþ-òî �èçþìèíêó�. Íåêîòî-
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Åçäèëè ñìîòðåòü ñîëíå÷íîå çàòìåíèå âìåñòå ñ ßêîâëåâûìè, 31 èþëÿ 1981 ã.

ðûå ïàïèíû ñòàòüè îòêðûëè íîâûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé, à â äðóãèõ
îí ïðåäëîæèë íåîæèäàííûå è ïëîäîòâîðíûå ïîäõîäû ê óæå èçâåñòíûì çà-
äà÷àì.

Ìíå êàæåòñÿ, òîëüêî â ýòîì ìèðå íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé, ñ èõ íåîáû÷-
íîé óäèâèòåëüíîé êðàñîòîé, ïîä÷àñ ðåâîëþöèîííûõ è ïàðàäîêñàëüíûõ, ñìîã-
ëà â ïîëíîé ìèðå ðàñêðûòüñÿ íàòóðà ìîåãî îòöà, âñÿ åãî òâîð÷åñêàÿ íåïî-
âòîðèìîñòü. Ýòî áûëî ñîâåðøåííî íåçàìåòíî â ïîâñåäíåâíîé æèçíè, ãäå ïà-
ïà ïðåäñòàâàë íåìíîãîñëîâíûì, çàìêíóòûì, è êîìó-òî ìîã äàæå ïîêàçàòüñÿ
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Ïàïà ñ À. Í. Ñû÷åâûì íà î. Áàéêàë, áóõòà Ïåñ÷àíàÿ, 1987 ã.

Ïåðåä ïîåçäêîé â Ñðîñòêè ñ Áðûñêèíûìè, 1989 ã.
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Ïàïà è Â. Ò. Äåìåíòüåâ ó çäàíèÿ ÑÓÍÖ ÍÃÓ, 16 àïðåëÿ 2005 ã.

Ñîâìåñòíîå ïðàçäíîâàíèå 70-ëåòèÿ ñ Â. Ò. Äåìåíòüåâûì,

â öåíòðå À. À. Êîëîêîëîâ
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íóäíûì. Äàæå ìîÿ ìàìà ÷àñòî íàçûâàëà ïàïó ñóõèì, íåýìîöèîíàëüíûì, íå
ñïîñîáíûì íà äóøåâíûå ïîðûâû. È ñèëüíî ïåðåæèâàëà ïî ýòîìó ïîâîäó. À
ìíå êàæåòñÿ, âñ¼ îáñòîÿëî ñîâåðøåííî èíà÷å. . .

Ñ ðàííåãî äåòñòâà ÿ îùóùàë óäèâèòåëüíûé, îãðîìíûé ìèð, ïîëíûé êðà-
ñîòû, ãàðìîíèè, ýìîöèé è íåîáûêíîâåííûõ èäåé, êîòîðûé ïàïà íîñèë âíóò-
ðè ñåáÿ. Òîëüêî ïî÷åìó-òî îí î÷åíü òùàòåëüíî îáåðåãàë ýòîò ìèð îòî âñåõ,
ïðÿòàë åãî ãäå-òî ãëóáîêî â ñåáå, íå îòêðûâàÿ äàæå ñàìûì ðîäíûì è áëèç-
êèì ëþäÿì. Ýòî áûë êàê áû íåâèäèìûé Ãðàä Êèòåæ, êîòîðûé ëèøü ðàç
â ñòî ëåò âîññòàåò ñî äíà è ïðåäñòàåò ïåðåä ãëàçàìè èçóìëåííîãî ïóòíè-
êà. Îòåö âñåãäà áûë ìîë÷àëèâûì, íî â åãî ìîë÷àíèè çàêëþ÷åíî áûëî äëÿ
ìåíÿ ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì â ïëàìåííûõ è ðàçóìíûõ ðå÷àõ ìíîãèõ äðóãèõ.
Ïî-ìîåìó, ïàïà òàê è óøåë èç ýòîé æèçíè íåïîñòèãíóòûì, óíåñÿ âìåñòå
ñ ñîáîé ñâîþ Âñåëåííóþ, òàéíó êîòîðîé îí òàê è íå ðàñêðûë âñåì íàì,
æèâøèì ðÿäîì ñ íèì.

Ñâåòëàÿ òåáå ïàìÿòü, Ïàïà!

Ñûí Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à, âûïóñêíèê ÌÌÔ ÍÃÓ,
ñò. íàó÷. ñîòð. ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê À. Í. Ãëåáîâ
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Ïàïà, ñïàñèáî òåáå çà âñ¼. . .

Åëåíà Íèêîëàåâíà Ãëåáîâà

Ïàïà è Áàéêàë
Êàæäûé ðàç ïðè óïîìèíàíèè îçåðà Áàéêàë ìûñëåííî ïåðåíîøóñü â äàëå-
êîå äåòñòâî. . . Â òî ëåòî, êîãäà ïàïà âçÿë ìåíÿ ñ ñîáîé â êîìàíäèðîâêó íà
Áàéêàë, íà îñòðîâ Îëüõîí.

Ýòî áûëî ëåòî 1975 ãîäà, òðàäèöèîííàÿ Áàéêàëüñêàÿ øêîëà-ñåìèíàð,
êîòîðàÿ, êàê îáû÷íî, ïðîâîäèëàñü â íåôîðìàëüíîé îáñòàíîâêå, íà ïðèðî-
äå, â ïîõîäíûõ óñëîâèÿõ. Äâîå ïàïèíûõ ñîòðóäíèêîâ òîæå âçÿëè ñ ñîáîé
ñâîèõ ñûíîâåé-øêîëüíèêîâ. Èç òðîèõ ðåáÿò ÿ áûëà ñàìàÿ ìëàäøàÿ (ó÷è-
ëàñü ÿ òîãäà â ïÿòîì èëè øåñòîì êëàññå). Ìû, äåòè, àêòèâíî ó÷àñòâîâàëè â
æèçíè íàøåãî ïàëàòî÷íîãî ëàãåðÿ: ñîáèðàëè äðîâà, ïðèíîñèëè âîäó, ìûëè
ïîñóäó, ïîìîãàëè âçðîñëûì âàðèòü åäó, à èíîãäà ÷èñòèòü è êîïòèòü ðûáó
� íåîáû÷àéíî âêóñíîãî è íåæíîãî áàéêàëüñêîãî îìóëÿ. Íàì äîâåëîñü ïî-
çíàêîìèòüñÿ ñ ðàçíûìè ñïîñîáàìè êîï÷åíèÿ ðûáû � ãîðÿ÷èì è õîëîäíûì.
Äóìàþ, ìû äåéñòâèòåëüíî áûëè ïîëåçíû, è ïîýòîìó, íàâåðíîå, â òó ïîåçäêó
ÿ âïåðâûå â æèçíè ïî÷óâñòâîâàëà ñåáÿ âçðîñëîé. . .

Êàê ìíå âèäèòñÿ ñåé÷àñ, ýòî áûë êàê ðàç îäèí èç ïåðèîäîâ îòöîâñêîãî
âîñïèòàíèÿ, òàê íåîáõîäèìîãî âçðîñëåþùèì äåòÿì. Ìû áûëè ïîä ïðèñìîò-
ðîì, íî â òî æå âðåìÿ íàì áûë ïðåäîñòàâëåí øèðîêèé ïðîñòîð äëÿ ïðî-

248



Íà îñòðîâå Îëüõîí, 1975 ã.

ÿâëåíèÿ ñîáñòâåííîé èíèöèàòèâû. Íèêîãäà íå çàáûòü ìíå êðàñîòó ñóðîâîé
áàéêàëüñêîé ïðèðîäû: õðóñòàëüíûå ðîçîâûå ðàññâåòû, òðåâîæíûå ëèëîâî-
áàãðÿíûå çàêàòû íàä èñïîëèíñêèì õîëîäíûì çåðêàëîì îçåðà, ÷åðíûå ãðî-
ìàäû áàçàëüòîâûõ ñêàë, ãäå ïðÿìî èç ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè îòïîëèðîâàííûõ
êàìåííûõ ïëèò ðîñëè êóñòèêè ÿðêèõ æåëòûõ ìàêîâ. . .

Ìîùíûå âåêîâûå ëèñòâåííèöû, ðàñêèíóâøèå íàä ïîëÿíàìè ïðè÷óäëè-
âî èçîãíóòûå âåòâè, ïîõîæèå íà ðóêè. . .Æèâîïèñíûå ãðîòû, çàïîëíåííûå
âîäîé, êóäà ìû ñ ïàïîé çàïëûâàëè íà ëîäêå âî âðåìÿ âå÷åðíèõ ïðîãóëîê. . .

À âêóñíåéøåå äåðåâåíñêîå ìàñëî, ñëèâêè è òâîðîã, çà êîòîðûìè ìû õîäè-
ëè ñî âçðîñëûìè â áëèçëåæàùèé ïîñåëîê Õàðàíöû!.. Òîãäà, íà Îëüõîíå, ÿ
âïåðâûå ïîïðîáîâàëà ìîëî÷íûå ïðîäóêòû, èçãîòîâëåííûå äîìàøíèì ñïî-
ñîáîì. È èõ âêóñ òîæå ñâÿçàí ñ Äåòñòâîì. . . Áàéêàë, Îëüõîí, Õóæèð, Õà-
ðàíöû. . . Ëåãåíäû î áàéêàëüñêèõ âåòðàõ Êóëòóê è Áàðãóçèí, îá Àíãàðå.
Óäèâèòåëüíûå íàçâàíèÿ çâó÷àò êàê ïðèãëàøåíèå â äàëåêóþ ÷óäåñíóþ ñêàç-
êó.

Âîñïîìèíàíèÿ ýòè íå ñòèðàþòñÿ è íå òóñêíåþò ñ ãîäàìè. È íûíåøíÿÿ
òÿãà ê äàëüíèì ñòðàíñòâèÿì, íàâåðíîå, áåðåò ñâîè èñòîêè êàê ðàç â òîé
ïîåçäêå, ãäå ïàïà îòêðûë ìíå îãðîìíûé óäèâèòåëüíûé ìèð.

Âïîñëåäñòâèè âî âðåìÿ ìîåé ó÷åáû â ñòàðøèõ êëàññàõ è â Íîâîñèáèð-
ñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ìàìà ñ ïàïîé íå ðàç ïîêóïàëè ìíå òó-
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ðèñòè÷åñêèå ïóòåâêè è îòïóñêàëè óæå îäíó çíàêîìèòüñÿ ñ íîâûìè ìåñòàìè
áîëüøîé ñòðàíû. Áëàãîäàðÿ èì ÿ ïîáûâàëà â Òàøêåíòå, Áóõàðå, Ñàìàð-
êàíäå, ãîðàõ ×èìãàíà (Óçáåêèñòàí), â Êèðãèçèè, íà îçåðå Èññûê-êóëü, â
Àëìà-Àòå. Â òî âðåìÿ âñå ýòè êðàñèâûå êðàÿ âõîäèëè â ñîñòàâ Ñîâåòñêîãî
Ñîþçà.

Ñïàñèáî âàì, äîðîãèå ìîè ðîäèòåëè! Áëàãîäàðÿ âàì ó ìåíÿ áûëî íàñòî-
ÿùåå áåççàáîòíîå äåòñòâî è ñ÷àñòëèâàÿ þíîñòü!..

Ìîë÷àíèå � çîëîòî
Ïðàâèëüíî ãîâîðÿò: ðàçãîâîð � ñåðåáðî, ìîë÷àíèå � çîëîòî. Íàø ïàïà áûë
ìîë÷àëèâûì. Ãîâîðèë îí ìàëî, íî âñå âûñêàçûâàíèÿ åãî áûëè î÷åíü ìåòêè-
ìè. Ìíå çàïîìíèëñÿ ýïèçîä, êîãäà ìû ñ ìàìîé îáñóæäàëè ìîè îòíîøåíèÿ ñ
îäíîêëàññíèêàìè. Ïàïà äîëãî ñëóøàë, íå âìåøèâàÿñü â ðàçãîâîð, à ïîòîì
ñêàçàë òîëüêî îäíó ôðàçó: �Âû � íå ñòðàòåãè, à ìåëêèå òàêòèêè!� Òîãäà
ÿ íå ñïîñîáíà åùå áûëà â ïîëíîé ìåðå îöåíèòü ïîäîïë¼êó åãî ñëîâ. Íî òå-
ïåðü, èìåÿ çà ñïèíîé ñâîé æèçíåííûé îïûò, äóìàþ, ÷òî óæå ïîíèìàþ, â
÷åì áûëè òîãäà íåïðàâû ìû ñ ìàìîé.

Ïàïèíà ÷óòêîñòü
Ìàìà èñêðåííå ñ÷èòàëà, ÷òî ïàïà íå ñêëîíåí ê ïñèõîëîãè÷åñêîìó àíàëèçó
ïîâåäåíèÿ ëþäåé. Ñëóøàÿ å¼, ÿ, ïîõîæå, òîæå íà÷èíàëà òàê äóìàòü, íî îäèí
ñëó÷àé èç ìîåé æèçíè çàñòàâèë ìåíÿ âñåðü¼ç ïåðåñìîòðåòü òàêîå ìíåíèå.

Ýòî áûëî âî âðåìÿ ñåññèè, ïîçäíî íî÷üþ, íàêàíóíå ýêçàìåíà ïî îäíîìó
èç ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåäìåòîâ. ß î÷åíü âîëíîâàëàñü. Ïîìíþ, ÷òî ýòî óæå
áûëà ÷ðåçìåðíàÿ ñòåïåíü âîëíåíèÿ, ìíå áûëî î÷åíü ïëîõî. Ïàïà ïðåäëî-
æèë ïîìî÷ü � îáúÿñíèòü ìíå íåïîíÿòíûå ìåñòà òåîðèè. Õîòü ÿ è ñòàðàëàñü
ñêðûòü ñâîþ íàýëåêòðèçîâàííîñòü, ïàïà, îòâå÷àÿ íà ìîè âîïðîñû, çàìåòèë
ìî¼ ñîñòîÿíèå. Îí ïîñìîòðåë íà ìåíÿ î÷åíü ïðîíèöàòåëüíî, è ïðîíèêíîâåí-
íî ñêàçàë: �Àë¼íóøêà, íó ÷òî æ òû òàê âîëíóåøüñÿ? Òàê, êàê áóäòî çàâòðà
ñîñòîèòñÿ íå ýêçàìåí, à ðåøåíèå òâîåé ñóäüáû: áóêâàëüíî, îñòàíåøüñÿ ëè
òû â æèâûõ! Âåäü ýòî æå íå òàê, æèçíü òâîÿ çàâòðà íå îêîí÷èòñÿ!�

Ïðåîäîëåâàÿ íåðâîçíîñòü, ÿ çàñòàâèëà ñåáÿ âäóìàòüñÿ â ñìûñë åãî ñëîâ
è óõâàòèëàñü ñ ãîòîâíîñòüþ çà ýòó ïîçèòèâíóþ ìûñëü: �À âåäü è ïðàâäà,
âåäü íå óìðó æå ÿ çàâòðà � òàê ÷òî æ òîãäà ÿ òàê ïåðåæèâàþ?� È âîò,
áëàãîäàðÿ ïàïèíîé ÷óòêîñòè, ìíå ñòàëî ñóùåñòâåííî ëåã÷å!

Íå ðàç ïîòîì â òÿæåëûå ìèíóòû æèçíè ÿ âñïîìèíàëà ýòè ïàïèíû ñëîâà è
ìûñëåííî ïðîãîâàðèâàëà èõ, êàê âîëøåáíîå çàêëèíàíèå: ÷òî áû òàì çàâòðà
íè âûÿñíèëîñü ïëîõîãî, êàê áû òàì âñå íè ñëîæèëîñü, íî ìû çàâòðà íå
óìðåì, à áóäåì ïðîäîëæàòü æèòü! È ýòî çíà÷èò, ÷òî íå âñ¼ ïîòåðÿíî, è
áóäåò âîçìîæíî áîðîòüñÿ äàëüøå. Áîðîòüñÿ è íàäåÿòüñÿ. . .
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Ñêðîìíîñòü âî âñ¼ì
Ïàïà áûë óäèâèòåëüíî íåïðèòÿçàòåëüíûì è ñêðîìíûì âî âñ¼ì, ÷òî êàñà-
ëîñü åãî ëè÷íûõ ïîòðåáíîñòåé. Îí íèêîãäà íå ñòðåìèëñÿ íè ê ïðèîáðåòåíèþ
íîâûõ âåùåé, îäåæäû äëÿ ñåáÿ, íè ê òîìó, ÷òîáû âêóñíåå è ðàçíîîáðàçíåå
ïîåñòü. Çàâèñèìîñòü îò ìàòåðèàëüíûõ áëàã, ñâîéñòâåííàÿ áîëüøèíñòâó ëþ-
äåé, ñîâåðøåííî íå áûëà åìó ïðèñóùà.

Ðàñïîðÿæåíèå ñåìåéíûì áþäæåòîì îí ïîëíîñòüþ, ðàç è íàâñåãäà, äîâå-
ðèë ìàìå. È íèêîãäà � ïî å¼ ñëîâàì � íå ñïðîñèë ó íå¼ íèêàêîãî îò÷åòà
î ïðîèçâåäåííûõ åþ òðàòàõ. Åñëè æå îíà ñîâåòîâàëàñü ñ íèì ïî ïîâîäó
êàêîé-íèáóäü äîðîãîé ïîêóïêè, îí íåèçìåííî îòâå÷àë: �Ëþòèê, ðåøàé ñà-
ìà. ß òåáå ïîëíîñòüþ äîâåðÿþ, çíàþ, ÷òî òû õî÷åøü ñäåëàòü òàê, êàê ëó÷øå
äëÿ âñåõ.� Íàäî îòäàòü ìàìå äîëæíîå, ÷òî, â îòëè÷èå îò ìíîãèõ æåíùèí,
îíà òîæå êðàéíå ìàëî òðàòèëà ëè÷íî íà ñåáÿ, ïðàêòè÷åñêè âñ¼ � íà ñåìüþ,
íà íàñ, äåòåé. Áëàãîäàðÿ ýêîíîìíîñòè è òðóäîëþáèþ ðîäèòåëåé, ó íàñ áûëî
âñ¼, ÷òî íóæíî äëÿ ñ÷àñòëèâîé áåçáåäíîé æèçíè.

Òàê æå, êàê è â îòíîøåíèè æèçíåííûõ áëàã, ïàïà, â îòëè÷èå îò ìíîãèõ
ëþäåé, áûë ñîâåðøåííî íå òðåáîâàòåëåí ïî ÷àñòè âíèìàíèÿ ê ñåáå îêðó-
æàþùèõ. Äàæå êîãäà îí áîëåë, îí ñòàðàëñÿ íèêîãî íå çàòðóäíÿòü äîïîëíè-
òåëüíûìè ïðîñüáàìè. Äîâîëüñòâîâàëñÿ òåì, ÷òî ìîã ñäåëàòü ñàì, è òåì, ÷òî
äîìàøíèå äåëàëè äëÿ íåãî ïî ñîáñòâåííîé èíèöèàòèâå. Óäèâèòåëüíî, íî ïðè
ýòîì îí ïðåêðàñíî îñîçíàâàë, ÷òî ëþäè ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà,
è íèêîãäà íå ìåðèë äðóãèõ ïî ñåáå. Íå ïðèïîìíþ, ÷òîáû îí êîãäà-íèáóäü
óêîðÿë ìåíÿ çà ýãîèçì è íåâíèìàíèå ê íåìó ñàìîìó. Îäíàêî, çíàÿ, ÷òî íàøà
ìàìà � â îòëè÷èå îò íåãî � âñåãäà î÷åíü íóæäàëàñü â äîáðîæåëàòåëüíîì
îáùåíèè, îí ÷àñòåíüêî ïðîñèë íàñ, ìåíÿ è áðàòà, áîëüøå çàáîòèòüñÿ î íåé,
÷àùå óäåëÿòü åé âðåìÿ.

Ìàìèí äóøåâíûé êîìôîðò áûë äëÿ íåãî âàæíåå, ÷åì ñâîé. Íóæäû è ïðî-
áëåìû ñîòðóäíèêîâ ðóêîâîäèìîé èì ëàáîðàòîðèè çíà÷èëè äëÿ íåãî áîëüøå,
÷åì ñîáñòâåííûå íóæäû. Çà ýòî î÷åíü ìíîãèå â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè ìî-
åìó îòöó äî ñèõ ïîð áëàãîäàðíû.

Èíòåðåñû äåëà � ïðåâûøå âñåãî
Ïàïà áûë íåïðèõîòëèâ ïî÷òè äî àñêåòèçìà. Åäèíñòâåííîå, ÷òî åìó áûëî
íåîáõîäèìî, êàê âîçäóõ, ýòî âîçìîæíîñòü áåñïðåïÿòñòâåííî çàíèìàòüñÿ ëþ-
áèìîé ðàáîòîé: ìàòåìàòèêîé. Ìîé îòåö áûë îäèí èç òåõ ðåäêèõ ëþäåé, ÷òî
æèâóò â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì ïðèçâàíèåì. Íå çíàþ íàâåðíÿêà, îñîçíàâàë
ëè ïàïà ñåáÿ â ñâÿçè ñ ýòèì ñ÷àñòëèâûì ÷åëîâåêîì, íî õî÷åòñÿ âåðèòü, ÷òî,
ïî áîëüøîìó ñ÷åòó, ýòî áûëî òàê. . .

Áåññïîðíî æå òî, ÷òî îí î÷åíü ìíîãîãî äîñòèã â íàóêå, ÷òî åãî áåçìåðíî
óâàæàëè è öåíèëè âñå òå, êòî åãî çíàë ïî ðàáîòå � è çà åãî ìàòåìàòè÷å-
ñêèé òàëàíò, è çà åãî ìóäðûé ñòèëü ðóêîâîäñòâà ëàáîðàòîðèåé, è çà åãî çà-
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ìå÷àòåëüíûå ÷åëîâå÷åñêèå êà÷åñòâà � ïðèíöèïèàëüíîñòü, ñïðàâåäëèâîñòü,
÷óòêîñòü, ãîòîâíîñòü ïîìî÷ü, çà åãî âûñî÷àéøóþ ïîðÿäî÷íîñòü. . .

Èíòåðåñû äåëà ïàïà ñòàâèë ïðåâûøå âñåãî � â òîì ÷èñëå ïðåâûøå ïðè-
çíàíèÿ ñîáñòâåííûõ çàñëóã. Âñå åãî ëè÷íûå íàó÷íûå äîñòèæåíèÿ, íåñîìíåí-
íî, ïîøëè âî áëàãî åãî Ëàáîðàòîðèè, åãî Îòäåëà, åãî Èíñòèòóòà. . .

Çà âñ¼ ýòî åãî âûñîêî öåíèëè êàê ðóêîâîäèòåëÿ. ×åãî ñòîèò õîòÿ áû òîò
ôàêò, ÷òî ïàïà ïðîäîëæàë âîçãëàâëÿòü ëàáîðàòîðèþ åùå äîëãîå âðåìÿ ïî-
ñëå òîãî, êàê äîñòèã âîçðàñòíîãî ðóáåæà, ïîñëå êîòîðîãî, ñ þðèäè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ, íàó÷íûå ñîòðóäíèêè íå ìîãóò çàíèìàòü ðóêîâîäÿùèå ïîñòû.
Ðóêîâîäñòâî èíñòèòóòà íèêîãî íå ìîãëî íàçíà÷èòü âìåñòî íåãî. Ôàêòè÷åñêè
îí îêàçàëñÿ íåçàìåíèìûì! Ïàïà áûë ÷åëîâåêîì äîëãà, îáëàäàë ïîâûøåí-
íûì ÷óâñòâîì îòâåòñòâåííîñòè, ïîýòîìó, íåñìîòðÿ íà áîëåçíü, ïðåâîçìîãàÿ
åæåäíåâíî è åæå÷àñíî ñâîå ïëîõîå ñîñòîÿíèå, îí � â áóêâàëüíîì ñìûñëå
ñëîâà � äî ïîñëåäíåãî ÷àñà ñâîåé æèçíè îòäàâàë âñå ñèëû ðàáîòå è ïðî-
äîëæàë ðóêîâîäèòü ââåðåííûì åìó êîëëåêòèâîì!

Â ñâîèõ îòíîøåíèÿõ ñ ëþäüìè ïàïà áûë î÷åíü äåëèêàòíûì. Áóäó÷è ïðî-
íèöàòåëüíûì, îí õîðîøî âèäåë ÷óæèå íåäîñòàòêè è îñîáåííîñòè õàðàêòå-
ðà, íî áûë î÷åíü ñíèñõîäèòåëüíûì è òåðïèìûì, íèêîãî íå îñóæäàë. Âìå-
ñòî òîãî, ÷òîáû óêàçûâàòü ëþäÿì íà èõ íåäàâíèå ïðîìàõè è îøèáêè, îí
ïðåäïî÷èòàë áûòü êîíñòðóêòèâíûì: â äîâåðèòåëüíîì ðàçãîâîðå ïðèçûâàë
ñîáåñåäíèêà ê ïðàâèëüíîé ëèíèè ïîâåäåíèÿ â áóäóùåì. Â ýòîì ïðîÿâëÿëàñü
åãî áîëüøàÿ ìóäðîñòü.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðîäèòåëè ñêîðåå âîñïèòûâàþò ñâîèõ äåòåé ñâîèì ëè÷íûì
ïðèìåðîì, íåæåëè ñëîâåñíûìè óâåùåâàíèÿìè è íîòàöèÿìè. Ïàïà, äóìàåòñÿ
ìíå, ñîîòâåòñòâîâàë êàê ðàç ýòîìó ïðàâèëó: îí íèêîìó íå íàâÿçûâàë ñâîåãî
ìíåíèÿ, íî áûë ïðèìåðîì äëÿ ñâîèõ äåòåé è äëÿ îêðóæàþùèõ, äîñòîéíûì
ïîäðàæàíèÿ âî âñåõ æèçíåííûõ ñèòóàöèÿõ.

Ïàïà, ñïàñèáî òåáå çà âñ¼!

Äî÷ü Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à,
âûïóñêíèöà ÝÔ ÍÃÓ Å. Í. Ãëåáîâà
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Ìîé Äåäóøêà

Îëåã Èãîðåâè÷ Ïåíüêîâ

×åì ñòàðøå ÿ ñòàíîâèëñÿ, òåì âñ¼ ðåæå áûâàë ó Áàáóøêè ñ Äåäóøêîé â
ãîñòÿõ. Íî, ñêîëüêî ÿ ñåáÿ ïîìíþ, Äåäóøêà âñåãäà ïðèõîäèë äîìîé ñ ðàáî-
òû ïðèìåðíî â îäíî è òîæå âðåìÿ, ïåðåîäåâàëñÿ è ïðèñòóïàë ê ïðîñìîòðó
âå÷åðíèõ íîâîñòåé. ß ëþáèë èãðàòü ñ Äåäóøêîé â äîìèíî è îáû÷íî, áûâàÿ
ó íèõ â ãîñòÿõ, ïîäõîäèë ñ ïðåäëîæåíèåì ïîèãðàòü. Äåäóøêà çà÷àñòóþ îò-
êëàäûâàë ïðîñìîòð íîâîñòåé ðàäè ýòîãî äåëà ëèáî íà÷èíàë èãðó ñî ìíîé â
äîìèíî, à íîâîñòè òîëüêî ñëóøàë.

Òîëüêî ïîñëå ñìåðòè Äåäóøêè ÿ íà÷àë óçíàâàòü î òîì, êàêèì îí áûë.
Áàáóøêà ÷àñòî âñïîìèíàëà î Äåäóøêå, ðàññêàçûâàëà î åãî ïîðÿäî÷íîñòè,
ñêðîìíîñòè. Î òîì, ÷òî îí íèêîãäà íå ïðèïèñûâàë ñâîþ ôàìèëèþ ê ðàáî-
òàì ñâîèõ ó÷åíèêîâ, âíå çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû âíåñ¼ííîãî èì âêëàäà.
Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî Äåäóøêà áûë ïðèðîæä¼ííûì ìàòåìàòèêîì, îí áûë åù¼
è �íàðîäíûì óìåëüöåì� � òàê ÷àñòî î í¼ì ãîâîðèëà ìîÿ Áàáóøêà: �Âîò ñëî-
ìàåòñÿ, íàïðèìåð, øâåéíàÿ ìàøèíà. ß ïîçîâó åãî � Êîëÿ! Îí ïðèä¼ò, òèõî,
ñïîêîéíî, áåç ðóãàíè ïîîáùàåòñÿ ñ ìàøèíêîé, à ïîòîì ïðîñòî ïîäîéä¼ò è
òèõî ñêàæåò, ÷òî âñ¼ ãîòîâî è ìîæíî äàëüøå èñïîëüçîâàòü.�

Áàáóøêà ðàññêàçûâàëà, ÷òî Äåäóøêà íèêîãäà ñ íåé íå ññîðèëñÿ. Äàæå
êîãäà îíà áûëà ÷åì-òî íåäîâîëüíà è ðóãàëà Äåäóøêó, îí óñïîêàèâàë å¼ èëè
ïðîñòî òèõî óõîäèë â äðóãóþ êîìíàòó, íå äàâàÿ êîíôëèêòó ðàçãîðåòüñÿ.
Õî÷åòñÿ ïîäìåòèòü, ÷òî ñëîâî �íèêîãäà� â ïîâñåäíåâíîé æèçíè çà÷àñòóþ
ïðèóêðàøèâàåò ñêàçàííîå. Â òî âðåìÿ êàê ãîðàçäî ÷åñòíåå ñêàçàòü �ïî÷òè
íèêîãäà�. Ìîé Äåäóøêà � òîò ñàìûé ðåäêèé ñëó÷àé, â êîòîðîì ýòî ïðè-
óêðàøèâàíèå îòñóòñòâóåò èëè æå ñâåäåíî ê ìèíèìóìó.
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Äåäóøêà áûë è áóäåò ïðåêðàñíûì ïðèìåðîì òîãî, êàê ñëåäóåò ñåáÿ âåñòè
â ïîâñåäíåâíîé æèçíè, êàê îáùàòüñÿ ñ ëþäüìè, ñ êàêîé îòâåòñòâåííîñòüþ
îòíîñèòüñÿ ê ñâîåé ðàáîòå. Ñëóøàÿ è ÷èòàÿ ðàññêàçû î í¼ì, ÿ ÷óâñòâóþ
îãðîìíîå æåëàíèå ïîäðàæàòü åìó, âåñòè ñåáÿ â æèçíè òàê, ÷òîáû òîæå
áûòü ïðèìåðîì äëÿ ïîäðàæàíèÿ.

Âå÷íàÿ ïàìÿòü òåáå, Äåäóøêà.

Ñòàðøèé âíóê Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à,
âûïóñêíèê ÔÔ ÍÃÓ, Î. È. Ïåíüêîâ
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