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Àííîòàöèÿ. Èçó÷àþòñÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé (ñðåäñòâ îáñëóæèâàíèÿ) â óñëîâèÿõ
êîíêóðåíöèè, êîãäà äâå ôèðìû ïîñëåäîâàòåëüíî îòêðûâàþò ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ, à êàæäûé
ïîòðåáèòåëü âûáèðàåò îòêðûòîå ïðåäïðèÿòèå, èñõîäÿ èç ñâîèõ ñîáñòâåííûõ ïðåäïî÷òåíèé, è
ïðèíîñèò äîõîä ôèðìå�ëèäåðó èëè ôèðìå�ïîñëåäîâàòåëþ. Âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü
ðàçìåùåíèå ïðåäïðèÿòèé ôèðìû�ëèäåðà òàê, ÷òîáû ñ ó÷åòîì ðåàêöèè ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ
è èçâåñòíûõ ïðåäïî÷òåíèé ïîòðåáèòåëåé ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíûé äîõîä (ïðèáûëü). Äàþòñÿ
ôîðìóëèðîâêè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ â âèäå çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî äâóõóðîâíåâîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè â âèäå çàäà÷ ïñåâäîáóëåâà äâóõóðîâíåâîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ âåðõíèõ îöåíîê çíà÷åíèé öåëåâûõ ôóíêöèé
ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ñîñòîèò â
ïîñòðîåíèè è íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ïñåâäîáóëåâîé ôóíêöèè .
Âåêòîð äàþùèé íàèìåíüøåå çíà÷åíèå îöåíî÷íîé ôóíêöèè, ïîðîæäàåò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
èññëåäóåìûõ çàäà÷. Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíêóðåíòíîå ðàçìåùåíèå ïðåäïðèÿòèé, äâóõóðîâíåâîå ïðîãðàììèðîâàíèå,
âåðõíÿÿ îöåíêà, ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé (ñðåäñòâ îáñëóæèâàíèÿ) ñ íåîãðàíè÷åííûìè ìîùíîñòÿ-
ìè � õîðîøî èçâåñòíàÿ çàäà÷à äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè [1, 3]. Â çàäà÷å ðàçìåùåíèÿ (íà
ìàêñèìóì) ïðîèçâîäèòåëü ðåøàåò âîïðîñ î òîì, â êàêèõ ìåñòàõ èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ
îòêðûòü ïðåäïðèÿòèÿ, ïðîèçâîäÿùèå íåêîòîðûé ïðîäóêò, è ê êàêîìó îòêðûòîìó ïðåäïðè-
ÿòèþ ïðèêðåïèòü êàæäîãî èç çàäàííûõ ïîòðåáèòåëåé äàííîãî ïðîäóêòà, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü (äîõîä).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ áîëåå îáùàÿ ñèòóàöèÿ � ðàçìåùåíèå ïðåäïðèÿòèé â
óñëîâèÿõ êîíêóðåíöèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äâå êîíêóðèðóþùèå ôèðìû � ïðîèçâîäèòåëè
íåêîòîðîãî ïðîäóêòà, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàþò ðåøåíèÿ îá îòêðûòèè ñâîèõ ïðåä-
ïðèÿòèé íà çàäàííîì ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ ìåñò èõ ðàçìåùåíèÿ. Êðîìå òîãî, â äàííîé
ñèòóàöèè êàæäûé ïîòðåáèòåëü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñòîðîíà, ïðèíèìàþùàÿ ðåøåíèÿ,
êîòîðàÿ, èñõîäÿ èç ñâîèõ ñîáñòâåííûõ ïðåäïî÷òåíèé, ñðåäè îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé âûáè-
ðàåò äëÿ ñåáÿ íàèëó÷øåå è ïðèíîñèò òåì ñàìûì äîõîä îäíîé èç ôèðì. Ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé ïðè êîíêóðåíòíîì ðàçìåùåíèè ïðåäïðèÿòèé ïî àíàëîãèè ñ ìîäåëüþ Øòàêåëü-
áåðãà [4] ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîñòîÿùèì èç òðåõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå îäíà èç ôèðì
(ôèðìà�ëèäåð), ó÷èòûâàÿ âîçìîæíóþ ðåàêöèþ âòîðîé ôèðìû (ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ),
ðàçìåùàåò ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ. Íà âòîðîì ýòàïå ôèðìà�ïîñëåäîâàòåëü, èìåÿ èíôîðìàöèþ
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î ðàñïîëîæåíèè ïðåäïðèÿòèé ôèðìû�ëèäåðà, îòêðûâàåò ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ. Íàêîíåö,
íà òðåòüåì ýòàïå êàæäûé ïîòðåáèòåëü, èñõîäÿ èç ñâîèõ ñîáñòâåííûõ ïðåäïî÷òåíèé,
âûáèðàåò ëó÷øåå äëÿ ñåáÿ ïðåäïðèÿòèå. Ïîëó÷àåìûå â ðåçóëüòàòå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [2].

2. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷ êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷è, êîòîðûå îáîáùàþò êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿ-
òèé íà ìàêñèìóì è êîòîðûå, êàê îòìå÷åíî âûøå, îïèñûâàþò ñèòóàöèþ, êîãäà äâå êîí-
êóðèðóþùèå ôèðìû (ôèðìà�ëèäåð è ôèðìà�ïîñëåäîâàòåëü) ïîñëåäîâàòåëüíî îòêðûâàþò
ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ, ïðîèçâîäÿùèå íåêîòîðóþ ïðîäóêöèþ äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ñïðîñà â ýòîé
ïðîäóêöèè çàäàííîãî ìíîæåñòâà ïîòðåáèòåëåé.

Çàäà÷à, ôîðìóëèðóåìàÿ îò ëèöà ôèðìû�ëèäåðà, ñîñòîèò â âûáîðå òàêîãî ðàçìåùå-
íèÿ ïðåäïðèÿòèé, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ôèðìà�
ïîñëåäîâàòåëü, ðàçìåñòèâ ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîåé öåëåâîé ôóíê-
öèåé, ¾çàõâàòèò¿ ÷àñòü ïîòðåáèòåëåé. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öåëü ôèðìû �
ïîñëåäîâàòåëÿ èçâåñòíà è ÷òî îáå ôèðìû çíàþò ïðàâèëà âûáîðà ïîòðåáèòåëÿìè ïðåä-
ïðèÿòèé äëÿ ñâîåãî îáñëóæèâàíèÿ.

Ðàññìîòðè äâå ïîñòàíîâêè ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è, îòëè÷àþùèåñÿ öåëåâûìè ôóíê-
öèÿìè ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ. Â ïåðâîé ñ÷èòàåì, ÷òî öåëüþ ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ, òàêæå
êàê è ôèðìû�ëèäåðà, ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè, à âî âòîðîé ïîëó÷åíèå
ìàêñèìàëüíîãî äîõîäà, òî åñòü ¾çàõâàò¿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî êîëè÷åñòâà ïîòðåáèòå-
ëåé.

Äëÿ ôîðìàëüíîé çàïèñè ñôîðìóëèðîâàííûõ çàäà÷ ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
I = {1, . . . , m} � ìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé (âîçìîæíûõ ìåñò ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé).
J = {1, . . . , n} � ìíîæåñòâî ïîòðåáèòåëåé.
pij � âåëè÷èíà äîõîäà, ïîëó÷àåìîãî ïðåäïðèÿòèåì i ∈ I, îòêðûòûì ôèðìîé�ëèäåðîì,

ïðè îáñëóæèâàíèè ïîòðåáèòåëÿ j ∈ J .
qij � âåëè÷èíà äîõîäà, ïîëó÷àåìîãî ïðåäïðèÿòèåì i, îòêðûòûì ôèðìîé�ïîñëåäîâàòå-

ëåì, ïðè îáñëóæèâàíèè ïîòðåáèòåëÿ j ∈ J .
≺j � ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå I, ðåàëèçóþùèé ïðåäïî÷òåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ

j ∈ J . Îòíîøåíèå i ≺j k îçíà÷àåò, ÷òî èç äâóõ îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé i ∈ I è k ∈ I
ïîòðåáèòåëü j âûáåðåò ïðåäïðèÿòèå i. Îòíîøåíèå i 4j k îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî i ≺j k, ëèáî
i = k.

fi � âåëè÷èíà ôèêñèðîâàííûõ çàòðàò ôèðìû�ëèäåðà íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèÿ i ∈ I.
gi � âåëè÷èíà ôèêñèðîâàííûõ çàòðàò ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèÿ

i ∈ I.
Äëÿ ôîðìàëüíîé çàïèñè çàäà÷ èñïîëüçóåì ïåðåìåííûå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è ðàçìåùå-

íèÿ ïðåäïðèÿòèé ñ íåîãðàíè÷åííûìè ìîùíîñòÿìè:
xi � ïåðåìåííàÿ, ïîêàçûâàþùàÿ, îòêðûâàåò èëè íåò ôèðìà�ëèäåð ïðåäïðèÿòèå i ∈ I;

xi = 1, åñëè îòêðûâàåò, è xi = 0, åñëè íåò.
xij � ïåðåìåííàÿ, óêàçûâàþùàÿ âûáðàíî ëè ïîòðåáèòåëåì j ∈ J äëÿ ñâîåãî îáñëóæè-

âàíèÿ ïðåäïðèÿòèå i ∈ I, îòêðûòîå ôèðìîé�ëèäåðîì; xij = 1, åñëè âûáðàíî, è xij = 0,
åñëè íåò.

zi � ïåðåìåííàÿ, ïîêàçûâàþùàÿ îòêðûâàåò èëè íåò ôèðìà�ïîñëåäîâàòåëü ïðåäïðèÿòèå
i ∈ I; zi = 1, åñëè îòêðûâàåò, è zi = 0, åñëè íåò.



zij � ïåðåìåííàÿ, óêàçûâàþùàÿ âûáðàíî ëè ïîòðåáèòåëåì j ∈ J äëÿ ñâîåãî îáñëóæèâà-
íèÿ ïðåäïðèÿòèå i ∈ I, îòêðûòîå ôèðìîé�ïîñëåäîâàòåëåì; zij = 1, åñëè âûáðàíî, è zij = 0,
åñëè íåò.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì óêàçàííûõ ïåðåìåííûõ çàäà÷à êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðè-
ÿòèé â ñëó÷àå, êîãäà öåëüþ ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ìàêñèìàëüíîé ïðè-
áûëè, çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

max
(xi),(xij)

{
−

∑
i∈I

fixi +
∑
j∈J

( ∑
i∈I

pijxij

)(
1−

∑
i∈I

z̃ij

)}
; (1)

∑
i∈I

xij = 1, j ∈ J ; (2)

xi ≥ xij, i ∈ I, j ∈ J ; (3)

xi +
∑

i≺j l

xlj ≤ 1, i ∈ I, j ∈ J ; (4)

xi, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J ; (5)
((z̃i), (z̃ij)) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (7)�(11); (6)

max
(zi),(zij)

{
−

∑
i∈I

gizi +
∑
j∈J

∑
i∈I

qijzij

}
; (7)

∑
i∈I

zij ≤ 1, j ∈ J ; (8)

zi ≥ zij, i ∈ I, j ∈ J ; (9)

xi + zi +
∑

i≺j l

zlj ≤ 1, i ∈ I, j ∈ J ; (10)

zi, zij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J. (11)
Ïðåäñòàâëåííàÿ çàäà÷à, êàê è âñÿêàÿ çàäà÷à äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âêëþ-

÷àåò âíóòðåííþþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó (7)�(11), êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé
ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà öåëüþ ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî äîõî-
äà ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íåóáûòî÷íîñòè êàæäîãî îòêðûòîãî ïðåäïðèÿòèÿ, çàäà÷à
êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé îòëè÷àåòñÿ òîëüêî îãðàíè÷åíèÿìè, ñâÿçàííûìè
ñ çàäà÷åé ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

((z̃i), (z̃ij)) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (13)�(18); (12)

max
(zi),(zij)

∑
j∈J

∑
i∈I

qijzij; (13)

∑
i∈I

zij ≤ 1, j ∈ J ; (14)

zi ≥ zij, i ∈ I, j ∈ J ; (15)

xi + zi +
∑

i≺j l

zlj ≤ 1, i ∈ I, j ∈ J ; (16)



∑
j∈J

qijzij ≥ gizi, i ∈ I; (17)

zi, zij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J. (18)
Óòî÷íèì ïîíÿòèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ êîíêóðåíòíîãî ðàç-

ìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé (1)�(11) è (1)�(5), (12)�(18) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî îïòèìàëüíûå ðåøå-
íèÿ âíóòðåííèõ çàäà÷ ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ íåîäíîçíà÷íî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ðåøåíèå ((xi), (xij)), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (2)�(5), êîòîðîå
áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé
(1)�(11) è (1)�(5), (12)�(18). Ïðè ôèêñèðîâàííîì ðåøåíèè X îáîçíà÷èì ÷åðåç Z äîïóñòè-
ìîå ðåøåíèå ((zi), (zij)) çàäà÷è (7)�(11) èëè (13)�(18). Îáîçíà÷èì ÷åðåç O(X) ìíîæåñòâî
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé Z̃ âíóòðåííåé çàäà÷è. Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè (1) íà äîïóñòè-
ìûõ ðåøåíèÿõ X è Z îáîçíà÷èì ÷åðåç L(X,Z). Òîãäà ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå çàäà÷è
êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé â êîìïàêòíîé ôîðìå çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

max
X

L(X, Z̃);

Z̃ ∈ O(X).

Äîïóñòèìîå ðåøåíèå X∗ çàäà÷è êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé íàçîâåì îï-
òèìàëüíûì, åñëè èìååòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå Z̃∗ ∈ O(X) âíóòðåííåé çàäà÷è òàêîå, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1. L(X∗, Z̃∗) ≤ L(X∗, Z̃) äëÿ ëþáîãî Z̃ ∈ O(X∗).
2. Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ X ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå Z̃ ∈ O(X)

òàêîå, ÷òî L(X∗, Z̃∗) ≥ L(X, Z̃).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ïðè ëþáîì ðåøåíèè X çíà÷åíèÿ ôóíêöèè L(X, Z̃) îäèíàêîâûå

äëÿ âñÿêîãî Z̃ ∈ O(X), òî ïåðâîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ðåøåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ àâòîìà-
òè÷åñêè. Â îáùåì ñëó÷àå ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî
çàäà÷è êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé (1)�(11) è (1)�(5), (12)�(18) ïåðåïèñûâà-
þòñÿ ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì â âèäå ñëåäóþùåé çàäà÷è

max
X

min
Z̃∈O(X)

L(X, Z̃).

Ýòî åñòü ìàêñèìèííàÿ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êî-
òîðîé ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé Z̃ çàäàíî íåÿâíûì îáðàçîì, êàê ìíîæåñòâî îïòè-
ìàëüíûõ ðåøåíèé âíóòðåííåé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è.

Ïðåäñòàâëåííûå çàäà÷è êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé (1)�(11) è (1)�(5),
(12)�(18) áóäåì èññëåäîâàòü ïðè ñëåäóþùåì äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè, ïîçâîëÿþùèì ïå-
ðåôîðìóëèðîâàòü èõ, êàê çàäà÷è ëèíåéíîãî öåëî÷èñëåííîãî äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äîõîä ïîëó÷àåìûé ôèðìîé�ëèäåðîì è ôèðìîé�ïîñëåäîâàòåëåì
îò ïîòðåáèòåëÿ j ∈ J îäèíàêîâûé äëÿ ëþáîãî ïðåäïðèÿòèÿ, îáñëóæèâàþùåãî äàííîãî ïî-
òðåáèòåëÿ, è ðàâíÿåòñÿ bj. Òî åñòü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî j ∈ J èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà pij = qij = bj ïðè ëþáîì i ∈ I.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ L(X, Z) ïðèíèìàåò âèä

L(X, Z) = −
∑
i∈I

fixi +
∑
j∈J

bj

(
1−

∑
i∈I

z̃ij

)



è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåìåííûå xij, i ∈ I, j ∈ J, ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû èç ðàññìàòðèâàåìûõ
çàäà÷. Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à (1)�(11) ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

max
(xi)

min
(z̃i),(z̃ij)

{
−

∑
i∈I

fixi +
∑
j∈J

bj

(
1−

∑
i∈I

z̃ij

)}
; (19)

∑
i∈I

xi ≥ 1; (20)

xi ∈ {0, 1}, i ∈ I; (21)
(
(z̃i), (z̃ij)

)
� îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (23)�(27); (22)

max
(zi),(zij)

{
−

∑
i∈I

gizi +
∑
j∈J

∑
i∈I

bjzij

}
; (23)

∑
i∈I

zij ≤ 1, j ∈ J ; (24)

zi ≥ zij, i ∈ I, j ∈ J ; (25)

xi + zi +
∑

i≺j l

zlj ≤ 1, i ∈ I, j ∈ J ; (26)

zi, zij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J. (27)
Àíàëîãè÷íàÿ çàïèñü çàäà÷è (1)�(5), (12)�(18) îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è (19)�(27) òîëüêî

îãðàíè÷åíèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ çàäà÷åé ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ, êîòîðûå ïðèíèìàþò ñëåäó-
þùèé âèä: (

(z̃i), (z̃ij)
)
� îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (29)�(34); (28)

max
(zi),(zij)

∑
j∈J

∑
i∈I

bjzij; (29)

∑
i∈I

zij ≤ 1, j ∈ J ; (30)

zi ≥ zij, i ∈ I, j ∈ J ; (31)

xi + zi +
∑

i≺j l

zlj ≤ 1, i ∈ I, j ∈ J ; (32)

∑
j∈J

bjzij ≥ gizi, i ∈ I; (33)

zi, zij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J. (34)
Ïðåäñòàâëåííûå ôîðìóëèðîâêè (19)�(27) è (19)�(21), (28)�(34) çàäà÷ êîíêóðåíòíîãî

ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè ëèíåéíîãî öåëî÷èñëåííîãî äâóõóðîâíåâîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îäíàêî ýòî çàìå÷àíèå íå â îäèíàêîâîé ñòåïåíè îòíîñèòñÿ ê îáåèì
ðàññìàòðèâàåìûì çàäà÷àì.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì ðåøåíèè X çàäà÷ (19)�(27) è (19)�(21), (28)�(34) îáîçíà÷èì ÷åðåç
O1(X) ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (23)�(27), à ÷åðåç O2(X) è D2(X) ñîîò-
âåòñòâåííî ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ è äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è (29)�(34). Çíà÷åíèå
ôóíêöèè L(X, Z) áóäåò îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé Z̃ ∈ O2(X). Îòñþäà



ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à (19)�(21), (28)�(34) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ìàêñèìèííîé çàäà÷å
ëèíåéíîãî öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

max
(xi)

min
(zi),(zij)

{
−

∑
i∈I

fixi +
∑
j∈J

bj

(
1−

∑
i∈I

zij

)}
;

∑
i∈I

xi ≥ 1;

xi ∈ {0, 1}, i ∈ I;
(
(zi), (zij)

)
� äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (29)�(34).

Â ýòîé çàäà÷å ìíîæåñòâî ðåøåíèé
(
(zi), (zij)

)
, ñðåäè êîòîðûõ âûáèðàåòñÿ íàèëó÷øåå,

çàäàåòñÿ ÿâíûì îáðàçîì ïîñðåäñòâîì îãðàíè÷åíèé (30)�(34).
Ñ ó÷åòîì äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çàäà÷è (19)�(21), (28)�(34) äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ X

çàäà÷ (19)�(27) è (19)�(21), (28)�(34) ìîæåì íàïèñàòü

min
Z̃∈O2(X)

L(X, Z̃) = min
Z∈D2(X)

L(X, Z) ≤ min
Z̃∈O1(X)

L(X, Z̃).

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî âåðõíÿÿ îöåíêà çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè (19) çàäà÷è (19)�
(27) áóäåò îäíîâðåìåííî è âåðõíåé ãðàíèöåé äëÿ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè (19) çàäà÷è
(19)�(21), (28)�(34).

3. Ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ
ïðåäïðèÿòèé

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ïðè ôèêñèðîâàííîì ðåøåíèè (xi) çàäà÷ (19)�(27) è (19)�(21),
(28)�(34) çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ zij, i ∈ I, j ∈ J, â äîïóñòèìîì ðåøåíèè

(
(zi), (zij)

)
âíóòðåí-

íèõ çàäà÷ (23)�(27) è (29)�(34) îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî ïî âåêòîðàì (xi) è (zi), òî ýòè
ïåðåìåííûå òàê æå êàê è ðàíåå ïåðåìåííûå xij, i ∈ I, j ∈ J, ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû èç ðàñ-
ñìîòðåíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóëèðîâîê èññëåäóåìûõ
çàäà÷ ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (0, 1)-âåêòîðà w = (wi), i ∈ I, ïðè çàäàííîì j ∈ J îáîçíà÷èì ÷åðåç
ij(w) ýëåìåíò i0 èç ìíîæåñòâà I0 = {i ∈ I|wi = 0} òàêîé, ÷òî i0 4j i äëÿ âñÿêîãî i ∈ I0.
Åñëè I0 = Ø, òî ÷åðåç ij(w) îáîçíà÷èì ýëåìåíò i0 ∈ I òàêîé, ÷òî i 4j i0 äëÿ ëþáîãî i ∈ I.
Äëÿ (0, 1)-âåêòîðîâ (xi) è (zi) îáîçíà÷èì ÷åðåç y = (yi) è u = (ui) òàêèå (0, 1)-âåêòîðà, ÷òî
yi = 1− xi, ui = 1− zi, i ∈ I.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ëþáûõ ðåøåíèÿõ (xi) è(
(zi), (zij)

)
äëÿ âñÿêîãî j ∈ J âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

∑
i∈I

zij = 1−
∏

i≺ij(y)

ui =
∏

i4ij(u)

yi.

Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è
(19)�(27) â âèäå ìèíèìàêñíîé çàäà÷è ïñåâäîáóëåâà äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

min
(yi)

max
(ũi)

{
−

∑
i∈I

fiyi +
∑
j∈J

bj

∏

i4ij(ũ)

yi

}
; (35)



∏
i∈I

yi = 0; (36)

yi ∈ {0, 1}, i ∈ I; (37)
(ũi)� îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (39)�(40); (38)

min
(ui)

{
−

∑
i∈I

giui +
∑
j∈J

bj

∏

i≺ij(y)

ui

}
; (39)

ui ∈ {0, 1}, i ∈ I. (40)
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à (19)�(21), (28)�(34) èìååò ýêâèâàëåíòíóþ

ôîðìóëèðîâêó â âèäå ìèíèìàêñíîé çàäà÷è ïñåâäîáóëåâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

4. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷ êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ
ïðåäïðèÿòèé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (19)�(27) è åå ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå çàäà÷è ïñåâ-
äîáóëåâà äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (35)�(40). Ïîñòðîèì ïñåâäîáóëåâó ôóíêöèþ
f(yi, . . . , ym) òàêóþ, ÷òî íà ëþáîì (0, 1)-âåêòîðå y = (yi) çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè íå ïðåâîñ-
õîäèò çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè (35). Òàêóþ ïñåâäîáóëåâó ôóíêöèþ f(yi, . . . , ym) íàçîâåì
îöåíî÷íîé.

×òîáû ïîñòðîèòü îöåíî÷íóþ âñåâäîáóëåâó ôóíêöèþ, äëÿ ëþáîãî j0 ∈ J îïðåäåëèì
ìíîæåñòâî Ij0 ⊂ I ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü i0 ∈ I. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

N(i0, j0) = {i ∈ I|i ≺j0 i0}

è ìíîæåñòâî
J(i0) = {j ∈ J |i0 4j i äëÿ âñÿêîãî i /∈ N(i0, j0)},

çàäàþùåå ìíîæåñòâî òî÷åê j ∈ J , äëÿ êîòîðûõ ýëåìåíò i0 ïðåäïî÷òèòåëüíåå ëþáîãî ýëå-
ìåíòà i /∈ N(i0, j0). Ýòî ìíîæåñòâî íå ïóñòî, ïîñêîëüêó j0 ∈ J(i0). Äëÿ âñÿêîãî k ∈ N(i0, j0)
ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

J(k, i0) = {j ∈ J(i0)|k ≺j i0},
çàäàþùåå ìíîæåñòâî òî÷åê j ∈ J(i0), äëÿ êîòîðûõ ýëåìåíò k ïðåäïî÷òèòåëüíåå ýëåìåíòà
i0. Ñ÷èòàåì ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî i0 /∈ Ij0 , åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò k ∈ N(i0, j0) òàêîé, ÷òî

gk ≤
∑

j∈J(k,i0)

bj.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî i0 ∈ Ij0 . Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì j0 ∈ J ìíîæåñòâî Ij0

íå ïóñòî, ïîñêîëüêó åñëè i0 4j0 i äëÿ âñÿêîãî i ∈ I, òî i0 ∈ Ij0 .
Âàæíîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâà Ij0 óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1. Åñëè (xi) � ðåøåíèå çàäà÷è (19)�(27) òàêîå, ÷òî xi = 0 äëÿ âñÿêîãî i ∈ Ij0 ,
òî äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ

(
(z̃i), (z̃ij)

)
çàäà÷è (23)�(27), íà êîòîðîì çíà÷åíèå öåëåâîé

ôóíêöèè (19) íàèìåíüøåå, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
∑
i∈I

z̃ij0 = 1.



Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ y = (yi) çàäà÷è (35)�(40) è îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ
ũ = (ũi) çàäà÷è (39), (40), íà êîòîðîì çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè (35) íàèáîëüøåå, ïðè
ëþáîì j ∈ J âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∏

i4ij0 (ũ)

yi ≥
∏
i∈Ij0

yi.

Ðàññìîòðèì ïñåâäîáóëåâó ôóíêöèþ âèäà

f 0(y1, . . . , ym) = −
∑
i∈I

fiyi +
∑
j∈J

bj

∏
i∈Ij

yi.

Ïî ëåììå 2 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà y = (yi) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

max
(ũi)

{
−

∑
i∈I

fiyi +
∑
j∈J

bj

∏

i4ij(ũ)

yi

}
≥ f 0(y1, . . . , ym).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïñåâäîáóëåâà ôóíêöèÿ f 0(y1, . . . , ym) ÿâëÿåòñÿ îöåíî÷íîé, à âåëè÷èíà

f 0 = min
(yi)

{
f 0(y1, . . . , ym) + F

∏
i∈I

yi

}
,

ãäå F > min
i∈I

fi, åñòü îöåíêà ñíèçó äëÿ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè (35) çàäà÷è (35)�(40).
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà. Âåëè÷èíà
UB =

∑
j∈J

bj −
∑
i∈I

fi − f 0

ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè (19) çàäà÷è
(19)�(27).

Ïðèâåäåííàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà, êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ÿâëÿåòñÿ òàêæå âåðõíåé ãðàíèöåé
äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè (19) çàäà÷è (19)�(21), (28)�(34).

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðåäëîæåííîé âåðõíåé ãðàíèöû äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷
(19)�(27) è (19)�(21), (28)�(34) âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ñòðîèòñÿ îöåíî÷íàÿ
ïñåâäîáóëåâà ôóíêöèÿ, à íà âòîðîì âû÷èñëÿåòñÿ åå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Ïîñòðîåíèå
îöåíî÷íîé ôóíêöèè ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ äëÿ âñÿêîãî j ∈ J ìíîæåñòâà Ij. Èç ñàìîãî
îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà ñëåäóåò, ÷òî îíî ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî çà âðåìÿ O(m2n2).
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ïñåâäîáóëåâîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å
ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ñ íåîãðàíè÷åííûìè ìîùíîñòÿìè [1], ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí
öåëûé ðÿä àëãîðèòìîâ [1], ïîñòðîåííûõ íà èäåÿõ ìåòîäîâ íåÿâíîãî ïåðåáîðà è ëîêàëüíîãî
ïîèñêà.

5. Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷ êîíêóðåíòíîãî
ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé

Äîïóñòèìîå ðåøåíèå X0 çàäà÷è êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé íàçîâåì ïðè-
áëèæåííûì ðåøåíèåì, åñëè èìååòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå Z̃0 ∈ O(X0) âíóòðåííåé çàäà÷è
òàêîå, ÷òî

L(X0, Z̃0) ≤ L(X0, Z̃) äëÿ ëþáîãî Z̃ ∈ O(X0)



Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå òîëüêî ïåðâîãî
óñëîâèÿ â îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåä-
ïðèÿòèé. Çàìåòèì, ÷òî êàê ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ëþáîå äîïó-
ñòèìîå ðåøåíèå X, äëÿ êîòîðîãî íàéäåíî íåêîòîðîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå Z̃ ∈ O(X) âíóò-
ðåííåé çàäà÷è, ïîñêîëüêó îïòèìàëüíîå ðåøåíèå Z̃0 ∈ O(X) ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî êàê îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è öåëî-
÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (19)�(27,) ïî àíà-
ëîãèè ñ êîòîðûì ìîæåò áûòü ïîñòðîåí è àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (19)�(21),
(28)�(34).

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî,÷òî îäíîâðåìåííî ñ âû÷èñëåíèåì âåðõíåé ãðàíèöû
äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (19)�(27) îïðåäåëÿåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå y0 = (y0

i ) çà-
äà÷è ìèíèìèçàöèè îöåíî÷íîé ïñåâäîáóëåâîé ôóíêöèè f 0(y1, . . . , ym). Ýòî ðåøåíèå è ñî-
îòâåòñòâóþùèé åìó âåêòîð x0 = (x0

i ) ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâåííî çàäà÷ (35)�(40) è (19)�(27). Ïðîöåäóðû óëó÷øåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ y0 ìîãóò ñòðîèòüñÿ íà ðàçëè÷íîé îñíîâå, íàïðèìåð, ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàçëè÷íûõ ñõåì ëîêàëüíîãî ïîèñêà.

Ïðèâåäåì îáùóþ ñõåìó àëãîðèòìà óëó÷øåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
y0 = (y0

i ) çàäà÷è (35)�(40). Èäåÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì èçìåíåíèè òå-
êóùåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, èñïîëüçóÿ íàêîïëåííóþ èíôîðìàöèþ î ìíîæåñòâå ¾âå-
ðîÿòíûõ¿ ìåñò ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ.

Àëãîðèòì ñîñòîèò èç ïðåäâàðèòåëüíîãî øàãà è êîíå÷íîãî ÷èñëà îñíîâíûõ øàãîâ. Íà
ïðåäâàðèòåëüíîì øàãå èìååòñÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåííîå y0, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå u0 = (u0

i ) âíóòðåííåé çàäà÷è. Êðîìå òîãî çàäàåòñÿ
íà÷àëüíîå çíà÷åíèå âåêòîðà w = (wi), wi = u0

i , i ∈ I, êîòîðûé óêàçûâàåò íà ¾âåðîÿòíûå
ìåñòà¿ ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ. Ïîñëå ýòîãî íà÷èíàåòñÿ ïåðâûé
îñíîâíîé øàã.

Íà î÷åðåäíîì îñíîâíîì øàãå èìååòñÿ íàèëó÷øåå íàéäåííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
y0 = (y0

i ) è (0, 1)�âåêòîð w = (wi). Ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

min
(yi)

{
−

∑
i∈I

fiyi +
∑
j∈J

bj

∏

i4ij(w)

yi

}
;

yi ∈ {0, 1}, i ∈ I.

Äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ y = (yi) ýòîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëü-
íîå ðåøåíèå ũ = (ũi) âíóòðåííåé çàäà÷è. Åñëè ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå y = (yi)
ëó÷øå èçâåñòíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ y0, òî ðåøåíèå y0 çàìåíÿåòñÿ íà ðåøåíèå y.
Äàëåå ñòðîèòñÿ íîâûé âåêòîð w = (wi) òàêîé, ÷òî wi = min{wi, ũi}. Åñëè â ðåçóëüòàòå ó
âåêòîðà w ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå íóëåâûå êîìïîíåíòû, òî íà÷èíàåòñÿ ñëåäóþùèé îñíîâíîé
øàã, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.
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Abstract. We consider the facility location problems in the presence of competition, when two
competitive �rms open facilities sequentially and each client selects one of the open facilities according
to his preferences and gives a corresponding pro�t to the �rst �rm (Leader) or the second (Follower).
The problem is to �nd a facility location for the Leader which maximizes its pro�t taking into
account the optimal reaction of the Follower. We consider the formulations which di�er in the
Follower's objective function. We formulate models as bilevel linear integer programming problems
and present equivalent formulations of these problems in the form of the bilevel pseudo-Boolean
programming. We present a polynomial time algorithm for the problems in the case where facilities
and clients are points of on a path. The way of construction of an upper bound for optimal values
of the Leader's pro�t is proposed. The corresponding algorithm consists of the construction of
auxiliary pseudo-Boolean function and computing an optimal solution yielding maximal values of
this function. This optimal solution leads us to an approximate solution for the competitive facility
location problems. We present algorithm for sequential improvement of the initial approximate solution.

Key words: competitive facility location, bilevel programming, upper bound, approximate solutions.


