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Àííîòàöèÿ
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðèíÿòèÿ íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ ôèðìîé,

ñòðåìÿùåéñÿ çàâîåâàòü äîëþ íà ðûíêå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôèðìà âûïóñêàåò íà ðû-
íîê ñâîþ ïðîäóêöèþ â óñëîâèÿõ êîíêóðåíöèè, êîãäà íà ðûíîê àíàëîãè÷íóþ ïðîäóêöèþ
ïîñòàâëÿåò äðóãàÿ ôèðìà. Îáå ôèðìû ìîãóò âàðüèðîâàòü ïîñòàâëÿåìûìè íà ðûíîê
âèäàìè ïðîäóêöèè è íàçíà÷àåìûìè öåíàìè íà ðàçëè÷íûå âèäû ïðîäóêöèè, çíàÿ ïðåä-
ïî÷òåíèÿ ïîòðåáèòåëåé ïî âûáîðó ïðîäóêöèè äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ñâîèõ ïîòðåáíîñòåé.
Ïðè ýòîì îáå ôèðìû ñòðåìÿòñÿ ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ïðèáûëü. Ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è âûáîðà íàèëó÷øèõ ðåøåíèé ó÷àñòíèêàìè ðûíêà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó äâóõóðîâíåâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ñâîäèò-
ñÿ ê çàäà÷å êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé. Äëÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ
ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ åå öåëåâîé ôóíêöèè è àë-
ãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåäóðó
ëîêàëüíîãî ïîäúåìà îòíîñèòåëüíî îêðåñòíîñòè ñïåöèàëüíîãî âèäà, íà÷èíàþùåãîñÿ èç
íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî îäíîâðåìåííî ñ âû÷èñëå-
íèåì âåðõíåé ãðàíèöû. Ïðèâîäèòñÿ ÷èñëîâîé ïðèìåð èññëåäóåìîé çàäà÷è, íà êîòîðîì
äåìîíñòðèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà.

1 Ââåäåíèå
Â ìîíîãðàôèè Øòàêåëüáåðãà [13], ïîñâÿùåííîé ðûíî÷íîé ýêîíîìèêå, êîíêóðåíöèÿ íà ðûí-
êå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ìíîãîýòàïíîé ìîäåëè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ýòà ìîäåëü, íàçû-
âàåìàÿ åùå èãðîéØòàêåëüáåðãà, îïèñûâàåò ñèòóàöèþ ñîïåðíè÷åñòâà íà ðûíêå, ïðè êîòîðîì
íà ïåðâîì ýòàïå ïðèíèìàåò ðåøåíèå ôèðìà�ëèäåð, à íà âòîðîì ýòàïå ñ ó÷åòîì ýòîãî ðå-
øåíèÿ ïðèíèìàåò ñâîå ðåøåíèå ôèðìà�ïîñëåäîâàòåëü. Ïðè ýòîì îáå ôèðìû ïðåñëåäóþò è
ñòðåìÿòñÿ äîñòè÷ü ñâîè ñîáñòâåííûå, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå öåëè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîíêóðåíòíîé áîðüáû íà ðûí-
êå ïðîäóêöèè íåêîòîðûõ âèäîâ äâóõ ïðîèçâîäèòåëåé ýòîé ïðîäóêöèè: ôèðìû�ëèäåðà è
ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ, ïðè èõ ïîñëåäîâàòåëüíîì âõîæäåíèè íà ðûíîê è â ïðåäïîëîæå-
íèè äèñêðåòíîñòè êàê ñàìèõ âèäîâ ïðîäóêöèè òàê è âîçìîæíûõ ñïåêòðîâ öåí íà ïðîäóê-
öèþ êàæäîãî âèäà. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé ó÷àñòíèêàìè ðûíêà â ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê
ìíîãîýòàïíûé ïðîöåññ. Íà ïåðâîì ýòàïå ôèðìà�ëèäåð ïðèíèìàåò ðåøåíèå î òîì, êàêóþ
ïðîäóêöèþ è ïî êàêèì öåíàì ïðåäëîæèòü ðûíêó. Íà âòîðîì ýòàïå ôèðìà�ïîñëåäîâàòåëü
ñ ó÷åòîì ðåøåíèÿ, ïðèíÿòîãî ôèðìîé�ëèäåðîì, äåëàåò ñâîé âûáîð, ñòðåìÿñü ïðåäëîæèòü
ðûíêó áîëåå ïðèâëåêàòåëüíóþ ïðîäóêöèþ ïî, âîçìîæíî, áîëåå íèçêèì öåíàì, ÷òîáû çàõâà-
òèòü ÷àñòü ïîòðåáèòåëåé. Íàêîíåö, íà òðåòüåì ýòàïå êàæäûé ïîòðåáèòåëü, èñõîäÿ èç ñâîèõ
ñîáñòâåííûõ öåëåé (ïðåäïî÷òåíèé), ïðèîáðåòàåò íà ðûíêå èíòåðåñóþùóþ åãî ïðîäóêöèþ è
ïðèíîñèò äîõîä ëèáî ôèðìå�ëèäåðó, ëèáî ôèðìå�ïîñëåäîâàòåëþ. Öåëü ôèðìû�ëèäåðà ñî-
ñòîèò â âûáîðå òàêîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå äàåò íàèáîëüøóþ ïðèáûëü â óñëîâèÿõ, êîãäà ôèðìà

∗Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-
íèé (ïðîåêò 08�07�00037) è Ïðåçèäèóìà ÑÎ ÐÀÍ (ìåæäèñöèïëèíàðíûé èíòåãðàöèîííûé ïðîåêò � 69).
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ïîñëåäîâàòåëü òàêæå ñòðåìèòüñÿ ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü, "çàõâàòèâ" ÷àñòü ïî-
òðåáèòåëåé. Â ýêîíîìè÷åñêîé ëèòåðàòóðå (ñì. îáçîð [12]) ïîäîáíûå ìîäåëè ðàññìàòðèâàþòñÿ
÷àùå âñåãî â íåïðåðûâíûõ ïîñòàíîâêàõ è èçó÷àþòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ
êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé, ïîçâîëÿþùèõ äîñòè÷ü ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ íèæå çàäà÷à âûáîðà íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ ôèðìîé�ëèäåðîì ôîðìóëè-
ðóåòñÿ êàê çàäà÷à äâóõóðîâíåâîãî öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
èçâåñòíóþ çàäà÷ó êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé (ñðåäñòâ îáñëóæèâàíèÿ). Ëèòå-
ðàòóðó, ïîñâÿùåííóþ ýòîé çàäà÷å è åå ÷àñòíûì ñëó÷àÿì, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîæíî ñ÷è-
òàòü îáøèðíîé [3, 4, 6�11]. Ñðåäè ýòèõ ïóáëèêàöèé ñëåäóåò âûäåëèòü ðàáîòó [6], â êîòîðîé
ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñ ôèêñèðîâàííûìè çàòðàòàìè íà ðàçìåùåíèå ñðåäñòâ îáñëóæèâà-
íèÿ. Âìåñòå ñ òåì, ÷èñëî ðàáîò, ãäå ïîìèìî îáñóæäåíèÿ ïîñòàíîâîê çàäà÷ ïðåäëàãàëèñü áû
åùå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé èëè âåðõíèõ ãðàíèö äëÿ çíà÷åíèé öåëåâûõ
ôóíêöèé íå ñòîëü âåëèêî. Îòìåòèì ðàáîòû [3, 10], â êîòîðûõ ïðåäëàãàþòñÿ àëãîðèòìû ðå-
øåíèÿ çàäà÷è â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÷èñëî îáúåêòîâ, îòêðûâàåìûõ ôèðìîé�ïîñëåäîâàòåëåì
îòíîñèòåëüíî íåâåëèêî èëè äàæå ðàâíÿåòñÿ åäèíèöå.

Â [2] ïðåäëîæåí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû äëÿ ëèíåéíîãî âàðèàíòà çàäà÷è
êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ñðåäñòâ îáñëóæèâàíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò ñïîñîá ïåðåíî-
ñèòñÿ íà ñëó÷àé çàäà÷è êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ñðåäñòâ îáñëóæèâàíèÿ îáùåãî âèäà. Àë-
ãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ
ïðåäïðèÿòèé (ñðåäñòâ îáñëóæèâàíèÿ). Ïðåäëàãàåòñÿ òàêæå àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è. Àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåäóðó ëîêàëüíîãî
ïîäúåìà, èñïîëüçóþùóþ îêðåñòíîñòü ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ýòîé ïðîöå-
äóðû ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â âèäå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà. Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà
íà÷èíàåò ïîèñê ñ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî îäíîâðåìåííî ñ âû÷èñ-
ëåíèåì âåðõíåé ãðàíèöû.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå äàåòñÿ îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîíêóðåíòíîé áîðüáû íà
ðûíêå, â ðàìêàõ êîòîðîé ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à ïðèíÿòèÿ íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ ôèðìîé�
ëèäåðîì. Ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê èçâåñòíàÿ çàäà÷à äâóõóðîâíåâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ � çàäà÷à êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé (ñðåäñòâ îáñëóæèâà-
íèÿ). Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ çàäà÷è êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðè-
ÿòèé è ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è, à ÷åòâåðòûé ðàçäåë � îïèñàíèþ àëãîðèòìà ïîèñêà ïðèáëèæåííî-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â ïÿòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ÷èñëîâîé ïðèìåð ïðåäëîæåííîé ìîäåëè,
íà êîòîðîì èëëþñòðèðóåòñÿ ðàáîòà àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû è ïîñòðîåíèÿ
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è.

2 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
Ïîñòðîèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ îòðàæàåò êîíêóðåíòíóþ áîðüáó íà ðûíêå ïðî-
äóêöèè íåêîòîðûõ âèäîâ äâóõ ôèðì: ôèðìû�ëèäåðà è ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ. Ðåøåíèÿ â
ýòîé áîðüáå ïðèíèìàþò âñå ó÷àñòíèêè ðûíêà: ôèðìà�ëèäåð, ôèðìà�ïîñëåäîâàòåëü è ïîòðå-
áèòåëè ðàññìàòðèâàåìîé ïðîäóêöèè. Ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ýòèõ ðåøåíèé óäîáíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ñëåäóþùåãî òðåõýòàïíîãî ïðîöåññà.

Íà ïåðâîì ýòàïå ôèðìà�ëèäåð ïðèíèìàåò ðåøåíèå î òîì, êàêèå âèäû ïðîäóêöèè è ïî
êàêèì öåíàì ðåàëèçîâûâàòü íà ðûíêå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôèðìà�ïîñëåäîâàòåëü òàêæå ìîæåò
ïðåäëîæèòü ðûíêó àíàëîãè÷íóþ ïðîäóêöèþ.

Íà âòîðîì ýòàïå ôèðìà�ïîñëåäîâàòåëü, çíàÿ ðåøåíèå ôèðìû�ëèäåðà, ïðèíèìàåò ñâîå
ðåøåíèå î âèäàõ ïðîäóêöèè, ïðåäëàãàåìûõ ðûíêó, è öåíàõ íà ýòè âèäû ïðîäóêöèè.

Íà òðåòüåì ýòàïå êàæäûé ïîòðåáèòåëü, èìåÿ âîçìîæíîñòü âûáðàòü äëÿ óäîâëåòâî-
ðåíèÿ ñâîåé ïîòðåáíîñòè ïðîäóêöèþ îáåèõ ôèðì, ïðèíèìàåò ðåøåíèå â ñîîòâåòñòâèè ñî
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ñâîèìè ïðåäïî÷òåíèÿìè (öåëÿìè) è ïðèíîñèò äîõîä ëèáî ôèðìå�ëèäåðó, ëèáî ôèðìå�
ïîñëåäîâàòåëþ èëè óäîâëåòâîðÿåò ñâîþ ïîòðåáíîñòü íà äðóãîì ðûíêå.

Çàäà÷à âûáîðà íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ ôèðìû�ëèäåðà ñîñòîèò â âûáîðå òàêîãî ðåøåíèÿ,
êîòîðîå äàåò íàèáîëüøóþ ïðèáûëü â óñëîâèÿõ, êîãäà ôèðìà�ïîñëåäîâàòåëü òàêæå ñòðå-
ìèòüñÿ ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü, "çàõâàòèâ" ÷àñòü ïîòðåáèòåëåé. Ïðè ýòîì ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôèðìà�ëèäåð, ïðèíèìàÿ ñâîå ðåøåíèå, èìååò òî÷íûé ïðîãíîç î âèäàõ ïðî-
äóêöèè, êîòîðûå ìîæåò ïðåäëîæèòü ðûíêó ôèðìà�ïîñëåäîâàòåëü, è î âîçìîæíîì ñïåêòðå
öåí íà ïðîäóêöèþ ýòèõ âèäîâ. Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îáå ôèðìû çíàþò ïðåäïî÷òåíèÿ
êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ, ñôîðìèðîâàííûõ ñ ó÷åòîì öåí íà ïðîäóêöèþ.

Ïðè ôîðìàëüíîé çàïèñè ýòîé çàäà÷è áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå
ïðåäïîëîæåíèÿ. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðèáûëü ôèðìû îò ïðîäóêöèè òîãî èëè èíîãî âèäà ñêëà-
äûâàåòñÿ èç äîõîäîâ çà âû÷åòîì ðàñõîäîâ îò ðåàëèçàöèè ïîòðåáèòåëÿì ïðîäóêöèè äàííîãî
âèäà ìèíóñ òàê íàçûâàåìûå ôèêñèðîâàííûå çàòðàòû, ñâÿçàííûå, íàïðèìåð, ñ çàòðàòàìè
íà îðãàíèçàöèþ ïðîèçâîäñòâà (ïîñòàâîê) ïðîäóêöèè, çàòðàò íà ðåêëàìó è ò.ï. Äîõîä îò
ïðîäóêöèè äàííîãî âèäà îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì ðåàëèçîâàííîé ïîòðåáèòåëÿì ïðîäóê-
öèè è åå öåíîé. Ïðè ýòîì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñïåêòð öåí, êîòîðûå ìîæíî íàçíà÷èòü
ñâîåé ïðîäóêöèè ôèðìà�ëèäåð èëè ôèðìà�ïîñëåäîâàòåëü, íå ñëèøêîì âåëèê è îãðàíè÷åí
êîíå÷íûì íàáîðîì çíà÷åíèé, íàïðèìåð, íèçêàÿ, ñðåäíÿÿ è âûñîêàÿ öåíà.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I = {1, . . . , m} ìíîæåñòâî âèäîâ ïðî-
äóêöèè, êîòîðûå ìîãóò îáðàùàòüñÿ íà ðàññìàòðèâàåìîì ðûíêå. Êàæäûé ýëåìåíò i ∈ I
ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó êîíêðåòíîìó âèäó ïðîäóêöèè, êîòîðûé ðåàëèçóåòñÿ íà ðûíêå ïî
êîíêðåòíîé öåíå. Ýòîò âèä ïðîäóêöèè áóäåì íàçûâàòü âèäîì i. Òàêèì îáðàçîì, åñëè äâà
âèäà ïðîäóêöèè ÿâëÿþòñÿ ïðîäóêöèåé îäíîãî è òîãî æå ôèçè÷åñêîãî ñâîéñòâà, íî èìåþò
ðàçíûå öåíû, òî ýòè âèäû ïðîäóêöèè ïðåäñòàâëåíû â ìíîæåñòâå I ðàçíûìè ýëåìåíòàìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç IL è IF ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà I, îçíà÷àþùèå ìíîæåñòâà âèäîâ
ïðîäóêöèè, êîòîðûå ìîãóò ïðåäëîæèòü ðûíêó ñîîòâåòñòâåííî ôèðìà�ëèäåð è ôèðìà�
ïîñëåäîâàòåëü. Ñ÷èòàåì, ÷òî IL ∪ IF = I è ÷òî â îáùåì ñëó÷àå IL ∩ IF 6= Ø.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî i ∈ I èçâåñòíû ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:
ci �öåíà, ïî êîòîðîé ïðîäóêöèÿ âèäà i ðåàëèçóåòñÿ íà ðûíêå;
ai �óäåëüíûå çàòðàòû, ñâÿçàííûå ñ ïðîèçâîäñòâîì è ðåàëèçàöèåé íà ðûíêå ïðîäóêöèè

âèäà i;
fi � ôèêñèðîâàííûå çàòðàòû ôèðìû�ëèäåðà, ñâÿçàííûå ñ ïðîèçâîäñòâîì è ðåàëèçàöèåé

íà ðûíêå ïðîäóêöèè âèäà i; ñ÷èòàåì, ÷òî fi = ∞ äëÿ i /∈ IL;
gi � ôèêñèðîâàííûå çàòðàòû ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðîèçâîäñòâîì è ðåà-

ëèçàöèåé íà ðûíêå ïðîäóêöèè âèäà i; ñ÷èòàåì, ÷òî gi = ∞ äëÿ i /∈ IF ;
Îáîçíà÷èì ÷åðåç J = {1, . . . , n} ìíîæåñòâî ïîòðåáèòåëåé ïðîäóêöèè, ðåàëèçóåìîé íà

ðûíêå. Êàæäûé ýëåìåíò j ∈ J îáîçíà÷àåò íåêîòîðîãî ïîòðåáèòåëÿ, êîòîðîãî áóäåì íàçû-
âàòü ïîòðåáèòåëåì j. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïîòðåáèòåëü âûáèðàåò íà ðûíêå ïðîäóêöèþ äëÿ óäîâëå-
òâîðåíèÿ ïîòðåáíîñòè, èñõîäÿ èç ñîáñòâåííûõ ïðåäïî÷òåíèé. Ýòè ïðåäïî÷òåíèÿ çàäàþòñÿ
ëèíåéíûì ïîðÿäêîì Âj íà ìíîæåñòâå I. Îòíîøåíèå i Âj k äëÿ i, k ∈ I îçíà÷àåò, ÷òî åñëè
íà ðûíêå ïðèñóòñòâóåò ïðîäóêöèÿ âèäà i è ïðîäóêöèÿ âèäà k, òî ïîòðåáèòåëü j ïðåäïî÷òåò
ïðîäóêöèþ âèäà i. Ñ÷èòàåì òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, k ∈ I îòíîøåíèå i <j k îçíà÷àåò ëèáî
i Âj k, ëèáî i = k.

Äëÿ i ∈ I, j ∈ J ÷åðåç qij îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî åäèíèö ïðîäóêöèè âèäà i, êîòîðîå
íåîáõîäèìî ïîòðåáèòåëþ j äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ åãî ïîòðåáíîñòè. Ñ÷èòàåì, ÷òî qij = 0, åñ-
ëè ïðîäóêöèÿ âèäà i íå ïðèãîäíà äëÿ ïîòðåáèòåëÿ j. Äëÿ i ∈ I, j ∈ J îáîçíà÷èì ÷åðåç
pij âåëè÷èíó qij(ci − ai), ðàâíóþ ïðèáûëè, êîòîðóþ ïîëó÷àåò ôèðìà�ëèäåð èëè ôèðìà�
ïîñëåäîâàòåëü, åñëè ïîòðåáèòåëü j âûáèðàåò ïðîäóêöèþ âèäà i äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ñâîåé
ïîòðåáíîñòè. Äëÿ âñÿêîãî j ∈ J ÷åðåç Aj îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî {i ∈ I | pij > 0} äîïóñòèìûõ
âèäîâ ïðîäóêöèè äëÿ ïîòðåáèòåëÿ j. Ñ÷èòàåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ðûíîê óäîâëåòâîðÿåò
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ïîòðåáíîñòü ïîòðåáèòåëÿ j, åñëè íà íåì ïðèñóòñòâóåò ïðîäóêöèÿ õîòÿ áû îäíîãî âèäà èç
ìíîæåñòâà Aj .

Äëÿ ôîðìàëüíîé çàïèñè çàäà÷è ââåäåì ñëåäóþùèå ïåðåìåííûå:
xi � ïåðåìåííàÿ, ïîêàçûâàþùàÿ ïðåäëàãàåò ëè ðûíêó ôèðìà�ëèäåð ïðîäóêöèþ âèäà

i ∈ I; xi = 1, åñëè ïðåäëàãàåò, è xi = 0, åñëè íåò;
xij � ïåðåìåííàÿ, ïîêàçûâàþùàÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè ïðîäóêöèÿ âèäà i ∈ IL, ïðåäëàãàåìàÿ

ôèðìîé�ëèäåðîì, íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé äëÿ ïîòðåáèòåëÿ j ∈ J ñðåäè âñåõ âèäîâ
ïðîäóêöèè, ïðåäëàãàåìûõ ðûíêó ôèðìîé�ëèäåðîì; xij = 1, åñëè ÿâëÿåòñÿ, è xij = 0, åñëè
íåò.

zi � ïåðåìåííàÿ, ïîêàçûâàþùàÿ ïðåäëàãàåò ëè ðûíêó ôèðìà�ïîñëåäîâàòåëü ïðîäóêöèþ
âèäà i ∈ I; zi = 1, åñëè ïðåäëàãàåò, è zi = 0, åñëè íåò;

zij � ïåðåìåííàÿ, ïîêàçûâàþùàÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè ïðîäóêöèÿ âèäà i ∈ IF , ïðåäëàãàåìàÿ
ôèðìîé�ïîñëåäîâàòåëåì, íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé äëÿ ïîòðåáèòåëÿ j ∈ J ñðåäè âñåõ
âèäîâ ïðîäóêöèè, ïðåäëàãàåìûõ ðûíêó ôèðìîé�ëèäåðîì è ôèðìîé�ïîñëåäîâàòåëåì; zij =
1, åñëè ÿâëÿåòñÿ, è zij = 0, åñëè íåò.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé è óêàçàííûõ ïåðåìåííûõ çàäà÷à âûáîðà íàè-
ëó÷øåãî ðåøåíèÿ ôèðìîé�ëèäåðîì â êîíêóðåíòíîé áîðüáå íà ðûíêå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

max
(xi),(xij)

{
−

∑

i∈I

fixi +
∑

j∈J

(∑

i∈I

pijxij

)(
1−

∑

i∈I

z̃ij

)}
(1)

xi +
∑

k|iÂjk

xkj ≤ 1, i ∈ I, j ∈ J ; (2)

xi ≥ xij , i ∈ I, j ∈ J ; (3)

xi, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J ; (4)

(
(z̃i), (z̃ij)

)
� îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (6)�(8); (5)

max
(zi),(zij)

{
−

∑

i∈I

gizi +
∑

j∈J

∑

i∈I

pijzij

}
; (6)

xi + zi +
∑

k|iÂjk

zkj ≤ 1, i ∈ I, j ∈ J ; (7)

zi ≥ zij , i ∈ I, j ∈ J ; (8)

zi, zij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J. (9)
Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (1) ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è âûðàæàåò âåëè÷èíó ïðèáûëè, ïîëó-

÷àåìîé ôèðìîé�ëèäåðîì ñ ó÷åòîì ïîòåðè äîõîäîâ çà ñ÷åò "çàõâàòà" ÷àñòè ïîòðåáèòåëåé
ôèðìîé�ïîñëåäîâàòåëåì. Íåðàâåíñòâî (2) îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ïðàâèëà âûáîðà ïîòðå-
áèòåëåì j ïðîäóêöèè äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ñâîåé ïîòðåáíîñòè. Ýòî æå íåðàâåíñòâî ãàðàíòè-
ðóåò, ÷òî ïîòðåáèòåëü j äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ñâîåé ïîòðåáíîñòè ìîæåò âûáèðàòü ïðîäóêöèþ
íå áîëüøå ÷åì îäíîãî âèäà. Îãðàíè÷åíèå (3) îçíà÷àåò, ÷òî ïîòðåáèòåëü j ìîæåò âûáðàòü
ïðîäóêöèþ ôèðìû�ëèäåðà òîëüêî òàêîãî âèäà i, êîòîðàÿ èìååòñÿ íà ðûíêå. Àíàëîãè÷íûé
ñìûñë èìåþò öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (6) è îãðàíè÷åíèÿ (7), (8). Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (6) âûðàæàåò
ñóììàðíóþ ïðèáûëü, ïîëó÷àåìóþ ôèðìîé�ïîñëåäîâàòåëåì, à íåðàâåíñòâî (7) îáåñïå÷èâàåò
âûïîëíåíèå ïðàâèëà âûáîðà ïîòðåáèòåëåì j íàèëó÷øåãî âèäà ïðîäóêöèè ñðåäè âñåõ âèäîâ
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ïðîäóêöèè, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðûíêå êàê ôèðìîé�ëèäåðîì, òàê è ôèðìîé�ïîñëåäîâàòåëåì.
Ïîìèìî ýòîãî, îãðàíè÷åíèå (7) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîäóêöèÿ îäíîãî è òîãî æå âèäà íå ìîæåò
áûòü ïðåäëîæåíà ðûíêó è ôèðìîé�ëèäåðîì è ôèðìîé�ïîñëåäîâàòåëåì.

Ïðåäñòàâëåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà (1)�(9) çàäà÷è âûáîðà íàèëó÷øåãî ðå-
øåíèÿ ôèðìîé�ëèäåðîì â êîíêóðåíòíîé áîðüáå íà ðûíêå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó, èç-
âåñòíóþ êàê çàäà÷à êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé (ñðåäñòâ îáñëóæèâàíèÿ) [2].
Ýòà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ äâóõóðîâíåâîé çàäà÷åé öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [5]. Êàê
è âñÿêàÿ çàäà÷à äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îíà âêëþ÷àåò çàäà÷ó âåðõíåãî óðîâ-
íÿ (1)�(4), êîòîðóþ íàçîâåì çàäà÷åé L è çàäà÷ó íèæíåãî óðîâíÿ (6)�(9), êîòîðóþ íàçîâåì
çàäà÷åé F .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X =
(
(xi), (xij)

)
äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è L è ïðè ôèêñèðîâàííîì

äîïóñòèìîì ðåøåíèè X îáîçíà÷èì ÷åðåç Z̃ =
(
(z̃i), (z̃ij)

)
îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è F ,

à ÷åðåç O(X) � ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è F . Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(X, Z̃)
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è L íà äîïóñòèìîì ðåøåíèè X è îïòèìàëüíîì ðåøåíèè
Z̃ ∈ O(X).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ X îïòèìàëüíîå ðåøåíèå Z̃
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, òî åñòü ìíîæåñòâî O(X) ÿâëÿåòñÿ îäíîýëåìåíòíûì, òî çíà÷åíèå
L(X, Ỹ ) äëÿ âñÿêîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ X âû÷èñëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Â ýòîì ñìûñëå çàäà-
÷à (1)�(9) ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé è âîïðîñ î òîì, ÷òî åñòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è L íå
âîçíèêàåò. Äîïóñòèìîå ðåøåíèå X? çàäà÷è L ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è L,
åñëè äëÿ âñÿêîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî L(X?, Ỹ ?) ≥ L(X, Ỹ ),
ãäå Ỹ ? ∈ O(X?), Ỹ ∈ O(X).

Åñëè æå äëÿ íåêîòîðûõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé X ìíîæåñòâî O(X) âêëþ÷àåò áîëåå îäíîãî
ýëåìåíòà è ïðè ýòîì äëÿ ðàçëè÷íûõ Z̃1 ∈ O(X), Z̃2 ∈ O(X) èìååì L(X, Z̃1) 6= L(X, Z̃2), òî
ïðèâåäåííàÿ ôîðìóëèðîâêà (1)�(9) çàäà÷è âûáîðà íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ ôèðìîé�ëèäåðîì
íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé. ×òîáû ñäåëàòü åå òàêîâîé, íåîáõîäèìî óòî÷íèòü è îòðàçèòü â ìî-
äåëè ïðàâèëî âûáîðà ôèðìîé�ïîñëåäîâàòåëåì îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ Z̃ ∈ O(X). Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè êîíêóðåíòíîé áîðüáû íà ðûíêå ôèðìà�
ïîñëåäîâàòåëü ïðèìåò òàê íàçûâàåìóþ íåêîîïåðàòèâíóþ ëèíèþ ïîâåäåíèÿ, ïðè êîòîðîé èç
âñåõ âîçìîæíûõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé Z̃ ∈ O(X) áóäåò âûáðàíî òàêîå ðåøåíèå, êîòîðîå
ïðèâåäåò ê íàèìåíüøåìó çíà÷åíèþ L(X, Z̃) öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è L.

Â ñëó÷àå íåêîîïåðàòèâíîãî ïîâåäåíèÿ ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ ïîëó÷àåì ôîðìóëèðîâêó
çàäà÷è âûáîðà íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ ôèðìîé�ëèäåðîì, îòëè÷àþùóþñÿ îò çàäà÷è (1)�(9)
òîëüêî óñëîâèåì (1), êîòîðîå ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

max
(xi),(xij)

min
(z̃i),(z̃ij)

{
−

∑

i∈I

fixi +
∑

j∈J

(∑

i∈I

pijxij

)(
1−

∑

i∈I

z̃ij

)}
(1′)

Çàäà÷à (1′), (2)�(9) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèííîé äâóõóðîâíåâîé çàäà÷åé öåëî÷èñëåííîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è âåðõíåãî óðîâíÿ L′ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1′), (2)�(9) íàçîâåì ïàðó (X, Z),
ãäå X � äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è L′, à Z ∈ O(X) òàêîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, ÷òî
L(X, Z) = min

Z̃∈O(X)
L(X, Z̃). Äîïóñòèìîå ðåøåíèå (X?, Z

?) çàäà÷è (1′), (2)�(9) íàçîâåì
îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1′), (2)�(9), åñëè L(X?, Z

?) ≥ L(X, Z) äëÿ ëþáîãî äîïó-
ñòèìîãî ðåøåíèÿ (X, Z). Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî äîïóñòèìîå ðåøåíèå X? çàäà÷è L′ åñòü îï-
òèìàëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, åñëè ìîæíî óêàçàòü Z

? ∈ O(X?) òàêîå, ÷òî ïàðà (Z?
, X?)

åñòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1′), (2)�(9).
Äîïóñòèìîå ðåøåíèå X çàäà÷è L′ íàçîâåì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è L′, åñëè

ìîæíî óêàçàòü Z ∈ O(X) òàêîå, ÷òî ïàðà (X, Z) åñòü äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (1′), (2)�
(9). Ïîíÿòíî, ÷òî ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è L′ ìîæíî ñ÷èòàòü ëþáîå äîïóñòèìîå
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ðåøåíèå X. Ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå Z ∈ O(X) çàäà÷è F îïðåäåëÿåòñÿ ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìà, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ ýòàïîâ.

Íà ïåðâîì ýòàïå ïðè ôèêñèðîâàííîì ðåøåíèè X ðåøàåòñÿ çàäà÷à F è âû÷èñëÿåòñÿ
íåêîòîðîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå Z̃ =

(
(z̃i), (z̃ij)

)
çàäà÷è F .

Íà âòîðîì ýòàïå ïðè ôèêñèðîâàííûõ ðåøåíèÿõ X è Z̃ ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ âñïîìîãà-
òåëüíàÿ çàäà÷à:

min
(zi),(zij)

∑

j∈J

(∑

i∈I

pijxij

)(
1−

∑

i∈I

zij

)
; (10)

xi + zi +
∑

i≺jk

xkj ≤ 1, i ∈ I, j ∈ J ; (11)

zi ≥ zij , i ∈ I, j ∈ J ; (12)

−
∑

i∈I

gizi +
∑

j∈J

∑

i∈I

pijzij ≥ −
∑

i∈I

giz̃i +
∑

j∈J

∑

i∈I

pij z̃ij ; (13)

zi, zij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J. (14)

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå Z =
(
(zi)(zij)

)
ýòîé çàäà÷è áóäåò èñêîìûì îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì

çàäà÷è F .

3 Âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè çàäà÷è (1′), (2)�(9)

Äàëüíåéøåé íàøåé çàäà÷åé áóäåò ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ X çàäà÷è L′, äëÿ
êîòîðîãî âåëè÷èíà L(X, Z) áûëà áû áëèçêà ê îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ öåëåâîé ôóíêöèè çà-
äà÷è (1′), (2)�(9). Äëÿ îöåíêè ýòîé áëèçîñòè âû÷èñëèì âåðõíþþ ãðàíèöó äëÿ îïòèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (1′), (2)�(9)

Äëÿ âñÿêîãî j ∈ J ïîëîæèì pj = max
i∈Aj∩IL

pij .

Òðèâèàëüíàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ âåëè÷èíû L(X, Z) ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì ðåøåíèè
(X, Z), X =

(
(xi)(xij)

)
, Z =

(
(zi)(zij)

)
âûòåêàåò èç ñïðàâåäëèâîñòè äëÿ âñÿêîãî j ∈ J

ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà
(∑

i∈I

pijxij

)(
1−

∑

i∈I

zij

)
≤ pj max

i∈Aj∩IL

xi.

Ýòî íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî, ïîñêîëüêó åñëè xi = 0 äëÿ âñÿêîãî i ∈ Aj∩IL, òî
∑
i∈I

pijxij = 0.
Îïðåäåëèì äëÿ âñÿêîãî j ∈ J ìíîæåñòâî Ij ⊂ Aj ∩ IL, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî àíà-

ëîãè÷íîå, íî áîëåå ñèëüíîå íåðàâåíñòâî, ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ âåðõíþþ
ãðàíèöó.

Ïóñòü i ∈ Aj ∩ IL, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

N(i) = {k ∈ Aj |k Âj i}

è ìíîæåñòâî
J(i) = {s ∈ J |i <s k äëÿ âñÿêîãî k ∈ As \N(i)}.

Çàìåòèì, ÷òî J(i) 6= Ø ïîñêîëüêó j ∈ J(i).
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Åñëè N(i) = Ø, òî ñ÷èòàåì ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî i ∈ Ij . Ïóñòü N(i) 6= Ø. Äëÿ âñÿêîãî
k ∈ N(i) ∩ IF ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

J(k, i) = {s ∈ J(i)|k Âs i}.

Ñ÷èòàåì, ÷òî i ∈ Ij , åñëè äëÿ êàæäîãî k ∈ N(i) ∩ IF âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

gk >
∑

s∈J(k,i)

pks.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Ij ìîæåò áûòü ïóñòûì, ïîñêîëüêó äàæå äëÿ ýëåìåíòà i0 ∈ Aj ∩ IL

òàêîãî, ÷òî i0 <j i äëÿ âñÿêîãî i ∈ Aj∩IL, ìíîæåñòâî N(i0) ìîæåò áûòü íåïóñòûì è íàéäåòñÿ
k ∈ N(i0) ∩ IF , äëÿ êîòîðîãî íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðèâåäåííîå âûøå íåðàâåíñòâî.

Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ìíîæåñòâà Ij ïîÿñíÿåò ñëåäóþùàÿ ëåììà, óñòàíàâëèâàþùàÿ,
÷òî åñëè ôèðìà�ëèäåð ïëàíèðóåò óäîâëåòâîðÿòü ïîòðåáíîñòü ïîòðåáèòåëÿ j ñâîåé ïðîäóê-
öèåé, íî ïðè ýòîì íå ïðåäëàãàåò ðûíêó ïðîäóêöèþ âèäà i ïðè âñåõ i ∈ Ij , òî ïîòðåáèòåëü
j áóäåò "çàõâà÷åí" ôèðìîé�ïîñëåäîâàòåëåì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè Ij � ïóñòîå ìíîæåñòâî,
ïîòðåáèòåëü j áóäåò "çàõâà÷åí" ôèðìîé�ïîñëåäîâàòåëåì íåçàâèñèìî îò ïðåäëîæåíèé
ôèðìû�ëèäåðà.

Ëåììà 1. Äëÿ âñÿêîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ (X, Z), X =
(
(xi)(xij)

)
, Z =

(
(zi)(zij)

)
çàäà÷è (1′), (2)�(9) è âñÿêîãî j ∈ J òàêèõ, ÷òî

∑
i∈I

pijxij > 0 è xi = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ Ij ,

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
∑
i∈I

zij = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ J òðåáóåìîå ðàâåíñòâî íå
âûïîëíÿåòñÿ è ïóñòü xi0j = 1 äëÿ íåêîòîðîãî i0 ∈ I. Ïîñêîëüêó pi0j > 0, òî i0 ∈ Aj . Ðàñ-
ñìîòðèì ìíîæåñòâî N(i0) è çàìåòèì, ÷òî zk = 0 äëÿ ëþáîãî k ∈ N(i0). Ðàññìîòðèì òàêæå
ìíîæåñòâî J(i0) è îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî s ∈ J(i0) ñîîòíîøåíèå i0 Âs i âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
ëþáîãî i ∈ Aj òàêîãî, ÷òî zi = 1. Ïîñêîëüêó xi0 = 1, òî i0 /∈ Ij è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ
k ∈ N(i0) ∩ IF , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî J(k, i0) ⊂ J(i0) òàêîå, ÷òî

gk ≤
∑

s∈J(k,i0)

pks.

Êðîìå òîãî, äëÿ âñÿêîãî s ∈ J(k, i0) èìååì k Âs i0 è i0 Âs i äëÿ ëþáîãî i ∈ Aj òàêîãî, ÷òî
zi = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå Z

′ =
(
(z′i), (z

′
ij)

)
, îòëè÷àþùååñÿ îò èñõîäíîãî îïòèìàëü-

íîãî ðåøåíèÿ Z ëèøü òåì, ÷òî z′k = 1, z′kj = 1 äëÿ j ∈ J(k, i0) òàêæå áóäåò îïòèìàëüíûì
ðåøåíèåì. Êðîìå òîãî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî L(X, Z

′) < L(X, Z). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òî-
ìó, ÷òî (X, Z) �äîïóñòèìîå ðåøåíèå. Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ âñÿêîãî j ∈ J ïîëîæèì pj = max
i∈Ij

pij . Åñëè Ij = Ø, òî pj = 0.

Ëåììà 2. Äëÿ âñÿêîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ (X, Z), X =
(
(xi)(xij)

)
, Z =

(
(zi)(zij)

)
çàäà÷è (1′), (2)�(9) ïðè ëþáîì j ∈ J âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(∑

i∈I

pijxij

)(
1−

∑

i∈I

zij

)
≤ pj max

i∈Ij

xi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ∑
i∈I

pijxij = 0, òî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè xi = 1 äëÿ

íåêîòîðîãî i ∈ Ij , òî íåðàâåíñòâî òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü
∑
i∈I

pijxij > 0 è ïóñòü xi = 0
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äëÿ âñÿêîãî i ∈ Ij . Òîãäà â ñèëó ëåììû 1 èìååì
∑
i∈I

zij = 1 è òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî
âûïîëíÿåòñÿ. Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëèì ìàòðèöó (hij), i ∈ I, j ∈ J , ïîëîæèâ

hij =
{

0, åñëè i ∈ Ij

1 èíà÷å;

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Âåëè÷èíà
∑

j∈J

pj −min
(xi)

{∑

i∈I

fixi +
∑

j∈J

min
i|xi=1

pjhij

}

ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (1′),
(2)�(9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ (X, Z), X =
(
(xi)(xij)

)
, Z =(

(zi)(zij)
)
çàäà÷è (1′), (2)�(9) â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû è ðàâåíñòâà

max
i∈Ij

xi = max
i|xi=1

(1− hij)

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

L(X, Z) = −
∑

i∈I

fixi +
∑

j∈J

(∑

i∈I

pijxij

)(
1−

∑

i∈I

zij

)
≤

−
∑

i∈I

fixi +
∑

j∈J

pj max
i∈Ij

xi =

−
∑

i∈I

fixi +
∑

j∈J

pj max
i|xi=1

(1− hij) =

∑

j∈J

pj −
(∑

i∈I

fixi +
∑

j∈J

min
i|xi=1

pjhij

)
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî âåëè÷èíà

max
xi

{∑

j∈J

pj −
(∑

i∈I

fixi +
∑

j∈J

min
i|xi=1

pjhij

)}
=

∑

j∈J

pj −min
xi

{∑

i∈I

fixi +
∑

j∈J

min
i|xi=1

pjhij

}

áóäåò èñêîìîé âåðõíåé ãðàíèöåé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç ïðåäñòàâëåííîãî âèäà âåðõíåé ãðàíèöû ñëåäóåò, ÷òî åå âû÷èñëåíèå ñâîäèòñÿ ê ðå-
øåíèþ õîðîøî èçâåñòíîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé (ñðåäñòâ îáñëóæèâàíèÿ) [1, 8].
Ïîýòîìó àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû âêëþ÷àåò äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ñòðî-
ÿòñÿ èñõîäíûå äàííûå (îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöà (hij), i ∈ I, j ∈ J) ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
ðàçìåùåíèÿ ñðåäñòâ îáñëóæèâàíèÿ, à íà âòîðîì ýòàïå îïðåäåëÿåòñÿ åå îïòèìàëüíîå ðåøå-
íèå (x?

i ), i ∈ I.
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Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû (hij), i ∈ I, j ∈ J ñîñòîèò èç n øàãîâ. Íà j-ì øàãå
ïðè ôèêñèðîâàííîì ýëåìåíòå j ∈ J âûïîëíÿåòñÿ m îäíîòèïíûõ ïîäøàãîâ. Íà i-ì ïîäøàãå
âû÷èñëÿåòñÿ ýëåìåíò hij . Â íà÷àëå ïîëàãàåòñÿ hij = 0. Åñëè i /∈ Aj èëè fi = ∞, òî ïîëàãàåòñÿ
hij = 1. Ïóñòü i ∈ Aj è fi 6= ∞. Ïðåæäå âñåãî, äëÿ âñÿêîãî s ∈ J âû÷èñëÿåòñÿ íàèëó÷øèé
ýëåìåíò is ìíîæåñòâà As \ N(i) ïî îòíîøåíèþ Âs, òî åñòü òàêîé ýëåìåíò, ÷òî is <s k äëÿ
âñÿêîãî k ∈ As \ N(i). Åñëè As \ N(i) = Ø, òî ïîëàãàåòñÿ is = i. Äàëåå äëÿ êàæäîãî k ∈
I, gk 6= ∞, òàêîãî ÷òî k Âj i îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòû s ∈ J , äëÿ êîòîðûõ âåðíû ñîîòíîøåíèÿ
i <s is è k Âs i, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà J(k, i) = {s ∈ J |i <s is, k Âs i}.
Îäíîâðåìåííî ïðîâåðÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

gk ≤
∑

s|i<sis,kÂsi

pks.

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ I, gk 6= ∞, k Âj i, íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òî ïîëàãàåòñÿ hij = 1.
Ïîñëå ýòîãî íà÷èíàåòñÿ ñëåäóþùèé ïîäøàã.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ îäíîãî ïîäøàãà òðåáóåòñÿ âðåìÿ O(mn), ïîýòîìó
âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ïåðâîãî ýòàïà àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû îöåíèâàåòñÿ
âåëè÷èíîé O(m2n2).

Íà âòîðîì ýòàïå àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ñðåäñòâ îáñëóæèâàíèÿ ìî-
æåò áûòü èñïîëüçîâàí öåëûé ðÿä àëãîðèòìîâ [1, 8], ïîñòðîåííûõ íà èäåÿõ ìåòîäîâ íåÿâíîãî
ïåðåáîðà è ëîêàëüíîãî ïîèñêà, âêëþ÷àÿ êîììåð÷åñêèå ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

4 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1′), (2)�(9)

Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1′), (2)�(9) ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ëþáîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå X çàäà÷è L′. Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè L(X,Z)
íà ñîîòâåòñòâóþùåì äîïóñòèìîì ðåøåíèè (X, Z) çàäà÷è (1′), (2)�(9) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðå-
øåíèþ X îäíîçíà÷íî. Êðîìå òîãî, ñàìî äîïóñòèìîå ðåøåíèå X =

(
(xi)(xij)

)
îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ (0, 1)�âåêòîðîì (xi). Ïîýòîìó äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (1′), (2)�(9) ìîæíî
îòîæäåñòâëÿòü ñ (0, 1)�âåêòîðîì (xi). Ïî ëþáîìó òàêîìó âåêòîðó (xi) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ çíà÷åíèå L(X, Z) öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (1′), (2)�(9) íà ñîîòâåòñòâóþùåì äîïóñòèìîì
ðåøåíèè (X, Z).

Îòìåòèì, ÷òî îäíîâðåìåííî ñ âû÷èñëåíèåì âåðõíåé ãðàíèöû äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà-
÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (1′), (2)�(9) îïðåäåëÿåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (x?

i ) ñîîò-
âåòñòâóþùåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ñðåäñòâ îáñëóæèâàíèÿ. Ýòî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê íà÷àëüíîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1′), (2)�(9). Íî ïîñêîëüêó
ìû çàèíòåðåñîâàíû â ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè
áëèçêèì ê îïòèìàëüíîìó, òî ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó óëó÷øåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ òàêîé ïðîöåäóðû èñïîëüçóåì ïðîöåäóðó ëîêàëüíîãî ïîèñêà ïî
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè. Â ñëó÷àå ëîêàëüíîãî ïîèñêà â ìíîæåñòâå (0, 1)�âåêòîðîâ x = (xi)
îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ îêðåñòíîñòü

N(x) = {y | d(x, y) ≤ 1 èëè d(x, y) ≤ 2, d(0, x) = d(0, y)},
ãäå d(x, y) � ðàññòîÿíèå Õýììèíãà , ðàâíîå ÷èñëó íåñîâïàäàþùèõ êîìïîíåíò (0, 1)�âåêòîðîâ
x è y. Ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà ïîëó÷àþòñÿ èç âåêòîðà x èçìåíåíèåì çíà÷åíèÿ îäíîé
êîìïîíåíòû èëè èçìåíåíèåì çíà÷åíèé äâóõ êîìïîíåíò, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå. Â
íàøåì ñëó÷àå ïîèñê ïî îêðåñòíîñòè N(x) ìîæåò áûòü çàòðóäí¼í, ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå
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äëÿ êàæäîãî âåêòîðà y ∈ N(x) ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ (X, Z) çàäà÷è
(1′), (2)�(9) ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî òðóäîåìêîé ïðîöåäóðîé õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî äëÿ åå
ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìî âñÿêèé ðàç ðåøèòü äâå çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó îïðåäåëèì äëÿ (0, 1)�âåêòîðà x îêðåñòíîñòü N0(x) ⊂ N(x), âêëþ÷à-
þùóþ ëèøü îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå ÷èñëî íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ âàðèàíòîâ èçìåíåíèÿ
âåêòîðà x. Â êà÷åñòâå îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêè, ïî çíà÷åíèþ êîòîðîé áóäåì îöåíèâàòü
öåëåñîîáðàçíîñòü âêëþ÷åíèÿ (èëè èñêëþ÷åíèÿ) ïðîäóêöèè äàííîãî âèäà â ïåðñïåêòèâíîå
ðåøåíèå, èñïîëüçóåì âåëè÷èíó ïðèáûëè îò ïðîäóêöèè äàííîãî âèäà, ïîëó÷àåìîé ôèðìîé�
ëèäåðîì. Äëÿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ X =

(
(xi)(xij)

)
ýòà âåëè÷èíà äëÿ ýëåìåíòà i ∈ I, xi = 1,

ðàâíÿåòñÿ
∑
j∈J

pijxij − fi.

Ìíîæåñòâî N0(x) "ïåðñïåêòèâíûõ" ëîêàëüíûõ âàðèàöèé ðåøåíèÿ x ñòðîèòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. ×èñëî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå N0(x) ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó ýëåìåíòîâ k ∈ I, äëÿ êî-
òîðûõ fk 6= ∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I0(x) ìíîæåñòâî {i ∈ I|xi = 1} è äëÿ âñÿêîãî k ∈ I, fk 6= ∞,
îïðåäåëèì (0, 1)�âåêòîð xk = (xk

i ) ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.
Åñëè xk = 1, òî ïîëîæèì xk

i = xi äëÿ i 6= k è xk
k = 0.

Åñëè xk = 0, òî ïîëîæèì xk
i = xi äëÿ i 6= k è xk

k = 1. Äàëåå ïîñòðîèì äîïóñòèìîå
ðåøåíèå Xk =

(
(xk

i )(x
k
ij)

)
è âû÷èñëèì âåëè÷èíó ïðèáûëè äëÿ ïðîäóêöèè âèäà k, ðàâíóþ∑

j∈J

pkjx
k
kj − fk.

Åñëè ýòà âåëè÷èíà íåîòðèöàòåëüíàÿ, òî äëÿ âñÿêîãî i ∈ I0(x) âû÷èñëÿåì âåëè÷èíó ïðè-
áûëè

∑
j∈J

pijx
k
ij − fi. Åñëè äëÿ âñÿêîãî i ∈ I0(x) âåëè÷èíà ïðèáûëè íåîòðèöàòåëüíàÿ, òî åñòü

ïîÿâëåíèå íà ðûíêå ïðîäóêöèè âèäà k íå äåëàåò ïðîäóêöèþ äðóãèõ âèäîâ óáûòî÷íîé, òî
âåêòîð (xk

i ) ñ÷èòàåì ïîñòðîåííûì. Åñëè æå äëÿ íåêîòîðûõ i ∈ I0(x) âåëè÷èíà ïðèáûëè
îòðèöàòåëüíàÿ, òî îïðåäåëÿåì ýëåìåíò i0 ∈ I0(x), äëÿ êîòîðîãî ýòà âåëè÷èíà íàèìåíüøàÿ,
ïîëàãàåì xk

i0
= 0 è çàâåðøàåì ïîñòðîåíèå âåêòîðà (xk

i ).
Åñëè

∑
j∈J

pkjx
k
kj−fk < 0, òî ñðåäè ýëåìåíòîâ l ∈ I0(x) âûáåðåì òàêîé ýëåìåíò l0, ÷òî âûâîä

ïðîäóêöèè âèäà l0 ñ ðûíêà ïðèâîäèò ê ìàêñèìàëüíîìó óâåëè÷åíèþ ïðèáûëè îò ïðîäóêöèè
âèäà k. Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ âñÿêîãî l ∈ I0(x) ðàññìàòðèâàåì (0, 1)�âåêòîð (yl

i), ãäå yl
i = xk

i äëÿ
i 6= l è yl

l = 0, ñòðîèì äîïóñòèìîå ðåøåíèå Y l =
(
(yl

i)(y
l
ij)

)
, âû÷èñëÿåì âåëè÷èíó ïðèáûëè∑

j∈J

pkjy
l
kj − fk äëÿ ïðîäóêöèè âèäà k è âûáèðàåì ýëåìåíò l0, äëÿ êîòîðîãî ýòà âåëè÷èíà

íàèáîëüøàÿ. Ïîñëå ýòîãî ïîëàãàåì xk
l0

= 0 è âåêòîð (xk
i ) ñ÷èòàåì ïîñòðîåííûì.

Àëãîðèòì óëó÷øåíèÿ èñõîäíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ x? = (x?
i ) ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ïðîöåäóðó ëîêàëüíîãî ïîäúåìà ïî îêðåñòíîñòè N0(x), íà÷èíàÿ ñ âåêòîðà x? = (x?
i )

äî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ïî îêðåñòíîñòè N0(x) ôóíêöèè L(X, Z). Àëãîðèòì ñîñòîèò èç
ïðåäâàðèòåëüíîãî øàãà è íåêîòîðîãî ÷èñëà îäíîòèïíûõ îñíîâíûõ øàãîâ.

Íà ïðåäâàðèòåëüíîì øàãå èìååòñÿ âåêòîð (x?
i ). Øàã ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïî ýòîìó

âåêòîðó äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ (X, Z) è âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ L(X, Z). Äëÿ ýòîãî ïî âåêòîðó
(x?

i ) ñòðîèòñÿ äîïóñòèìîå ðåøåíèå X =
(
(x?

i )(x
?
ij)

)
çàäà÷è L′, çàòåì ïðè ôèêñèðîâàííîì

ðåøåíèè X îïðåäåëÿåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå Z̃ çàäà÷è F è, íàêîíåö, ïðè ôèêñèðîâàííûõ
ðåøåíèÿõ X è Z̃ îïðåäåëÿåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå Z âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (10)�(14) è
âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå L(X, Z). Ïîñëå ýòîãî íà÷àëüíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå (X, Z) ñ÷èòàåòñÿ
ïîñòðîåííûì è íà÷èíàåòñÿ ïåðâûé îñíîâíîé øàã.

Íà êàæäîì îñíîâíîì øàãå èìååòñÿ âåêòîð x = (xi), ñîîòâåòñòâóþùåå åìó äîïóñòèìîå
ðåøåíèå (X, Z) è çíà÷åíèå L öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (1′), (2)�(9) íà ýòîì ðåøåíèè. Øàã
ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðîñìîòðå ýëåìåíòîâ îêðåñòíîñòè N0(x) è âûáîðå ñðåäè íèõ
òàêîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå äàåò äîïóñòèìîå ðåøåíèå ëó÷øå, ÷åì òåêóùåå äîïóñòèìîå ðåøåíèå
(X, Z). ×òîáû íàéòè òàêîå ðåøåíèå äëÿ âñÿêîãî k ∈ I, fk 6= ∞, ñòðîèòñÿ âåêòîð xk = (xk

i )
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è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå åìó äîïóñòèìîå ðåøåíèå (Xk, Z
k) è çíà÷åíèå Lk öåëåâîé

ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî ïî âåêòîðó (xk
i ) ñòðîèòñÿ äîïóñòèìîå ðåøåíèå Xk =

(
(xk

i )(x
k
ij)

)
çàäà÷è

L′, çàòåì ïðè ôèêñèðîâàííîì ðåøåíèè Xk îïðåäåëÿåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå Z̃k çàäà÷è F

è, íàêîíåö, ïðè ôèêñèðîâàííûõ ðåøåíèÿõ Xk è Z̃k îïðåäåëÿåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå Z
k

âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (10)�(14) è âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå Lk. Åñëè L ≥ Lk, òî ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ñëåäóþùèé ýëåìåíò k ∈ I, fk 6= ∞, è ñòðîèòñÿ íîâûé âåêòîð xk ∈ N0(x), â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïîëàãàåòñÿ x = xk, X = Xk, Z = Z

k, L = Lk è íà÷èíàåòñÿ ñëåäóþùèé øàã. Åñëè
íà äàííîì øàãå íåðàâåíñòâî L ≥ Lk âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ k ∈ I, fk 6= ∞, òî àëãîðèòì
çàêàí÷èâàåò ðàáîòó è (X, Z) �èñêîìîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è.

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà çàâèñèò îò ÷èñëà øàãîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëîêàëü-
íîãî îïòèìóìà, à âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü êàæäîãî øàãà îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì ïîñòðîåíèÿ
îêðåñòíîñòè N0(x), êîòîðîå îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O(mn) è âðåìåíåì, íåîáõîäèìûì äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ F è (10)�(14). Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à F è âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à
(10)�(14) ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè ñìåøàííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó â îáåèõ
çàäà÷àõ ïåðåìåííûå zij , i ∈ I, j ∈ J, ìîæíî ñ÷èòàòü íåîòðèöàòåëüíûìè. Çíà÷åíèÿ 0 è 1 ýòèì
ïåðåìåííûì îáåñïå÷èâàþò îãðàíè÷åíèÿ (7) è (11).

5 ×èñëîâîé ïðèìåð

Â ðàññìàòðèâàåìîì ÷èñëîâîì ïðèìåðå çàäà÷è âûáîðà íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ ôèðìîé�
ëèäåðîì èìååòñÿ 12 ïîòðåáèòåëåé è 12 âèäîâ ïðîäóêöèè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäëîæåíû
ðûíêó ôèðìîé�ëèäåðîì è ôèðìîé�ïîñëåäîâàòåëåì. Âèäû ïðîäóêöèè ñ íîìåðàìè îò 1 äî
6 ïðèíàäëåæèò ôèðìå�ëèäåðó, à ñ íîìåðàìè îò 7 äî 12 � ôèðìå�ïîñëåäîâàòåëþ. Êàæäàÿ
ïàðà âèäîâ ïðîäóêöèè ñ íîìåðàìè i è i + 1, ãäå i � íå÷åòíûé íîìåð, ñîîòâåòñòâóåò ïðî-
äóêöèè îäíîãî ïîòðåáèòåëüñêîãî ñâîéñòâà, íî ðåàëèçóåìîé ïî ðàçíûì öåíàì. Ïðîäóêöèÿ ñ
íå÷åòíûì íîìåðîì ðåàëèçóåòñÿ ïî íèçêîé öåíå, à ñ ÷åòíûì íîìåðîì � ïî âûñîêîé öåíå.
Âåëè÷èíà ôèêñèðîâàííûõ çàòðàò ôèðìû�ëèäåðà fi íà ïðîäóêöèþ âèäà i, 1 ≤ i ≤ 6, ðàâíÿ-
åòñÿ 40 äëÿ íå÷åòíûõ i è 35 äëÿ ÷åòíûõ i. Àíàëîãè÷íî, âåëè÷èíà ôèêñèðîâàííûõ çàòðàò
ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ gi íà ïðîäóêöèþ âèäà i, 7 ≤ i ≤ 12, ðàâíÿåòñÿ 35 äëÿ íå÷åòíûõ i è
30 äëÿ ÷åòíûõ i.

Ìíîæåñòâà Aj , j = 1, . . . , 12, îáîçíà÷àþùèå äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà âèäîâ ïðîäóêöèè äëÿ
êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ, ñîäåðæàò ñëåäóþùèå ýëåìåíòû, óïîðÿäî÷åííûå ïî ïðåäïî÷òåíèÿì
ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîòðåáèòåëÿ:

A1 = {3, 7, 4, 8, 5}, A7 = {5, 7, 6, 8},
A2 = {3, 9, 10, 4, 1, 2}, A8 = {11, 12, 7, 8, 1, 2, 5},
A3 = {9, 10, 1, 2}, A9 = {5, 11, 12, 6},
A4 = {9, 3, 10, 4}, A10 = {3, 7, 8, 4, 5},
A5 = {7, 8, 5, 6, 11}, A11 = {1, 11, 2, 5, 12, 6},
A6 = {7, 5, 8, 6, 1}, A12 = {5, 3, 9, 6, 10, 4}.

Äëÿ âèäîâ ïðîäóêöèè èç ìíîæåñòâ Aj , j = 1, . . . , 12, çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äîõîäîâ
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ôèðìû�ëèäåðà èëè ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè âåëè÷èíàìè:

p3,1 = 10; p4,1 = 12; p5,1 = 12; p7,1 = 9, 6; p8,1 = 12;
p1,2 = 15; p2,2 = 20; p3,2 = 14; p4,2 = 16, 8; p9,2 = 14, 4; p10,2 = 16;
p1,3 = 18, p2,3 = 24; p9,3 = 14, 4; p10,3 = 16;
p3,4 = 10; p4,4 = 12; p9,4 = 10, 8; p10,4 = 12;
p5,5 = 18; p6,5 = 22, 5; p7,5 = 12; p8,5 = 15; p11,5 = 22, 5;
p1,6 = 18; p5,6 = 14, 4; p6,6 = 18; p7,6 = 14, 4; p8,6 = 18;
p5,7 = 8, 4; p6,7 = 10, 5; p7,7 = 9, 6; p8,7 = 12;
p1,8 = 12; p2,8 = 16; p5,8 = 18; p7,8 = 14, 4; p8,8 = 18; p11,8 = 15; p12,8 = 18;
p5,9 = 16, 8; p6,9 = 21; p11,9 = 15; p12,9 = 18;
p3,10 = 10; p4,10 = 12; p5,10 = 12; p7,10 = 8; p8,10 = 10;
p1,11 = 18; p2,11 = 24; p5,11 = 24; p6,11 = 30; p11,11 = 21; p12,11 = 25, 2;
p3,12 = 16; p4,12 = 19, 2; p5,12 = 14, 4; p6,12 = 18; p9,12 = 16, 2; p10,12 = 18.

Ïî óêàçàííûì âåëè÷èíàì íåñëîæíî âû÷èñëèòü ïðèáûëè, êîòîðûå ïîëó÷àò ôèðìà�ëèäåð
è ôèðìà�ïîñëåäîâàòåëü ïðè ëþáîì ðåøåíèè (xi) ôèðìû�ëèäåðà. Íàïðèìåð, åñëè ôèðìà�
ëèäåð ïðèíèìàåò ðåøåíèå (xi), ãäå x3 = 1, x5 = 1 è xi = 0 ïðè i 6= 3, i 6= 5, òî ñîîòâåòñòâó-
þùèì îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ áóäåò âåêòîð (zi), ãäå z7 = 1 è zi = 0
ïðè i 6= 7. Ïðè ýòîì ôèðìà�ëèäåð îáñëóæèâàåò ïîòðåáèòåëåé ñ íîìåðàìè 1, 2, 4, 7, 9, 11
è 12, êîòîðûå äàþò åé äîõîä ðàâíûé 107,6. Ôèðìà�ïîñëåäîâàòåëü ïîëó÷àåò ïîòðåáèòåëåé ñ
íîìåðàìè 5, 6, 8 è äîõîä ðàâíûé 40,8. Ïðèáûëü ôèðìû�ëèäåðà ðàâíÿåòñÿ 27,6, à ôèðìû�
ïîñëåäîâàòåëüÿ � 5,8. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåííûõ ðåøåíèÿõ ïîòðåáèòåëü 3 îñòàåòñÿ
íåîáñëóæåííûì.

Íåîáõîäèìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû âåëè÷èíû ïðèáûëè ôèðìû�ëèäåðà ìíî-
æåñòâà Ij , j = 1, . . . , 12, è êîýôôèöèåíòû pj , j = 1, . . . , 12, â ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìîãî ïðè-
ìåðà, ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèìè:

I1 = {3, 4}, p1 = 12; I7 = {5, 6}, p7 = 10, 5;
I2 = {3, 4}, p2 = 16, 8; I8 = {1}, p8 = 12;
I3 = {1, 2}, p3 = 24; I9 = {5, 6}, p9 = 21;
I4 = {3, 4}, p4 = 12; I10 = {3, 4}, p10 = 12;
I5 = {5}, p5 = 18; I11 = {1, 2, 5}, p11 = 24;
I6 = {5}, p6 = 14, 4; I12 = {3, 5, 6}, p12 = 18.

Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ñðåäñòâ
îáñëóæèâàíèÿ ðàâíÿåòñÿ 111, ïîýòîìó çíà÷åíèå âåðõíåé ãðàíèöû ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå
UB = 194, 7 − 111 = 83, 7. Óêàçàííîå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ íà ðåøåíèè (x?

i )
ðàâíîì (0, 0, 0, 1, 1, 0). Îòìåòèì, ÷òî çäåñü è äàëåå äëÿ ðåøåíèé (xi) áóäåì óêàçûâàòü çíà-
÷åíèÿ òîëüêî øåñòè ïåðâûõ êîìïîíåíò, ïîñêîëüêó îñòàëüíûå âñåãäà áóäóò íóëåâûìè.

Àëãîðèòì óëó÷øåíèÿ èñõîäíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ x = (0, 0, 0, 1, 1, 0) ñîñòîèò èç
ïðåäâàðèòåëüíîãî øàãà è, â íàøåì ñëó÷àå, òðåõ îñíîâíûõ øàãîâ.

Íà ïðåäâàðèòåëüíîì øàãå ïî âåêòîðó x = (0, 0, 0, 1, 1, 0) îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèå z =
(1, 0, 0, 1, 0, 0) è çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè L = −11, 4. Ïî àíàëîãèè ñ ðåøåíèÿìè (xi) äëÿ
ðåøåíèé (zi) áóäåì óêàçûâàòü çíà÷åíèÿ òîëüêî øåñòè ïîñëåäíèõ êîìïîíåíò, ïîñêîëüêó ïåð-
âûå øåñòü âñåãäà áóäóò íóëåâûìè.

Íà ïåðâîì îñíîâíîì øàãå èìååòñÿ ðåøåíèå x = (0, 0, 0, 1, 1, 0), äëÿ êîòîðîãî L = −11, 4.
Øàã íà÷èíàåòñÿ ñ ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà x1 = (1, 0, 0, 1, 1, 0), äëÿ êîòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ ðå-
øåíèå z1 = (1, 0, 0, 1, 0, 0) è çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè L1 = −57, 4. Ïîñêîëüêó L1 < L,
òî äàëåå ñòðîèòñÿ ðåøåíèå x2 = (0, 1, 0, 1, 1, 0), äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèå z2 =
(1, 0, 0, 1, 0, 0) è çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè L2 = −46, 4. Ïîñêîëüêó L2 < L, òî ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå ðåøåíèå x3 = (0, 0, 1, 0, 1, 0). Äëÿ ýòîãî âåêòîðà âû÷èñëÿåòñÿ ðåøåíèå
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z3 = (1, 0, 0, 0, 0, 0) è çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè L3 = 27, 6. Ïîñêîëüêó L3 > L, òî íà÷èíàåòñÿ
âòîðîé øàã.

Íà âòîðîì îñíîâíîì øàãå èìååòñÿ ðåøåíèå x = (0, 0, 1, 0, 1, 0), äëÿ êîòîðîãî L = 27, 6.
Øàã ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîñòðîåíèè âåêòîðîâ xk, âû÷èñëåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðåøåíèé zk è çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè Lk. Ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå âåêòîðà xk è âåëè÷èíû
Lk:

x1 = (1, 0, 1, 0, 1, 0), L1 = −0, 4;
x2 = (0, 1, 1, 0, 1, 0), L2 = 16, 6;
x3 = (0, 0, 0, 0, 1, 0), L3 = 38;

Ïîñêîëüêó L3 > L, òî íà÷èíàåòñÿ òðåòèé øàã.
Íà òðåòüåì øàãå èìååòñÿ ðåøåíèå x = (0, 0, 0, 0, 1, 0), äëÿ êîòîðîãî L = 38. Íà ýòîì øàãå

ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå âåêòîðà xk è ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè Lk:

x1 = (1, 0, 0, 0, 1, 0), L1 = −8;
x2 = (0, 1, 0, 0, 1, 0), L2 = 3;
x3 = (0, 0, 1, 0, 1, 0), L3 = 27, 6;
x4 = (0, 0, 0, 1, 1, 0), L4 = −11, 4;
x5 = (0, 0, 0, 0, 0, 0), L5 = 0;
x6 = (0, 0, 0, 0, 0, 1), L3 = −24, 5;

Ïîñêîëüêó Lk ≤ L äëÿ âñÿêîãî k = 1, . . . , 6, òî àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó è x =
(0, 0, 0, 0, 1, 0) � èñêîìîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå.

Ðåøåíèþ x = (0, 0, 0, 0, 1, 0) ôèðìû�ëèäåðà ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå z =
(0, 1, 0, 1, 0, 0) ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ. Ïðè ýòîì ôèðìà�ëèäåð îáñëóæèâàåò ïîòðåáèòåëåé ñ
íîìåðàìè 6, 7, 9, 11 è 12, ïîëó÷àÿ ïðèáûëü ðàâíóþ 38, à ôèðìà�ïîñëåäîâàòåëü çàõâàòûâàåò
îñòàëüíûõ ïîòðåáèòåëåé è ïîëó÷àåò ïðèáûëü ðàâíóþ 39.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, êàê íåñëîæíî ïðîâå-
ðèòü, ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì, íî è îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ïðèìåðà çàäà÷è âûáîðà íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ ôèðìîé�ëèäåðîì.
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