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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äèñêðåòíûå çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ â èãðîâîé ïîñòàíîâêå. Ââîäèòñÿ
ïîíÿòèå ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ è ïîêàçûâàåòñÿ ñâÿçü òàêèõ ðåøåíèé ñ ëîêàëüíûìè îïòèìóìàìè.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé ïðèíàäëåæèò êëàññó PLS è ÿâëÿåòñÿ
ïëîòíî ïîëíîé â ýòîì êëàññå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàâíîâåñèå ïî Íýøó, PLS-ïîëíûå çàäà÷è, èãðîâûå ìîäåëè ðàçìåùåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ìíîãèå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â âèäå èãðû. Â îáëàñòè äèñêðåòíûõ
çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ àêòèâíî èññëåäóþòñÿ èãðû Øòàêåëüáåðãà. Èãðîêè â òàêèõ
èãðàõ íåðàâíîïðàâíû. Ëèäåð äåëàåò õîä ïåðâûì, è åãî ðåøåíèå îïðåäåëÿåò ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé
äëÿ äðóãèõ èãðîêîâ. Èíòåðåñ ê òàêèì ìîäåëÿì ñâÿçàí êàê ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè,
íàïðèìåð, èññëåäîâàíèåì èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, òàê è ñ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíî-
ñòüþ òàêèõ çàäà÷. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äðóãîé êëàññ èãð. Âñå èãðîêè ðàâíîïðàâíû, íå
îáðàçóþò êîàëèöèé è ïðåñëåäóþò ÷èñòî ýãîèñòè÷åñêèå èíòåðåñû. Îíè îäíîâðåìåííî ïðèíèìàþò
ðåøåíèÿ, ñòàðàÿñü ìàêñèìèçèðîâàòü ñóììàðíóþ ïðèáûëü îò îòêðûòèÿ ïðåäïðèÿòèé è îáñëó-
æèâàíèÿ ïîòðåáèòåëåé. Òîò ôàêò, ÷òî èãðîêè íå îáðàçóþò êîàëèöèé ïðèâîäèò ê ïàäåíèþ öåí
íà ðûíêå è ïåðåðàñïðåäåëåíèþ äîõîäîâ ìåæäó èãðîêàìè è ïîòðåáèòåëÿìè. Ðåøåíèå íàçûâàþò
ðàâíîâåñíûì, åñëè íè îäèí èç èãðîêîâ íå ìîæåò óâåëè÷èòü ñâîþ ïðèáûëü ïðè óñëîâèè, ÷òî
äðóãèå èãðîêè íå ìåíÿþò ñâîè ðåøåíèÿ. Ïîíÿòèå ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ òåñíî
ñâÿçàííûì ñ ïîíÿòèåì ëîêàëüíîãî îïòèìóìà â ñîîòâåòñòâóþùåé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å.
Òàêèì îáðàçîì, óäàåòñÿ óñòàíîâèòü ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷è ïîèñêà ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äàííîé èãðû ïîèñê ðàâíîâåñèÿ íå ìîæåò áûòü NP-ïîëíîé çàäà÷åé, åñëè
NP6=co-NP. Ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó PLS è ÿâëÿåòñÿ ïëîòíî
ïîëíîé â íåì. Îòñþäà â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî
àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ áûëî áû ñëèøêîì ñèëüíûì ðåçóëüòàòîì. Âñå
çàäà÷è èç êëàññà PLS ðåøàëèñü áû â ýòîì ñëó÷àå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Äîêàçàòåëüñòâî
îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî P6=NP. Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î ñëîæíîñòè
íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ ÿâëÿåòñÿ èíòðèãóþùèì è ìîæåò èìåòü
ãðàíäèîçíûå ïîñëåäñòâèÿ.

2. Èãðîâàÿ ìîäåëü ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà p ôèðì îäíîâðåìåííî îòêðûâàþò ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ äëÿ îáñëóæè-
âàíèÿ êëèåíòîâ. Öåëü êàæäîé ôèðìû (èãðîêà) ñîñòîèò â ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè. Áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî èãðîêè ïðèíèìàþò ðåøåíèÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, íå îáðàçóþò êîàëèöèé è
ïðåñëåäóþò èñêëþ÷èòåëüíî ýãîèñòè÷åñêèå èíòåðåñû. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü,
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÷òî êàæäûé èãðîê îòêðûâàåò îäíî ïðåäïðèÿòèå, õîòÿ âñå äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî îáîá-
ùèòü è íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïðåäïðèÿòèé.

Ïóñòü âåëè÷èíà rj çàäàåò ìàêñèìàëüíóþ öåíó, êîòîðóþ êëèåíò j ñîãëàñåí çàïëàòèòü çà ïðåä-
ëàãàåìóþ ïðîäóêöèþ, è ìàòðèöà (cij) ïîêàçûâàåò çàòðàòû íà îáñëóæèâàíèå êëèåíòîâ èç îòêðû-
âàåìûõ ïðåäïðèÿòèé. Åñëè áû èãðîêè îáúåäèíèëèñü, ñòðåìÿñü ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü,
òî èõ îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ ìîæíî íàéòè èç ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è:

max
∑

j∈J

(rj −
∑

i∈I

cijxij)

s.t. ∑

i∈I

xij ≤ 1, j ∈ J ;

xi ≥ xij , i ∈ I, j ∈ J ;
∑

i∈I

xi = p;

xi, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J,

ãäå J � ìíîæåñòâî êëèåíòîâ, I � ìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé, à ïåðåìåííûå çàäà÷è èìåþò ñëåäóþ-
ùèé ñìûñë:

xi =

{
1, åñëè îòêðûâàåòñÿ ïðåäïðèÿòèå â ïóíêòå i,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

xij =

{
1, åñëè êëèåíò j îáñëóæèâàåòñÿ èç ïðåäïðèÿòèÿ i,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Åñëè ïåðâîå îãðàíè÷åíèå âûõîäèò íà ðàâåíñòâî äëÿ âñåõ j ∈ J , òî êàæäûé êëèåíò çàïëàòèò
ìàêñèìàëüíóþ ïðèåìëåìóþ äëÿ íåãî öåíó, è âåñü äîõîä äîñòàíåòñÿ èãðîêàì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà èãðîêè äåéñòâóþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Êàæ-
äûé èç íèõ ìîæåò îòêðûâàòü ñîáñòâåííîå ïðåäïðèÿòèå â ëþáîì èç ïóíêòîâ ìíîæåñòâà I.
Ïðîèçâîäñòâåííî-òðàíñïîðòíûå çàòðàòû k-ãî èãðîêà çàäàäèì ìàòðèöåé ck

ij , j ∈ J . Áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ck

ij ≤ rj , j ∈ J . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèì ck
ij = rj è èãðîê

íå áóäåò èìåòü ïðèáûëü îò îáñëóæèâàíèÿ ýòîãî êëèåíòà.
Ïóñòü èãðîêè îòêðûëè ïðåäïðèÿòèÿ i1, i2, . . . , ip. Êàêóþ öåíó qj çàïëàòèò j-é êëèåíò çà èõ

ïðîäóêöèþ? Îáîçíà÷èì ÷åðåç cj ìèíèìàëüíûå ïðîèçâîäñòâåííî-òðàíñïîðòíûå çàòðàòû ïî îáñëó-
æèâàíèþ ýòîãî êëèåíòà èç îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé:

cj = min{c1
i1j , c

2
i2j , . . . , c

p
ipj}, j ∈ J.

Öåíà qj íå ìîæåò áûòü ìåíüøå cj , òàê êàê èãðîêàì íåâûãîäíî ïîñòàâëÿòü ïðîäóêöèþ ïî ñòîëü
íèçêîé öåíå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èãðîêè âûñòàâèëè öåíó qj = rj . Òîãäà j-ìó êëèåíòó âñå ðàâíî,
êàêîé èç ïîñòàâùèêîâ áóäåò åãî îáñëóæèâàòü. Òàê êàê êàæäûé èç èãðîêîâ õî÷åò îêàçàòüñÿ ïî-
ñòàâùèêîì, òî îíè íà÷íóò ñíèæàòü öåíó. Ïóñòü i(j) = arg min{c1

i1j , c
2
i2j , . . . , c

p
ipj} è c′j � âòîðîé ïî

âåëè÷èíå ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ñðåäè c1
i1j , c

2
i2j , . . . , c

p
ipj . Ïðîöåññ ïàäåíèÿ öåíû îñòàíîâèòñÿ íà c′j ,

êîãäà èãðîê i(j) îñòàíåòñÿ åäèíñòâåííûì ïîñòàâùèêîì, êîìó âñå åùå âûãîäíî îáñëóæèâàíèå j-ãî
êëèåíòà. Íèæå îïóñêàòü öåíó íåöåëåñîîáðàçíî. Âûøå ïîäíèìàòü öåíó íåëüçÿ, òàê êàê ïîÿâëÿ-
åòñÿ êîíêóðåíò, êîòîðîìó òàêæå ñòàíîâèòñÿ âûãîäíûì îáñëóæèâàíèå ýòîãî êëèåíòà. Ïîëó÷àåì
qj = c′j , j ∈ J . Åñëè cj = c′j äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ J , òî qj = cj , è îáñëóæèâàíèå ýòîãî êëèåíòà íå
ïðèíîñèò ïðèáûëè íè îäíîìó èç èãðîêîâ.

Êîãäà èãðîêè äåéñòâîâàëè ñîîáùà, îíè äåðæàëè öåíó qj ðàâíîé rj è ïðèñâàèâàëè âåñü äîõîä.
Òåïåðü qj = c′j è ïðèáûëü rj − cj äåëèòñÿ ìåæäó ïîñòàâùèêîì i(j), êîòîðûé ïîëó÷àåò qj − cj , è



êëèåíòîì, êîòîðûé ýêîíîìèò âåëè÷èíó rj − qj . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γk ìíîæåñòâî êëèåíòîâ, îáñëó-
æèâàåìûõ k-ì èãðîêîì ïðè çàäàííîì âûáîðå i1, . . . , ip. Òîãäà ïðèáûëü k-ãî èãðîêà ðàâíà

wk =
∑

j∈Γk

(qj − cj),

ñóììàðíàÿ ýêîíîìèÿ êëèåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

ν(i1, . . . , ip) =
∑

j∈J

(rj − qj),

ñóììàðíàÿ ïðèáûëü èãðîêîâ è ýêîíîìèÿ êëèåíòîâ ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó

µ(i1, . . . , ip) =
∑

j∈J

(rj − cj) =
p∑

k=1

wk + ν(i1, . . . , ip).

Ðåøåíèå (i1, . . . , ip) íàçûâàþò ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó èëè ðàâíîâåñíûì ðåøåíèåì, åñëè íè îäèí
èç èãðîêîâ íå ìîæåò óâåëè÷èòü ñâîþ ïðèáûëü ïðè óñëîâèè, ÷òî äðóãèå èãðîêè íå ìåíÿþò ñâîé
âûáîð. Îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì íàçûâàþò òàêîå ðåøåíèå, ïðè êîòîðîì âåëè÷èíà µ(i1, . . . , ip)
äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Òàêîå ðåøåíèå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì äëÿ
îáùåñòâà, òàê êàê ïðèíîñèò íàèáîëüøèé ¾ýôôåêò¿ îò ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà è âûïóñêà
ïðîäóêöèè. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì, íî íå
êàæäîå ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Äëÿ òàêèõ èãð â [2] ââîäèòñÿ ïîíÿòèå öåíû
àíàðõèè. Ýòà âåëè÷èíà ðàâíà îòíîøåíèþ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ê íàèõóäøåìó ñðåäè ðàâíîâåñèé
ïî Íýøó. Èçâåñòíî [3], ÷òî äëÿ äàííîé çàäà÷è öåíà àíàðõèè íå ïðåâîñõîäèò 2. Îäíàêî âîïðîñ î
òðóäîåìêîñòè íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Íåÿñíî, ìîæíî
ëè íàéòè õîòü îäíî ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ
äàííûõ.

3. Ñâÿçü ñ ëîêàëüíûìè îïòèìóìàìè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó:

min
∑

j∈J

p∑

k=1

∑

i∈I

ck
ijx

k
ij

p∑

k=1

∑

i∈I

xk
ij = 1, j ∈ J ;

xk
i ≥ xk

ij , i ∈ I, j ∈ J, k = 1, . . . , p;
∑

i∈I

xk
i = 1, k = 1, . . . , p.

ãäå ïåðåìåííûå xk
i è xk

ij èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë:

xk
i =

{
1, åñëè èãðîê k îòêðûâàåò ïðåäïðèÿòèå â ïóíêòå i,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

xk
ij =

{
1, åñëè êëèåíò j îáñëóæèâàåòñÿ èãðîêîì k èç ïðåäïðèÿòèÿ i,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è çàäàåò ïðîèçâîäñòâåííî�òðàíñïîðòíûå çàòðàòû èãðîêîâ. Ïåðâîå îãðà-
íè÷åíèå òðåáóåò îáñëóæèòü âñåõ êëèåíòîâ. Âòîðîå îãðàíè÷åíèå ïîçâîëÿåò îáñëóæèâàòü êëèåíòîâ



òîëüêî èç îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé. Ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå ïîçâîëÿåò êàæäîìó èãðîêó îòêðûâàòü
òîëüêî îäíî ïðåäïðèÿòèå.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé çàäà÷å íåñêîëüêî èãðîêîâ ìîãóò îòêðûâàòü ïðåäïðèÿòèÿ â îäíîì ìåñòå.
Ïîýòîìó òàêàÿ ïîñòàíîâêà áëèçêà ïî ñìûñëó ê çàäà÷å î p-ìåäèàíå [1], íî íå èäåíòè÷íà åé. Áóäåì
îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç p-median game èëè PMG. Ïóñòü (xk

i , x
k
ij) � äîïóñòèìîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è

è ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ xk
i , âåëè÷èíû xk

ij çàäàþò îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êëèåíòîâ ìåæäó
îòêðûòûìè ïðåäïðèÿòèÿìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî xk

ij îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ïåðåìåííûì xk

i è ðåøåíèå ìîæíî çàäàâàòü òîëüêî ýòèìè ïåðåìåííûìè. Òîãäà çàäà÷ó ìîæíî
ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè

min
∑

j∈J

min
k=1,...,p

min
i∈I

ck
ijx

k
i

∑

i∈I

xk
i = 1, k = 1, . . . , p,

xk
i ∈ {0, 1}, k = 1, . . . , p, i ∈ I.

Ïóñòü (xk
i ) � äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è. Ïîä îêðåñòíîñòüþ Swap(x) áóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâî

äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ðåøåíèÿ (xk
i ) âûáîðîì íåêîòîðîãî k

è çàìåíîé ïðåäïðèÿòèÿ ýòîãî èãðîêà íà ëþáîå äðóãîå. Ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì äëÿ äàííîé
îêðåñòíîñòè íàçûâàåòñÿ òàêîå ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî ëþáîå ñîñåäíåå ðåøåíèå èìååò íå ìåíüøèå
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 1 Ìåæäó ëîêàëüíûìè ìèíèìóìàìè çàäà÷è PMG è ðàâíîâåñíûìè ðåøåíèÿìè
ñóùåñòâóåò âçàèìíî�îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î íàõîæäåíèè ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé òåñíî ñâÿçàí ñ ïîèñêîì ëîêàëü-
íûõ ìèíèìóìîâ.

4. Ñëîæíîñòü íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñëîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à OP îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì íàáîðîì îáúåê-
òîâ < I, Sol, F, goal >, ãäå

1. I � ìíîæåñòâî âõîäîâ çàäà÷è OP;
2. Sol � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîìó âõîäó x ∈ I ñîïîñòàâëÿåò ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé

Sol(x);
3. F � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ çàäà¼ò âåñ F (s, x) äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ s íà âõîäå x;
4. âåëè÷èíà goal ∈ {min, max} óòî÷íÿåò ÿâëÿåòñÿ ëè çàäà÷à OP çàäà÷åé íà ìàêñèìóì èëè

ìèíèìóì.
Â îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å íåîáõîäèìî íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ çàäàííîãî âõîäà x.

Îïðåäåëåíèå 2. Çàäà÷à ëîêàëüíîãî ïîèñêà îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé Π = (OP, N), ãäå OP �
îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à, à N � ôóíêöèÿ îêðåñòíîñòè, êîòîðàÿ êàæäîìó äîïóñòèìîìó ðåøåíèþ
s íà âõîäå x ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî N(s, x) ⊆ Sol(x) ñîñåäíèõ ðåøåíèé. Çàäà÷à
ëîêàëüíîãî ïîèñêà çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ çàäàííîãî âõîäà x.

Îïðåäåëåíèå 3. Çàäà÷à ëîêàëüíîãî ïîèñêà Π ïðèíàäëåæèò êëàññó PLS, åñëè ñóùåñòâó-
åò òðè ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìà A, B, C è ïîëèíîì q òàêèå, ÷òî
1. Àëãîðèòì À îïðåäåëÿåò ÿâëÿåòñÿ ëè ëþáîå ñëîâî x âõîäîì çàäà÷è. Åñëè x ∈ I, òî àëãîðèòì



íàõîäèò äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è OP ;
2. Äëÿ ëþáîãî âõîäà çàäà÷è x ∈ I è ëþáîãî ñëîâà s àëãîðèòì Â îïðåäåëÿåò ÿâëÿåòñÿ ëè s
äîïóñòèìûì ðåøåíèåì. Åñëè s ∈ Sol(x), òî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ àëãîðèòì íàõîäèò çíà÷åíèå
öåëåâîé ôóíêöèè F (s, x);
3. Äëÿ ëþáîãî âõîäà x ∈ I è ëþáîãî ðåøåíèÿ s ∈ Sol(x) àëãîðèòì Ñ îïðåäåëÿåò ÿâëÿåòñÿ ëè s
ëîêàëüíûì îïòèìóìîì. Åñëè íåò, òî àëãîðèòì íàõîäèò ñîñåäà s′ ∈ N(s, x) ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì
öåëåâîé ôóíêöèè;
4) Äëÿ ëþáîãî âõîäà x ∈ I äëèíà ëþáîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ s ∈ Sol(x) ïîëèíîìèàëüíî
îãðàíè÷åíà äëèíîé âõîäà çàäà÷è, ò.å. |s| ≤ q(|x|).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷è PMG ñ îêðåñòíîñòüþ
Swap ïðèíàäëåæèò êëàññó PLS.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü Π1 è Π2 � äâå çàäà÷è ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Çàäà÷à Π1 PLS � ñâî-
äèòñÿ ê çàäà÷å Π2, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûå ôóíêöèè h è g, ÷òî
1) ïî ïðîèçâîëüíîìó âõîäó x çàäà÷è Π1 ôóíêöèÿ h âû÷èñëÿåò íåêîòîðûé âõîä h(x) çàäà÷è Π2;
2) ïî ïðîèçâîëüíîìó ðåøåíèþ s âõîäà h(x) ôóíêöèÿ g íàõîäèò íåêîòîðîå ðåøåíèå g(s, x) äëÿ
âõîäà x;
3) åñëè x ∈ Π1 è s � ëîêàëüíûé îïòèìóì äëÿ âõîäà h(x) ∈ Π2, òî g(s, x) � ëîêàëüíûé îïòèìóì
äëÿ âõîäà x.

Çàäà÷ó Π èç êëàññà PLS íàçûâàþò PLS�ïîëíîé, åñëè ëþáàÿ çàäà÷à èç ýòîãî êëàññà ìîæåò
áûòü ñâåäåíà ê íåé. Ïðèìåðû PLS-ïîëíûõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè â [5]. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
ïîèñê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å PMG ñ îêðåñòíîñòüþ Swap ÿâëÿåòñÿ PLS-ïîëíîé çàäà÷åé,
ò.å. ñàìîé òðóäíîé çàäà÷åé â ýòîì êëàññå. Áîëåå òîãî, áóäåò ïîëó÷åíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ íèæíÿÿ
îöåíêà íà ÷èñëî øàãîâ â õóäøåì ñëó÷àå äëÿ àëãîðèòìîâ ëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ. Ýòà îöåíêà
íå çàâèñèò îò ïðàâèëà çàìåùåíèÿ, ò.å. îò ñïîñîáà âûáîðà ëó÷øåãî ñîñåäà â îêðåñòíîñòè, íî íå
çàêðûâàåò âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ ëîêàëüíîãî îïòèìóìà (ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó) çà ïîëèíîìè-
àëüíîå âðåìÿ äðóãèìè àëãîðèòìàìè.

Îïðåäåëåíèå 5. Ãðàôîì ïåðåõîäîâ TGΠ(x) äëÿ âõîäà x çàäà÷è Π íàçûâàåòñÿ îðèåíòè-
ðîâàííûé ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äóãà (s, s′)
ïðèíàäëåæèò ãðàôó, åñëè s′ �ñîñåäíåå ðåøåíèå äëÿ s è F (s, x) > F (s′, x). Âûñîòà âåðøèíû s
åñòü äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè â ãðàôå TGΠ(x) èç âåðøèíû s â ñòîê, ò. å. â ëîêàëüíûé ìèíèìóì.
Âûñîòà ãðàôà TGΠ(x) ðàâíà ìàêñèìàëüíîé âûñîòå åãî âåðøèí.

Âûñîòà âåðøèíû åñòü, ïî ñóòè, îöåíêà ñíèçó íà ÷èñëî øàãîâ àëãîðèòìà ëîêàëüíîãî óëó÷-
øåíèÿ íåçàâèñèìî îò ïðèìåíÿåìîãî ïðàâèëà çàìåùåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì òðåáóåò
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷èñëà øàãîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è,
äëÿ êîòîðûõ âûñîòà ãðàôà ïåðåõîäîâ ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé îò äëèíû çàïèñè
èñõîäíûõ äàííûõ.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü çàäà÷à Π1 PLS-ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Π2 è h, g � ñîîòâåòñòâóþùèå
ôóíêöèè. Ãîâîðÿò, ÷òî ñâîäèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî âõîäà x çàäà÷è Π1 ìîæíî
óêàçàòü òàêîå ïîäìíîæåñòâî R äîïóñòèìûõ ðåøåíèé âõîäà y = h(x) çàäà÷è Π2, ÷òî
1) â R ñîäåðæàòñÿ âñå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû äëÿ âõîäà y

2) ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ p âõîäà x ïîçâîëÿåò
íàõîäèòü ðåøåíèå q ∈ R äëÿ âõîäà y òàêîå, ÷òî g(q, x) = p;



3) ïóñòü ãðàô ïåðåõîäîâ TGΠ2(y) ñîäåðæèò îðèåíòèðîâàííûé ïóòü èç âåðøèíû q ∈ R â âåðøèíó
q′ ∈ R òàêîé, ÷òî â íåì íåò ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí èç R, è ïóñòü p = g(q, x) p′ = g(q′, x) �
ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ äëÿ âõîäà x. Òîãäà p = p′ èëè ãðàô ïåðåõîäîâ TGΠ1(x) ñîäåðæèò äóãó
èç âåðøèíû p â âåðøèíó p′.

Çàäà÷ó Π èç êëàññà PLS íàçûâàþò ïëîòíî ïîëíîé, åñëè âñå çàäà÷è èç ýòîãî êëàññà ïëîòíî ê
íåé ñâîäÿòñÿ. Èçâåñòíî [4], ÷òî ñëåäóþùàÿ çàäà÷à î ðàñêðàñêå âåðøèí ãðàôà â äâà öâåòà ÿâëÿ-
åòñÿ ïëîòíî ïîëíîé. Çàäàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V, E) ñ âåñàìè we, e ∈ E íà ðåáðàõ.
Äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí â äâà öâåòà, ò.å. ôóíêöèÿ
âèäà c : V → {0, 1}. Â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ ñóììàðíûé âåñ ðåáåð, âåðøèíû
êîòîðûõ îêðàøåíû â îäèí öâåò. Îêðåñòíîñòü Flip ñîñòîèò èç âñåõ ðàñêðàñîê, îòëè÷àþùèõñÿ îò
çàäàííîé öâåòîì îäíîé âåðøèíû. Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîèñêå ðàñêðàñêè, ÿâëÿþùåéñÿ ëîêàëüíûì
ìèíèìóìîì äëÿ îêðåñòíîñòè Flip.

Òåîðåìà 2 Çàäà÷à ïîèñêà Flip-ìèíèìàëüíîé ðàñêðàñêè ïëîòíî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëîêàëüíîãî
ïîèñêà (PMG, Swap).

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î òðóäîåìêîñòè ïîëó÷åíèÿ ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùåãî èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà. Ïóñòü íåêîòîðîå ðåøåíèå (xk

i ) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì,
ò.å. ñóùåñòâóåò èãðîê, áûòü ìîæåò íå îäèí, êîòîðûé ìîæåò óâåëè÷èòü ñâîþ ïðèáûëü, âûáðàâ
äðóãîå ïðåäïðèÿòèå. Øàã àëãîðèòìà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òàêîãî èãðîêà è âûáîðå äëÿ íåãî
íîâîãî ïðåäïðèÿòèÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïðèáûëè. Ïðîöåäóðà âûáîðà íîâîãî ïðåäïðèÿòèÿ ìîæåò
áûòü ëþáîé. Íàøà öåëü áóäåò ñîñòîÿòü â îöåíêå ÷èñëà øàãîâ òàêîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà â
õóäøåì ñëó÷àå ïðè ëþáîé ïðîöåäóðå âûáîðà.

Òåîðåìà 3. Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì â õóäøåì ñëó÷àå òðåáóåò ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷èñëà
øàãîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ ïðè ëþáîé ïðîöåäóðå âûáîðà èãðîêà è ëó÷øåãî
ïðåäïðèÿòèÿ äëÿ íåãî.

Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ïëîòíîé PLS ïîëíîòû çàäà÷è ëîêàëüíîãî ïîèñêà
(PMG,Swap), è ñóùåñòâîâàíèÿ çàäà÷è ýêñïîíåíöèàëüíîé âûñîòû â êëàññå PLS [5]. Îöåíêà îñòà¼ò-
ñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðè èñïîëüçîâàíèè ëþáîãî ïðàâèëà âûáîðà èãðîêà è ëó÷øåãî ïðåäïðèÿòèÿ
äëÿ íåãî: äåòåðìèíèðîâàííîãî, âåðîÿòíîñòíîãî èëè ëþáîãî äðóãîãî ïðîèçâîëüíîé ñëîæíîñòè.

Â çàäà÷å ïîèñêà ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé íóæíî íàéòè õîòÿ áû îäíî (ëþáîå) ðàâíîâåñíîå
ðåøåíèå. Îäíàêî, åñëè ðåøåíèÿ (ñòðàòåãèè) èãðîêîâ óæå èçâåñòíû, è îíè ãîòîâû èõ ìåíÿòü
òîëüêî ïðè óâåëè÷åíèè ïðèáûëè, òî âîçíèêàåò äðóãàÿ çàäà÷à, áîëåå âàæíàÿ ñ ïðàêòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ. Íàéòè ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå, äîñòèæèìîå èòåðàöèîííûì àëãîðèòìîì ëîêàëüíîãî
óëó÷øåíèÿ èç çàäàííîé íà÷àëüíîé ñòðàòåãèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ãðàôå ïåðåõîäîâ çàäàíà
ñòàðòîâàÿ âåðøèíà. Òðåáóåòñÿ íàéòè ñòîê, äîñòèæèìûé èç ñòàðòîâîé âåðøèíû âäîëü íåêîòîðîãî
îðèåíòèðîâàííîãî ïóòè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîé,
÷åì ïðåäøåñòâóþùàÿ. Èç ñëåäóþùåé òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè äëÿ ýòîé çàäà÷è óäàñòñÿ
ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, òî ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé áóäåò ëþáàÿ çàäà÷à èç
êëàññà PSPACE è, â ÷àñòíîñòè, âñå çàäà÷è èç êëàññà NP.

Òåîðåìà 4. Íàõîæäåíèå ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ ïðè çàäàííîé íà÷àëüíîé ñòðàòåãèè èãðîêîâ
ÿâëÿåòñÿ PSPACE-ïîëíîé çàäà÷åé.

Èçâåñòíî [5], ÷òî â êëàññå PLS åñòü çàäà÷è ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñ ôèêñèðîâàííîé ñòàðòîâîé
òî÷êîé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ PSPACE-ïîëíûìè. Çàäà÷à î ðàñêðàñêå âåðøèí ãðàôà ñ îêðåñòíîñòüþ
Flip � îäíà èç íèõ. Ïëîòíàÿ ñâîäèìîñòü, óñòàíîâëåííàÿ â òåîðåìå 2, âëå÷åò ïîëèíîìèàëüíóþ



ñâîäèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ñ ôèêñèðîâàííûìè ñòàðòîâûìè ðåøåíèÿìè [5]. Ñëåäîâàòåëü-
íî, íàõîæäåíèå ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ, äîñòèæèìîãî èç çàäàííîé íà÷àëüíîé ñòðàòåãèè èãðîêîâ
ÿâëÿåòñÿ PSPACE-ïîëíîé çàäà÷åé.

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ, êîãäà èãðîêè âûíóæäåíû ïëàòèòü çà îòêðûòèå ïðåäïðè-
ÿòèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç fk

i ≥ 0 çàòðàòû k-ãî èãðîêà íà îòêðûòèå i-ãî ïðåäïðèÿòèÿ. Òåïåðü ëþáîé
èãðîê ìîæåò îêàçàòüñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà åìó íåâûãîäíî îòêðûâàòü íè îäíîãî ïðåäïðèÿòèÿ. Äëÿ
òàêîé èãðû ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à èìååò âèä:

min
∑

j∈J

p∑

k=1

∑

i∈I

cijkxk
ij −

p∑

k=1

∑

i∈I

fk
i xk

i

p∑

k=1

∑

i∈I

xk
ij = 1, j ∈ J,

xk
i ≥ xk

ij , i ∈ I, j ∈ J, k = 1, . . . , p,
∑

i∈I

xk
i ≤ 1, k = 1, . . . , p,

xk
i , x

k
ij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J, k = 1, . . . , p.

Êàê è ïðåæäå ðåøåíèå áóäåì çàäàâàòü ïåðåìåííûìè xk
i , âîññòàíàâëèâàÿ ïî íèì îïòèìàëüíûå

çíà÷åíèÿ xk
ij . Ñîñåäíèì ðåøåíèåì äëÿ ðåøåíèÿ xk

i áóäåì íàçûâàòü ëþáîå ðåøåíèå, êîòîðîå
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç äàííîãî âûáîðîì íåêîòîðîãî èãðîêà k è çàìåíîé åãî ðåøåíèÿ íà ëþáîå
äðóãîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è. Åñëè èãðîê k íå èìåë îòêðûòîãî ïðåäïðèÿòèÿ, òî îí ìîæåò
îòêðûòü ëþáîå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí ìîæåò çàêðûòü åãî è ëèáî îòêðûòü íîâîå, ëèáî íå
îòêðûâàòü íèêàêîãî ïðåäïðèÿòèÿ. Òàê îïðåäåëåííàÿ îêðåñòíîñòü ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, áîëåå
øèðîêîé, ÷åì îêðåñòíîñòü Swap.

Òåîðåìà 5. Íàõîæäåíèå ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ ïðè íàëè÷èè ïëàòû çà îòêðûòèå ïðåä-
ïðèÿòèé ÿâëÿåòñÿ ïëîòíî PLS-ïîëíîé çàäà÷åé.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êàæäûé èãðîê ìîæåò îòðûâàòü íåñêîëüêî ïðåäïðèÿòèé. Äëÿ
òàêîãî ñëó÷àÿ ëåãêî âûïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó è îïðåäåëèòü ïîäõî-
äÿùóþ îêðåñòíîñòü. Ýòà îêðåñòíîñòü áóäåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ îêðåñòíîñòü Swap è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ëîêàëüíîãî ïîèñêà îêàçûâàåòñÿ PLS�ïîëíîé. Ïëîòíàÿ ïîëíîòà òàêîé
çàäà÷è ñî âñåìè âûòåêàþùèìè îòñþäà ïîñëåäñòâèÿìè ÿâëÿåòñÿ ïîêà îòêðûòûì âîïðîñîì.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû èãðîâûå ìîäåëè ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà. Ïîêàçàíà ñâÿçü ðàâíîâåñ-
íûõ ðåøåíèé ñ ëîêàëüíûìè îïòèìóìàìè è óñòàíîâëåíà ïëîòíàÿ PLS-ïîëíîòà çàäà÷è íàõîæäåíèÿ
òàêèõ ðåøåíèé. Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ ñ ëþ-
áûì ïðàâèëîì çàìåùåíèÿ òðåáóåò â õóäøåì ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷èñëà øàãîâ. Íàõîæäåíèå
ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ ïðè çàäàííîé íà÷àëüíîé ñòðàòåãèè èãðîêîâ îêàçûâàåòñÿ PSPACE-ïîëíîé
çàäà÷åé. Òåì íå ìåíåå, âîïðîñ î òðóäîåìêîñòè íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé, òàê æå êàê è
ëîêàëüíûõ îïòèìóìîì äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
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Abstract. We consider the discrete facility location games. The Nash equilibria are introduced and
relationship with local optima are presented. We show that the equilibrium search problem belongs to
the class PLS and is tightly complete in it.
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