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Íèæíèå îöåíêè äëÿ çàäà÷è âûáîðà ïîðÿäêà ïðåçåíòàöèéìåäèà îáúåêòîâ6Ï.À. Êîíîíîâà, Þ.À. Êî÷åòîâÈíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñêpolinusik�gorodok.net, jkohet�math.ns.ruÀííîòàöèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à òåîðèè ðàñïèñàíèé ïîòîêîâîãîòèïà äëÿ äâóõ ìàøèí ñ áó�åðîì íà âòîðîé ìàøèíå. Îíà ÿâëÿåòñÿ îáîá-ùåíèåì èçâåñòíîé çàäà÷è Äæîíñîíà è NP -òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Ââî-äèòñÿ ïîíÿòèå îãðàíè÷åííîé çàäà÷è, è ïîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü èñõîä-íîé è îãðàíè÷åííîé çàäà÷è. Èññëåäóþòñÿ íèæíèå îöåíêè îïòèìóìà. Óñòà-íîâëåíî, ÷òî ïåðåõîä ê îãðàíè÷åííîé çàäà÷å ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìóóëó÷øåíèþ íèæíèõ îöåíîê.Ââåäåíèå�àññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à, âîçíèêàþùàÿ ïðè ñîçäàíèè ýëåêòðîííî-öè�ðîâûõ áèáëèîòåê è ìóçååâ [2℄. Ìåäèà îáúåêòû (�àéëû) çàãðóæàþòñÿ èçóäàëåííîé áàçû äàííûõ è çàòåì âîñïðîèçâîäÿòñÿ. Äëÿ êàæäîãî �àéëà çàäà-íî âðåìÿ çàãðóçêè è âîñïðîèçâåäåíèÿ. Ïðè çàãðóçêå �àéë ïîñòóïàåò â áó�åðòðàíñëèðóþùåãî óñòðîéñòâà è ïîêèäàåò åãî ñðàçó ïîñëå çàâåðøåíèÿ âîñïðîèçâå-äåíèÿ. Èçâåñòåí ðàçìåð áó�åðà. �àçìåðû �àéëîâ èçâåñòíû è ïðîïîðöèîíàëüíûâðåìåíè çàãðóçêè. Âîñïðîèçâåäåíèå �àéëà íå ìîæåò íà÷àòüñÿ ðàíüøå îêîí-÷àíèÿ åãî çàãðóçêè. Åñëè �àéë íà÷àë çàãðóçêó èëè âîñïðîèçâåäåíèå, òî ýòîòïðîöåññ íå ïðåðûâàåòñÿ. Òðåáóåòñÿ òàê çàäàòü ïîðÿäîê çàãðóçêè è îáðàáîòêè�àéëîâ, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü âðåìÿ îêîí÷àíèÿ âîñïðîèçâåäåíèÿ ïîñëåäíåãî�àéëà.Èçâåñòíî [1℄, ÷òî ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå äàæåäëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âðåìÿ çàãðóçêè êàæäîãî �àéëà ìåíüøå âðåìåíè åãî âîñïðî-èçâåäåíèÿ. Òàì æå âûäåëåíû ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå ñëó÷àè, à äëÿ îáùåãîñëó÷àÿ ðàçðàáîòàí ìåòîä ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè.Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ íèæíèå îöåíêè îïòèìóìà è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõýêñïåðèìåíòîâ äëÿ èõ ñðàâíåíèÿ.6�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 11-07-00474) è ÀÂÖÏ �îñî-áðàçîâàíèÿ (ïðîåêò 2.1.1/3235).
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1 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëüÏðåäñòàâèì çàäà÷ó â òåðìèíàõ òåîðèè ðàñïèñàíèé. �àññìîòðèì äâå ìàøèíû: Aè B. Êàæäîìó �àéëó ñîïîñòàâèì ðàáîòó. Çàãðóçêå �àéëà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòüâûïîëíåíèå ðàáîòû íà ìàøèíå A. Äëèòåëüíîñòü ðàáîòû i íà ìàøèíå A îáîçíà-÷èì ÷åðåç ai è ïîëîæèì ðàâíîé âðåìåíè çàãðóçêè ñîîòâåòñòâóþùåãî �àéëà.Âîñïðîèçâåäåíèþ �àéëà ñîîòâåòñòâóåò âûïîëíåíèå ðàáîòû íà ìàøèíå B. Äëè-òåëüíîñòü ðàáîòû i íà ìàøèíå B îáîçíà÷èì bi è ïîëîæèì ðàâíîé äëèòåëüíîñòèâîñïðîèçâåäåíèÿ �àéëà. Òàê êàê âîñïðîèçâåäåíèå �àéëà íå ìîæåò íà÷èíàòü-ñÿ äî îêîí÷àíèÿ çàãðóçêè �àéëà, ò.å. êàæäàÿ ðàáîòà ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ íàìàøèíå A, à çàòåì íà ìàøèíå B, òî ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ïî-òîêîâîãî òèïà äëÿ äâóõ ìàøèí. Îòëè÷èåì äàííîé çàäà÷è îò èçâåñòíîé çàäà÷èÄæîíñîíà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå áó�åðà. Âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû íà ìàøèíå
A îíà çàãðóæàåòñÿ â áó�åð è îñâîáîæäàåò åãî ñðàçó ïîñëå îêîí÷àíèÿ âûïîëíå-íèÿ ðàáîòû íà ìàøèíå B. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ðàçìåð áó�åðà â ñåêóíäàõ, ò.å.âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ çàïîëíåíèÿ âñåãî áó�åðà ðàáîòàìè. Òîãäà ðàáîòà i çà-íèìàåò â áó�åðå ai ñåêóíä. Ýòó çàäà÷ó áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé Äæîíñîíà ñáó�åðîì è îáîçíà÷àòü ÄÁ.Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ(i), i = 1, . . . , n, çàäàåò ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðà-áîò. Â îáùåì ñëó÷àå ïîðÿäîê íà ìàøèíå A ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ïîðÿäêà íàìàøèíå B. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ÷àñò-íîìó ñëó÷àþ, êîãäà ïîðÿäêè íà îáåèõ ìàøèíàõ ñîâïàäàþò. Ââåäåì ïåðåìåííûå
xij ∈ {0, 1}, êîòîðûå, òàê æå êàê è σ, çàäàþò ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîò: xij = 1,åñëè ðàáîòà i âûïîëíÿåòñÿ j-îé ïî ïîðÿäêó, ò.å. i = σ(j), è xij = 0 â ïðîòèâíîìñëó÷àå. Òîãäà

n∑

i=1

xij =
n∑

j=1

xij = 1, i, j = 1, . . . , n. (1)Ïåðåìåííûå xij ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü äëèòåëüíîñòü ðàáîòû íà ìàøèíå Aäëÿ j�é ïî ïîðÿäêó ðàáîòû â σ. Îáîçíà÷èì ýòó âåëè÷èíó pa
σ(j). Àíàëîãè÷íóþâåëè÷èíó äëÿ ìàøèíû B îáîçíà÷èì pb

σ(j):
pa

σ(j) =
n∑

i=1

aixij , j = 1, . . . , n, (2)
pb

σ(j) =
n∑

i=1

bixij , j = 1. . . . , n. (3)Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå sa
σ(j) è sb

σ(j), êîòîðûå áóäóò îïðåäåëÿòüíà÷àëî âûïîëíåíèÿ j-é ïî ïîðÿäêó ðàáîòû â σ íà ìàøèíàõ A è B ñîîòâåòñòâåí-íî:
sa

σ(1) = 0, (4)74



sa
σ(j+1) ≥ sa

σ(j) + pa
σ(j), j = 1, . . . , n− 1, (5)

sb
σ(j+1) ≥ sb

σ(j) + pb
σ(j), j = 1, . . . , n− 1, (6)

sb
σ(j) ≥ sa

σ(j) + pa
σ(j), j = 1, . . . , n. (7)Óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè áó�åðà âëå÷åò [1℄:

sa
σ(j+1) ≥ sb

σ(j) + pb
σ(j) + pa

σ(j) − Ω, j = 1, . . . , n− 1. (8)Ñ�îðìóëèðîâàííûå óñëîâèÿ çàäàþò ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé. Çàäà-÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè äîïóñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ, äîñòàâëÿþùåãî ìèíèìóìñëåäóþùåé öåëåâîé �óíêöèè:
F (σ) = sb

σ(n) + pb
σ(n). (9)Çàäà÷à (1)�(9) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.Òàêèå çàäà÷è ìîæíî ðåøàòü ñ ïîìîùüþ êîììåð÷åñêèõ ïàêåòîâ. Îäíèì èç ëó÷-øèõ ÿâëÿåòñÿ ïàêåò CPLEX [4℄. Ê ñîæàëåíèþ ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ ýòèìïàêåòîì óæå äëÿ 20 ðàáîò òðåáóþò áîëüøèõ çàòðàò ìàøèííîãî âðåìåíè. Äëÿñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûõ èñõîäíûõ äàííûõ íà ýòîé ðàçìåðíîñòè òðåáóåòñÿáîëüøå ñóòîê ìàøèííîãî âðåìåíè. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðàçðà-áîòêà ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ, â ÷àñòíîñòè ìåòàýâðèñòèê [1,3℄, à òàêæå íèæíèõîöåíîê îïòèìóìà.1.1 Îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è ÄÁ, â êîòîðîì äëÿ êàæäîé ðàáîòû i âû-ïîëíåíî íåðàâåíñòâî ai + bi ≤ Ω. Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ çàäà÷ó îãðàíè÷åííîéçàäà÷åé Äæîíñîíà ñ áó�åðîì è îáîçíà÷àòü ÎÄÁ.Òåîðåìà 1 ([1℄). Çàäà÷è ÄÁ è ÎÄÁ ýêâèâàëåíòíû.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ñâåäåíèè çàäà÷è ÄÁ êÎÄÁ. Ïóñòü I ïðîèçâîëüíûé ïðèìåð çàäà÷è ÄÁ. Ïîñòðîèì ïðèìåð I çàäà-÷è ÎÄÁ ñ òåì æå ÷èñëîì ðàáîò è äëèòåëüíîñòÿìè, ðàâíûìè ai = ai è bi =

min(bi,Ω − ai). Ïîëîæèì δi = bi − bi. �àçìåð áó�åðà îñòàâèì ïðåæíèì. Òî-ãäà äëÿ öåëåâîé �óíêöèè F (σ) çàäà÷è ÎÄÁ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
F (σ) = F (σ) +

n∑
i=1

δi äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ.2 Íèæíèå îöåíêè�àññìîòðèì íèæíèå îöåíêè îïòèìóìà çàäà÷è (1)�(9) è ïîêàæåì ñâÿçü ìåæäóíèìè. Çàìåíèì óñëîâèå öåëî÷èñëåííîñòè ïåðåìåííûõ xij íà óñëîâèå ïðèíàä-ëåæíîñòè èõ îòðåçêó [0, 1]. Ïîëó÷èì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Åå75



îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå îáîçíà÷èì ÷åðåç LBlp. Íàðÿäó ñ ýòîé íèæíåé îöåíêîéðàññìîòðèì îöåíêó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è ÎÄÁ. Îáîçíà÷èìåå LBlp.Òåîðåìà 2. LBlp ≤ LBlp +
n∑

i=1

δi.Çàäà÷à áåç áó�åðíîãî îãðàíè÷åíèÿ ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé Äæîí-ñîíà. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ çàäà÷è Äæîíñîíà ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå,â êîòîðîì ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîò íà ìàøèíàõ A è B ñîâïàäàåò è ìàøèíà Aðàáîòàåò áåç ïðîñòîåâ. Âåëè÷èíà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ áóäåò íèæíåé îöåíêîéäëÿ èñõîäíîé çàäà÷è ñ áó�åðîì. Îáîçíà÷èì LBJ íèæíþþ îöåíêó, ïîëó÷åííóþàëãîðèòìîì Äæîíñîíà äëÿ çàäà÷è ÄÁ, è LBJ � íèæíþþ îöåíêó äëÿ çàäà÷èÎÄÁ.Òåîðåìà 3. LBJ ≤ LBJ +
n∑

i=1

δi.Îöåíêè LBJ è LBlp ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìû, îäíàêî äëÿ ïåðâîé îöåí-êè èìååòñÿ ñòðîãî ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì Äæîíñîíà, à äëÿ âòîðîé îöåíêèòðåáóåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ýòîì ñìûñëå ïåðâàÿîöåíêà ïðåäïî÷òèòåëüíåå. Òåì íå ìåíåå, íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî îäíà èç ýòèõîöåíîê ëó÷øå äðóãîé. Â õîäå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òîîíè íåñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé, íî ðàçíèöà ìåæäó íèìè îòíîñèòåëüíî ìàëà.3 ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòûÒåîðåìû 2 è 3 ïîêàçûâàþò, ÷òî ïåðåõîä ê îãðàíè÷åííîé çàäà÷å ïðèâîäèò ê ðîñòóíèæíèõ îöåíîê. ×òîáû ïîíÿòü, íàñêîëüêî ñèëüíî ýòî âëèÿíèå, ïðîâåäåí ñëåäó-þùèé ýêñïåðèìåíò. Äëÿ òðåõ êëàññîâ çàäà÷ n = 20, 30, 100 ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì âûáèðàëèñü âåëè÷èíû ai è bi èç èíòåðâàëà îò 20äî 40. Â êàæäîì êëàññå ãåíåðèðîâàëîñü 50 ïðèìåðîâ çàäà÷è ÄÁ. �àçìåð áó�åðàâ êàæäîì êëàññå ìåíÿëñÿ îò 40 äî 80. Èññëåäîâàëàñü çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû
ε =

LBlp +
n∑

i=1

δi − LBlp

LBlp
100%îò ðàçìåðà áó�åðà â êàæäîì êëàññå. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íàðèñ. 1. Ïðè Ω > 80 ðàçìåð áó�åðà íå èãðàåò ðîëè è çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ïîëèíî-ìèàëüíî ðàçðåøèìîé. Ïðè Ω < 40 âîçíèêàþò ðàáîòû, ðàçìåðîì áîëüøå áó�åðà.Íàèáîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé Ω = 60. Ïðè òàêîì áó�åðå ðàçëè÷èå âîöåíêàõ îêàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì è äîñòèãàåò 9%. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä76



�èñ. 1: Çàâèñèìîñòü ε îò ðàçìåðà áó�åðàê îãðàíè÷åííîé çàäà÷å äåéñòâèòåëüíî ïðèâîäèò ê óòî÷íåíèþ íèæíèõ îöåíîêîïòèìóìà.Ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò ïîñâÿùåí ñðàâíåíèþ íèæíèõ îöåíîê ñ âåðõíèìèîöåíêàìè, ïîëó÷àåìûìè àëãîðèòìîì ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ îê-ðåñòíîñòÿìè (VNS). Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíî ÷èñëî íåñîâïàäåíèé âåðõíèõ è íèæ-íèõ îöåíîê äëÿ 50 òåñòîâûõ ïðèìåðîâ â êàæäîì êëàññå ïðè èçìåíåíèè ðàçìåðàáó�åðà îò 40 äî 80. Ïðè n = 20 è ðàçìåðå áó�åðà áîëåå 62 îöåíêè LBJ è LBlpíå ñîâïàäàþò. Íà ýòîì êëàññå âñåãäà ïîëó÷àëîñü, ÷òî LBJ ≥ LBlp. Íà äðóãèõèñõîäíûõ äàííûõ íàáëþäàëîñü è îáðàòíîå ñîîòíîøåíèå. �àçíèöà ìåæäó îöåí-êàìè íå ïðåâûøàëà 0.5%.Òàáëèöà 1: �àçëè÷èå ìåæäó âåðõíèìè è íèæíèìè îöåíêàìèn 40 50 55 58 60 62 65 70 80
LBlp 6= LBJ 0 0 0 0 0 3 4 3 420 V NS 6= LBJ 0 0 0 2 5 7 2 0 0
V NS 6= LBlp 0 0 0 2 5 8 6 3 4
LBlp 6= LBJ 0 0 0 0 0 0 0 0 030
V NS 6= LBlp 0 0 0 0 2 2 1 0 0
LBlp 6= LBJ 0 0 0 0 0 0 0 0 0100
V NS 6= LBlp 0 0 0 0 0 0 0 0 0Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè ÷èñëî íåñîâïàäåíèé ïàäàåò, àïðè n = 100 èñ÷åçàåò âîâñå. Ïîëó÷àåòñÿ óäèâèòåëüíûé ý��åêò: ñ ðîñòîì ðàç-ìåðíîñòè çàäà÷è îíà ñòàíîâèòñÿ ïðîùå è ïðè áîëüøèõ n ëåãêî ðåøàåòñÿ òî÷íî.77



Àëãîðèòì VNS áûñòðî íàõîäèò ðåøåíèå, çíà÷åíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íèæíåéîöåíêîé. Òàêîé ý��åêò ñâÿçàí ñî ñïîñîáîì ãåíåðàöèè èñõîäíûõ äàííûõ. Ïðèáîëüøîì ðàçíîîáðàçèè äëèòåëüíîñòåé ðàáîò èõ ëåãêî êîìïîíîâàòü ïîä ðàçìåðáó�åðà. Èçìåíèâ ñïîñîá ãåíåðàöèè èñõîäíûõ äàííûõ, ìîæíî ïîëó÷èòü òðóäíûåïðèìåðû, êîòîðûå äàæå ïðè îòñóòñâèè ðàçðûâà öåëî÷èñëåííîñòè áóäóò ïðåä-ñòàâëÿòü �ãîëîâîëîìêó� [3℄.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Kononov A.V., Kononova P.A., Hong J.-S., Two-stage multimedia shedulingproblem with an ative prefeth model // Preprints of the 13th IFAC Symp. onInformation Control Problems in Manufaturing. Mosow (Russia), June 3�5,2009. Mosow, 2009. P. 1997�2002.2. Lin F.-C., Hong J.-S., Lin B.M.T. A two-mahine �ow shop problem withproessing time-dependent bu�er onstraints � An appliation in multimediaproblem // Computers and Operations Researh. 2009. Vol. 36 (4). P. 1158�1175.3. Êîíîíîâà Ï.À. Àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ïîèñêà äëÿ çàäà÷è âûáîðà ïîðÿäêàïðåçåíòàöèé ìåäèà îáúåêòîâ // Òð. ÈÂÌèÌ�. Èí�îðìàòèêà. Íîâîñèáèðñê:Èçä-âî ÈÂÌèÌ� ÑÎ �ÀÍ, 2009. Ò. 9. Ñ. 177�182.4. CPLEX. URL: http://www-142.ibm.om/software/produts/ru/ru/ilogple/.
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