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���������� ���	
� ������	
� ���������� ����	�� �������	
� ����� �������
� ������	�� �������� ����� ��������		
� ������� ����	��  !"# $	���� �� 	��
���������� ������	
% �����# & ��'�� ���� ��� ������	
� ������� ��	�������
���(��� �������������	��� �����	�� �� ����'��� ����	�� � �����	��� ����	�� �
������ �	���	��� (�����% �	�(��# )��(��� ����������� ��� ������	�� �������
	��� �������� ��	�������	� ����		�% ������	����# )�� ����	�	�� ������� �
����
�����	��� ����	�� ���	����� ��	����	
% �������� ������	��� ������# *����� 	��
�����	�� ������	��� �������� ��� ����		�% ������	���� ����� 	��
���� ������%
������	��� ������# & ����	�%��� ����� �	������������ ����	����� ���% ������
	� ������ � ������ ���������� ������	��� ������+ 	� � � ������ ���� ������	
�
���������� �, ����	��#

)������� ��������� ������	��� ������ �������� ��������-����� ��� ����	��
����� ��	�%	��� �������������	��# & ���� ������ ����	���� �������� �����	
�
��������
� ����	��+ �����
� ������������� �����	�� �	������		��� �	�������#
������	���� ����'��� ����	�� ������� �� ���� �����	+ � �����
� ���	� �������+
�������� �� �����+ �	(���	�	��� ��		�% �����	�# &����� � ������	�% ��������	��

∗����������	� �
������� ��	 	�������� ��������� ����	������ ���� ������������
� 	��
��������	� ������� ����������� !
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��� ����	�� �������� � �	����� �	���� �(�	�� ����'�	��# )�� ����	�	�� �������
�
���� �����	��� ����	�� ���	����� ��� ��� �	�% �����	� ��������-������  /+ 0"#

)�� �����	�� ���������� ������	��� ������ ����� �	������������ ����	�	���
��������
� ������	
� ��������� �� �������	��� �������� � ����	����� �� 	��
�����	��# 1����+ ������ � ����	����+ ����� ����� � ���� �
���������	�� �����
	���� � ������ ������# 2������		�� ������ ����	���� � �	�������	�% �����	� ���
�������� 	� ������� ����� ������	���	�� � � ��  .+ 3+ !+ .4"# 2 �����% �������
��(��		�% ������% ���	� ��������		
� ������� ������� ������������'�� ������
������	���	��+ ������� �������� � �����	�% ������5 ��� ��		��� ����� 	�%�� �����
����	��+ ��� �	���	�� (�����% �	�(�� 	� ����������� ����		�% ������	
+ ����
��������������� ������ 	� ��	����# 6������� ����	�� ��������(��		�% ������
���	� ������������ ��� ����	�� ��		�% ������ ������	���	��# )������ �������
� � �� ��
�	� ��������	� ��� �����	�� ����	���� ��������(��		
� �����+ �����
	�� �	�������� ������	
� ������
+ �����		
� � 	������	��� ��������	
� � ����
����,		
� ����	�%# 1�� ����� ������	��� ������ ����� ��������		
� ����������%+
����
���'�� �� � �������� ������	���	��+ 	� ������	�# 7���������+ 	�������+ ����
���'�� ������ ������	���	��5 8�'������� �� ������	
% �������+ 	� ������� �	��
��	�� (�����% �	�(�� 	� ����������� ����		�% ������	
9 :�������	� ��� �������
������ �������� ����	�� ������ ������	��� ������ ��� ����+ ����
 	�%�� ����� 	�
��� ������ ������	���	��# )� ���� ��������������� ������ ������	���	�� ���������
������ ����� ����	�%+ ��� ������ 	������	�� �������	����� ������	��� ��������#
;��� ��� ��� �����	
� ������ ������	���	�� �������� ������	
��+ �� ��� 	� ��	��
����+ ��� ������ ������	��� ������ �������� ����	����������%# )� ���% �����	�
��� �����	�� ����	���� ������������'�� ����� ������	��� ������ �������� �����
�<= >�����'�	�� �� ?@ABC@DEFA�GEDH A@8FA IHFJ8K ?J@LAHDIM  /."# 2 �����������	�%
����� ���	�� ���� ����� �������� �� ������+ � �����
� ������	�� ��������	����
����� �
�� �������	� �� ����	������	�� �����5 ��� ����		��� ����	�� �������
���� �������� �� �	� ������	
� ��������� � ���� 	��+ �� 	�%�� �����	�� ����	�� �
������ �	���	��� (�����% �	�(��# & ���� ������ ������������'�� ������	����
	��
���� ����	������	� ����������%# ;��� ������������+ ��� �� �= 8@���+ �� �
������ �<= 	�� �������	
� �����  .N+ /."# 1������ �������+ 	� ��'������� ���
���	
� �����+ �����
� ��������� �
 �� ����	������	�� ����� � ����%�	����� ���
���� ������	��� ������ �� ������ �<=# 2����������	�+ ����	���� ����� �� �����
������ ��	��� ����	���� ������	
� �����  .4"# �������+ ��� �������� �� �= 8@���
�������� ����� ����	�%+ ��� ����������	�� � �= ��+ ��� ��� �������	�� ������	��
���� ������� ����,� �������	�� ����
� ����  ."#

& 	�����'�% ������ ����������� ����	���� 	������	�� ������	��� �������� �
������ � p������	�5 ��� ����		�% ������	���� � ���������	��� ����� 	�%�� ����%�
	����� ������	
% �������# O����	�� ����� ������� 	� ����	��������� �����������
������	��� ������+ � ���������� � ������ ���� ������	
� ����������# P�� ��������
��'�����		�# :�������+ ��� ������ ��	�%	��� �������������	�� ��� ������	����
������	
� �����	��� ��������������� ������	
 �����	�	(����	
� 	��	�� �(�	��
��� ����� �����(�%+ ���� ���� ������ ����	������	� ���������  /+ 0"# :������� 	�
��� ��������+ �	�����	� �(�	��� �����		�� ����	���� ��������� ������	��� �����
��# :�� ������� ��������+ ��� � ������ � p������	� ��� (����� ���� ������	����%
��� ����� �
���� 	�������	�� ������ ����� ����� ��������� 	� ����� �
�� �����
	���	� ����	���� �� ���	
 ������ �����	
� ��		
�#

/



1�� 	�������		
� ����� ����� ��� �����+ �����		�� ����
��� � ������ �����
���� ������	��� ������ ��������� 	�%�� �� ����	������	�� ����� ������	
% ���
	����+ 	���	�� � ���������	��� ����������� ����	��# Q���� ������� ����	����
	������	�� ������	��� �������� ��� ���� ����� ����
������ ����	������	�% ���
� ������ ���������� ������	��� ������# *������+ ��� 	�����	�� ����	�� �
��������
���������	
� �������+ �# �# �� ����	������	�� ����� ���	� 	�%�� ������	
% ���
�����+ 	���	�� � 	������ ����		�% 	�����	�% �����# P�� ������ 	�������� �������
���� �� ����
��'�%+ ����� ��������� 	�%�� ���� ����%�	����� ������	
% �������#
R����(�� 	�����	�% ����� ����� �����	��� ������# Q����� �	� ������������ ����
���'�� �������5 ��� ����		
� ������	����+ ����� � 	�����	��� ����	�� 	�%�� ���
����	
% �������+ �����
% ����� �
�� ������	 ���������� ������	��� ������ ��
��		��� 	�����	��� ����	��# 7�� ����� ����� ��	������ � ������ �=�STU����	
�
�����  /."# & ������ ���������� ������	����+ ��� �����
� ������ � p������	�+ ���
������ ������	��� ������ � ��������		�% 	�����	�% �����%+ ����� ����
������ �
���� ������#

2����� ����	�����	� ������'�� �������# & V . �������� ��	��	
� ��������	��
�+ � ����	����+ ��������	�� ������ �<= � �<=-����������# & V / ��������������
�� ������	
� ������	����+ �������� ��	���� ���
 ������	���� � ����	����������
�� �����	���	
� ���%����# & V W �����
������ �<= ���	��� ������ � p������	� �
�����% �� �����		
� ������	����%# P�� ��	�����+ ��� ��'�������	�� ����	�������
	��� ��������� ��� 	������	�� ������	��� ��	����� ���� �
 ��� ��	�% �� ����
������	����% �������� � ����	������	�% ������������ ���� ����� �� ������ �<=#

*������+ ��� �� ��� ��� 	�������	� 	� ��	��� ����	������	��� ��������� ���
����	�� �<=����	
� �����+ ���� ������ ����� �	� 	� 	�������� ����	
+ ����
 �����
	�� �
�� �������	
� ������# & V 0 ���������� �	���� ����	���� ��������� �������
	��� ������ � ������ ��
���	�� ������	��� �������� � ����		�% 	�����	�% �����%#
)��������� ������ �����	
� ��		
�+ 	� ������� �������� 	�������%���� ������ 8
	������
�� ������	������ ������� �����	�	(����	��� ����� �����# & V 3 ��������
�������� ������
 � �������� ��������
� ������	
� ��������� � ��'�������	��
���	
� ����	������	
� ������	����%+ �# �# ������	����%+ � �����
� ������	
� ���
�����
 �������� �������	
��# )�����	�+ ��� ������	
% ��	���� ��	�������	�
����	������	� ����������% ������	���� ����� �
�� ������ �������	��� ��	����
�� � ���������	�� ����� ���# 2�'�������	�� ���	�% ����	������	� ����������%
������	���� ����,� �X��#

� ���	��
� 	���������

2�'������� 	�������� ��������	�% ��������(��		�% ������  .+ !+ ./"+ �����
� ���
�������� �����	�� ��������(��# & ��		�% ������ ������������ ��������	�� ��  !"#

����������� �	 �����������		�
 ������ Y� ������������ ������'�� 	��
����� ��Z����� < I, Sol, f, goal >+ ���

.# I - �	������� ������ ������ Y�[
/# Sol - �	�(��+ ������� ������� ����� x ∈ I ������������ �	������� �����

����
� ����	�% Sol(x)[
W# f - �	�(��+ ������� ����,� ��� f(s, x) ����������� ����	�� s 	� ����� x[

W



0# ������	� goal ∈ {min, max} ����	��� �������� �� ������ Y� ������% 	� ����
����� ��� ��	����#

& ��������(��		�% ������ 	��������� 	�%�� ��������	�� ����	�� ��� ����		��
�� ����� x#

& ����	�%��� ����� ������������� ������ ������ 	� ��	����+ ���� ��� ������
���'�� ��������	�� ���	� ����	���� � ��� ����� 	� ��������#

����������� 
	 ����� ������	��� ������ ������������ ����% L = (OP,N)+
��� OP \ ��������(��		�� ������+ � N \ �	�(��+ ������� ������� �����������
����	�� s 	� ����� x ������ � ������������ �	������� N(s, x) ⊆ Sol(x) �����	�� ���
��	�%# $	������� N(s, x) 	��
���� ������	����� ����	�� s# *����� ������	���
������ ����������� � ��
���	�� ������	��� ��	����� ��� ����		��� ����� x#

;��� s \ ������	
% ��	���� � ������ L+ �# �# � ��� ������	���� 	�� ����	�% �
��	���� �	���	��� (�����% �	�(��+ �� ����� ��������+ ��� ����	�� s ��������
����������	��# )���� (OP,N1) � (OP,N2) \ ��� ������ ������	��� ������ # ]��
��� ��������+ ��� ������	���� N2 ����	�� ������	���� N1 >�����������		� �������
	���� N1 ������ ������	���� N2M+ ���� �� N2���������	���� ����	�� ������� ���
N1���������	����# ]���� �����
���� ��� ������'�� ������� N1 � N2# &����		��
��	���	�� �������� ��������	
� � ���	�����	
�#

& ����	�%��� ����� ������������� ������ ����� ������ ������	��� ������+ ���
�����% �� �����
� ��'������� �������'�% ����	�� p ����%+ ��� ��� ������ �����
x ���	� ������� ����������� ����	�� s ∈ Sol(x) ����	���	� �	���	��� ����	���
�� ���	
 ������ �����	
� ��		
�+ �# �# |s| ≤ p(|x|)#

����������� � �
�	 *����� L ���	������� ������ �<=+ ���� ��'������� ���
����	������	
� ��������� S+ ^ � T �����+ ���

.# 6������� 6 ���������� �������� �� ����� ����� x ������ ������# ;��� x ∈ I+
�� �������� 	������ ���������� ����	�� ������ OP #

/# 1�� ������ ����� ������ x ∈ I � ������ ����� s �������� & ����������
�������� �� s ��������
� ����	���# ;��� s ∈ Sol(x)+ �� �� ����	������	�� �����
�������� 	������ �	���	�� (�����% �	�(�� f(s, x)#

W# 1�� ������ ����� x ∈ I � ������ ����	�� s ∈ Sol(x) �������� 2 �������
���� �������� �� s ������	
� ���������# ;��� 	��+ �� �������� 	������ ������
s′ ∈ N(s, x) � ��	���� �	���	��� (�����% �	�(��#

����������� � �
�	 )���� L1 � L2 \ ��� ������ ������	��� ������# �<=
-�����	�� ������ L1 � ������ L2 ������� � �������	�� ���� ����	������	� �
����
���
� �	�(�% h � g �����+ ���

.# )� ���������	��� ����� x ������ L1 �	�(�� h �
������� 	������
% ����
h(x) ������ L2#

/# )� ���������	��� ����	�� s ����� h(x) �	�(�� g 	������ 	�������� ����	��
g(s, x) ��� ����� x#

W# ;��� x ∈ L1 � s \ ������	
% ������� ��� ����� h(x) ∈ L2+ �� g(s, x) \ ���
����	
% ������� ��� ����� x#

0



1���� ����� �������� ������ ����������+ ������� ����	���	�� �<=# *����� L ��
������ �<= 	��
���� �<=����	�%  .N+ /."+ ���� ��� ������ �� ����� ������ ��������
� 	�%# )��	
� ������ \ ��� ���
� ����	
� ������ � ��		�� ������# O� ����	��
�����	�% ������������ ����% �� 	�� ������� ����	������	�� ������������ ����
����� �� ����� ������# )����� �<=����	�� ������ ���������� �  .W"# )� �	������ �
������� ����	������	� ��������
� ��������(��		
� �����  !"+ ����,� ����� �PLS

����	������	� ��������
� ����� ������	��� ������#

����������� �	 *����� L = (OP,N) ∈ �<= ���	������� ������ �PLS + ���� ���
'������� ����	������	
% ��������+ �����
% �� ������ ����� x ������ L 	������
N ���������	�� ����	�� ���% ������#

P��� ����� 	� ����+ ��� ��� �������� �	���� _	�������		
�_������ � ����%
����	������	� ����������% ������	�����+ 	�������+ ������ � ���������	�% �����+
������ � ����
��� ��	�����	�% ��'	����+ ������ ��	�%	��� �������������	��#
)�����
 ����� ����� �� ������ �������	�% ���	� 	�%�� �  4+ N"#

&  /." ��� �	����� �����% ������ �<= � ������� ����	���	
�� �������� �
��
����	����	� ������'�� (������ �����	�%

�S ⊆ �<= ⊆ ��S,

��� �S � ��S \ ������	
� �	����� ����� ������+ ������
� �� ����	������	��
����� 	� �������	�����		
� � 	��������	�����		
� ����	�� Q����	�� ��������
����		�# )����� ������	�� ��	�����+ ��� ����� ����	������	� ���������� ������
������ ����������� � ���� ������ �� ������ �<=# &����� ������	�� ������� � ���+
��� ����� ������ �� ������ �<= ����������� � ���� ������ ������+ �������% ��
����	������	�� ����� 	� 	��������	�����		�% ����	� Q����	��# &  /." ������	�+
��� ��		�� ������	�� �������� �������+ ���� �� �=8@���# :����	��  .4"+ ��� �����
��S ������� �� ��	��	
� ��	���	�% R ⊆ {0, 1}∗ × {0, 1}∗+ �����
�

\ ����	������	� ����	���	
+ �# �# ���� (x, y) ∈ R+ �� ���	� y ����	������	�
����	���	� ���	�% x[

\ ����	������	� ������	�����
+ �# �# ��'������� ����	������	
% ��������+
�����
% ��� ����% ���
 (x, y) ��������� ���	������� �	� R ��� 	��#

*����� ������+ �����		�� � ��	���	��� R+ ����������� � ���+ ����
 ��� ������
x 	�%�� y ����%+ ��� (x, y) ∈ R# P�� ������ ���������� � ������ �S + ���� ��'�������
����	������	
% ��������+ �����
% ��� ������ x ���� 	������ y ����%+ ��� (x, y) ∈
R+ ���� ����'��� �� ���������� ������ y#

)������+ ��� ����� �PLS ��������	��	 ������ �S # )���� ������ ������	��� ���
���� L ���	������� ������ �PLS + � ����
 � ����	�� ������ L �������� �����	
��
�������# Q���� ��	��	�� ��	���	��

RL = {(x, y) | y − ������	
% ������� ��� ����� x ������ L}
����	������	� ����	���	�+ ��� ��� � ������ �<= ���������� ������ ����� �����
��+ ��� �����
� ���	� ������ ������ ����������� ����	�� ����	���	� ����	����
�� ���	
 ������ �����	
� ��		
�# )���	������	�� ������	��������� ����� ��	��
��	�� ������� �� ����	������	���� ��������� T � ��������	�� ������ �<=# )���
	�����	���� ��	���	�� RL ������ �S ������� �� ��'�������	�� ����	������	���
��������� ��� ������ L# Q���� �������+ �PLS ⊆ �S #
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)������ �����	�� ������	��# 7��������� ���������	�� ��	���	�� R �� ������
�S # 2�����������'�� ������ ������ ���������� � ���� ������ �� ������ �PLS # 7���
������� ���������	�� �����	�� ����� x# )� ��������	�� �� ����	������	�� �����
���	� ��	���+ ��'������� �� ����� y+ ��� (x, y) ∈ R# ;��� 	��+ �� ����� �������+
��� x 	� �������� ������ ������ ������	��� ������# ;��� ��+ �� �������5 �	����
���� ��������
� ����	�% Sol(x) = {y}+ (������ �	�(�� f(y, x) = 0+ ������	����
N(y, x) = {y}# Q���� ������ ������	��� ������ ������������� ��������	�� W+ �#�#
�S ⊆ �PLS #

*������� �������	�� ������� �<=+ �PLS + �S � ��S �������+ ��� � 	�����'��
����� 	�� ����
� ��� �����		
� ������	��� � ������ �������	�� ������� �PLS �
�<=# Q���� �������+ 	����� � (�	�����	�% ��������% ������ ����	���� �X��9 ���
'������� �	������	�� �������� �PLSX�<=9 � ������	
� ���������# ;��� �PLS �=
�<=+ �� � �= ��# $���� �
�� �������� ������ 	�����	���� �����+ ��� ������# & ���
��� ������+ ������ � �������	�� ������� �PLS � �<= �������������� ������� ������
�	�����	
� � �������	
�#

����������� � �
�	 ������ ��������� TGL(x) ��� ����� x ������ L 	��
������
����	������		
% ��� � �	�������� �����	 Sol(x) � �	�������� ��� ���� (s, s′)+
��� s′ ∈ N(s, x) � f(s′, x) < f(s, x)# &
���� �����	
 s ���� ���	� ������%���� ����
� ���� TGL(x) �� �����	
 s � ����+ �# �# � ������	
% ��	����# &
���� ����
TGL(x) ���	� ���������	�% �
���� ��� �����	#

O� ��������	�� �������+ ��� ��� ��������� �������� �(���������� � � 	�� ���
��� �
�� �����	�	(����	�� ����� �����	 ��	�������	� ���	
 ����� x#

����������� � �
�	 �������� ������	��� ������ LD ��� ������ L ����,���
������'�% �������������	����� �����5

`�� .5 :�%�� ���������� ����	�� s#
`�� /5 )�������� ���� s 	� ���	�� ������	
� ��	������#

`�� /#. :�%�� ����	�� s′ ∈ N(s, x) �����+ ��� f(s′, x) < f(s, x)#
`�� /#/ )������� s := s′#

`�� W5 &
���� ������	
% ��	����#

)� �	������ � ���������������� ������� �
���� ����	�� s′ 	� ���� /#. 	��
�
���� �������� ����'�	��# &���'� ������ 	� ���������+ ����
 ������� ����'�	��
�
�� ����	������	� �
�������% �	�(��% �� ���	
 �����# ;��� s 	� ��������
������	�� ���������+ �� �������� �� s � s′ � ���� TGL(x) ������������� �����
(s, s′)# )����	�� �������� LD � ���	
� 	�����	
� ����	���+ ����� �������� ����
���	
� ����+ ����'�� �� �����	 � �����# &
���� �����	
 �� ���� ���� �(�	�� �	���
	� ����� ����� ��������� LD ��� ������	�� ������	��� �������� 	��������� ��
�����	������ ������� ����'�	��# Q���� �������+ �������� LD ����� ���������
�����	�	(����	��� ����� ����� ��� ����� ������� ����'�	�� ����� � ������ ���
���+ ����� 	�%����� �����	
� ��		
� ��������������% ������+ ��� �����
� �
����
���� ��������� �������� �����	�	(����	�% �	�(��% �� ���	
 ������ �����	
�
��		
�#

����������� � �
�	 )���� ������ L1 �������� � ������ L2 � h, g \ ������������

!



�'�� �	�(��# a������+ ��� ���������� �������� ����	� + ���� ��� ������ �����
x ������ L1 ���	� ������� ����	������� R ��������
� ����	�% ����� y = h(x)
������ L2 �����+ ���

.# & R ���������� ��� ������	
� ��	����
 ��� ����� y#
/# 2�'������� ����	������	
% ��������+ �����
% ��� ������� ����	�� p �����

x ��������� 	������� ����	�� q ∈ R ��� ����� y �����+ ��� g(q, x) = p#
W# )���� ��� ��������� TGL2(y) �������� ����	������		
% ���� �� �����	


q ∈ R � �����	� q′ ∈ R ����%+ ��� � 	�� 	�� ����������	
� �����	 �� R+ � �����
p = g(q, x) p′ = g(q′, x) \ ������������'�� ����	�� ��� ����� x# Q���� p = p′ ���
��� ��������� TGL1(x) �������� ���� �� �����	
 p � �����	� p′#

7��������� ���������	
% ���� Π � ���� TGL2(y) � 	�����	�% � ��	��	�% ����
��	��� �� �	������� R# &������ ����� �����	 ����� ���� � ���� TGL1(x) ��	��
������	� ��������	�� g# b������ W ����	������+ ��� ������� ���� Π ����� ���
��
����� �����	��� q+ q′ �� �	������� R >	� �������'��� ����������	
� �����	
�� RM ������������� ���� �����	�+ �����'���� ������� �����	 q � q′+ ���� �����
�����	��'�� �����
 ���� �����	# 2����������	�+ ���� Π � ���� TGL1(x) ���	�
��������� � ������������ ���� Π(g)+ �����	
 �������� �������� �������� �����	
�� Π# )�� ���� ���	� ���� Π(g) 	� ����������� ���	
 �����	��� ����#

)���� p \ ���������	�� �����	� � ���� TGL1(x)# )���� q = g−1(p) \ �� ������
��� �� �	������� R# 7��������� ���	 �� ����% ��	�����	�% ���	
+ �
����'�% ��
�����	
 q � ����'�% � 	������
% ���� ���� TGL2(y)# & ���� TGL1(x) ����� ����
������������� ���� ��	���% ���	
+ ����'�% �� �����	
 p � ���	 �� ������ �����
����# Q���� �������+ �
���� �����	
 q 	� ��	��� �
���
 �����	
 p � ����
TGL1(x)# 2����������	�+ �
���� ���� TGL2(y) 	� ��	��� �
���
 ���� TGL1(x)
 .N+ /."# )������ ����	�� ���������� �����	��� 	��	�� �(�	�� 	� ����� ����� ���
������� ������	��� ������#

*������+ ��� � ������� W � �������� ����	������		��� ���� ����� ����������
������ ���� �� q � q′# & ���� ������ � ���� ��������� TGL1(x) ����% ���� ��������
������ ���� �����	� p+ ���� ���� (p, p′)# Q���� �����(�� ����� ���	�����+ ���� �
�������� �	������� R �
��������+ 	�������+ ��, �	������� ��������
� ����	�%#

*����� L �� ������ �<= �������� ����	� ���	�%+ ���� ��� ������ �� ����� �����
�� ����	� �������� � 	�%# O�����	�+ ��� ������ (Circuit, F lip) � ��� ������ �����
�������� ����	� ���	
��  .N+ /."#

� �������	��� � �� ��	�����

*����� � p������	� ���������� �����(��+ ����� � ������	
� ��	���� ������������
	��	� ���������� p ����������% ���+ ����
 ������	�� �������	�� �� 	�� �� ���
���������% �
�� ��	�����	
�# )�����,� �����	�� ���% ������ � ������������ �
��������	��� .# ����	���� ����� F �	������� ������	
� ��	���� ������������+ �
����� J �	������� �����������%# )���� (gij) \ �������	�� ����� j�� ������������
� i�� ������	
� ��	���� ������������#

&���5 �����(� (gij), i ∈ F, j ∈ J, � (���� ����������	�� ����� p#
7���	��5 ����� ����	������� S ⊂ F ��'	���� p#
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c������ �	�(��5 ������	�� �������	�� �� ����
����
� ����������% �� ������
������%+ �# �#

∑
j∈J

min
i∈S

gij#

Q�������� 	�%�� ����	�� � ��	�����	
� �	���	��� (�����% �	�(��#

7��������� ������'�� ������	����#
.# ������	���� Swap(S) �������� ��� ����	������� S ′ ⊂ F ��'	���� p+ �����
�

���������� �� S �������	����% ��	��� �����	�� �� S � �����	��� �� �����	�	��
S = F \ S# ������	���� �������� p(|F | − p) ��������
� ����	�%#

/# ������	���� LK(S) ><EC�dHJCEeKFCM  .0+ .3"# �	� �������� � ����'�� �������
'�% �����(��		�% ���(����
# :� ������ ���� ��������������� ��� ���
 �����	�
��� i1 ∈ S, i2 ∈ S+ ����
% �� �����
� ��	�� 	� ������������� � �������	�����+ �
�
�������� 	�������� ����+ �#�# ����+ ������� ���������	� ���	����� ����� ����
����	�%+ ����+ ���� ����� 	��+ ��	�����	
� ������� ����������� �,# ;��� ����� ���
	��������+ �� �
�������� ����� �� 	��# )��(����� ����	���������� ����� k �����+
1 ≤ k ≤ min{p, |F | − p} ����� � ���� k �����	�� ����	�% ��� S#

W# ������	���� LK1(S) ������� �� ��	��� ����	�������+ ������� ���������� ��
���	 ��� ����
��'�% ���(����
# )� �������	�� ��� ������	���� �������� ������
������	���� Swap#

0# ������	���� FM(S) >fEgh88EF�iFGGKHBIHIM  j"# �	� �������� �	������	� �������
	���� LK(S)# k���
% ��� ���% ���(����
 ������� �� ���� ������# :� ������ �����
��������������� �����	�
 �� S+ ����
% �� �����
� ��	�� 	� �������������+ � �
�
�������� 	�������%# �	 ����������� � �����	�	�� �	������� S# :� ������ �����
����� �����	��� �	������� S+ ����
% �� �����
� ��	�� 	� �������������+ �
�����
���� 	�������% � ����������� � S# :�������� �����	��� �� ����	��� ���������
�����	�+ ������� �������� � ������ ���� ���������	� ���	����� ����� �������
�	�%+ ����+ ���� ����� 	��+ ��	�����	
� ������� ����������� ��# ;��� �������
	�������� 	�������� �����	���+ �� �
�������� ����% �� 	��# ������	���� ������
��� k ��������
� ����	�%+ 1 ≤ k ≤ min{p, |F | − p}#

3# ������	���� FM1(S) ������� �� ��	��� ����	�������+ ������� ���������� ��
���	 ��� �����������'�% ���(����
# 1�		�� ������	���� �
�� �����	� ��� ������
� ������	�� ����  .N" � ����	������� ����� FM �Swap#

!# ������	���� k�Swap(S)  /l" ������� �� ����	������+ �����
� ���������� ��
S ������'�� �������# &
�������� 	� ����� k ��� (i1, i2)+ i1 ∈ S, i2 ∈ S+ 	� ��������
'�� ��'�� �����	���+ � ��� �����% ���
 ������������ ����	�# ������	���� �����
O(pk(|F | − p)k) �����	��� � �������� ����	������	�% ��� ����� ��������		�% k#

m���� ���������+ ��� ������ � p������	� � ����% �� ���� ������	����% ���	���
����� ������ �<=# :��� ����� ������	
 ����� ����� ����� �������� ������	���
������+ 	� ������������	� ����	���� ��	���	�� ������������	�� ����� ����,	�
	
�� ������	������#

����� �	 !���������� ������"�� ����	�#�	�
 ��$�� ������	���
��%

FM1 � Swap � LK1 � LK,

LK1 � Swap � k�Swap,

FM1 � FM.

N



1������������� ����� ������� �� ��������	�� ������	����%# Q���� �������+ �������
	���� FM1 �������� ����% �����%+ � ������	���� Swap � LK1 ��������	�	
#

����� 
	 &���� ������ L1 = (OP,N1)' L2 = (OP,N2) ���	����$�� ������ �<=
� N1 � N2( )���� L1 �������
 � L2(

��������������	 Q�� ��� �� N2���������	���� ����	�� ������� ��� N1����������
	����+ �� � �������� �	�(�% h � g �� ��������	�� 0 �����,� ���������		
� �	��
(��# O� ����	������	�� �
���������� ������	�# m���� / ������	�#

��������� �	
.# ����� (p�median, Swap) *�������	�	� ������ (p�median, LK1) � �������
 �

������� (p�median, LK) � (p�median, k�Swap)(
+( ����� (p�median, FM1) �������
 � ������� (p�median, FM), (p�median, Swap)'

(p�median, LK1)' (p�median, LK), (p�median, k�Swap)(

2���������� ��������	�� �������+ ������� ����	������ ����	�� ����������
���� ����� �� ������ �<=#

����� �	 &���� ������ L1 = (OP,N1)' L2 = (OP,N2) ���	����$�� ������ �<=
� N1 � N2( ,��� ��
 ��$���� ����� x �����������		� ������ OP ���� TGL2(x)

��
���
 ��������� ����� TGL1(x)' �� ������ L1 ����	� �������
 � ������ L2(

��������������	 )� ����� / ������ L1 �������� � ������ L2# )������+ ���
��� ����n�	�� �������� ����	
�# &����,� � �������� �	�(�% h � g ���������		
�
�	�(��# & �������� R ������� �	������� ���� ��������
� ����	�%# b������ . � /
��������	�� N ����������� ��������	�# )� ������� ��� TGL2(x) �������� �������
�� ���� TGL1(x)# )������ ����% ���� � ���� TGL2(x) �������� ���,� � ����
TGL1(x)+ � ����
% ���� >������	
% ��	����M � ���� TGL2(x) �������� ������ �
���� TGL1(x)# 2����������	�+ �
���	����� ������� W ��������	�� ����	�% ������
�����# m���� W ������	�#

��������� 
	 ����� (p�median, Swap) ����	� �������
 � ������ (p�median, LK1).

Q�� ��� ��� ��������� � ������ � ������	����� LK1 �������� �������� ����
��������� � ������ � ������	����� Swap+ �� ��������	�� ������� �� ����
 W#

� �����	�
� ������

)�� ����������� � �������������� ������'�� ����������� ������������ ������ �
������	�� �	������� �����	 ���� 	� ��� ����	������� ���	�% ��'	���� >Max−
Graph Partitioning ��� ������ GP M# )�����,� �, �����	����#

&���5 ��� G = (V,E) � �,�	
� ������ �����	 |V | = 2n � ������ �,��� we ≥
0, e ∈ E.

1��������� ����	��5 ����� ������	�� �	������� V 	� ��� ����	������� V1, V2

���	�% ��'	����#
c������ �	�(��5 ��� ������� W (V1, V2)+ �# �# ����� ����� �,���+ � �����
� ���	

��	�( ���������� � �	������� V1+ � �����% \ � �	������� V2#

j



Q�������� 	�%�� ���������� ����	�� ���������	��� ����#
& ����	�%��� ��������������� ������ 	������	�� ������	��� �������� ��� ���

���� GP � ������	����� FM1+ ������� ������������ ����� ��� ��� ������ � p�
�����	�# )���	�� �<=����	��� ������ (GP,FM1) ������	� �  .N+ /."#

1�� �������������� ���	��
 ������ � p������	� � ����% �� ����,		
� �
��
������	����% ��������	� ���� ��� ����	����� ��� ������ � ������	����� fi1# &
������'�% ������� ����	���������� ����� ����	
% ���������+ �����
% � �������
����� �������� �(�	��� ����� ����� ��������� LD ��� ���� ����� ������	��� ���
����#

������� �	 ����� (GP,FM1) ����	� �������
 � ������ (p�median, FM1)(
��������������	 )� �����	
� ��		
� ������ GP �������� �����	
� ��		
�

������ � p������	� ���+ ����
 ������ ����������� ������� (V1, V2) ��������������
	���� �� p ����������%+ � ����� �	���	�% (����
� �	�(�% 	� ���� ����	��� �
��
������		�%# Q���� � �������� �	������� R �� ��������	�� N ���	� ����� ��� �	����
���� ��������
� ����	�% ������ � p������	�+ ���
 ��������� ����� ������	
+
� �����	�� ����� ����	
�#

����	���� ����� Ei �	������� �,��� � ���� G+ �	(���	�	
� �����	� i ∈ V + �
����� Wi =

∑
e∈Ei

we, W =
∑
e∈E

we# )������ F = {1, . . . , |V |}, J = {1, . . . , |E|+ |V |}, p =

n# k������ j = 1, . . . , |E| �������� � ������������ ����� e ∈ E � �������

gij =

{
0, ���� e = (i1, i2), (i = i1) ∨ (i = i2),
2we � ������	�� ������+

� ��� ������� j = |E| + 1, . . . , |E| + |V | �������

gij =

{
0, ���� i = j − |E|,
W − Wi � ������	�� ������#

7������ (V1, V2) �������� � ������������ ����	�� S = V1 � ��������+ ���

∑
j∈J

min
i∈S

gij + W (V1, V2) = nW.

*������+ ���
|E|∑
j=1

min
i∈S

gij = 2
∑

(we | e = (i1, i2), i1, i2 /∈ S)

�
|J |∑

j=1+|E|
min
i∈S

gij =
∑
i/∈S

(W − Wi) = nW −
∑
i/∈S

Wi.

Q�� ��� ������	�
∑
i/∈S

Wi �������� ��� ������� ����� �� ������� (V1, V2) ���	� ���	

���+ � ��� ����� e = (i1, i2), i1, i2 /∈ V1 ���������� � 	�� �����
+ ��

∑
i/∈S

Wi = W (V1, V2) +

|E|∑
j=1

min
i∈S

gij.

.l



������ ������� ��������	�� ������
#

��������� �	 -�
 ���	��� ������ (p�median,N) �� ������ �<= ��������	�'

����� ������	���� N ���� 	� ������ ������	���� ./1#

��������������	 ;��� ������	���� N ��������� � ������	����� FM1+ �� ������
���	�� 	�����������		� ������� �� ������
 .# ;��� ������	���� N ����	�� �������
	���� FM1+ �� ��������	�� ������� �� ����
 / � ������
 .#

)������+ ��� ��������� W ����� �
�� ����������	� ��� �	����� ����	���� ���
��� ������	��� ������# O� ����
 . � ��������� W �����+ ��� ������ � p������	� �
������	������ Swap, LK+ LK1+ FM + k−Swap �������� ���	�%# 7��������� ��	� ��
������	
� ������	����%+ ������� ����� �
�� ��������	� ������'�� �������# �	�
�������� � ���� ������	���� Swap � � ������� �����	�� ���% ������	���� ������
������ (������ �����	�� ����	�% �� �������� ������	���� LK >���# .M# ����	����
	���� ������	���� ����� TreeLK#

0��( 1( ������	���� TreeLK(S)

�	� �������� ����	������	� ����������%+ � TreeLK���������	�� ����	�� ���
������ Swap���������	
�# ������ ������� �<= ���	��� ������ (p−median, TreeLK)#
1����� ������
 ������	
� ������	����% ���	� 	�%�� �  .!"#

��������� �	 ,��� PPLS �= 234 � ������ � p������	� � ������	����� N �����

	������	� �����#���' �� FM1 �� N (

��������������	 ;��� FM1 � N + �� ������ (p − median, N) ����� ���	�% �+
�����������	�+ PPLS X �<=# Q���� �������+ ���� N \ ����	������	� ���������
��� ������	����+ �� ��� ����	������	�% ������������ ������ (p − median, N)
	���������+ ����
 ��� ������	���� �
�� ���� ������ ������	���� FM1+ ���� ���
������	���� �
�� 	�����	��
# )����� ��	�����+ ��� �	������� FM1���������	
�
����	�% ����	� �
�� �������		
� ����	�������� �	������� N ���������	
� ���
��	�%# &����� ��	�����+ ��� �� FM1���������	���� ����	�� 	� ����	� ���������
N ���������	���� � 	�������# 2�������� 0 ������	�#

6	������	
� ��������	�� ���	� ������������� ��� ������ ������	
� �����
����(��		
� �����5 ������ ������������+ ������ � ���������	�� �������+ � ����
���	�� ���� � ������  /."#

..



2�����'�� ��������	�� �����
����+ ��� ��������� W ���	� ������� � ��������
����	�� ���	��� ������ � p������	� � �����% �� ������	����% Swap, LK+ LK1+ FM #
&����� � ����	�% ���	��� ������ (p−median, k−Swap) � 	�����'�� ����� ��������
����
�
�#

������� 
	 ����� � p������	� � ��$�� �� ������	���� Swap, LK+ LK1+ FM +
FM1 
��
���
 ����	� ���	� (

��������������	 *����� GP � �����% �� �����		
� ������	����%+ ����� �������
	���� LK1+ �������� ����	� ���	�%  .N+ /."# 2��������� ������
 . ������+ ��� ��'��
������ �����	� ��	��	��	�� ������������ ����� ��������
�� ������	���� ������
GP � ��������
�� ����	���� 	��������� ����	��� ������ ������ � p������	�# *	��
��	�� (����
� �	�(�% 	� ������������'�� ����	��� � ����� ���� ������		��
������	�# Q���� �������+ ��� ��������� ������ GP � ����% �� �������������
�
������	����% �������	 ���� ��������� ����� ����	��� ������ ������ � p������	�
� ��% �� ������	�����# ������ ������� ��������	�� ������
#

1�� ������	���� LK1 ��������	�� ������
 ������� �� ������		�% ��� ����	�%
���	��
 ������ (p − median, Swap) � ��������� /#

� �	��	��� 	����	 	 ��!���

�(�	�� � ������ ������ ����� ����� ��������� LD ��� �������������
� �������
	����%#

������� �	 �������� ������	��� ������ ��
 ������ � p������	� � ���#�� ����

��� ������� *����	�	�����	��� ����� #���� ��
 	���$��	�
 ������	��� ��	����

�� ��� ����� ������ 	�������	�
 ������ � ���� �� ������"�� ������	���� %

Swap, LK' LK1' FM ' FM1(

2������������� ��������	�� ������� �� ������
 / � ��'�������	�� ������ ����
��	�	(����	�% �
���
 � ������ �<=  /."#

*������+ ��� � ������� �� ������������'�� �(�	�� ��� ���������������+ ������
	�	(����	
� �(�	�� �� ������
 W 	� ������� �� ������� ����'�	��# �(�	�� �����
���� �����	�	(����	
�� ��� ����������	�� ���
� �������	�����		
� ��� 	����
�����	�����		
� ���(����+ ����	������	� ����	���		
� ��� 	�����	���		
� ���
�������� ��� �� �����	�(�% ��� �
���� �����	��� ����	�� � ������ �	���	���
(�����% �	�(��#

1����� �������	�� ������
 / �����	� � ������% ������	��� ������ ��� �����
����		�% 	�����	�% �����5 ��� ����		
� �����+ ������	���� � 	�����	��� ����	��
	�%�� ������	
% ��	����+ �����
% ����� �
�� ������	 ���������� LD �� ��		���
	�����	��� ����	��# P�� ����� ����	�� ������+ ��� �����������'�� ������ 	�����
��	�� ������	��� ��	�����# 7�	��� ����������� 	�%�� ����% ������	
% ��	����#
Q����� 	��� 	�%�� ������	
% ��	����+ ��������
% �� ����		��� 	�����	��� �����
	��# & ���� ��������	�� 0 ��� ����% ������ �� ������ �<= ������������'�� ������
	������	�� ������	��� ��	����� � ��������		�% 	�����	�% �����% ����� � �����
�� �=�STU  3"# 1�%��������	�+ �� ����������	�� ���	� 	�����	��� ����	��+ ��� �
������� ����������� ����	��+ ����	���	� ����	���� �� ���	
 �����# :������	��
������� �����	��� ����	��+ ���� ����� ��'�������+ ���'���������� �� ����	�������

./



	�� ����� �+ �����������	�+ ������� ����	������	� ����	���		�% ������# Q�� ���
	� 	��	� ���	��� ��� ����������	
� ����	��+ �� ��������� �������	���� ������
����	������	� ����	���	�#

������� �	 5���$��	�� ������	��� ��	����� � ������ � p������	� ��� ������

����		� 	�����	� ����� 
��
���
 �=�STU����	� � ���� �� ������"�� �������

	���� % Swap, LK' LK1' FM ' FM1(

2������������� ��������	�� ������� �� ������
 /+ ��'�������	�� ����% �����
�� � ������ �<=+ ��� ������% ��
���	�� ������	��� ��������+ ������������'���
����		�% 	�����	�% �����+ �������� �=�STU����	�%  .+ /"+ � ����� �� ���� ����+
��� ����	�� ���������� ���� ����� �� ������ �<= ������ ����	������	�� ������
����� ������������'�� ����� 	������	�� ������	��� �������� ��� ��������		�%
	�����	�% �����  .N+ /."#

& �������	�� �������� ������,� ������ �����	
� ��		
� ������ � p������	�+
��� �������� �������� LD 8 ������	����� LK1 �
���	��� �����	�	(����	�� �����
�����# Q���� �� ����
 . �������+ ��� �������� 	�������%���� ������+ 	� ���� /
�������� ������ �
�������� ������ 	�������% �����+ �������� �����	�	(����	
� �
������	������ Swap � LK1#

& ������  /l" ��� ����'�		�% ������ � ��������� �����	 ���� � ��� (����
(2 − GGCP ) ��������	� ����%���� �����	
� ��		
�+ ��� �����
� �������� 	���
�����%���� ������ � ������	����� Flip ��������� �����	�	(����	�� ����� �����#
:����	�� �����	���� ������#

&���5 ������		
% ��� G = (V,E)+ we, e ∈ E \ (��������		
� ���� �,���#
7���	��5 ��������� �����	 � ��� (����+ �# �# �	�(�� ���� c : V 
→ {1, 2}#
c������ �	�(��5 ������	
% ��� �,���+ �����	
 �����
� ������	
 � ���	 (���#
������	���� Flip5 ��� ���������+ �������'���� �� ��		�% (����� ��	�% ������

	
# *����� ������� � ������ ��������� � ��	�����	
� ������	
� ����� �,���+
�����	
 �����
� ������	
 � ���	 (���# *����� 	������	�� ������	��� ��	�����
��� ������	���� Flip �������� ����	� �<=����	�%  /l"#

������� �	 ����� (2�GGCP,F lip) ����	� �������
 � ������ (p�median, LK1)(
��������������	 )������ F = {1, . . . , 2|V |}+ J = {1, . . . , |V | + 2|E|}+ p = |V |+

W =
∑
e∈E

|we| + 1. k����% �����	� v ∈ V �������� � ������������ ��� ������ iv+ i′v

�����(
 gij � ���	 ������( jv# k������ ����� e = (j1, j2) ∈ E \ ��� �����(� j1(e)+
j2(e) ∈ J.

)�� jv = 1, . . . , |V | �������

gijv =

{
0, ���� (i = iv) ∨ (i = i′v),
W � ������	�� ������#

)�� e = (j1, j2) ∈ E � we ≥ 0 �������

gij1(e) =

⎧⎨
⎩

0, ���� (i = j1(e)) ∨ (i = j2(e)),
we, ���� (i = j′1(e)) ∨ (i = j′2(e)),
W � ������	�� ������#

gij2(e) =

⎧⎨
⎩

0, ���� (i = j′1(e)) ∨ (i = j′2(e)),
we, ���� (i = j1(e)) ∨ (i = j2(e)),
W � ������	�� ������#

.W



2�������� �����(
 gij ��������	� ��������	� 	� ���# /#

0��( +( 2�������� �����(
 gij

;��� �� we < 0+ �� �������

gij1(e) =

⎧⎨
⎩

we/2, ���� (i = j1(e)) ∨ (i = j′2(e)),
−we/2, ���� (i = j′1(e)) ∨ (i = j2(e)),
W � ������	�� ������

gij2(e) =

⎧⎨
⎩

we/2, ���� (i = j′1(e)) ∨ (i = j2(e)),
−we/2, ���� (i = j1(e)) ∨ (i = j′2(e)),
W � ������	�� ������#

)�������		�� ��	�����(�� ���������� ����	������	� �
�������� ��������	��
������ ������ /�GGCP �� ����
 ������ � p������	�# )���� S ⊂ F \ ������	
%
��	���� ��	�������	� ������	���� LK1# b������� � ���+ ��� ��� ������ v ∈ V ��	�
� ������ ��	� �� ����� iv+ i′v ������ � �	������� S# )����������+ ��� iv+ i′v /∈ S# Q����
	�%����� ����� �����	� v0+ ��� ��� ������ iv0 + i′v0

������ � S+ ��� ��� |S| = |V |# *���	�
��	�% �� ���� ����� 	� ����� �� iv+ i′v �������� � ����	�� ��	����� � �����(� jv

	� ������	� W � ������	� � ����� ��	����� � �����(��+ ������������'�� ������+
�	(���	�	
� �����	� v0# 1�� ������� ������ ����� ������	
% ���� 	� �����������
|we|# Q���� �������+ � ������	���� ����	�� S ������� ����	�� � ��	���� �	���	���
(�����% �	�(��+ ��� ������������ ������	�% ��������	���� S# 2����% iv+ i′v ∈ S
��������������� �	������	�#

)� ����	�� S ��������� ��������� �����	 ���� G5

cS(v) =

{
1, ���� iv ∈ S,
2 � ������	�� ������#

)�������+ ��� ��������� cS(v) �������� ������	
� ��	������ ��	�������	� �������
	���� Flip# )���� 	�������� ����� e ∈ E �����	��� �����	
 ��	��� (����# 7�������
��� ��� ������#

.# )���� we > 0# 1�� ����� e = (j1(e), j2(e)) 	�%��� ������ i1, i2+ ������������'��
�����	�� j1(e), j2(e)# ;��� i1, i2 ∈ S+ �� i′1, i

′
2 /∈ S � � �����(� gij ��	���� � �����(�

j1(e) ����	 l+ � � �����(� j2(e) ����	 we+ �# �# ������	� we ���������� ��� � ����

.0



cS(v)+ ��� � � ���� S# ;��� �� i1, i2 /∈ S+ �� i′1, i
′
2 ∈ S � ��	���� � �����(� j1(e) ����	

we+ � � �����(� j2(e) ����	 l# 2	��� �������� � ���� �� �
����#
/# )���� we < 0# ;��� i1, i2 ∈ S+ �� � ����� �����(�� �����(
 gij ��	���� ����	

we/2+ ��� � ����� ���� we# ;��� �� i′1, i
′
2 ∈ S+ �� �	��� � ����� �����(�� ��������

we/2+ ��� � ����� ���� we#
Q����� ���������� �����+ �����	��'�� �����	
 ���	��� (����+ � ����� i1 ∈ S+

i2 /∈ S# ;��� we > 0+ �� � ����� �����(�� j1(e), j2(e) ��	���� ����	 	��� � ���
����� 	� ������ � ������	
% ��� ����	�� S# ;��� �� we < 0+ �� ��	���� � �����(�
j1(e) ����	 we/2+ � � �����(� j2(e) ����	 −we/2+ ��� � ����� �	��� ���� 	���# Q����
�������+ �	���	�� (����
� �	�(�% 	� ����	��� S � cS(v) ���������#

)���������� ������+ ��� ����	�� cS(v) 	� �������� Flip ��������	
�# Q����
	�%����� �����	� v ∈ V + ����	�	�� (���� ������% �������� � ����	�� (�����%
�	�(��# :� ����� � ����	�� S 	� �������� LK1 ��������	
�+ ��� ��� ����	�	��
(���� �����	
 v ������������� ����	� iv 	� i′v � ��� �� ����	�	��� (�����% �	�(��#
*	����+ cS(v) �������� ������	
� ��	������+ � ������ (2�GGCP,F lip) �������� �
������ (p�median, LK1)#

)�������+ ��� ��� ����n�	�� �������� ����	
�# & �������� �����	��� �	�������
R �� ��������	�� N �
����� ��� ��������
� ����	�� S+ �������'�� ������'��
���%�����5 ��� �����% �����	
 v ∈ V ���� iv ∈ S+ ���� i′v ∈ S# 7�	�� �
 ���������+
��� ��� �	������� �������� ��� ������	
� ��	����
+ �# �# ������� . �
���	�	�#

)���� cS(v) \ ���������	�� ��������� �����	 � ��� (����# &������ � �	�������
S ������ iv+ ���� �����	� v ����� (��� .+ � ������ i′v+ ���� ���� (��� /# Q���%
�������� ����	�������� �����	� ��	��	��	�� ������������ ����� ����������� �
�����	���� �	������� R+ �# �# ������� / ����� �
���	�	�#

)������� ������	�� �������# *������+ ��� ��� ������ (p�median, LK1) � ����
��������� 	�� ��� ���� (q1, q2)+ q1 ∈ R+ q2 /∈ R+ ��� ��� �	���	�� (�����% �	�(��
��� q2 ������ ������ ��� ��� q1# 1������ �������+ ����% ����+ 	���	��'�%�� �
���	�����'�%�� � R+ (������ ����� � R+ � ���� ��� ����������	
� �����	 ��
R ���� ���� (q1, q2)+ q1, q2 ∈ R# :� ����% ���� ������������� ���� � ���� ���������
������ (2�GGCP,F lip)+ ������ � ������� ��������	�� ������
#

)�����,� �����	�� ������� ��� ������ (2�GGCP,F lip) >��# ���# W � 0M# a��
������� �� K ������% � ��	�% (��� �� ��,� �����	# k���
% �� ������ �������
�� .. �����	# &����	� � 	������ . 	����,� ����	�%+ � � 	������ 4 \ �
���	�%#
&���	�� �����	� ����� i �����	����� ������ � �
���	�% �����	�% ����� i + 1, i =
K−1, . . . , 1# &���	�� �����	� ����� K �����	����� ������ � ����% �����% �����	�%
(���# 7,���� ������ �������	
 ����������	
� � ����(�����	
� ����+ ������	

�����
� �������	
 	� ���# W# &
���	�� �����	� ������� ����� �	(���	�	� ������
���
��� ����� �����	�� � 	������� 0+ 3+ ! � .l# & ���� ������� �,��� � ������ M
� −M # & �������� M �
���	� ��������	� ������� ����������	�� ��	���	��+ ����

� ������	�� ��	����� ����	�������� ���	����
% (��� �����	 � �,��� � ����� −M
� ���	
� (���� �����	 � �,��� � ����� M #
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0��( 6( ]��� i : Ai = 20i−1

0��( 7( c��� � �����
�� �������

;��� �������� 	�������%���� ������ 	���	��� ������ � ��������� ���� �����	 �
����
% (���+ �� � ������������'�� ���� ��������� �������� ���� �� 2K ���  /l"#
Q�� ��� ������,		
% �
�� ��� ����� 12K + 2 ��� � 11K + 3 �����	+ �� �� �����
���������� ������
 3 �������+ ��� �������
% ������ ��� ������ � p������	� �����
22K+6 ����� � 35K+7 �����(��# *����� (2−GGCP,F lip) � �����		
� �
�� �����
����	� ��������	�	� ��		��� ����	��� ������ ������ � p������	� � ������	�����
LK1# ]���� ����+ �� ���
 ��������� ������	
# 2����������	�+ �������� LD+
	���	��'�% ������ � ����	�� S = V + ����� ��������� ���� ���	
 2K #

" #	 ��$�	��� 	����
� 	���%!%	�

������	���� 	��
���� ���	� + ���� ����% ������	
% ������� �������� ��������
	
�# 2�'�������	�� ���	�% ����	������	� ����������% ������	���� ������ ���
����	
% ����� ���	
� �������+ ��� 	�������+ ��������-�����# ��	��� ��� ������
������������ ��'�������	�� ����% ������	���� ������ �X��  /"# & ��		�� �����
���� ����� ������	� �������������	���� ������ ����� ������	����% � ��� ������ �
p������	�# k���� ����+ ����� ����	����	�+ ��� ������	
% ��	���� ��� ����% �����
	������	� ����������% ������	���� ����� �
�� ������ �������	��� � ���������	��
����� ���+ � ���������� ������	
� ��	������ ����� ����� �����	�	(����	� � ���
���� ������	���� ������# & ��	(� �������� ����� �������	� ����%���� �����	
�
��		
�+ 	� ������� �������	�� �� �������	��� ��	����� �� �����%���� ������	��
�� ��	����� ���	� 2p+ �# �# ���	� �������� ���������% �������# ]���� ����+ ����%
���� �� ������	��� ��	����� � �������	
% �������� ����� ������� ������� �	����
	�% (�����% �	�(��+ ��� �������� ������	
� ������������ ��� ����� ������� ���
�����(�� ������+ ����� � ��������� � ��#

1���� ������ � ������	���� ��������		��� ����	�� s ��� ����� x ��������(��
�		�% ������ 	� ��	����+ ����� ����� � ���� ��	���	�� f(x, s)/Opt(x)+ ��� Opt(x)
\ ��������	�� �	���	�� (�����% �	�(��# O�����	�  .l"+ ��� ��� ������ (�����
ρ > 1 ������ �
�����	�� �������,		��� ����	�� � ����	������		�% �(�	��% ����
	���� ρ ��� ������ � p������	� �������� �������	�%# P��� ��������� ��	��
������
	� ����	������	�% ���������� ������ � �����		�� ����
��� � ������ � p������	�#
*����� � �����		�� ����
��� ������������ ������'�� �������  ."#

.!



&���5 ��� G = (V,E) � (���� ����������	�� ����� k#
&�����5 ��'������� �� ����	������� �����	 V

′ ⊆ V ��'	���� 	� ����� k �����+
��� ����� ����� �� �	������� E �	(���	�	� ���� �
 ��	�% �����	� �� �	�������
V

′
9 $	������� V

′
	��
���� �����		
� ����
����#

7��������� ������ ������ � p������	� �� ������'��� ����	
�� ��		
��5 F =
V, J = E, p = k+ �

gij =

{
1, ���� �����	� i �	(���	�	� ����� ej,
ρ(|E| + 1) � ������	�� ������.

O����	
% ��� G �������� �����		�� ����
��� ������� k ����� � ������ �����+
����� ��������	�� �	���	�� ��		�% ������ � p������	� ���	� ������	� |E|# ;���
��� G 	� �������� �����		�� ����
��� ������� k+ �� �	���	�� (�����% �	�(��
	� ���������	�� ���������� ����	�� ���	� �(�	��� �	��� ������	�%

|E| − 1 + ρ(|E| + 1) = ρ|E| + |E| + ρ − 1 > ρ|E|.

Q���� �������+ ���� ��� ������ � p������	� ��'������� ��������		
% �������� �
����	������		�% �(�	��% ρ+ �� � ��� ����'�� ���	� ���� ���	
% ����� � ������ �
�����		�� ����
���#

)���������� ������+ ��� ��� 	�������% ����	������	� ����������% ������	��
��� ��'������� ����� ��	���	�� ρ+ ��� ��� ������	
� ��	����
 � ������ � p������	�
����
���� �������	
% ��	���� 	� ����� ��� � ρ ���# Q���� �������� ������	���
������ ����� ������ ������ ρ���������		
� ����	��# & ����	����+ ����� ����	�� �	
������� � ��� �����		��� ����%���� �����	
� ��		
�# :� ��� ����� ����%���� ���
������ ������� 	� ����� |E| ����� ��� �������	�� ������	��� ��	�����# 1�%�����
����	�+ 	� ������ ���� ������	��� ������ ���������� ���	���	�� (�����% �	��
(�� 	� ������	�+ ����	�� ρ(|E| + 1) − 1# 1������ �������+ �������� LD ��������
����	������	
� ��� ����� ����%���� �����	
� ��		
�# Q���� �������+ ��������
���	
% ����	������	
% �������� ��� ����	�� ������ � �����		�� ����
���# *	��
���+ ����������	�� � ��'�������	�� ������	���� � �����		
�� ���%������ ������
�X��#

������� �	 ,��� ��=��+ �� ��
 ������ ρ > 1 � ���� ����	������	� ������

�
��� ������	���� 	� ����
 �����	�� ��		�� ������ � p������	�' ��
 �������

��"������� ������	� ��	����' �����	
�"� �
 ����� ��� � ρ ��� �� ���������

	��� �	���	�
 ������(

O� �������������� ������
 ! ��� ρ = 1 �������� ������'�� ��������	��#

��������� �	 ,��� � �=��+ �� ��
 ������ � p������	� 	� ��"������� ���	��

����	������	� ������
���� ������	���� (

&  /." ��� ���������	�% ������ (OP,N) �� ������ �<= �	�	������	
 ��� �������
�������� ��� ���	
� ��������	��+ �����
� ��������� �(�	����� �������� �������
	
� ��������� ��� ��������		
� ����	�% ��������(��		�% ������ OP # )�� ���
��������� ������� �� 	�� �������������� ����	������	�� ����	���		���� �	���	�%
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x � ������ ����	�� s ∈ Sol(x) �
���	����� 	�����	����

f(s, x) − Opt(x) ≤ p(|x|,Max(x)).
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 ����� ��� � ρ ��� �� ��������	��� �	���	�
(

��������������	 ����	���� ����� Πρ ������ �
�����	�� �������,		��� ���
��	�� � ����	������		�% �(�	��% ���	���� ρ ��� ������ OP # )� ����������	��
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f(s0, x) − Opt(x) ≤ p(|x|,Max(x)) ≤ p(|x|, q(|x|)).
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����� ���������� �� ����	������	�� 	��������	�����		�� ����� ���	�����	����
����� ����� ��
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� π �������� ������	
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