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Àííîòàöèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ëîêàëüíûå îïòèìóìû â çàäà÷àõ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè òåñíî
ñâÿçàíû ñî ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷àõ ñ íåïðåðûâíûìè ïåðåìåííûìè.
Ìåòîäû ëîêàëüíîãî ïîèñêà íåÿâíî èñïîëüçóþò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà,
ñòðåìÿñü âûáðàòü ñðåäè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê íàèëó÷øóþ. Òàêîé âçãëÿä ïîçâîëÿåò ëó÷øå ïîíÿòü
ïðè÷èíó âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòè ýòèõ ìåòîäîâ è äàåò íàïðàâëåíèå äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: NP-òðóäíûå çàäà÷è, ëîêàëüíûé ïîèñê, óñëîâèÿ Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà,
âîëíîâîå óðàâíåíèå, ëàíäøàôòû.

Ââåäåíèå

Ìåòîäû ëîêàëüíîãî ïîèñêà ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå íàãëÿäíûõ è åñòåñòâåííûõ
ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè. Âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðè ðå-
øåíèè NP-òðóäíûõ çàäà÷ è ãèáêîñòü â àäàïòàöèè ê ñëîæíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì
îòêðûëè äëÿ íèõ øèðîêóþ äîðîãó ê ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ. Íåñìîòðÿ íà ðàçëè-
÷èå êîíöåïöèé, ýòè ìåòîäû ÷àñòî èñïîëüçóþò ïðîöåäóðó ïîèñêà ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ.
Ïîïûòêà ñêîíöåíòðèðîâàòü âíèìàíèå íà ëîêàëüíûõ îïòèìóìàõ áëèçêà â èäåéíîì ñìûñëå
ê âûäåëåíèþ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê è ïîíÿòèþ âàðèàöèè. Òåì íå ìåíåå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà (ÊÊÒ), ïîäðàçóìåâàþùèå âçÿòèå ïðîèçâîäíûõ, â ìåòîäàõ êîìáè-
íàòîðíîé îïòèìèçàöèè íå èñïîëüçóþòñÿ. Ñîçäàåòñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî êëàññè÷åñêèå ìåòîäû
íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè ñëèøêîì äàëåêè îò êîìáèíàòîðíûõ. Òåì íå ìåíåå â ðÿäå ñëó÷à-
åâ óñëîâèå ëîêàëüíîé îïòèìàëüíîñòè äèñêðåòíîãî ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíî óñëîâèÿì ÊÊÒ
äëÿ íåïðåðûâíîé çàäà÷è, ïîëó÷åííîé ðåëàêñàöèåé òðåáîâàíèÿ öåëî÷èñëåííîñòè ïåðåìåí-
íûõ. Äëÿ NP-òðóäíûõ çàäà÷ ïðîáëåìà ÷àñòî ñîñòîèò íå â òîì, ÷òîáû íàéòè ëîêàëüíûå
îïòèìóìû, à â òîì, ÷òî òàêèõ òî÷åê îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì ìíîãî. Íàéòè ñðåäè íèõ òî÷êó
ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñåðüåçíîé ïðîáëåìîé, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, è äåëàåò
èñõîäíóþ çàäà÷ó NP-òðóäíîé. Ïîíÿòèå ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâ-
íûì. Äàæå ïîëó÷èâ åãî, äîêàçàòü îïòèìàëüíîñòü î÷åíü òðóäíî. Àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû
âîçíèêàþò è â íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè. Òàì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íîñÿò ëîêàëüíûé õà-
ðàêòåð. Îíè îïèðàþòñÿ íà ïîíÿòèå âàðèàöèè. Â êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ðåàëèçóåòñÿ
òà æå èäåÿ, è ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè èãðàåò çäåñü öåíòðàëüíóþ ðîëü.

Äðóãèì âàæíûì àñïåêòîì ÿâëÿåòñÿ òðóäîåìêîñòü ïîëó÷åíèÿ ëîêàëüíîãî îïòèìóìà.
Íà ïðàêòèêå ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ñïóñêà ñõîäèòñÿ î÷åíü áûñòðî, çà ëèíåé-
íîå èëè êâàäðàòè÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé [13]. Âìåñòå ñ òåì èçâåñòåí øèðîêèé êëàññ çàäà÷
ëîêàëüíîãî ïîèñêà, êëàññ PLS, â êîòîðîì ïî àíàëîãèè ñ NP-ïîëíûìè çàäà÷àìè óäàëîñü
âûäåëèòü êëàññ íàèáîëåå òðóäíûõ çàäà÷. Îíè íàçâàíû PLS-ïîëíûìè [16]. Ñóùåñòâîâàíèå
ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ëîêàëüíîãî îïòèìóìà äëÿ ëþáîé èç íèõ, âëå÷åò
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ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ âñåõ çàäà÷ èç êëàññà PLS. Âîçâðàùàÿñü
ê óñëîâèÿì ÊÊÒ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ïîèñêà öåëî÷èñëåííûõ ñòàöè-
îíàðíûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ âàæíûì íàïðàâëåíèåì â äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.

Èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå âîïðîñ îá óêëîíåíèè ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ. Èçâåñòíî,
÷òî â õóäøåì ñëó÷àå îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ëîêàëüíîãî îïòèìóìà ìîæåò îêàçàòüñÿ
ñêîëü óãîäíî áîëüøîé. Îäíàêî, åñëè ðàññìàòðèâàòü ñðåäíåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè
íà ìíîæåñòâå âñåõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, òî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ëþáîé ëîêàëüíûé îïòè-
ìóì îêàçûâàåòñÿ íå õóæå ýòîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Áîëåå òîãî, ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì
ëîêàëüíîãî ñïóñêà äîñòèãàåò ñðåäíåå çíà÷åíèå çà ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî èòåðàöèé. Äîñòà-
òî÷íûì óñëîâèåì äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî ñâîéñòâà ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, ôîðìà çàïèñè êîòîðîãî äëÿ ñòîèìîñòíîé ôóíêöèè ψ àíàëîãè÷íà âîëíîâîìó
óðàâíåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè [7]

∇2ψ +
Kψ

n
= 0, K > 0, n− ðàçìåðíîñòü çàäà÷è.

Îïåðàòîð ∇2 çàäàåò ñðåäíþþ ðàçíîñòü ìåæäó ñîñåäíèìè ðåøåíèÿìè äëÿ çàäàííîé
îêðåñòíîñòè. Åñëè êàæäîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå èìååò m ñîñåäåé è i-é ñîñåä îòëè÷àåòñÿ ïî
öåëåâîé ôóíêöèè íà δi îò çàäàííîãî ðåøåíèÿ, òî ∇2ψ = (

∑m
i=1 δi)/m. Äàííîå îïðåäåëåíèå

ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, ÷òî ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü òîò æå ñèìâîë äëÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷. Ñïðàâåäëèâîñòü óðàâíåíèÿ óêàçûâàåò
íà ãëóáèííûå ñâÿçè äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ñ äðóãèìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè, âëå÷åò
ðÿä âàæíûõ ñâîéñòâ ëîêàëüíîãî ïîèñêà, äàåò òîë÷îê äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëàíäøàôòîâ [4] è
èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ãðàôîâ [3].

1. Ëîêàëüíûå îïòèìóìû è óñëîâèÿ ÊÊÒ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ïñåâäîáóëåâà ïîëèíîìà

P (z) =
∑

j∈J

aj

∏

i∈αj

zi

îò ïåðåìåííûõ zi ∈ {0, 1}, i ∈ I = {1, . . . , n}, αj ⊂ I, j ∈ J = {1, . . . , m}. Äëÿ ëþáîé
òî÷êè z = (z1, . . . , zn) áóëåâà êóáà Bn ïîä îêðåñòíîñòüþ Flip(z) áóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâî
òî÷åê, îòëè÷àþùèõñÿ îò z òîëüêî â îäíîé êîîðäèíàòå. Òî÷êà z íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì
ìèíèìóìîì, åñëè â åå îêðåñòíîñòè íåò òî÷åê ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè.
Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ïñåâäîáóëåâûõ ïîëèíîìîâ íà ìíîæåñòâå En\{0, . . . , 0} òåñíî ñâÿçàíà
ñ äèñêðåòíûìè çàäà÷àìè ðàçìåùåíèÿ, çàäà÷åé î âûïîëíèìîñòè, î ðàçáèåíèè ãðàôà è äð.

Çàìåíèì óñëîâèå áóëåâîñòè ïåðåìåííûõ íà èõ ïðèíàäëåæíîñòü îòðåçêó [0, 1]. Òîãäà
ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñ ìíîæèòåëÿìè µi, σi, i ∈ I è íåïðåðûâíûìè ïåðåìåííûìè 0 ≤ zi ≤
1, i ∈ I èìååò âèä:

L(z, µ, σ) = P (z) +
∑

i∈I

σi(zi − 1) +
∑

i∈I

µizi.

Óñëîâèÿ ÊÊÒ çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂L

∂zi

= 0, ziµi = 0, (1− zi)σi = 0, i ∈ I,

σi ≥ 0, µi ≥ 0, 0 ≤ zi ≤ 1, i ∈ I.



Òåîðåìà 1. Áóëåâ âåêòîð z = (z1, . . . , zn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ÊÊÒ åñëè è òîëüêî
åñëè z ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì ôóíêöèè P (z) äëÿ îêðåñòíîñòè Flip.

Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ëîêàëüíûå ìèíèìóìû â çàäà÷å î ðàñêðàñêå ãðàôîâ
[14], â çàäà÷å î p-ìåäèàíå è äð. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü âêëþ÷àåò â
ñåáÿ îêðåñòíîñòü Flip â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà, òî äëÿ åå ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ òîæå
áóäóò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ ÊÊÒ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè, íàïðèìåð, â ãåíåòè÷åñêèõ
àëãîðèòìàõ [9] ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà ëîêàëüíîãî ñïóñêà ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïîïóëÿöèè,
òî â ïðîöåññå ýâîëþöèè ó÷àñòâóþò òîëüêî ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì
íåÿâíî èñïîëüçóåò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, à ðàñøèðåíèå îêðåñòíîñòè ïðèâîäèò
ê äîïîëíèòåëüíîìó îòñåâó ñðåäè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê.

Çàìåòèì, ÷òî ñâåäåíèå, íàïðèìåð, ïðîñòåéøåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ [1] ê çàäà÷å ìè-
íèìèçàöèè ïñåâäîáóëåâîãî ïîëèíîìà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ ñâîéñòâ, êîòîðûõ íå
áûëî â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñðåäè îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è
ìèíèìèçàöèè ïîëèíîìà ñ íåïðåðûâíûìè ïåðåìåííûìè 0 ≤ zi ≤ 1, i ∈ I âñåãäà íàéäåòñÿ
öåëî÷èñëåííîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàçðûâ äâîéñòâåííîñòè (öåëî-
÷èñëåííîñòè) âñåãäà ðàâåí íóëþ, ÷òî íåâåðíî äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèÿ îäíîé çàäà÷è ê äðóãîé , ýêâèâàëåíòíîå ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, ìîæåò ñóùåñòâåííî ìåíÿòü ñâîéñòâà îïòèìèçàöèîííîé
çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [2] ïðèâîäèòñÿ ñâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ
ê çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè âûïóêëîé ôóíêöèè íà âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå. Â èòîãå êàæäàÿ
öåëî÷èñëåííàÿ äîïóñòèìàÿ òî÷êà èñõîäíîé çàäà÷è îêàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé äëÿ
íåïðåðûâíîé ðåëàêñàöèè.

2. Ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà NP-òðóäíûõ çàäà÷

Çàäà÷à î ðàçáèåíèè ãðàôà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàí âçâåøåííûé
ãðàô G = (V, E) ñ ÷åòíûì ÷èñëîì âåðøèí, |V | = n. Êàæäîìó ðåáðó e ∈ E ïðèïèñàí âåñ
we. Òðåáóåòñÿ ðàçáèòü ìíîæåñòâî V íà äâå ðàâíûå ÷àñòè V1∪V2 = V òàê, ÷òîáû ñóììàðíûé
âåñ ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ V1 è V2, áûë áû ìèíèìàëüíûì.

Äëÿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ (V1, V2) îïðåäåëèì îêðåñòíîñòü Swap êàê ìíîæåñòâî âñåõ
ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà V íà äâå ðàâíûå ÷àñòè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ðàçáèåíèÿ (V1, V2)
çàìåíîé îäíîé âåðøèíû èç V1 íà îäíó âåðøèíó èç V2. Ìîùíîñòü òàêîé îêðåñòíîñòè ðàâíà
n2/4. Ñðåäíåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè CAV íà âñåì ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé
ðàâíî CAV = n

4(n−1)

∑
e∈E we. Íàðÿäó ñ èñõîäíîé öåëåâîé ôóíêöèåé C(V1, V2) ðàññìîòðèì

íîðìèðîâàííóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ C(V1, V2) = C(V1, V2)− CAV .

Òåîðåìà 2 [5]. Äëÿ íîðìèðîâàííîé öåëåâîé ôóíêöèè C(V1, V2) çàäà÷è î ðàçáèåíèè
ãðàôà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∇2C = −8(n− 1)

n2
C.

Òàê êàê ∇2C = ∇2C, òî â îêðåñòíîñòè ëþáîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ñðåäíåå èçìåíåíèå
öåëåâîé ôóíêöèè C(V1, V2) ðàâíî −8(n − 1)C/n2, òî åñòü çàâèñèò òîëüêî îò ðàçáèåíèÿ
(V1, V2) è íå çàâèñèò îò ýëåìåíòîâ îêðåñòíîñòè. Íàëè÷èå òàêîãî ñâîéñòâà êàæåòñÿ ýêçî-
òèêîé. Ïî ñóòè ýòî âîëíîâîå óðàâíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è åãî ñïðàâåäëèâîñòü
äëÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ êàæåòñÿ íåâåðîÿòíûì! Òåì íå ìåíåå àíàëîãè÷íûå



óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ðÿäà äðóãèõ NP-òðóäíûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàäà÷è
êîììèâîÿæåðà, ðàñêðàñêè ãðàôîâ è íåêîòîðûõ äðóãèõ [7]. Èç óðàâíåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàåò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ðàçáèåíèå (V1, V2) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì, òî
C(V1, V2) ≤ CAV .

Ñëåäñòâèå 2. Àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ñïóñêà äîñòèãàåò çíà÷åíèå CAV ñ ïðîèçâîëü-
íîãî ðàçáèåíèÿ (V1, V2) çà O(nr) èòåðàöèé, åñëè max(V1,V2) C(V1, V2) ≤ 2rCAV .

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè âåëè÷èíà r ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíà, òî àëãîðèòì ëîêàëüíî-
ãî ñïóñêà äîñòèãàåò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ è ïðè äîñòèæåíèè
ëîêàëüíîãî îïòèìóìà íåëüçÿ ïîëó÷èòü ñëèøêîì ïëîõîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà. Êîíå÷íî,
îòñþäà åùå íå ñëåäóåò, ÷òî è ëîêàëüíûé îïòèìóì ìîæåò áûòü ïîëó÷åí çà ïîëèíîìèàëüíîå
÷èñëî øàãîâ, õîòÿ â ñðåäíåì, êàê è äëÿ ñèìïëåêñ�ìåòîäà, êîòîðûé ïî ñóòè òàêæå ÿâëÿåòñÿ
àëãîðèòìîì ëîêàëüíîãî ñïóñêà, óäàåòñÿ ïîëó÷àòü òàêèå îöåíêè ïðè íåîáðåìåíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèÿõ íà èñõîäíûå äàííûå [13].

Çàäà÷à î êîììèâîÿæåðå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå èçó÷åííûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé
îïòèìèçàöèè [9]. Äàíî n ãîðîäîâ è ìàòðèöà ðàññòîÿíèé (rij) ìåæäó íèìè. Òðåáóåòñÿ
íàéòè çàìêíóòûé ïóòü ìèíèìàëüíîé äëèíû, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç êàæäûé ãîðîä ðîâíî îäèí
ðàç. Åñëè òàêîé ïóòü ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîðîäîâ, òî îêðåñòíîñòü
2 − exchange îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîëó÷àþùèõ-
ñÿ èç äàííîé ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ãîðîäîâ. Òàêàÿ îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò n(n − 1)/2
ýëåìåíòîâ. Ïóñòü ìàòðèöà (rij) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé. Òîãäà ñðåäíåå çíà÷åíèå RAB

öåëåâîé ôóíêöèè R íà âñåì ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
RAB =

∑
i 6=j rij/(n− 1).

Òåîðåìà 3 [5]. Äëÿ íîðìèðîâàííîé öåëåâîé ôóíêöèè R = R − RAB çàäà÷è êîììèâîÿ-
æåðà ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé ðàññòîÿíèé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∇2R = − 4

n
R.

Êàê è ïðåæäå, îïåðàòîð Ëàïëàñà çàäàåò ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàçíîñòè ìåæäó äîïóñòèìûì
ðåøåíèåì è åãî ñîñåäÿìè. Ýòî çíà÷åíèå çàâèñèò îò ñàìîãî ðåøåíèÿ è ðàçìåðíîñòè çàäà÷è
è íå çàâèñèò îò ñîñåäíèõ ðåøåíèé.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ âîë-
íîâîå óðàâíåíèå. Îíà íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé î ðàçáèåíèè. Äàíî n ïðåäìåòîâ. Ó êàæäîãî
ïðåäìåòà ñâîé âåñ wi, i = 1, . . . , n. Ìîæíî ëè ðàçáèòü ìíîæåñòâî ïðåäìåòîâ íà äâà ïîä-
ìíîæåñòâà òàê, ÷òîáû ñóììàðíûå âåñà ïîäìíîæåñòâ ñîâïàäàëè?

Ââåäåì ïåðåìåííûå xi ∈ {−1, 1}, i = 1, . . . , n, çíàê êîòîðûõ óêàçûâàåò íà ïðèíàä-
ëåæíîñòü ïðåäìåòà ê îäíîìó èç ïîäìíîæåñòâ. Òîãäà âåëè÷èíà ∑n

i=1 wixi îïðåäåëÿåò
ðàçíîñòü âåñîâ äâóõ ïîäìíîæåñòâ. Åñëè îíà ðàâíà íóëþ, òî òðåáóåìîå ðàçáèåíèå íàéäåíî.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ îêðåñòíîñòüþ áóäåì íàçûâàòü âñå ðàçáèåíèÿ, ïîëó÷àþ-
ùèåñÿ èç äàííîãî ïåðåíîñîì îäíîãî ïðåäìåòà â äðóãîå ïîäìíîæåñòâî. Äëÿ ïåðåìåííûõ
xi, i = 1, . . . , n ýòî îçíà÷àåò èçìåíåíèå çíàêà ðîâíî â îäíîé êîîðäèíàòå. Ðàññìîòðèì öå-
ëåâóþ ôóíêöèþ U = (

∑n
i=1 wixi)

2. Åå ñðåäíåå çíà÷åíèå UAB íà ìíîæåñòâå âñåõ ðàçáèåíèé
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì UAB =

∑n
i=1 w2

i .



Òåîðåìà 4 [5]. Äëÿ íîðìèðîâàííîé öåëåâîé ôóíêöèè U = U − UAB ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

∇2U = − 4

n
U.

Ñëåäñòâèÿ 1 è 2 ìîãóò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíû äëÿ çàäà÷ êîììèâîÿæåðà è ðàçáèåíèÿ.
Îíè âûòåêàþò èç âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ òåñíî ñâÿçàííûì ñ ïîíÿòèåì
ëàíäøàôòà.

3. Ëàíäøàôòû è èõ ñâîéñòâà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè C îïðåäåëåííîé íà êîíå÷íîì ìíî-
æåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé =. Äëÿ ëþáîãî x ∈ = ÷åðåç N(x) ⊆ = îáîçíà÷èì îêðåñò-
íîñòü ðåøåíèÿ x â =. Ãðàôîì ñîñåäñòâà äëÿ ïàðû (=, N) íàçîâåì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô
G = (V, E) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = = è ìíîæåñòâîì äóã âèäà (x, y), ãäå y ∈ N(x).
Åñëè îêðåñòíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, ò. å. y ∈ N(x) ⇔ x ∈ N(y), òî âìåñòî äóã èñ-
ïîëüçóþòñÿ ðåáðà è ãðàô G èç îðèåíòèðîâàííîãî ñòàíîâèòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì. Â ýòîì
ðàçäåëå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ñèììåòðè÷íûå îêðåñòíîñòè, ìîùíîñòü êîòîðûõ íå
çàâèñèò îò x.

Ãðàô G, êàæäîé âåðøèíå x êîòîðîãî ïðèïèñàí âåñ C(x), áóäåì íàçûâàòü ëàíäøàô-
òîì äëÿ çàäà÷è ëîêàëüíîãî ïîèñêà (=, C, N). Ïîíÿòèå ëàíäøàôòà óäîáíî äëÿ îïèñàíèÿ
ðàáîòû àëãîðèòìîâ ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Êàæäîìó øàãó ñîîòâåòñòâóåò ðåáðî â ãðàôå. Åñëè
ãðàô ñâÿçíûé, òî èç ëþáîãî ðåøåíèÿ ìîæíî äîáðàòüñÿ äî îïòèìàëüíîãî, äâèãàÿñü òîëü-
êî â ñîñåäíèå ðåøåíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì äëÿ ìåòîäîâ ëîêàëüíîãî ïîèñêà.
Äðóãèì âàæíûì ñâîéñòâîì ëàíäøàôòîâ ÿâëÿåòñÿ åãî ïåðåñå÷åííîñòü èëè èçðåçàííîñòü
(ruggedness). Ñèëüíî èçðåçàííûå ëàíäøàôòû èìåþò ìíîãî ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ è ïðåä-
ñòàâëÿþò ñåðüåçíóþ òðóäíîñòü äëÿ ìåòîäîâ ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Äëÿ èçìåðåíèÿ èçðåçàííî-
ñòè ëàíäøàôòîâ èñïîëüçóþò ôóíêöèþ àâòîêîððåëÿöèè ρ(d), ãäå d - ðàññòîÿíèå ïî ÷èñëó
ðåáåð â ãðàôå G ìåæäó âåðøèíàìè. Ïî îïðåäåëåíèþ [4]

ρ(d) = 1− 〈(C(x)− C(y))2〉d(x,y)=d

〈(C(x)− C(y))2〉 ,

ãäå 〈(C(x)−C(y))2〉 îáîçíà÷àåò ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû (C(x)−C(y))2 ïî âñåì ïàðàì
(x, y) èç =, à 〈(C(x)−C(y))2〉d(x,y)=d åñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå äëÿ ïàð (x, y), íàõîäÿùèõñÿ â G
íà ðàññòîÿíèè d. Âåëè÷èíà ρ(d) ïîêàçûâàåò óðîâåíü êîððåëÿöèè ìåæäó ðåøåíèÿìè, íàõî-
äÿùèìèñÿ íà ðàññòîÿíèè d äðóã îò äðóãà. Íàèáîëåå âàæíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ d = 1, òàê
êàê îí ñîîòâåòñòâóåò êîððåëÿöèè äëÿ ñîñåäíèõ ðåøåíèé. Åñëè ρ(1) áëèçêî ê 1, òî ñîñåäíèå
ðåøåíèÿ ìàëî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïî öåëåâîé ôóíêöèè. Ýòî ìàëî èçðåçàííûå ëàíä-
øàôòû, óäîáíûå äëÿ ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Åñëè æå ρ(1) áëèçêî ê 0, òî êîððåëÿöèè ìåæäó
ñîñåäíèìè ðåøåíèÿìè ïî÷òè íåò, ëàíäøàôò ñèëüíî èçðåçàí è, ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäîâ
ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñêîðåå âñåãî áóäåò íèçêîé.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ρ(1) èíîãäà óäîáíî èñïîëüçîâàòü äðóãóþ ôóíêöèþ r(s), s ≥ 1, öåëîå.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé C(xi) äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ {xi} ïî âåð-
øèíàì ãðàôà G. Íà øàãå i ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäèì èç âåðøèíû xi â îäíó èç
ñìåæíûõ âåðøèí xi+1. Ïî îïðåäåëåíèþ

r(s) = 1− 〈(C(xi)− C(xi+s))
2〉

2(〈C2〉 − 〈C〉2) , 〈C〉 = CAV .



Ïðè s = 1 ïîëó÷àåì r(1) = ρ(1). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ r(s) ïîëó÷åíà ôîðìóëà, èñïîëüçóþùàÿ
ðàçëîæåíèå ôóíêöèè C(x) ÷åðåç ñîáñòâåííûå âåêòîðà φi, i = 0, 1, . . . , |V | − 1 ìàòðèöû
Ëàïëàñà L = D−A, ãäå D - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà |V |× |V | ñî ñòåïåíÿìè âåðøèí
ïî äèàãîíàëè, A - ìàòðèöà ñìåæíîñòè.

Òåîðåìà 5 [11]. Ïóñòü C(x) =
∑|V |−1

i=0 aiφi(x) � ðàçëîæåíèå ôóíêöèè C(x), λi �
ñîáñòâåííûå ÷èñëà äëÿ φi(x) è |N | � ìîùíîñòü îêðåñòíîñòè. Òîãäà

r(s) =
∑

i>0

a2
i∑

j>0 a2
j

(1− λi

|N |)
s.

Ëàíäøàôò íàçûâàþò ýëåìåíòàðíûì [11], åñëè λi = λ äëÿ âñåõ i > 0. Åñëè äëÿ íåêîòî-
ðîé çàäà÷è ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñïðàâåäëèâî âîëíîâîå óðàâíåíèå, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ëàíä-
øàôò ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì [11]. Â òàáëèöå 1 ïðèâîäÿòñÿ õàðàêòåðèñòèêè ëàíäøàôòîâ
äëÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷: çàäà÷à êîììèâîÿæåðà (TSP), êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ
(QAP), çàäà÷à î âåðøèííîì ïîêðûòèè (NC), çàäà÷à î ðàçáèåíèè ãðàôà (GBP), çàäà÷à î
ìàêñèìàëüíîì ðàçðåçå (MC), çàäà÷à î ðàñêðàñêå âåðøèí ãðàôà â c öâåòîâ, çàäà÷à î íåçà-
âèñèìîì ìíîæåñòâå (WIS) ñî øòðàôíîé ôóíêöèåé C(x) =

∑
i xiwi− (α/2)

∑
ij xixjaij, A =

{aij} � ìàòðèöà ñìåæíîñòè. Äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé ðàññòî-

Çàäà÷à N |N | |=| ξ = 1/(1− ρ(1)) Ýëåìåíòàðíûé
TSP 2-opt n(n− 3)/2 (n− 1)!/2 n/2 äà
QAP 2-exchange n(n− 1)/2 n! ≥ n/4 íåò
TSP 2-exchange n(n− 1)/2 (n− 1)!/2 n/4 äà
TSP 2,3-exchange n3 − n (n− 1)!/2 (n + 1)/6 äà
GC(c) c-Flip n(c− 1) cn (c− 1)n/2c äà
WIS α-Flip n 2n ≥ n/4 íåò
NC α-Flip n 2n ≥ n/4 íåò
GBP α-Flip n Cn/2

n n/4 äà
MC Flip n 2n n/4 äà
GBP Swap n2/4 Cn/2

n n/8 äà

Òàáëèöà 1: Õàðàêòåðèñòèêè ëàíäøàôòîâ [4]

ÿíèé îêðåñòíîñòü 2− opt ñîäåðæèò n(n− 3)/2 òóðîâ. Êàæäûé èç íèõ ïîëó÷àåòñÿ óäàëåíè-
åì èç äàííîãî òóðà äâóõ íåñìåæíûõ ðåáåð è äîáàâëåíèåì äâóõ äðóãèõ òàê, ÷òîáû ñíîâà
ïîëó÷èëñÿ òóð. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îêðåñòíîñòè 2 − exchange òóð ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí ãðàôà. Ñîñåäíèå ðåøåíèÿ ïîðîæäàþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé äâóõ
âåðøèí â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îêðåñòíîñòü 3 − exchange.
Èç òàáëèöû 1 ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò àâòîêîððåëÿöèè ξ = n/2 äëÿ îêðåñòíîñòè 2− opt
è ξ = n/4 äëÿ îêðåñòíîñòè 2 − exchange, ò.å. îêðåñòíîñòü 2 − opt ïîðîæäàåò ìåíåå èç-
ðåçàííûé ëàíäøàôò è äîëæíà ïðèâîäèòü ê ëó÷øèì ðåçóëüòàòàì, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè èññëåäîâàíèÿìè [8].

Äëÿ çàäà÷è î ðàçáèåíèè ãðàôà îêðåñòíîñòü Swap ñîõðàíÿåò ðàâåíñòâî |V1| = |V2|.
Ïîèñê âåäåòñÿ òîëüêî â äîïóñòèìîé îáëàñòè, ξ = n/8. Îêðåñòíîñòü α − Flip ðàç-
ðåøàåò íàðóøàòü áàëàíñ, íî çà íàðóøåíèå ââîäèòñÿ øòðàô â öåëåâóþ ôóíêöèþ:
C(x) =

∑
ij wijxi(1 − xj) + α(

∑
i 2xi − n)2, wij ∈ R � âåñ ðåáðà (ij). Îáëàñòü ïîèñêà



ðàñøèðÿåòñÿ, êîýôôèöèåíò àâòîêîððåëÿöèè âîçðàñòàåò, ξ = n/4. Ðàñøèðåíèå îáëàñòè
ïðèâîäèò ê áîëåå ïîëîãèì ëàíäøàôòàì, ÷òî äîëæíî ïîëîæèòåëüíî ñêàçûâàòüñÿ íà
ðåçóëüòàòàõ ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïîäòâåðæäàþò ýòî
ïðåäïîëîæåíèå [10].

4. Òåîðèÿ ýëåìåíòàðíûõ ëàíäøàôòîâ

Îñíîâûâàÿñü íà àëãåáðàè÷åñêèõ èíâàðèàíòàõ ãðàôà ñîñåäñòâà, óäàåòñÿ ïîëó÷àòü õà-
ðàêòåðèñòèêè ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è è ïîâåäåíèÿ àëãîðèòìîâ
ëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ. Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ íîâîå îïðåäåëåíèå Ëàïëàñèàíà ãðàôà
[5], êîòîðîå ïîçâîëÿåò îáîáùèòü ïîíÿòèå ýëåìåíòàðíûõ ëàíäøàôòîâ íà íåñèììåòðè÷íûå
è íåðåãóëÿðíûå ãðàôû ñîñåäñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L̃ íîðìèðîâàííóþ ìàòðèöó Ëàïëàñà

L̃ = D−1L = D−1(D − A) = I −D−1A.

Äëÿ ëþáîé öåëåâîé ôóíêöèè C èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

D−1AC(x) =

∑
y∈N(x) C(y)

|N(x)| ,

ò.å. âåëè÷èíà C̃(x) = D−1AC(x) ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè C íà ìíîæåñòâå
ñîñåäíèõ ðåøåíèé N(x).

Ëàíäøàôò íàçîâåì ýëåìåíòàðíûì, åñëè äëÿ ïîäõîäÿùåé êîíñòàíòû α ôóíêöèÿ Cα =
C − α ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû L̃, ò.å. L̃Cα = λCα äëÿ íåêîòîðîãî ñîá-
ñòâåííîãî ÷èñëà λ. Çäåñü è äàëåå áóäåì îòîæäåñòâëÿòü öåëåâóþ ôóíêöèþ ñ âåêòîðîì åå
çíà÷åíèé.

Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîé ìàòðèöû Ëàïëàñà è ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà Ãðîâåðà
ñëåäóåò, ÷òî

L̃Cα(x) = −
∑

y∈N(x)(Cα(y)− Cα(x))

|N(x)| = −∇2Cα(x),

ò.å. L̃ = −∇2. Òàêèì îáðàçîì ëàíäøàôò ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî α ôóíêöèÿ Cα óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ Ãðîâåðà

∇2Cα + λCα = 0.

Èç óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî C̃α(x) = (1 − λ)Cα(x). Åñëè ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëîæèòåëüíûì è x∗ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì, òî Cα(x∗) ≤ C̃α(x∗) = (1 − λ)Cα(x∗) è,
ñëåäîâàòåëüíî, C(x∗) ≤ α. Àíàëîãè÷íî äëÿ ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ïîëó÷èì C(x∗) ≥ α.

Äëÿ ëàíäøàôòîâ c ðåãóëÿðíûìè è ñèììåòðè÷íûìè ãðàôàìè ñîñåäñòâà âåëè÷èíà
ñäâèãà α ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì CAV öåëåâîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå âñåõ
ðåøåíèé = [7]. Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ðàñøèðèòü íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ëàíäøàôòîâ.

Òåîðåìà 6 [6] Åñëè ëàíäøàôò ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì è ìàòðèöà D−1A ÿâëÿåòñÿ
äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé, òî âåëè÷èíà ñäâèãà α ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì CAV .

Äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ ëîêàëüíîãî ïîèñêà ãðàô ñîñåäñòâà ñîâïàäàåò ñ ãèïåðêóáîì, íàïðè-
ìåð, äëÿ îêðåñòíîñòè Flip â çàäà÷àõ ðàçìåùåíèÿ, âñåõ âàðèàíòàõ çàäà÷è î âûïîëíèìîñòè,



çàäà÷àõ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðàçðåçà è äðóãèõ [16]. Ïîýòîìó äëÿ âûÿâëåíèÿ ýëåìåíòàð-
íûõ ëàíäøàôòîâ íåîáõîäèìà èíôîðìàöèÿ î ñïåêòðå ãèïåðêóáà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bn ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ âåêòîðîâ äëèíû n. Âåñîì áóëåâà âåêòîðà
x íàçûâàåòñÿ ÷èñëî åãî íåíóëåâûõ êîîðäèíàò. Ïîä ãèïåðêóáîì áóäåì ïîíèìàòü ãðàô ñ
ìíîæåñòâîì âåðøèí Bn. Äâå âåðøèíû x, y ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó íèìè ðàâíî åäèíèöå. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ãèïåðêóá
ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì äâóäîëüíûì n-ðåãóëÿðíûì ãðàôîì äèàìåòðà n è ïîðÿäêà 2n.

Êàæäîìó z ∈ Bn ñîïîñòàâèì ôóíêöèþ Óîëøà Wz : Bn −→ {−1, 1}, êîòîðàÿ âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå

Wz(x) = (−1)
∑n

i=1
xizi , x ∈ Bn.

Ïîä âåñîì ôóíêöèè Wz áóäåì ïîíèìàòü âåñ âåêòîðà z. Íîðìèðîâàííûå ôóíêöèè Óîëøà
{ 1

2n/2 Wz : z ∈ Bn} îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R2n [12]. Ïóñòü L �
ìàòðèöà Ëàïëàñà ãèïåðêóáà.

Òåîðåìà 7 [15]. Ñïåêòð ìàòðèöû L ñîñòîèò èç n + 1 ÷èñëà λk = 2k, k = 0, . . . , n.
Êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λk ðàâíà ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç n ïî k. Ôóíêöèè Óîëøà
âåñà k îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñîáñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ ÷èñëà λk.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà λL è λ
L̃
ìàòðèö L è L̃ äëÿ ãèïåðêóáà ñâÿçàíû ñîîò-

íîøåíèåì λ
L̃

= λL/n â äàëüíåéøåì ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èññëåäîâàíèåì ñïåêòðà ìàòðèöû
Ëàïëàñà L. Òàê êàê ãèïåðêóá � ðåãóëÿðíûé è ñèììåòðè÷íûé ãðàô, òî äëÿ ëþáîé öåëåâîé
ôóíêöèè C, äëÿ êîòîðîé ëàíäøàôò ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì, ïàðàìåòð íîðìàëèçàöèè α
ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì CAV öåëåâîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå âñåõ ðåøåíèé [7].

Â çàäà÷å î ðàçáèåíèè, ñôîðìóëèðîâàííîé â ðàçäåëå 2, ãðàô ñîñåäñòâà ñîâïàäàåò ñ
ãèïåðêóáîì. Èç òåîðåì 4 è 7 ñëåäóåò, ÷òî íîðìèðîâàííàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è ïðèíàä-
ëåæèò ñîáñòâåííîìó ïðîñòðàíñòâó íàòÿíóòîìó íà ôóíêöèè Óîëøà âåñà 2. Àíàëîãè÷íûé
ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî è äëÿ ñëåäóþùåãî âàðèàíòà çàäà÷è î 3-âûïîëíèìîñòè (NAE-3SAT)
[7]. Çàäàíî n áóëåâûõ ïåðåìåííûõ. Ëèòåðàëîì íàçîâåì ïåðåìåííóþ, ëèáî åå îòðèöàíèå.
Âõîä çàäà÷è çàäàåòñÿ êîíå÷íûì íàáîðîì äèçüþíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò ðîâíî
èç òðåõ ëèòåðàëîâ. Äèçüþíêöèÿ ñ÷èòàåòñÿ èñòèííîé, åñëè â íåé íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí èñòèííûé è îäèí ëîæíûé ëèòåðàë. Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ ëþáîãî
íàáîðà èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ðàâíî ÷èñëó âûïîëíåííûõ äèçüþíêöèé.
Îêðåñòíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ ñîñòîèò èç âñåõ áóëåâûõ âåêòîðîâ, íàõîäÿùèõñÿ îò
íåãî íà ðàññòîÿíèè 1.

Òåîðåìà 8 Íîðìèðîâàííàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è NAE-3SAT ïðèíàäëåæèò
ñîáñòâåííîìó ïðîñòðàíñòâó íàòÿíóòîìó íà ôóíêöèè Óîëøà âåñà 2.

5. Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûì êðèòåðèåì ïðè îòáîðå ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ áûë âîïðîñ íàñêîëü-
êî îíè ïîëåçíû ïðè àíàëèçå âîçìîæíîñòåé ëîêàëüíîãî ïîèñêà â çàäà÷àõ êîìáèíàòîðíîé
îïòèìèçàöèè. Ìû îïóñòèëè óïîìèíàíèå î òàêèõ õîðîøî èçâåñòíûõ ìåòîäàõ êàê ìåòîä ýë-
ëèïñîèäîâ è ìåòîä âíóòðåííèõ òî÷åê, êîòîðûå äîêàçàëè ñâîþ âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü,
íî íå îòíîñÿòñÿ ê ìåòîäàì ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Â òîé æå ìåðå ýòî êàñàåòñÿ ïîëóîïðåäåëåí-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è íåêîòîðûõ äðóãèõ ïîäõîäîâ, êîòîðûå ñâÿçûâàþò íåïðåðûâíóþ



è êîìáèíàòîðíóþ îïòèìèçàöèþ. Êîíå÷íî, ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åííûå ñâÿçè ñ óñëî-
âèÿìè ÊÊÒ íåäîñòàòî÷íî êîíñòðóêòèâíû. Îíè ïîêà íå äàëè êàêèõ-òî çðèìûõ ïðîðûâîâ
â àíàëèçå âîçìîæíîñòåé ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Îíè ãîâîðÿò î ãëóáîêîé âíóòðåííåé ñâÿçè
äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ñ íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèåé, êîãäà-òî îòòàëêíóâøåéñÿ îò èäåè
âàðèàöèè è ïðèâåäøåé ê ñîçäàíèþ ìîùíîãî àðñåíàëà äëÿ àíàëèçà ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.
×òî æå êàñàåòñÿ ñïåêòðàëüíîãî ïîäõîäà, òî â ïîñëåäíèå ãîäû èäåò àêòèâíîå ðàçâèòèå ñïåê-
òðàëüíîé òåîðèè ëàíäøàôòîâ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷. Âî âñÿêîì ñëó÷àå óæå òðóäíî ñåáå
ïðåäñòàâèòü èçó÷åíèå ìåòîäîâ ëîêàëüíîãî ïîèñêà áåç ýòèõ èññëåäîâàíèé [4, 5, 6, 11, 12, 15],
íà÷àòûõ ïèîíåðñêîé ðàáîòîé Ãðîâåðà [7].

Èññëåäîâàíèå ëàíäøàôòîâ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
Áûëî áû èíòåðåñíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà àâòîêîððåëÿöèè äëÿ äèñêðåòíûõ
çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ, çàäà÷è î ïîêðûòèè, çàäà÷è î p-ìåäèàíå ñ ðàçëè÷íûìè ïî ìîùíîñòè
îêðåñòíîñòÿìè è äð. Èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ãðàôîâ ñîñåäñòâà ïîìîæåò ëó÷-
øå ïîíÿòü âîçìîæíîñòè ëîêàëüíûõ ìåòîäîâ è ïðåäñêàçàòü èõ ïîâåäåíèå ïðè ðåøåíèè
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.
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Abstract. For combinatorial optimization problems it is shown that local optima are closely related
with the stationary solutions for continued optimization problems. Local search methods implicitly
use the Karush-Kuhn-Tucker conditions and try to select the best stationary solution. This point of
view allows us to understand why the local search methods are so powerful and shows directions for
further research.
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