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Введение

Настоящая монография посвящена исследованию математических моделей
размещения, типичных для таких областей как стратегическое планирова-
ние, стандартизация и унификация технических средств, выбор оптималь-
ной стратегии поведения на конкурентных рынках и др. Это широкий круг,
как правило, NP-трудных задач комбинаторной оптимизации. Многие из
них тесно связаны с задачей минимизации псевдобулевых функций (поли-
номов от булевых переменных). Данный факт помогает увидеть связь меж-
ду моделями, несмотря на их разнородную структуру. Внутреннее единство
моделей, основанное на псевдобулевых функциях, позволяет использовать
однотипные методы, а также показывает способы решения новых задач
размещения, постоянно возникающих в приложениях. К таким методам,
в первую очередь, относятся методы локального поиска и основанные на
них так называемые метаэвристики. Именно этому направлению числен-
ных методов решения дискретных задач размещения и посвящена настоя-
щая работа.

Выбор данного направления исследований неслучаен. С одной стороны,
методы локального поиска легко адаптируются к изменениям математи-
ческой модели. Их простота и гибкость открывают широкий простор для
решения практических задач. С другой стороны, многие принципиальные
вопросы остаются открытыми, в частности, вопросы сходимости методов,
оценки их погрешности, возможности получения точного решения задачи
и доказательства его оптимальности. Многие методы данного класса скон-
центрированы на поиске локальных оптимумов задачи, что порождает мас-
су нетривиальных вопросов чисто математического плана [185], например,
вопрос о вычислительной сложности нахождения локального оптимума.
Для дискретных задач размещения, как впрочем и для других задач иссле-
дования операций, пока не удается подтвердить или опровергнуть гипотезу
о существовании полиномиальных алгоритмов нахождения локальных оп-
тимумов. Известно [247], что эти задачи не могут быть NP-трудными, если
NP 6= co-NP, что дает надежду найти такие алгоритмы. Однако эта надеж-
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да весьма призрачна в силу плотной PLS-полноты таких задач локального
поиска для многих "естественных" окрестностей малой мощности. Дока-
зательство существования полиномиальных алгоритмов было бы слишком
сильным результатом. Все задачи из класса PLS решались бы в этом случае
за полиномиальное время. Парадокс состоит в том, что на практике методы
локального поиска легко находят локальные оптимумы, а метаэвристики,
например, генетический локальный поиск, систематически порождая все
новые и новые локальные оптимумы, часто предъявляет в качестве ответа
глобальный оптимум. Требуются специальные усилия, чтобы найти дей-
ствительно трудные примеры, где такой подход давал бы заметную ошибку.
Однако в теории даже один шаг такого метода может оказаться экспонен-
циальным по сложности. Теория и практика комбинаторной оптимизации
дают здесь принципиально разные оценки возможностей численных ме-
тодов. Эмпирические исследования свидетельствуют, что для многих NP-
трудных задач, в том числе и задач размещения, методы локального поиска
позволяют находить приближенные решения, близкие по целевой функции
к глобальному оптимуму. Трудоемкость алгоритмов часто оказывается по-
линомиальной, причем степень полинома достаточно мала.

Теоретические исследования свидетельствуют, что минимальная точная
окрестность может иметь экспоненциальную мощность, число шагов для
достижения локального оптимума может оказаться экспоненциально боль-
шим, значение локального оптимума может сколь угодно сильно отличать-
ся от глобального, а минимальное расстояние между локальными опти-
мумами может быть сколь угодно большим. Таким образом, актуальность
работы обусловлена как разработкой и совершенствованием численных ме-
тодов решения задач размещения, расширением круга решаемых задач и
повышением эффективности этих методов, так и исследованием принципи-
альных возможностей таких методов и, в частности, методов нахождения
локальных оптимумов.

Интерес к последней проблеме подогревается целым рядом обстоятельств.
Во-первых, стремление получить локальный оптимум оказывается тесно
связанным с выделением стационарных точек и условиями Куна–Такера
для задач с непрерывными переменными. В идейном смысле понятие окрест-
ности эквивалентно определению вариации в непрерывной оптимизации.
Производные в методах комбинаторной оптимизации обычно не использу-
ются. Создается впечатление, что классические методы непрерывной опти-
мизации слишком далеки от комбинаторных. Тем не менее в ряде случа-
ев условия локальной оптимальности дискретного решения эквивалентны
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условиям Куна–Такера для непрерывной задачи, полученной релаксацией
требования целочисленности переменных. Для NP-трудных задач пробле-
ма часто состоит не в том, чтобы найти локальный оптимум, а в том, что
таких оптимумов оказывается слишком много. Выделить среди них гло-
бальный оптимум представляется серьезной проблемой, что, по-видимому,
и делает исходную задачу NP-трудной. Понятие глобального оптимума не
является конструктивным. Даже получив такое решение, доказать его оп-
тимальность очень трудно. Аналогичные проблемы возникают и в непре-
рывной оптимизации. Там необходимые условия оптимальности также име-
ют локальный характер и опираются на понятие вариации. В комбинатор-
ной оптимизации реализуется та же идея, и понятие окрестности играет
здесь центральную роль.

Вторая причина пристального внимания к локальным оптимумам свя-
зана с приближенными алгоритмами, имеющими гарантированные оценки
качества. Если комбинаторная задача допускает построение приближен-
ного решения с константной оценкой точности за полиномиальное время,
то она по определению принадлежит классу APX [102]. Полиномиальный
алгоритм может иметь любую природу и, в частности, может быть не свя-
зан с понятием окрестности. Многие комбинаторные задачи не принадле-
жат этому классу, например, задача о p-медиане, если нет дополнительных
предположений о структуре матрицы транспортных затрат. Если же мат-
рица удовлетворяет неравенству треугольника, то задача попадает в класс
APX [192]. Оптимизационную задачу P называют полиномиально ограни-
ченной, если существует такой полином, что значение целевой функции
задачи на любом решении ограничено этим полиномом от длины записи
исходных данных. Такие задачи обладают тем свойством, что для любой
полиномиально проверяемой окрестности N и любого правила выбора на-
правления спуска стандартный алгоритм локального улучшения является
полиномиальным. Для таких задач выделяют класс задач локального по-
иска, обладающих следующим свойством: для задачи L = (P,N) из класса
PLS существует такая константа ε > 0, что каждый локальный оптимум
имеет относительную погрешность не более ε. Класс этих задач называют
классом GLO (Guaranteed Local Optima). Этот класс не пуст. В нем, напри-
мер, содержится задача коммивояжера, у которой веса ребер принимают
значения 1 или 2. Задача выполнимости на максимум, задача о максималь-
ном разрезе с единичными весами также принадлежат этому классу [102].
Замыкание класса GLO (GLO) определяется с помощью сведения, сохраня-
ющего аппроксимируемость (≤PTAS). Задача P1 принадлежит замыканию
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класса GLO, если существует такая задача P2 ∈ GLO, что P1 ≤PTAS P2.
Установлено [102], что GLO =APX. Таким образом, класс GLO дает новую
характеризацию класса APX, одного из важнейших классов NP-трудных
задач. Для любой задачи P из класса APX найдется задача из класса GLO,
к которой задача P сводится с сохранением свойств аппроксимируемости.
Другими словами, понятие локального оптимума является одним из важ-
нейших в теории аппроксимации NP-трудных задач.

Наконец, последнее, но не менее важное обстоятельство связано с нахож-
дением решений, равновесных по Нэшу, в игровых моделях размещения. В
ряде случаев удается установить взаимно-однозначное соответствие между
равновесными решениями и локальными оптимумами в специально подо-
бранной оптимизационной задаче. Если такое соответствие обнаружено, то
нахождение равновесных решений сводится к уже рассмотренной задаче
поиска локальных оптимумов. Более того, если для оптимизационной за-
дачи удается установить ее принадлежность к классу GLO, то тем самым
получается оценка для цены анархии в исходной игровой модели.

Цель данной работы состоит в разработке и исследовании методов ло-
кального поиска для решения дискретных задач размещения, получении
апостериорных оценок точности этих методов и построении сложных в вы-
числительном отношении тестов, позволяющих указать наиболее трудные
примеры для этих методов. Работа носит теоретический и эксперименталь-
ный характер. Представленные в ней результаты позволяют лучше понять
природу задач локального поиска, их сложность и границы возможностей
полиномиальных алгоритмов. Все численные методы реализованы в виде
программ. Они показали свою эффективность и могут применяться при ре-
шении практических задач. Электронная библиотека «Дискретные задачи
размещения», представленная в последнем разделе монографии, активно
используется в научных исследованиях в России и за рубежом для тести-
рования алгоритмов дискретной оптимизации и сравнительного анализа их
эффективности.

Монография представляет единый цикл многолетних исследований ав-
тора, объединенных не только предметом, но и методами исследований. Ин-
терес к задачам размещения связан в первую очередь с приложениями, что
характерно для задач исследования операций. Исторически, первые задачи
этого класса стали исследоваться в Институте математики им. Л.С. Собо-
лева СО РАН с конца 60-х годов 20-го столетия. Математические модели
формулировались в терминах состава систем технических средств и фор-
мально не были связаны с размещением [12]. Позже, когда связь этих двух
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направлений стала проявляться все более и более отчетливо, центр тяжести
исследований постепенно стал перемещаться в сторону задач размещения.
Удалось избавиться от излишней громоздкости прикладных моделей. Тем
не менее все рассматриваемые задачи оказывались NP-трудными. Это об-
стоятельство требовало сконцентрировать внимание на принципиальных
вопросах разработки численных методов, найти эффективные подходы к
решению задач данного класса, выделить наиболее трудные тестовые при-
меры.

Первая глава монографии дает краткий обзор моделей размещения и
тесно связанных с ними моделей стандартизации и унификации, которы-
ми занимался автор с 1979 года. В первую очередь это простейшая задача
размещения или, следуя [12], задача выбора оптимального ряда изделий.
Этой задаче посвящены десятки статей, главы в монографиях. Хорошо из-
вестна связь задачи с псевдобулевыми функциями. Данный вопрос подроб-
но исследуется в книге В. Береснева [11]. Однако до сих пор эквивалент-
ность простейшей задачи размещения специальному классу псевдобулевых
функций использовалась только в теории. В [10] отмечено, что одной псев-
добулевой функции могут соответствовать разные примеры простейшей
задачи размещения. Бесконечное число примеров может порождать одну и
ту же псевдобулеву функцию, причем размерность примеров может силь-
но варьироваться. Так как время решения задачи зависит от размерности,
то можно перед решением задачи постараться максимально сократить эту
размерность, используя псевдобулеву функцию и заменяя пример на эк-
вивалентный, но с минимальной размерностью. Эта идея сокращения раз-
мерности подробно обсуждается на примере простейшей задачи размеще-
ния. Аналогичные утверждения приводятся и для многостадийной задачи
размещения, а также для задачи размещения с предпочтениями клиентов,
когда соответствующая псевдобулева функция имеет слагаемые произволь-
ного знака.

Значительно более важными с практической точки зрения являются
конкурентные задачи размещения, когда несколько лиц, принимающих ре-
шение (игроков), стремятся разместить свои предприятия и разделить ры-
нок (множество клиентов) для максимизации собственной прибыли. Рас-
сматриваются два вида таких игр: игроки действуют последовательно или
одновременно. Последнему случаю посвящена пятая глава монографии. В
первой главе приводится постановка задачи при последовательном приня-
тии решений двумя игроками: Лидером и Конкурентом. Показана связь
такой игры Штаккельберга с псевдобулевыми функциями. Последний раз-
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дел первой главы посвящен задачам стандартизации и унификации. При-
водятся постановки задач выбора ряда изделий при многоэтапном процессе
выполнения работ, когда часть работ области применения системы выпол-
няется на первом этапе, часть — на втором и т.д. Начальный состав системы
и объемы возможного пополнения считаются известными. Задача состоит в
выборе такого состава системы, который позволяет выполнить все работы с
минимальными суммарными затратами. Простейшая задача размещения и
классическая задача о p-медиане являются частными случаями этой зада-
чи. Кроме того, приводится постановка динамической задачи выбора ряда
изделий, а в последнем разделе — постановка задачи выбора ряда изделий
с частичным внешним финансированием (BP). Показано, что эта задача
может быть сведена к серии простейших задач размещения.

Вторая глава посвящена методам вычисления апостериорных оценок оп-
тимума в задачах размещения и стандартизации. Идея получения таких
оценок основана на Лагранжевых релаксациях. Часть ограничений зада-
чи заносится в целевую функцию с множителями Лагранжа. К получен-
ной двойственной задаче применяются известные методы субградиентной
оптимизации. Каждый раз решение релаксированной задачи представля-
ет определенную трудность, связанную как с выбором наиболее сильной
формулировки в терминах целочисленного линейного программирования,
так и с получением точного решения при фиксированных множителях
Лагранжа. Такое решение позволяет вычислить субградиент оптимизируе-
мой функции и применить схемы негладкой оптимизации. Результаты дан-
ного подхода иллюстрируются численными экспериментами, подтвержда-
ющими работоспособность метода и возможности построения приближен-
ных решений с малой относительной погрешностью.

В первом разделе этой главы приводится общая схема Лагранжевых
релаксаций для задач целочисленного линейного программирования. Вто-
рой раздел посвящен верхним и нижним оценкам оптимума в задаче выбо-
ра оптимального состава системы при многоэтапном процессе выполнения
работ. Рассматриваются две Лагранжевы релаксации задачи. Установлены
соотношения между оптимумами в соответствующих двойственных зада-
чах и оптимумами в линейных релаксациях, получающихся заменой усло-
вий булевости переменных на условие их неотрицательности. Показано, что
одна из релаксированных задач разрешима за время, полиномиальное от
размерности задачи. Этот результат позволяет построить итерационный
процесс, на каждом шаге которого за полиномиальное время получается
точное решение исходной задачи с измененными правыми частями релак-
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сированного ограничения. Такое решение достраивается до допустимого
решения исходной задачи с помощью жадной эвристики. Предложенный
способ получения верхних оценок оптимума имеет ряд недостатков. В част-
ности, он ориентируется на оптимум двойственной задачи, который при
наличии разрыва целочисленности может сильно отличаться от оптимума
в исходной задаче. В связи с этим в конце второго раздела исследуются мо-
дификации предложенной схемы, в том числе и комбинированный метод,
использующий обе релаксации и сглаживающий их недостатки.

В третьем разделе рассматривается обобщение предшествующей моде-
ли, в которой технические средства могут иметь унифицированные состав-
ные части. Многостадийные задачи размещения являются частным слу-
чаем этой задачи. Для получения верхних и нижних оценок оптимума
рассматриваются две Лагранжевы релаксации задачи по разным группам
ограничений. При фиксированных множителях Лагранжа решения этих
задач дают нижние оценки оптимума. Поиск наилучших множителей при-
водит к двойственным задачам Df и Dh. Установлено, что эти задачи ре-
шаются с полиномиальной трудоемкостью.

Практическое использование этих оценок зависит от разрыва целочис-
ленности, который может быть различным для этих двойственных задач.
Показано, что полученные нижние оценки несравнимы между собой. Бо-
лее точно, приводится семейство примеров исходных данных, когда одна
оценка доминирует другую. В ходе численных экспериментов исследуются
области доминирования одной оценки над другой в зависимости от жест-
кости ограничений на объемы производства изделий и начальный состав
системы. Получены практические рекомендации по применению оценок Df

и Dh.
В последнем разделе второй главы исследуются возможности Лагран-

жевых релаксаций для задачи выбора динамического состава системы (за-
дача ВДСС). Показано, что решение релаксированной задачи сводится к
решению серии задач линейного программирования. Выделяются частные
случаи, когда двойственная задача также полиномиально разрешима. При-
водится семейство исходных данных, на котором абсолютный разрыв цело-
численности может достигать произвольно больших размеров. Для постро-
ения приближенного решения задачи разработана итерационная процеду-
ра, существенно опирающаяся на решение двойственной задачи. В конце
раздела рассматриваются модели с ограничениями на номенклатуру из-
делий. Выделяются два вида таких моделей. В первом случае задается
ограничение на обобщенный ресурс, выделяемый на весь интервал плани-
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рования. Во втором случае этот ресурс делится по годам и не передается из
одного года в другой. В обоих случаях снова применяется идея Лагранже-
вых релаксаций, которая приводит к многовариантной задаче о рюкзаке
или обобщенной задаче о назначениях, что позволяет использовать уже
известные подходы.

Стоимость производства изделий предполагается постоянной величи-
ной, что существенно упрощает модель ВДСС. В последнем разделе этой
главы рассматривается более общая ситуация, когда стоимость производ-
ства изделий зависит от суммарного объема выпуска изделий. Более то-
го, для каждого изделия исходного ряда заданы интервалы серийности.
Внутри каждого интервала удельная стоимость производства остается по-
стоянной величиной, а при переходе от одного интервала в другой может
меняться произвольно. Алгоритм решения такой задачи также основан на
полиномиальной разрешимости релаксированной задачи. В ходе численных
экспериментов исследуется зависимость погрешности получаемых решений
от величины начальных затрат на ввод в систему новых образцов. При
больших значениях этого параметра исходная задача вырождается и фак-
тически становится задачей о минимальном покрытии множества. Началь-
ные затраты доминируют в целевой функции, и если алгоритму удается
найти минимальную номенклатуру для выполнения всех работ, то получа-
ется точное решения задачи. В противном случае относительное уклонение
от оптимума достигало 10%.

Третья глава является самой объемной. В ней приводится описание ме-
таэвристик и результаты их экспериментальных исследований для дискрет-
ных задач размещения. Первый раздел этой главы носит вводный харак-
тер. Он содержит классификацию данных методов, основные идеи метаэв-
ристик, обзор литературы и пути гибридизации с классическими методами
математического программирования. Второй раздел посвящен конструк-
тивным эвристикам. В нем исследуются два вероятностных жадных алго-
ритма на примере многостадийной задачи размещения. Первый алгоритм,
Лидер группы, является рандомизированной версией хорошо известного ал-
горитма координатного спуска. Введение рандомизации позволяет суще-
ственно сократить погрешность получаемых решений, повысить частоту
нахождения точного решения задачи и решений с заданной погрешностью.

Второй алгоритм, Случайный аутсайдер, опирается на условие дополня-
ющей нежесткости. Он предполагает последовательное сокращение числа
открытых предприятий. Закрываемое предприятие выбирается случайным
образом из множества наименее привлекательных предприятий. Эти алго-
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ритмы оказались несравнимыми между собой. На одних тестах выигрывает
один подход, на других тестах — другой. Заметное сокращение погрешно-
сти и повышение частоты нахождения точного решения задачи получено
на пути гибридизации этих алгоритмов с усеченным методом ветвей и гра-
ниц. Десяти ветвлений оказалось достаточно, чтобы сгладить различия в
погрешности алгоритмов и поднять частоту нахождения оптимума.

Третий раздел посвящен вероятностному методу поиска с запретами.
Излагается общая схема метода, предложенная Ф. Гловером [157], и ее но-
вый рандомизированный вариант. Показано, что вероятностный алгоритм
поиска с запретами при определенных ограничениях на структуру и длину
списка запретов порождает неразложимую цепь Маркова. Как следствие
получается, что при любом стартовом решении вероятность получения точ-
ного решения задачи стремится к единице с ростом числа шагов алгоритма.
Так как нетривиальных оценок на скорость сходимости получить не уда-
ется, а в силу NP-трудности рассматриваемых задач, по-видимому, и не
удастся, то наибольший интерес представляют экспериментальные иссле-
дования поведения таких методов на различных классах тестовых приме-
ров. Проведенные исследования свидетельствуют о высокой частоте полу-
чения точного решения даже на трудных в вычислительном отношении
тестах. Показано положительное влияние рандомизации окрестности на
результаты работы алгоритма, исследованы различные стратегии диверси-
фикации поиска, получены доверительные интервалы на вероятность по-
лучения точного решения задачи при заданном числе итераций и прибли-
женного решения с погрешностью не более одного процента.

Четвертый раздел посвящен генетическому локальному поиску. Приво-
дятся общая схема этого популярного в комбинаторной оптимизации итера-
ционного метода, обсуждение ключевых элементов данной схемы, асимпто-
тических свойств и интерпретация в терминах цепей Маркова. Эффектив-
ность данного метода во многом зависит от выбора применяемых операций
скрещивания, мутаций и процедур локального улучшения, то есть от того,
насколько удачно адаптированы эти ключевые элементы под специфику
решаемой задачи. В данном разделе исследуются возможности генетиче-
ского локального поиска для решения задачи о p-медиане с предпочтени-
ями клиентов (МПК). Рассматриваются четыре оператора скрещивания и
две окрестности: стандартная окрестность Swap и новая окрестность для
задач размещения, построенная на идеях Лина и Кернигана [186]. Иссле-
дуется влияние разных стратегий селекции и мутаций на поведение алго-
ритма. Для получения нижних оценок оптимума рассмотрены различные
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возможности сведения задачи к целочисленному линейному программиро-
ванию. Получено новое сведение, основанное на известной задаче о паре
матриц. Установлено, что новое сведение может давать лучшую нижнюю
оценку, чем предшествующие известные оценки.

Последний раздел третьей главы посвящен гибридным метаэвристикам.
Обсуждаются различные возможности гибридизации, исследуется одна из
таких возможностей: гибридная схема генетического алгоритма и вероят-
ностного поиска с запретами на примере конкурентной задачи о p-медиане.
Приводится общая схема такого подхода, обсуждаются ее основные эле-
менты и проблемы реализации. Основной проблемой является процедура
локального улучшения. Так как поиск допустимого решения задачи свя-
зан с решением NP-трудной задачи Конкурента, то нахождение лучше-
го элемента в окрестности требует многократного обращения к решению
этой задачи. В итоге просмотр окрестности превращается в чрезвычай-
но сложную задачу. Для решения этой проблемы используется переход к
линейной релаксации в задаче Конкурента и рандомизация окрестности.
Эти два приема резко сокращают трудоемкость просмотра окрестности,
делая процедуру полиномиальной. Исследуются результаты столь карди-
нального изменения сложности локального поиска. Для получения верхних
оценок исходной

∑P
2 –трудной задачи предлагаются два подхода. Первый

из них связан с введением дополнительных ограничений в задачу Конку-
рента. Второй способ основан на сужении области поиска, когда исходная
задача переписывается в виде задачи линейного частично-целочисленного
программирования с экспоненциальным числом переменных и ограниче-
ний, а затем оставляется небольшое семейство этих переменных и ограни-
чений. Оптимальное решение в такой задаче дает верхнюю оценку на доход
Лидера. Систематически пополняя семейство, можно получить точное ре-
шение задачи. Возможности такого подхода исследуются в последней главе
монографии.

В четвертой главе изучаются вопросы вычислительной сложности зада-
чи нахождения локального оптимума. В первом разделе вводится понятие
задачи локального поиска и даются примеры задач, когда такой подход
приводит к точному решению. Во втором разделе дается краткое введение
в теорию сложности задач локального поиска. Вводится класс PLS, опреде-
ление сведений в этом классе и список PLS-полных задач. В третьем раз-
деле устанавливается вычислительная сложность локального поиска для
различных задач размещения.

В четвертом разделе исследуется временная сложность стандартного ал-
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горитма локального улучшения. Вводится понятие плотной PLS-полноты и
доказывается, что задача о p-медиане с рядом полиномиально проверяемых
окрестностей является плотно PLS-полной задачей. Аналогичное свойство
установлено и для простейшей задачи размещения с окрестностью Flip.
Полученные свойства приводят к экспоненциальным нижним оценкам для
числа шагов стандартного алгоритма локального улучшения в худшем слу-
чае. Если же требуется найти локальный минимум, достижимый из задан-
ной точки локальными улучшениями по указанным окрестностям, то такая
задача становится PSPACE-полной.

В пятом разделе исследуется связь задачи нахождения локальных опти-
мумов с классическими условиями Куна-Такера. Для задачи минимизации
произвольного полинома от булевых переменных на заданном слое гипер-
куба вводится функция Лагранжа и понятие седловой точки относитель-
но окрестности Swap. Установлено, что точка гиперкуба будет локальным
минимумом относительно окрестности Swap тогда и только тогда, когда
соответствующее ей решение удовлетворяет условиям Куна-Такера.

В шестом разделе исследуются возможности получения приближенных
локальных оптимумов. Допустимое решение sε задачи (OP, N) называют
ε-локальным минимумом, если (F (sε)−F (s))/F (s) ≤ ε для всех s ∈ N(sε),
F —целевая функция задачи OP . Другими словами, в окрестности N(sε)
могут содержаться решения с меньшим значением целевой функции, но
их относительное уклонение от sε не должно превышать ε. Показано, что
для дискретных задач размещения из класса PLS, имеющих линейную це-
левую функцию, существует полностью полиномиальная ε-локальная оп-
тимизационная схема, то есть семейство алгоритмов (Aε)ε>0, позволяющее
находить ε-локальный минимум для любого ε > 0 за время, ограниченное
полиномом от длины записи исходных данных и величины 1/ε.

В последнем разделе изучаются возможности получения локальных оп-
тимумов с гарантированной оценкой точности и принципиальная возмож-
ность построения точных окрестностей. Точной окрестностью называют
такую окрестность, для которой любой локальный оптимум является гло-
бальным. Показано, что построение таких окрестностей сопряжено с прин-
ципиальными трудностями.

В заключение главы приводится семейство исходных данных задачи о
p-медиане, для которого оптимальное решение задачи отстоит от любого
локального минимума на максимально возможном расстоянии, то есть на
расстоянии, равном диаметру допустимой области. Эти локальные опти-
мумы образуют своего рода "плато", отделенное от глобального оптимума
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большими значениями целевой функции. Погрешность таких локальных
оптимумов может оказаться сколь угодно большой величиной.

Пятая глава посвящена игровым моделям размещения. В отличие от игр
Штаккельберга, рассматривающихся в первой и третьей главах, здесь ис-
следуется ситуация равноправных игроков. Они не образуют коалиций и
преследуют чисто эгоистические цели: максимизация собственной прибыли
от открытия предприятий и обслуживания клиентов. Игроки принимают
решения одновременно. Тот факт, что они не образуют коалиций и имеют
полную информацию о поведении друг друга, приводит к падению цен на
рынке и перераспределению доходов между игроками и потребителями. Ре-
шение называют равновесным по Нэшу, если ни один из игроков не может
увеличить свою прибыль при условии, что другие игроки не меняют свои
решения. Понятие равновесного решения в чистых стратегиях оказывает-
ся тесно связанным с понятием локального оптимума в соответствующей
оптимизационной задаче. Таким образом удается установить сложностной
статус задачи поиска равновесных решений. Показано, что задача поис-
ка равновесия принадлежит классу PLS и является плотно полной в нем.
Отсюда, в частности, следует, что доказательство существования полино-
миального алгоритма вычисления равновесного решения было бы слишком
сильным результатом. Все задачи из класса PLS решались бы в этом случае
за полиномиальное время. Доказательство обратного утверждения приво-
дит к выводу, что P 6=NP. Таким образом, вопрос о сложности нахождения
равновесных решений в чистых стратегиях является интригующим и мо-
жет иметь грандиозные последствия.

В первом разделе приводится формальное описание игровой модели. Во
втором разделе устанавливается взаимно-однозначное соответствие между
равновесными по Нэшу решениями и локальными максимумами некото-
рой специально сконструированной задачи FLG (Facility Location Game).
В качестве окрестности текущего решения рассматриваются все решения,
получаемые выбором игрока и заменой его решения на любое другое допу-
стимое решение. В третьем разделе показана плотная PLS полнота задачи
нахождения равновесного решения.

В четвертом разделе исследуется сложность получения приближенных
равновесных решений. Если игрок k меняет свою стратегию, он несет рас-
ходы в размере ∆k. Игрок не будет менять свое решение, если приращение
прибыли не превосходит данной величины. Если в такой ситуации ни один
из игроков не может увеличить свою прибыль при условии, что другие иг-
роки не меняют свой выбор, то такое решение называют приближенным
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равновесным решением с погрешностью ∆ = (∆1, . . . , ∆p), где p — число
игроков. Задача поиска приближенных равновесий кажется более простой,
так как увеличивается число подходящих состояний. Тем не менее это не
всегда так. Если ∆k являются постоянными величинами, то поиск прибли-
женных равновесий снова оказывается плотно PLS-полной задачей. Если
же для любых стратегий (i1, . . . , ip) величины ∆k могут быть оценены снизу
функционалом µ(i1, . . . , ip) суммарной прибыли игроков и экономии клиен-
тов (социальное благо от размещения предприятий и выпуска продукции),
то есть ∆k ≥ εµ(i1, . . . , ip) для любого k = 1, . . . , p, то задача может быть
решена с полиномиальной трудоемкостью.

В последнем разделе исследуется сложность нахождения равновесных
решений, достижимых из заданного начального состояния. Пусть некото-
рое решение не является равновесным, то есть существует игрок, возможно
не один, который может увеличить свою прибыль, выбрав другие пред-
приятия. Выбор такого игрока и замену его предприятий назовем одним
шагом итерационной процедуры улучшения. Процесс выбора игрока и по-
иск для него лучших предприятий могут иметь произвольную вычисли-
тельную сложность, быть детерминированными или рандомизированными
алгоритмами. Показано, что в худшем случае такая итерационная процеду-
ра требует экспоненциального числа шагов для нахождения равновесного
решения.

Шестая глава посвящена электронной библиотеке тестовых примеров
«Дискретные задачи размещения».

В первом разделе приводится общая структура библиотеки. Во втором
разделе дается описание трудных в вычислительном отношении тестовых
примеров для простейшей задачи размещения. Здесь представлены восемь
классов тестовых примеров, сильно отличающиеся по трудоемкости нахож-
дения точного решения:

– примеры, использующие конструкцию конечных проективных плоско-
стей;

– примеры, использующие совершенные коды с расстоянием 3;
– примеры, базирующиеся на шахматных торах;
– три класса примеров с большим разрывом целочисленности (классы

GapA, GapB, GapC);
– примеры с матрицами расстояний на двумерной евклидовой плоскости;
– примеры с матрицей расстояний, элементы которой порождаются слу-

чайным образом с равномерным распределением из заданного интервала.
Первый класс является полиномиально разрешимым. Зная способ по-
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рождения примеров, легко найти точное решение задачи. Однако для ме-
тодов локального поиска он оказывается достаточно трудным [217, 218],
так как каждому пучку прямых соответствует локальный минимум задачи
с большим бассейном притяжения.

Второй и третий классы интересны тем, что число строгих локальных
оптимумов для них растет экспоненциально с ростом размерности задачи.
Так как по построению любой из них может оказаться глобальным опти-
мумом, то процесс решения задачи может быть достаточно долгим для
любого метода, в том числе и для метаэвристик.

Три класса с большим разрывом целочисленности являются сложными
для метода ветвей и границ [188]. Разрыв составляет более 20%, что при-
водит к огромному дереву ветвлений с несколькими десятками миллионов
вершин даже при небольшой размерности задачи, n = m = 100. Самый
сложный из этих классов, Gap–C является также трудным и для мето-
дов локального поиска: вероятностного поиска с запретами, генетического
алгоритма и схемы GRASP [129, 211]. Частота нахождения оптимального
решения не превышает 0,53 при выполнении этими алгоритмами 104 ите-
раций, соответствующих переходу от текущего решения к соседнему для
объединения окрестностей Flip и Swap. Последние два класса являются
наиболее легкими. При заданной размерности n = m = 100 такие примеры
легко решаются как методом ветвей и границ, так и метаэвристиками.

В третьем разделе приводится семейство исходных данных многостадий-
ной задачи размещения, для которых локальные оптимумы группируют-
ся в три кластера. Один кластер характеризуется большими значениями
целевой функции, два других — малыми значениями. В задаче имеется
один глобальный минимум. Чтобы попасть к нему локальными измене-
ниями решений из другого кластера, требуется сначала посетить кластер
с большими значениями целевой функции. Построенное семейство исход-
ных данных является своего рода "ловушкой" для таких метаэвристик,
как вероятностный поиск с запретами, генетические алгоритмы, локаль-
ный поиск с чередующимися окрестностями и др., если в алгоритмах не
предусмотрены специальные процедуры диверсификации поиска.

В последнем разделе обсуждаются примеры для конкурентной задачи
о p-медиане и поведение точного метода генерации переменных и огра-
ничений. Приводятся зависимости числа итераций метода при изменении
числа открываемых предприятий Лидером и Конкурентом. Обсуждаются
пути повышения эффективности предложенного подхода.
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Глава 1

Дискретные модели размещения

Модели размещения составляют широкий пласт математических моделей
исследования операций, интересный как с практической точки зрения, так
и с точки зрения теории комбинаторной оптимизации. Своими корнями
это направление уходит к П. Ферма (1601-1665) и Е. Торричелли (1608-
1647) [133], но как самостоятельное направление оно сформировалось в
70-80 годы прошлого столетия. На сегодняшний день имеется ряд моно-
графий в этой области [11, 12, 130, 136, 201]. Ежегодно проводятся спе-
циализированные конференции, организуемые европейской рабочей груп-
пой EWGLA (www.vub.ac.be/EWGLA/) и американской рабочей группой
SOLA (www.ent.ohiou.edu/∼thale/ sola/sola.html).

В СССР пионерами этого направления были В. Черенин, В. Хачатуров,
В. Трубин, С. Лебедев, а в Сибирском отделении Академии наук В. Берес-
нев, Э. Гимади, В. Дементьев. Столь большой интерес к данной пробле-
матике связан в первую очередь с приложениями, которые возникают не
только при размещении предприятий, складов и магазинов, планировании
метро, размещении узлов сетей связи и др. Многочисленные приложения
возникают, в частности, при решении задач унификации и стандартизации,
когда выбирается состав системы технических средств, предназначенных
для выполнения заданного списка работ [11]. В качестве целевой функции
используются либо величина суммарных затрат на создание и функцио-
нирование системы технических средств, либо суммарная эффективность
системы, т.е. объем выполняемых работ.

В данной главе рассматриваются дискретные модели размещения, об-
суждается их связь с задачами минимизации псевдобулевых функций и
задачами стандартизации и унификации. В первом разделе формулиру-
ется простейшая задача размещения, обсуждаются различные ее форму-
лировки в терминах целочисленного линейного программирования (ЦЛП)
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и в терминах полиномов от булевых переменных. Показано, как с помо-
щью псевдобулевых функций можно найти эквивалентную формулировку
задачи с минимальной размерностью. Во втором и третьем разделах рас-
сматриваются многостадийная задача размещения и задача размещения
с предпочтениями клиентов. Известно, что обе эти задачи также могут
быть эквивалентным образом переформулированы в терминах псевдобу-
левых функций. По аналогии с первым разделом для этих задач также
показана возможность нахождения эквивалентных формулировок с мини-
мальной размерностью. В четвертом разделе формулируется конкурент-
ная задача размещения, в которой два лица последовательно принимают
решения об открытии предприятий. Приводится математическая форму-
лировка задачи в терминах псевдобулевых функций и показана ее связь с
минимаксными и максиминными задачами. В последнем разделе рассмат-
риваются математические модели стандартизации и унификации. Эти мо-
дели тесно связаны с дискретными моделями размещения, но имеют свою
логику развития. Приводятся четыре модели: многоэтапная, двухуровне-
вая, динамическая и модель с частичным внешним финансированием. Все
они оказываются тесно связанными с простейшей задачей размещения и
допускают те же методы решения.

1.1 Простейшая задача размещения

В подавляющем большинстве рассматриваемых моделей размещения авто-
ры исходят из предположения, что имеется одно лицо, принимающее реше-
ние (ЛПР), например, руководитель фирмы, размещающий свои предприя-
тия. Для заданного множества клиентов J = {1, . . . , n} он знает производ-
ственно–транспортные расходы cij, связанные с производством и достав-
кой продукции j-му клиенту из i-го пункта производства, если оно будет
там открыто. Множество возможных пунктов производства I = {1, . . . , m}
предполагается конечным, и для каждого пункта i ∈ I известна стоимость
fi открытия предприятия в этом пункте. Задача состоит в выборе тако-
го подмножества S пунктов размещения производства, которое позволяет
обслужить всех клиентов с минимальными суммарными затратами, т.е.
найти

min
S⊆I

{ ∑

i∈S

fi +
∑

j∈J

min
i∈S

cij

}
.

Первое слагаемое в целевой функции задает затраты на открытие предпри-
ятий, второе слагаемое определяет производственно–транспортные расхо-
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ды. Снабжение клиентов производится из предприятий, которые обеспечи-
вают минимальные производственно–транспортные расходы.

Сформулированная задача известна в литературе как простейшая за-
дача размещения (ПЗР). Она является NP–трудной в сильном смысле да-
же в случае, если матрица (cij) удовлетворяет неравенству треугольника
[192]. Для построения приближенных алгоритмов эта задача также являет-
ся сложной. Так как задача о покрытии является её частным случаем, то
существование полиномиального приближенного алгоритма, относитель-
ная погрешность которого растет медленнее log m, влечет совпадение клас-
сов P и NP. Если матрица (cij) удовлетворяет неравенству треугольника,
то лучший на сегодняшний день приближенный полиномиальный алгоритм
имеет оценку относительной погрешности 0.52, но и в этом случае суще-
ствование приближенного полиномиального алгоритма с оценкой меньше
0.463 влечет P=NP. Если же предприятия и клиенты задаются точками в
k-мерном евклидовом пространстве, а матрица (cij) определяет расстояния
между ними, то для любого ε > 0 существует приближенный алгоритм с
относительной погрешностью не более ε и трудоемкостью, полиномиально
зависящей от n, m и экспоненциально зависящей от k и 1/ε.

Для точного решения задачи разрабатывались методы ветвей и границ
с нижней оценкой, получаемой линейным программированием. Такие оцен-
ки зависят от математической формулировки задачи. Первые попытки в
этом направлении были неудачными. Они основывались на так называемой
"слабой" формулировке задачи.

Введем переменные:

xi =

{
1, если в пункте i открывается предприятие,
0 в противном случае,

xij =

{
1, если клиент j снабжается из предприятия i,

0 в противном случае.

Тогда простейшая задача размещения может быть записана в виде задачи
целочисленного линейного программирования: найти

min
{ ∑

i∈I

fixi +
∑

j∈J

∑

i∈I

cijxij

}

при условиях: ∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J,
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nxi ≥
∑

j∈J

xij, i ∈ I,

xi, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Если заменить условия булевости переменных на условия xi, xij ∈ [0, 1],
i ∈ I, j ∈ J , то любое оптимальное решение будет удовлетворять равенству

xi =
1

n

∑

j∈J

xij, i ∈ I.

Как следствие, получаем новую задачу линейного программирования:

min
∑

j∈J

∑

i∈I

(fi/n + cij)xij

при условиях: ∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J,

0 ≤ xij ≤ 1, i ∈ I, j ∈ J.

Эта задача легко решается точно и дает нижнюю оценку для простей-
шей задачи размещения. Вдумчивого читателя должна настораживать та
легкость, с которой было получено точное решение линейной релаксации.
Нижняя оценка получается за полиномиальное время, но является грубой.
Замена условия

nxi ≥
∑

j∈J

xij, i ∈ I

на эквивалентное с точки зрения целочисленного оптимума

xi ≥ xij, i ∈ I, j ∈ J

приводит к новой линейной программе, которая уже не решается аналити-
чески, но гарантирует более точную нижнюю границу. Именно эта сильная
формулировка использовалась многими авторами для разработки более со-
вершенных точных методов. Независимо друг от друга В. Береснев [8] в Но-
восибирске, В. Трубин [76] в Киеве, С. Лебедев [58] в Москве, Я. Краруп,
О. Билд [113] в Амстердаме и Д. Эрленкоттер [137] в США использовали
эту идею и получили примерно одинаковые результаты численных экспе-
риментов. Разработанный метод легко решает задачи при n,m ≤ 100. Для
задач большей размерности разработаны специализированные алгоритмы
[103, 104, 171], основанные на той же сильной формулировке. Современный
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взгляд на проблему выбора формулировки задачи можно найти в [226] (см.
также [130]).

Наряду с простейшей задачей размещения широкую известность приоб-
рела задача о p–медиане [130]. В этом варианте задачи размещения пред-
полагается, что fi = 0, i ∈ I, но открывать можно не более p предприятий,
|S| ≤ p. Математическая постановка задачи имеет вид: найти

min
S⊂I,|S|≤p

∑

j∈J

min
i∈S

cij.

В [195] исследуется взаимосвязь этой задачи с простейшей задачей раз-
мещения и задачей о покрытии множествами. Существует тесная связь
между простейшей задачей размещения и задачей минимизации псевдобу-
левых функций [11]. Впервые это было отмечено в работах П. Хаммера и
С. Рудеани [169]. Позже в работах В. Береснева [10] было предложено новое
оригинальное сведение простейшей задачи размещения к задаче миними-
зации псевдобудевых функций с положительными коэффициентами при
нелинейных членах. Более того, установлена эквивалентность этих задач.

Пусть для вектора g = (g1, . . . , gm) известна перестановка i1, . . . , im, за-
дающая упорядочение элементов

gi1 ≤ gi2 ≤ · · · ≤ gim.

Положим
∆g0 = gi1;

∆gl = gil+1
− gil, 1 ≤ l < m;

∆gm = gim.

Для любого вектора zi ∈ {0, 1}, i ∈ I, z 6= {1, . . . , 1} справедливы следу-
ющие равенства [11, 12]:

min
i|zi=0

gi = ∆g0 +
m−1∑

l=1

∆glzi1 . . . zil;

max
i|zi=0

gi = ∆gm −
m−1∑

l=1

∆gm−lzim−l+1
. . . zim.

Для j-го столбца матрицы (cij) введем перестановку ij1, . . . , i
j
m такую, что

cij1j
≤ cij2j

≤ · · · ≤ cijmj.
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Представим целевую функцию задачи размещения в виде псевдобулевой
функции:

b(z) =
∑

i∈I

fi(1− zi) +
∑

j∈J

m−1∑

l=0

∆cljzij1
. . . zijl

.

Известно [11, 12], что задача минимизации такой псевдобулевой функции,
определенной на всех точках гиперкуба за исключением точки z = (1, . . . , 1),
и простейшая задача размещения эквивалентны. Для оптимальных реше-
ний z∗, S∗ этих задач справедливы соотношения z∗i = 0 ⇔ i ∈ S∗, i ∈ I, и
значения целевых функций на этих решениях совпадают.

Рассмотрим следующий пример: I = J = {1, 2, 3},

fi =




10
10
10


 cij =




0 3 10
5 0 0
10 20 7


 .

Соответствующая псевдобулева функция имеет вид

b(z) = 10(1− z1) + 10(1− z2) + 10(1− z3) + (5z1 + 5z1z2) + (3z2 + 17z1z2)+

(7z2 + 3z2z3) = 15 + 5(1− z1) + 0(1− z2) + 10(1− z3) + 22z1z2 + 3z2z3.

Восстановим по этой псевдобулевой функции задачу размещения. Для но-
вой задачи имеем I ′ = I, J ′ = {1, 2}

f ′i =




5
0
10


 c′ij =




0 3
0 0
22 0


 .

Новая задача имеет меньше клиентов, |J ′| < |J |. Более того, f ′2 = 0, сле-
довательно, в оптимальном решении второе предприятие можно считать
открытым. Другими словами, новая задача имеет меньшую размерность и
эквивалентна исходной.

Итак, по простейшей задаче размещения можно построить псевдобуле-
ву функцию с положительными коэффициентами при нелинейных членах.
Разные примеры могут давать одну и ту же функцию. Значит, прежде чем
решать задачу, можно сначала найти эквивалентную ей задачу, но с мень-
шей размерностью. Поиск такой задачи может быть осуществлен за поли-
номиальное время [42]. Рассмотрим произвольную псевдобулеву функцию
b(z) с положительными коэффициентами при нелинейных членах

b(z) =
∑

i∈I

αi(1− zi) +
∑

l∈L

βl

∏

i∈Il

zi,

где αi ≥ 0, i ∈ I и βl > 0, Il ⊂ I, l ∈ L.
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Теорема 1 Для задачи минимизации псевдобулевой функции b(z) с поло-
жительными коэффициентами при нелинейных членах эквивалентный
ей пример простейшей задачи размещения с минимальным числом кли-
ентов может быть найден с полиномиальной трудоемкостью от n и |L|.

Доказательство. Заметим, что семейство подмножеств {Il}l∈L множества
I с отношением порядка Il′ < Il′′ ⇔ Il′ ⊂ Il′′ образует частично упорядочен-
ное множество. Любую последовательность подмножеств Il1 < Il2 < · · · <
IlK называют цепью. Произвольное разбиение семейства {Il}l∈L на непере-
секающиеся цепи порождает матрицу транспортных затрат (cij) простей-
шей задачи размещения. Каждый элемент такого разбиения соответствует
одному клиенту. Требование найти пример простейшей задачи размещения
с минимальным числом клиентов, эквивалентный заданной псевдобулевой
функции, означает найти разбиение частично упорядоченного множества
на минимальное число непересекающихся цепей. Последняя задача может
быть решена c полиномиальной трудоемкостью с помощью конструктивно-
го доказательства теоремы Дилворта [226]. ¤

В работе [84] также рассматривались различные способы сокращения
размерности простейшей задачи размещения. Основные усилия были на-
правлены на получение оценки уклонения от оптимума при агрегировании
исходной информации, т.е. замене группы клиентов на одного обобщенного
клиента. Такой подход позволяет сократить размерность до любого тре-
буемого уровня, то эквивалентность новой и исходной задач может быть
потеряна.

Задача минимизации функции b(z) эквивалентна простейшей задаче
размещения, но обладает новыми свойствами. Например, рассмотрим зада-
чу минимизации этой функции для непрерывных переменных zi ∈ [0, 1], i ∈
I. Для простейшей задачи размещения такой переход связан с появлением
разрыва целочисленности, который может оказаться сколь угодно близким
к единице [195]. Для функции b(z) этот разрыв равен нулю! Более точно,
среди оптимальных решений задачи минимизации функции b(z) с непре-
рывными переменными zi ∈ [0, 1], i ∈ I всегда существует целочисленное
оптимальное решение [118].
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1.2 Многостадийная задача размещения

Рассмотрим теперь более сложную ситуацию, когда для производства про-
дукции требуется не одно, а несколько предприятий. Будем предполагать,
что имеется k типов предприятий и для производства продукции требуются
предприятия каждого типа. Прежде чем попасть к потребителю продук-
ция проходит много стадий обработки. Пусть, как и прежде, множество
I задает возможные пункты размещения производства. В каждом пункте
можно разместить только одно предприятие заданного типа. Множество I

разбивается на k непересекающихся подмножеств I = I1∪· · ·∪ Ik. Подмно-
жество Il задает пункты размещения предприятий l-го типа. Обозначим
через P множество технологических цепочек вида p = {i1, . . . , ik}, соглас-
но которым продукция последовательно проходит обработку на предприя-
тиях i1, . . . , ik, где il ∈ Il, l = 1, . . . , k, и пусть Pi = {p ∈ P |i ∈ p}, i ∈ I.
Для каждой пары p ∈ P , j ∈ J считаем известной величину расходов
cpj, связанных с производством продукции по технологической цепочке p

и доставкой ее j-му клиенту.
Многостадийная задача размещения (МЗР) состоит в отыскании такого

варианта размещения предприятий и выбора на их основе подмножества
технологических цепочек, чтобы с минимальными суммарными затратами
удовлетворить запросы всех потребителей. С использованием введенных
обозначений задача может быть записана следующим образом [12, 61, 130,
236]: найти

min
{ ∑

i∈I

fixi +
∑

j∈J

∑

p∈P

cpjxpj

}

при условиях ∑

p∈P

xpj = 1, j ∈ J,

∑

p∈Pi

xpj ≤ xi, i ∈ I, j ∈ J,

xpj, xi ∈ {0, 1}, i ∈ I, p ∈ P, j ∈ J.

Целевая функция задачи определяет суммарные затраты на открытие пред-
приятий, производство продукции и ее доставку потребителям. Первое огра-
ничение гарантирует удовлетворение спроса всех потребителей. Второе огра-
ничение позволяет обслуживать клиентов только из открытых предприя-
тий.
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Сформулированная задача является NP-трудной в сильном смысле и
тесно связана с задачами стандартизации [12], задачей минимизации поли-
номов от булевых переменных [13] и двухуровневой задачей выбора номен-
клатуры изделий [28]. Если каждая цепочка p ∈ P содержит только одно
предприятие, то получаем простейшую задачу размещения. Поэтому МЗР
трудна для аппроксимации и не принадлежит классу APX. Для метриче-
ского случая приближенные алгоритмы с оценками построены в [86, 91].
Метод ветвей и границ с нижними оценками, получаемыми эвристически-
ми алгоритмами для двойственной задачи, исследовался в работах [23, 236].
Полиномиально разрешимые случаи МЗР представлены в [152, 153].

В работах [11, 12, 236] вместо условия
∑

p∈Pi
xpj ≤ xi, i ∈ I, j ∈ J,

используется условие

xpj ≤ xi, p ∈ Pi, i ∈ I, j ∈ J,

что приводит к более слабой линейной релаксации. Такой же эффект по-
лучается введением переменных

yp =

{
1, если выпускается продукция по технологической цепочке p,
0 в противном случае,

и заменой условия
∑

p∈Pi
xpj ≤ xi, i ∈ I, j ∈ J, на ограничения

yp ≥ xpj, j ∈ J, p ∈ P,

xi ≥ yp, p ∈ Pi, i ∈ I.

Новая формулировка дает ту же оценку линейного программирования, что
и предыдущая, но эта оценка может оказаться в произвольное число раз
хуже исходной [50].

Заметим, что в математической постановке задачи нигде не отражается
тот факт, что множество I разбито на непересекающиеся подмножества.
Множество P явным образом задает все технологические цепочки и, вооб-
ще говоря, может иметь произвольную структуру. Например, оно может
содержать цепочки разной длины и с несколькими вхождениями одного и
того же предприятия. В работе [26] с величинами cpj, p ∈ P, j ∈ J , свя-
зывались затраты на транспортировку продукции между предприятиями
и затраты на доставку ее потребителю. Сюда же включались и затраты на
обработку и выпуск продукции каждым предприятием из данной техноло-
гической цепочки. Легко видеть, что такой подход позволяет моделировать
ситуацию произвольных цепочек с любым маршрутом продукции по пред-
приятиям. В этом смысле ситуация близка к задачам Job Shop из теории
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расписаний, где допускается произвольная последовательность обработки
деталей на станках.

Предложенная модель не всегда удобна при решении практических за-
дач, так как множество P может оказаться экспоненциально большим.
В работе [12] рассматривается возможность неявного задания этого мно-
жества. Такой подход существенно экономит память, необходимую для
хранения исходной информации, но лишает модель гибкости при учете
производственно–транспортных затрат и свободы в формировании цепо-
чек. В дальнейшем будет рассматриваться только модель с явным задани-
ем множества P , которое будем считать частью исходных данных.

Представим МЗР в виде задачи безусловной оптимизации:
∑

i∈I

fi max
p∈Pi

{yp}+
∑

j∈J

min
p∈P

{cpj | yp = 1}.

Используя представление минимума и максимума через произведение пе-
ременных, получаем псевдобулеву функцию

B(z) =
∑

i∈I

fi −
∑

i∈I

fi

∏

p∈Pi

zp +
∑

j∈J

m−1∑

l=0

∆cljzij1
. . . zijl

.

Заметим, что функция B(z) имеет как положительные, так и отрицатель-
ные коэффициенты при нелинейных членах.

Известно [11, 12], что многостадийная задача размещения эквивалент-
на задаче минимизации псевдобулевой функции B(z), z 6= (1, . . . , 1). Для
оптимальных решений z∗, y∗ этих задач справедливы соотношения z∗p =
1 − y∗p, p ∈ P и значения целевых функций на этих решениях совпада-
ют. Таким образом, многостадийная задача размещения сводится к задаче
минимизации псевдобулевой функции, а по произвольной псевдобулевой
функции, по аналогии с Теоремой 1, можно построить эквивалентный при-
мер многостадийной задачи размещения с минимальным числом клиентов
и исходным множеством открываемых предприятий.

Теорема 2 Для многостадийной задачи размещения можно за полино-
миальное время от n и m преобразовать исходные данные задачи так,
чтобы получить эквивалентный пример с минимальным числом клиен-
тов.

Доказательство. Представим задачу МЗР в виде задачи минимизации
функции B(z). Каждый элемент множества I будет порождать в общем
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случае нелинейное отрицательное слагаемое (при |Pi| > 1). Производствен-
но транспортные затраты (cpj) будут порождать неотрицательные слагае-
мые. Восстановим пример задачи МЗР по полученной псевдобулевой функ-
ции. Отрицательные слагаемые снова будут порождать элементы множе-
ства I. Оно сохранит свою мощность. При восстановлении матрицы про-
изводственно-транспортных затрат снова воспользуемся конструктивным
доказательством теоремы Дилворта и найдем минимальное число непе-
ресекающихся цепей, на которое разбивается соответствующее частично-
упорядоченное множество. Каждая такая цепь порождает элемент множе-
ства J . ¤

1.3 Задачи размещения с предпочтениями клиентов

До сих пор предполагалось, что имеется одно лицо, принимающее реше-
ние (ЛПР). Это руководитель фирмы, который стремится минимизировать
суммарные затраты на организацию производства и обслуживание клиен-
тов. Однако в рыночных условиях клиент имеет возможность сам выбирать
поставщиков продукции, исходя из собственных предпочтений [27, 170]. Он
не обязан минимизировать производственно–транспортные затраты фир-
мы.

Пусть матрица (gij) задает предпочтения клиентов на множестве I. Ес-
ли gi1j < gi2j, i1 6= i2, то j-й клиент предпочитает предприятие i1. Для
упрощения модели будем предполагать, что в каждом столбце матрицы gij

все элементы различные. В противном случае придется рассматривать оп-
тимистические и пессимистические стратегии и вводить понятия коопера-
тивной и некооперативной игры [18]. Итак, цель ЛПР по прежнему состоит
в выборе подмножества S ⊆ I, которое позволяет обслужить всех клиен-
тов с минимальными суммарными затратами, но теперь ЛПР вынужден
учитывать предпочтения клиентов по выбору поставщиков. Математиче-
ская модель для такого случая может быть представлена в виде задачи
двухуровневого программирования [2, 27]: найти

min
xi

{ ∑

i∈I

fixi +
∑

j∈J

∑

i∈I

cijx
∗
ij(xi)

}

при условиях
xi ∈ {0, 1}, i ∈ I,
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где x∗ij(xi) — оптимальное решение задачи клиентов: найти

min
xij

∑

j∈J

∑

i∈I

gijxij

при условиях ∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J,

xij ≤ xi, i ∈ I, j ∈ J,

xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

В этой задаче целевая функция по-прежнему задает суммарные затраты
на открытие предприятий и обслуживание клиентов. Отличие состоит в
том, что теперь множество допустимых решений задается как требованием
целочисленности переменных xi, i ∈ I (что соответствует условию S ⊆
I), так и вспомогательной оптимизационной задачей — задачей клиентов
по выбору поставщиков. При решении вспомогательной задачи вектор xi

считается известным.
Существуют несколько способов сведения данной двухуровневой задачи

к задаче целочисленного линейного программирования [18, 172]. Заметим,
что для каждого j ∈ J важен только порядок элементов gij, а не их чис-
ловые значения. Упорядочим элементы j-го столбца по возрастанию

gi1j < gi2j < ... < gimj

и положим Sij = {l ∈ I| glj < gij}, i ∈ I. Оптимальное решение x∗ij(xi)
внутренней задачи клиентов обладает следующим свойством:

x∗ij = 1 ⇒ xl = 0, l ∈ Sij.

Используя это соотношение, исходную двухуровневую задачу можно пред-
ставить в следующем виде: найти

min
∑

i∈I

fixi +
∑

j∈J

∑

i∈I

cijxij

при условиях:
xij + xl ≤ 1, l ∈ Sij, i ∈ I, j ∈ J,

∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J,

xij ≤ xi, i ∈ I, j ∈ J,
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xi, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Первое неравенство в этой задаче гарантирует, что значения xij будут
соответствовать оптимальному решению задачи клиентов. Остальные огра-
ничения совпадают с ограничениями простейшей задачи размещения. Чис-
ло переменных задачи равно m+nm, то есть их столько же, сколько в про-
стейшей задаче размещения, но число ограничений на O(m2n) больше, что
не позволяет решать эту задачу стандартным программным обеспечением
даже при средней размерности задачи. Следуя [27, 172], дополнительные
ограничения можно записать в другой эквивалентной форме:

∑

l∈Sij

xl ≤ |Sij|(1− xij), i ∈ I, j ∈ J,

или
xi ≤ xij +

∑

l∈Sij

xl, i ∈ I, j ∈ J,

или
xi ≤ xij +

∑

l∈Sij

xlj, i ∈ I, j ∈ J.

Можно показать, что последнее неравенство приводит к лучшей линейной
релаксации, чем три других [2].

Рассмотрим частный случай задачи, когда стоимости открытия пред-
приятий равны нулю, fi = 0, i ∈ I. Для простейшей задачи размеще-
ния это тривиальный случай, оптимальное решение находится за линейное
время. Если же клиенты имеют собственные предпочтения, то задача оста-
ется NP-трудной, а разрыв целочисленности может оказаться сколь угод-
но близким к единице [27, 172]. Если cij = gij, то получаем простейшую
задачу размещения. Если же cij = −gij, то задача становится полиноми-
ально разрешимой [220]. Другие переформулировки задачи, правильные
неравенства, методы ветвей и отсечений и генетический локальный поиск
представлены в работах [2, 17, 18, 238, 121]. В [132] рассматривается дру-
гая модель размещения с предпочтениями клиентов. В ней предполагается,
что все открываемые предприятия являются поставщиками каждого кли-
ента, но заказы на продукцию распределяются между предприятиями пря-
мо пропорционально предпочтениям клиентов. Новая модель оказывается
нелинейной, но возможно более адекватно описывает поведение клиентов
на рынке.

Известно, что задача размещения с предпочтениями клиентов может
быть сведена к задаче минимизации псевдобулевой функции. Пусть пере-
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становка i1, i2, . . . , im задает упорядочение элементов j-го столбца матрицы
(gij). Для j ∈ J положим

∇ci1j = ci1j,

∇cilj = cilj − cil−1j, 1 < l ≤ m,

и определим псевдобулеву функцию

B(z) =
∑

i∈I

fi(1− zi) +
∑

j∈J

∑

i∈I

∇cij

∏

l∈Sij

zl.

Задача размещения с предпочтениями клиентов эквивалентна задаче
минимизации псевдобулевой функции B(z), z 6= (1, . . . , 1). Оптимальные
решения z∗, x∗ этих задач связаны соотношением z∗i = 1 − x∗i , i ∈ I, и
значения целевых функций на этих решениях совпадают [11, 12].

Заметим, что коэффициенты ∇cij могут быть как положительными, так
и отрицательными. Другими словами, для любой псевдобулевой функции
можно построить пример задачи размещения с предпочтениями клиентов и
наоборот. Более того, как указано в предыдущем разделе, для любой псев-
добулевой функции можно построить пример многостадийной задачи раз-
мещения. Следовательно, пользуясь псевдобулевыми функциями, можно
преобразовать любой пример задачи размещения с предпочтениями кли-
ентов в пример многостадийной задачи и наоборот. Используя тот же под-
ход, что и в Теореме 1, можно для любой псевдобулевой функции можно
за полиномиальное время получить пример задачи размещения с предпо-
чтениями клиентов с минимальным числом клиентов.

В заключение этого раздела укажем еще на одну модель, которая яв-
ляется обобщением двух последних моделей, а именно, на многостадийную
модель с предпочтениями клиентов [26]. Используя уже введенные обо-
значения, получаем следующую задачу двухуровневого программирования
(ДМЗР): найти

min
{ ∑

i∈I

fixi +
∑

j∈J

∑

p∈P

cpjx
∗
pj(xi)

}

при условии:
xi ∈ {0, 1}, i ∈ I,

где x∗pj(xi) — оптимальное решение задачи: найти

min
∑

j∈J

∑

p∈P

gpjxpj
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при условиях: ∑

p∈P

xpj = 1, j ∈ J,

∑

p∈Pi

xpj ≤ xi, i ∈ I, j ∈ J,

xi,j ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Теорема 3 Задачи ДМЗР и МЗР полиномиально сводятся друг к другу.

Доказательство. Сведение задачи МЗР к ДМЗР очевидно. Покажем об-
ратное сведение. Следуя [28], для j ∈ J введем перестановку (p1, p2, . . . ,

pm0
), m0 = |P | такую, что gp1j < gp2j < · · · < gpm0

j, и положим

apkj = cp1j +
k−1∑

l=1

min{0; cpl+1j − cplj}, k = 1, . . . ,m0,

bpkj =
k−1∑

l=1

max{0; cpl+1j − cplj}, k = 1, . . . ,m0.

Тогда для непустого множества S ⊆ P и вектора y∗pj ∈ {0; 1}, определен-
ного равенством

y∗pj =

{
1, если gpj = minp∈S gpj,
0 в противном случае, j ∈ J,

получаем
max
p∈S

apj + min
p∈S

bpj =
∑

p∈P

cpjy
∗
pj.

Полагая fpi = fi, если p ∈ Pi и fpi = 0 в противном случае, получаем
сведение задачи ДМЗР к задаче выбора подмножества строк пары матриц:

min
S⊆P,S 6=∅





∑

i∈I

max
p∈S

fpi +
∑

j∈J

max
p∈S

apj +
∑

j∈J

min
p∈S

bpj



 .

Эквивалентность же задачи выбора подмножества строк пары матриц и
задачи МЗР показана в [11, 12]. ¤

Таким образом, задача ДМЗР также может быть представлена как за-
дача минимизации псевдобулевой функции и, следовательно, переформу-
лирована в виде многостадийной задачи без предпочтений клиентов или
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задачи с предпочтениями клиентов, но не многостадийной, а одностадий-
ной.

Добавим в систему ограничений верхнего уровня условие
∑

i∈I

xi = p.

полученную задачу назовем двухуровневой задачей о p-медиане (ДМ). По-
вторяя доказательство теоремы 3, получаем, что задача ДМ также может
быть представлена в виде задачи минимизации псевдобулевой функции с
соответствующим дополнительным ограничением:

∑

i∈I

zi = m− p,

где zi = 1 − xi, i ∈ I. Отметим, что коэффициенты этой псевдобулевой
функции при нелинейных членах могут иметь произвольный знак.

1.4 Антагонистические размещения

Рассмотрим теперь ситуацию, когда две фирмы последовательно принима-
ют решения о размещении предприятий. Сначала на рынок выходит пер-
вая фирма (Лидер) и открывает свое подмножество предприятий S0 ⊂ I.
Затем, зная это решение, конкурирующая фирма (Конкурент) открывает
собственные предприятия, подмножество S1 ⊂ I, S0∩S1 = ø. Каждый кли-
ент выбирает из множества открытых предприятий S0 ∪ S1 одно предпри-
ятие согласно собственным предпочтениям. Если обслуживание j-го кли-
ента приносит доход wj, Лидер открывает p предприятий, а Конкурент
— r предприятий, то в зависимости от размещения этих предприятий ры-
нок (множество клиентов) будет разделен между двумя фирмами. Каждая
фирма стремится максимизировать свой доход. Получаем игру двух лиц с
противоположными интересами. Игроки неравноправны. Сначала делает
ход первый игрок. Он может размещать предприятия в любом месте, и это
может давать ему преимущество. Затем делает ход второй игрок, уже зная
ход первого игрока. Получаем игру Штаккельберга, в которой требуется
максимизировать доход первого игрока.

Введем переменные задачи:
Лидер:

xi =

{
1, если Лидер в пункте i открывает предприятие,
0 в противном случае,
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Конкурент:

yi =

{
1, если Конкурент в пункте i открывает предприятие,
0 в противном случае,

Клиенты:

uj =

{
1, если клиент j обслуживается из предприятия Лидера,
0, если клиент j обслуживается из предприятия Конкурента.

При заданном векторе xi ∈ {0, 1}, i ∈ I определим множество

Ij(x) = {i ∈ I| gij < min
l∈I

(glj|xl = 1)}, j ∈ J.

Это множество задает пункты размещения предприятий, позволяющие Кон-
куренту захватить j-го клиента. С использованием введенных перемен-
ных соответствующая задача двухуровневого программирования записы-
вается следующим образом [42]: найти

max
x

∑

j∈J

wju
∗
j(x)

при условиях: ∑

i∈I

xi = p,

xi ∈ {0, 1}, i ∈ I,

где u∗j(x) и y∗i (x)— оптимальное решение задачи Конкурента: найти

max
y,u

∑

j∈J

wj(1− uj)

при условиях: ∑

i∈I

yi = r,

1− uj ≤
∑

i∈Ij(x)

yi, j ∈ J,

yi + xi ≤ 1, i ∈ I,

yi, uj ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Целевая функция задачи задает доход Лидера. Множество допустимых ре-
шений описывается с помощью вспомогательной задачи Конкурента. При
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решении задачи Конкурента вектор xi, i ∈ I, и множества Ij(x), j ∈ J ,
считаются известными.

Сформулированная задача известна в литературе как задача об (r, p)-
центроиде [167] или конкурентная задача о p-медиане [3]. Она является
ΣP

2 -трудной, так как соответствующая ей задача распознавания является
полной в данном классе [209]. Этот класс является надмножеством клас-
са NP, а рассматриваемая задача является более сложной, чем широко
известные NP-полные задачи. Полиномиально разрешимые частные слу-
чаи и вычислительную сложность ее различных подклассов можно найти
в [209, 167].

Следуя Хакими [167], задачу Конкурента иногда называют задачей о
медианоиде. Ее оптимальное решение позволяет вычислить максимальные
доходы Лидера и Конкурента. Эта задача является NP-трудной [166], что
отчасти объясняет столь высокий сложностной статус исходной задачи.
Кроме того, это обстоятельство серьезно затрудняет разработку числен-
ных методов. Если вычисление целевой функции Лидера на произвольном
допустимом решении является NP-трудной задачей, то поиск наилучше-
го допустимого решения представляется чрезвычайно непростым делом. В
[111, 112] исследовались итерационные методы, в которых задача Конку-
рента решалась жадными алгоритмами. Такой подход позволяет быстро
находить неплохие решения Лидера, но их погрешность сильно зависит от
погрешности жадных эвристик. При малых значениях r, (r ≤ 3) такой под-
ход дает хорошие результаты [111], однако при больших значениях r доход
Лидера может оказаться существенно завышенным.

В [42, 94, 95] исследовались верхние оценки оптимума. В [42] строится
вспомогательная задача исходя из предположений, что Конкурент опре-
деленным образом сортирует предприятия по предварительно вычисляе-
мой доходности и открывает ровно r предприятий согласно этому упоря-
дочению. Если Лидер захватывает какие-то из наиболее предпочтительных
предприятий, то Конкурент берет следующие в том же порядке. Лидер зна-
ет это упорядочение и находит оптимальное решение против такой страте-
гии Конкурента. Так как Конкурент действует согласно выбранному упо-
рядочению, а не ищет оптимальное решение, то получаем верхнюю оценку
на оптимум. В [94, 95] показано, что такая верхняя оценка часто оказыва-
ется грубой и предлагается принципиально другой подход, основанный на
идеи метода генерации столбцов. Исходная задача записывается как зада-
ча целочисленного линейного программирования с большим числом пере-
менных и ограничений. Выбирая небольшое подмножество ограничений и
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переменных и решая получившуюся подзадачу, получаем верхнюю оценку.
Систематически пополняя это подмножество, можно получить глобальный
оптимум. Именно таким методом получены оптимальные решения в тесто-
вых примерах из электронной библиотеки «Дискретные задачи размеще-
ния» при r = p ≤ 7 и |I| = |J | = 100. Детальное изложение этого подхода и
результаты численных экспериментов будут представлены в разделах 3.5.
и 6.4.

В [3] исследовались простые эвристики, основанные на классической за-
даче о p-медиане. Показано, что игнорирование Конкурента и стремление
Лидера поставить свои предприятия как можно ближе к клиентам приво-
дит к допустимым решениям с малой относительной погрешностью. Для
вычисления целевой функции Лидера и решения задачи Конкурента при-
меняется метод ветвей и границ. В [95] разработан гибридный генетиче-
ский алгоритм, в котором применяется вероятностный метод локального
поиска с запретами к каждому элементу популяции. Для оценки соседних
решений используется точное решение линейной релаксации задачи Кон-
курента. При переходе от текущего решения Лидера к соседнему решению
значение целевой функции вычисляется точно методом ветвей и границ.
Такой подход позволяет находить оптимальные решения для примеров из
электронной библиотеки «Дискретные задачи размещения», но время сче-
та оказывается достаточно большим. Подробно этот метод будет изложен
в разделе 3.5.

В [214] исследуется частный случай задачи, когда Конкурент размещает
только одно предприятие. Заметим, что данная модель легко обобщается
на случай, когда на рынке уже размещены какие-то предприятия и Лидер
вынужден бороться за клиентов не только с Конкурентом, но и с этими
уже открытыми предприятиями.

В задаче Конкурента предполагалось, что нельзя открывать предприя-
тия в тех местах, где уже есть предприятия Лидера, т.е. S0 ∩ S1 = ø. От
этого условия можно отказаться. Удаление ограничения yi + xi ≤ 1, i ∈ I

из задачи Конкурента не меняет его оптимального решения. Конкуренту
невыгодно открывать такие предприятия, так как это не дает дополнитель-
ных клиентов. Однако ситуация может измениться, если переопределить
множества Ij(x) и положить

Ij(x) = {i ∈ I|gij ≤ min
l∈I

(glj|xl = 1)}, j ∈ J.

В этом случае Лидер будет терять клиента даже в том случае, когда Кон-
курент открывает новое предприятие на том же расстоянии от клиента,
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что и Лидер. Грубо говоря, получаем модель с "любознательными" кли-
ентами, которые при прочих равных условиях тянутся к новому предпри-
ятию. В [131] рассмотрено три возможных случая: любознательные клиен-
ты, консервативные клиенты и промежуточный вариант, когда клиенты в
половине случаев ведут себя как любознательные, а в остальных случаях
— как консервативные. В [167] отмечено, что случай с любознательными
клиентами не представляет интерес, т.к. у Конкурента появляется возмож-
ность открыть свои предприятия в том же месте, что и Лидер, и отобрать
у него весь рынок. В дальнейшем будет рассматриваться только задача с
консервативными клиентами.

Покажем связь предложенной задачи двухуровневого программирова-
ния с псевдобулевыми функциями. Заметим, что u∗j(x) =

∏
i∈Ij(x)(1 − y∗i ).

Тогда задачу можно представить следующим образом: найти

max
∑

j∈J

wj

∏

i∈Ij(x)

(1− y∗i )

при условиях: ∑

i∈I

xi = p, xi ∈ {0, 1},

где y∗i — оптимальное решение задачи Конкурента: найти

min
∑

j∈J

wj

∏

i∈Ij(x)

(1− yi)

при условиях: ∑

i∈I

yi = r, yi ∈ {0, 1}.

Таким образом, получаем задачу двухуровневого программирования для
псевдобулевой функции

P (x, y) =
∑

j∈J

wj

∏

i∈Ij(x)

(1− yi),

или максиминную задачу вида:

max
x

min
y
{P (x, y) |

∑

i∈I

xi = p,
∑

i∈I

yi = r, xi, yi ∈ {0, 1}}.

Если не менять целевую функцию Конкурента и ввести новую псевдо-
булеву функцию

P ′(x, y) =
∑

j∈J

wj − P (x, y),
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то исходную задачу двухуровневого программирования можно представить
как минимаксную задачу вида:

min
x

max
y

{
P ′(x, y) |

∑

i∈I

xi = p,
∑

i∈I

yi = r, xi, yi ∈ {0, 1}
}

.

Заметим, что формулировка задачи и содержательный смысл перемен-
ных uj ∈ {0, 1} предполагает, что все клиенты будут обслужены либо Ли-
дером, либо Конкурентом. В [214] рассматривается более общая ситуация,
когда у каждого клиента (предприятия) имеется свое множество возмож-
ных поставщиков (клиентов). Игроки по-прежнему стремятся максимизи-
ровать свою долю рынка, но теперь уже нет гарантии, что все клиенты
будут обслужены. В оптимальном решении часть наиболее "удаленных"
клиентов могут не попасть в зону обслуживания ни одного из открытых
предприятий. Задача уже не сводится к максиминной или минимаксной за-
даче для указанных псевдобулевых функций, а само понятие оптимального
решения требует дополнительных уточнений.

Аналогичная ситуация возникает и в случае конкурентного размещения
предприятий, когда игроки максимизируют прибыль от обслуживания кли-
ентов. Игроки могут открывать любое число предприятий, но за каждое та-
кое предприятие требуется внесение определенных затрат на его открытие.
Задача снова нуждается в уточнении, что именно является ее оптималь-
ным решением. Возможны кооперативные и некооперативные постановки.
Сумма целевых функций Лидера и Конкурента не является константой, и
требуются новые идеи для получения верхних и нижних оценок оптимума.
Первые шаги в этом направлении сделаны в работе [15]. Установлено, что
в такой постановке задача также является

∑P
2 –трудной [59].

1.5 Задачи стандартизации и унификации

Математическим моделям стандартизации и унификации посвящены де-
сятки статей. В них идет речь о выборе оптимального состава системы
технических средств, предназначенных для выполнения заданного круга
работ. Толчком для исследований в этой области послужила монография
[12], где представлен широкий спектр дискретных оптимизационных задач
и методов их решения. На первый взгляд задачи стандартизации и уни-
фикации по своему смыслу далеки от задач размещения. Тем не менее,
для простейшей задачи выбора ряда изделий одноразового использования
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после приведения подобных членов и исключения части переменных по-
лучаем в точности простейшую задачу размещения. Исследование задачи
выбора ряда изделий и комплектующих узлов приводит к многостадий-
ной задаче размещения [12, 25]. Эти две области исследования операций,
размещение и унификация, оказываются тесно связанными, хотя и име-
ют собственную логику развития. В данном разделе обсуждаются четыре
модели выбора оптимального состава систем технических средств:

— модель с многоэтапным процессом выполнения работ,
— модель двухуровневой системы технических средств,
— динамическая модель с ограничениями на объемы производства,
— модель с частичным внешним финансированием.
В разные годы эти модели были предметом исследований в рамках при-

кладных НИР, проводимых в Институте математики СО РАН по заказу
различных ведомств, в том числе и Госстандарта.

1.5.1 Задача выбора состава системы технических средств

Пусть множество I = {1, . . . , m} задает исходный ряд образцов техни-
ческих средств. Он включает в себя номера образцов, которые уже вы-
пускаются серийно, либо могут быть выпущены в ближайшем будущем.
Системой технических средств называют произвольный набор образцов из
исходного ряда.

Технические средства предназначены для выполнения определенных ра-
бот. Совокупность этих работ называют областью применения системы.
Будем обозначать ее множеством J = {1, . . . , n}. Считаем, что для каждой
работы существуют технические средства, предназначенные для ее выпол-
нения и каждое техническое средство может использоваться только для
выполнения работ области применения. Процесс выполнения работ разбит
на этапы. На первом этапе выполняются работы из множества J1 ⊂ J , на
втором — из J2 ⊂ J и т.д. Будем считать, что

J =
L⋃

l=1

Jl, Jl ∩ Jk = Ø, k 6= l, |Jl| = nl.

Задача состоит в том, чтобы найти состав системы, который позволяет
выполнить все работы с минимальными суммарными затратами.

Математическая постановка может быть записана в виде задачи линей-
ного частично–целочисленного программирования. Для каждого образца
i ∈ I введем следующие обозначения:
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c0
i — начальные затраты на научные исследования, опытно–конструк-

торские работы и подготовку производства;
ci — затраты на производство одного изделия;
Vi — максимально возможный объем производства изделий;
sil — доля потерь на l-м этапе выполнения работ;
v0

i — объем изделий, уже имеющихся в наличии (начальный состав си-
стемы);

pij — количество изделий, требующихся для выполнения j-й работы;
cij — затраты на эксплуатацию при выполнении j-й работы;
p — верхняя граница на число образцов в составе системы.

Переменные задачи имеют следующий смысл:

xi =

{
1, если i-й образец включен в состав системы,
0 в противном случае;

vi ≥ 0 — объем производства изделий i-го образца;
xij ≥ 0 — доля j-й работы, выполняемая изделиями i-го образца.

Сформулированная задача выбора состава системы технических средств
(ВСС) записывается следующим образом: найти

min
∑

i∈I

(c0
i xi + civi +

∑

j∈J

cijxij)

при условиях: ∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J,

∑

i∈I

xi ≤ p,

∑

j∈Jl

pijxij ≤ v0
i + vi −

l−1∑
τ=1

siτ

∑

j∈Jτ

pijxij, i ∈ I, l = 1, . . . , L,

0 ≤ vi ≤ Vi, i ∈ I,

0 ≤ xij ≤ xi, i ∈ I, j ∈ J,

xi ∈ {0, 1}, i ∈ I.

Целевая функция выражает суммарные затраты на создание и функ-
ционирование системы. Первое ограничение гарантирует выполнение всех
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работ области применения. Второе неравенство ограничивает сверху но-
менклатуру образцов. Третье неравенство отражает баланс между требу-
ющимися изделиями на каждом этапе выполнения работ и имеющимися
в наличии изделиями. В левой части этого неравенства стоит выражение
для числа изделий i-го образца, требующегося на l-м этапе, а в правой ча-
сти — выражение для имеющегося в наличии их числа с учетом потерь на
предшествующих этапах. Следующее ограничение устанавливает верхнюю
границу на возможные объемы производства изделий. Последнее неравен-
ство запрещает использование образцов, не включенных в состав системы.

Заметим, что при одном этапе выполнения работ, L = 1, нулевом на-
чальном составе системы и неограниченных объемах производства полу-
чаем простейшую задачу размещения с дополнительным ограничением на
число открываемых предприятий. Если начальные затраты равны нулю,
c0
i = 0, i ∈ I, то приходим к задаче о p-медиане. Наличие начального со-
става системы позволяет выделить в качестве подзадачи известную задачу
размещения с ограничением на объемы продукции, выпускаемой каждым
предприятием [136]. Таким образом, представленная задача является обоб-
щением нескольких известных задач размещения и, как следствие, являет-
ся NP-трудной в сильном смысле.

1.5.2 Двухуровневые системы технических средств

Предположим теперь, что для выполнения работ технические средства объ-
единяются в комплекты, которые могут рассматриваться как новые слож-
ные технические средства, имеющие в своем составе унифицированные со-
ставные части. Процесс выполнения работ по-прежнему разбит на этапы.
На каждом этапе определенная доля комплектов выходит из строя и в
дальнейшем процессе выполнения работ не участвует. Задача состоит в
том, чтобы найти состав системы комплектов технических средств, кото-
рый позволил бы выполнить все работы с минимальными суммарными за-
тратами.

Обозначим через K = {1, 2, . . . , q} множество различных по составу
комплектов. Для k ∈ K множество Ik ⊆ I будет задавать состав комплекта
k-го типа, а для i ∈ I множество Ki ⊆ K — перечень комплектов, имеющих
в своем составе технические средства i-го образца. Для каждого комплекта
k-го типа, k ∈ K, считаем известными следующие параметры:

v◦k — число комплектов, уже имеющихся в составе системы;
c◦k — стоимость разработки комплекта;
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di — стоимость разработки технического средства i-го образца;
ck — стоимость производства одного комплекта, включая стоимость вхо-

дящих в его состав технических средств;
Vk — верхняя граница объемов производства комплектов;
pkj — число комплектов, требующихся для выполнения j-й работы;
ckj — стоимость выполнения комплектами j-й работы;
skl — доля комплектов, выходящих из строя на l-м этапе.
Введем следующие переменные:

zk =

{
1, если комплекты k-го типа включены в состав системы,

0 в противном случае;

yi =

{
1, если средства i-го образца включены в состав системы,

0 в противном случае;
vk ≥ 0 — объем производства комплектов k-го типа;
xkj ≥ 0 — доля j-й работы, выполняемая комплектами k-го типа.

С использованием введенных обозначений задачу выбора состава двух-
уровневой системы технических средств (В2СС) можно записать в виде
задачи частично-целочисленного программирования: найти

min
x,y,z,v

(∑

k∈K

(
c◦k zk + ck vk +

∑

j∈J

ckj xkj

)
+

∑

i∈I

di yi

)

при условиях: ∑

k∈K

xkj = 1, j ∈ J,

∑

j∈Jl

pkjxkj ≤ v◦kzk + vk −
l−1∑

l′=1

skl′
∑

j∈Jl′

pkjxkj, k ∈ K, l = 1, . . . , L,

0 ≤ vk ≤ Vkzk, k ∈ K,

0 ≤ xkj ≤ zk, k ∈ K, j ∈ J,

yi ≥ zk, k ∈ Ki, i ∈ I,

yi, zk ∈ {0, 1}, i ∈ I, k ∈ K.

Целевая функция отражает суммарные затраты на разработку, производ-
ство и эксплуатацию комплектов технических средств. Первое ограничение
гарантирует выполнение всех работ. Второе ограничение выражает связь
между объемами производства комплектов и объемами работ. Для каж-
дой пары (k, l) левая часть неравенства задает требующееся количество
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комплектов k-го типа на l-м этапе выполнения работ. Правая часть зада-
ет количество комплектов k-го типа, имеющихся в наличии к началу l-го
этапа с учетом потерь на предыдущих этапах. Третье ограничение устанав-
ливает верхнюю границу на возможные объемы производства комплектов.
Последние два ограничения допускают использование комплектов и тех-
нических средств только при включении их в состав системы.

Первые математические модели выбора состава двухуровневых систем
технических средств были рассмотрены в [9]. Наиболее полно такие систе-
мы изучались в монографии [12], где, в частности, установлено сведение
наиболее простой линейной задачи выбора состава двухуровневых систем
к задаче минимизации полинома от булевых переменных. Большинство ста-
тей (см., например, [13, 23, 25, 109, 236]) посвящено исследованию частного
случая рассматриваемой задачи — многостадийной задаче размещения, ко-
торая получается из задачи В2СС при одном этапе выполнения работ.

1.5.3 Динамическая задача с ограничениями на мощности

Предположим, что в течение определенного планового периода необходи-
мо выполнить заданную совокупность работ. Для выполнения работ име-
ется система технических средств. Состав системы может меняться за счет
пополнения новыми образцами и изъятия части изделий по причинам их
морального или физического старения. Динамическая задача выбора оп-
тимального состава системы состоит в том, чтобы найти такой вариант
развития системы, который доставлял бы минимум суммарных затрат на
разработку, производство и эксплуатацию технических средств при усло-
вии выполнения каждый год заданного списка работ.

Рассмотрим плановый период, в течение которого система технических
средств должна выполнять определенные объемы работ. Пусть l — про-
должительность планового периода, для определенности измеренная в го-
дах, T = {1, . . . , l}. Множество рассматриваемых образцов технических
средств по прежнему будем обозначать через I = {1, . . . , m}, а множество
работ, подлежащих выполнению в течение всего интервала планирования,
— через J = {1, . . . , n}. Будем предполагать, что множество J разбито на
непересекающиеся подмножества Jt, t ∈ T . Для каждого j ∈ J известен но-
мер t(j) такой, что j ∈ Jt(j). Для изделий i-го образца считаем заданными
следующие величины:

c0
it — стоимость разработки изделия к t-му году,

cit — стоимость производства одного изделия в t-м году,
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cij — стоимость выполнения j-й работы,
pij — число изделий, требующихся для выполнения j-й работы,
ρi — длительность эксплуатации одного изделия,
v0

it — начальный состав системы к t-му году,
Vit — верхняя граница объемов производства изделий в t-м году.

Переменные задачи имеют следующий смысл:

zit =

{
1, если в t-м году закончена разработка изделий i-го образца,
0 в противном случае,

vit ≥ 0 — объем производства изделий i-го образца в t-м году,
xij ≥ 0 — доля j-й работы, выполняемая изделиями i-го образца.

С помощью введенных обозначений, динамическая задача выбора опти-
мального состава системы (ДЗ) записывается следующим образом: найти

min
∑

t∈T

∑

i∈I

{
c0
itzit + citvit +

∑

j∈Jt

cijxij

}

при условиях: ∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J,

∑

j∈Jt

pijxij ≤ v0
it +

t∑
τ=t−ρi+1

viτ , i ∈ I, t ∈ T,

0 ≤ vit ≤ Vit max
τ≤t

ziτ , i ∈ I, t ∈ T,

0 ≤ xij ≤ max
τ≤t(j)

ziτ , i ∈ I, j ∈ J,

zit ∈ {0, 1}, i ∈ I, t ∈ T.

Целевая функция задачи выражает суммарные затраты на разработку,
производство и эксплуатацию технических средств в течение планового пе-
риода. Первое условие гарантирует выполнение всех работ. Второе условие
ограничивает возможности выполнения работ имеющимися в наличии из-
делиями. Третье условие устанавливает верхнюю границу на возможные
объемы производства. Четвертое условие требует внесения затрат на раз-
работку новых образцов при включении их в состав системы. Сформули-
рованная задача относится к числу NP-трудных задач дискретной оптими-
зации, так как является обобщением простейшей задачи размещения.
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Первые постановки динамических задач выбора оптимального состава
системы изучались в работе [22], где, в частности, найдено точное реше-
ние задачи в предположении, что в определенные моменты времени может
проводиться полная замена старой системы технических средств на новую
систему. Эти результаты вошли в монографию [12], в которой наиболее
полно представлена эта проблематика.

Одним из частных случаев сформулированной задачи является динами-
ческая задача размещения [83], для решения которой предложены как при-
ближенные [179], так и точные алгоритмы [138, 239], основанные на вычис-
лительной схеме метода ветвей и границ. В более общей постановке данная
задача рассматривалась в [14], где также использовались идеи метода вет-
вей и границ. Однако специфика данной задачи, а именно нетривиальная
подзадача линейного программирования, получаемая при фиксированных
целочисленных переменных, значительно затрудняет использование пред-
ложенного подхода.

1.5.4 Задача выбора состава системы с частичным внешним
финансированием

В этом разделе рассматривается двухуровневая математическая модель,
основной особенностью которой является покрытие части расходов на орга-
низацию производства средствами инвестора. Он выделяет кредит и может
получить любые изделия из числа произведенных по заранее согласован-
ным ценам. На верхнем уровне выбирается состав системы технических
средств, которые будут производиться для выполнения работ и возмеще-
ния средств инвестора. На нижнем уровне инвестор стремится максимизи-
ровать суммарную эффективность выбранных им изделий, исходя из ве-
личины своего кредита. В таких условиях выбор системы для выполнения
работ и выбор изделий для погашения кредита становятся взаимозависи-
мыми, что приводит к двухуровневым математическим моделям. Задача
состоит в том, чтобы найти такой состав системы, который позволил бы
рассчитаться с инвестором и выполнить все работы с минимальными сум-
марными затратами.

Пусть, как и прежде, множество I = {1, . . . , m} задает исходный ряд об-
разцов. Область их применения задается множеством работ J = {1, . . . , n}.
Для каждого i ∈ I известно разбиение множества J на подмножества
J1

i , . . . , JTi

i . Работы из одного подмножества выполняются последователь-
но. Работы из разных подмножеств выполняются параллельно. Для каж-
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дого i ∈ I введем следующие обозначения:
βi ≥ 0 — стоимость одного изделия для инвестора;
αi ≥ 0 — оценка эффективности одного изделия инвестором.

Зададим переменные задачи:

xij =

{
1, если j-я работа выполняется изделиями i-го образца,
0 в противном случае,

vi ≥ 0 — объем производства изделий i-го образца,
wi ≥ 0 — число изделий i-го образца, проданных инвестору.

Через gi(vi) ≥ 0 обозначим затраты на разработку и производство i-го
изделия в зависимости от объема производства vi ≥ 0. Будем предполагать,
что это кусочно-линейные вогнутые неубывающие функции. Через B ≥ 0
обозначим величину кредита.

С использованием введенных обозначений получаем следующую задачу
двухуровневого программирования: найти

min
v,y

∑

i∈I

{gi(vi) +
∑

j∈J

cijxij}

при условиях: ∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J,

Ti∑
t=1

max
j∈J t

i

pijxij ≤ vi − w∗
i , i ∈ I,

vi ≥ 0, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J,

где w∗ — оптимальное решение задачи инвестора, имеющей вид линейной
задачи о ранце ЛР(v): найти

max
w

∑

i∈I

αiwi

при условиях: ∑

i∈I

βiwi ≤ B,

0 ≤ wi ≤ vi, i ∈ I.

Целевая функция выражает суммарные затраты на разработку, про-
изводство и эксплуатацию изделий. Первое ограничение гарантируют вы-
полнение всех работ области применения. Второе ограничение позволяет
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выполнять работы только имеющимися в наличии изделиями. Целевая
функция внутренней задачи задает эффективность изделий, выбранных
инвестором. Первое неравенство в задаче ЛР(v) ограничивает финансовые
возможности инвестора величиной его кредита. Второе неравенство позво-
ляют инвестору закупать изделия в количествах, не превышающих объемы
их производства. Обозначим полученную задачу двухуровневого програм-
мирования через ВР.

При B = 0 в задаче ЛР(v) имеется единственное оптимальное решение
w∗ = 0. В этом случае получаем задачу выбора ряда изделий [12]:

min
v,y

∑

i∈I

{gi(vi) +
∑

j∈J

cijxij},

∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J,

Ti∑
t=1

max
j∈J t

i

pijxij ≤ vi, i ∈ I,

vi ≥ 0, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Пусть величины αi/βi, i ∈ I, попарно различны и множество I упоря-
дочено так, что α1/β1 > α2/β2 > . . . > αm/βm > 0. В этом случае задача
ЛР(v) имеет единственное оптимальное решение. Следовательно, задача
ВР невырождена. Поэтому каждое ее оптимальное решение является наи-
лучшим гарантированным решением [52]. Вырожденный случай рассмат-
ривается аналогично, но требует более громоздких выкладок [53].

Лемма 1 Существует оптимальное решение задачи ВР с единственной
ненулевой компонентой вектора w.

Доказательство. Пусть (v∗i ), (x
∗
ij), (w

∗
i ) — произвольное оптимальное ре-

шение задачи ВР. Тогда найдется такой номер s, что
s∑

i=1

βiw
∗
i = B, w∗

i = v∗i при i < s и 0 < w∗
s ≤ v∗s .

Рассмотрим вспомогательную задачу: найти

min
v≥0

∑
1≤i≤s−1

gi(vi) + gs(v
∗
s − w∗

s + vs)
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при условии ∑

1≤i≤s

βivi = B.

Обозначим через p(B) оптимальное значение ее целевой функции. Из пред-
положения о вогнутости и неубывании функции gi(vi) следует равенство

p(B) = min
{

min{gi(B/βi) | 1 ≤ i ≤ s− 1}, gs(B/βs + v∗s − w∗
s)

}
.

Заметим, что вектор

v̄i =

{
v∗i , если 1 ≤ i ≤ s− 1,
w∗

s , если i = s,

является допустимым решением вспомогательной задачи. Следовательно,
p(B) ≤ ∑

1≤i≤s

gi(v̄i). Тогда величина

p(B) +
m∑

i=s+1

{
gi(v

∗
i ) +

∑

j∈J

cijx
∗
ij

}
+

∑

j∈J

csjx
∗
sj

является нижней оценкой для оптимального значения задачи ВР. Пока-
жем, что эта оценка достигается на допустимом решении этой задачи с
единственной ненулевой компонентой вектора w.

Возможны два случая:
1) p(B) = gk(B/βk) для некоторого k, 1 ≤ k ≤ s;
2) p(B) = gs(v

∗
s − w∗

s + B/βs).

В первом случае оценка достигается при

v̄i =





0, если i < s, i 6= k,

B/βi, если i = k,

v∗i − w∗
i , если i = s,

v∗i , если i > s,

w̄i =

{
v̄i, если i < s,

0, если i ≥ s,
x̄ = x∗,

а во втором случае — при

v̄i =





0, если i < s,

B/βi + v∗i − w∗
i , если i = s,

v∗i , если i > s,

w̄i =

{
0, если i 6= s,

B/βi, если i = s,
x̄ = x∗.

¤

Пусть Ik = {k, . . . , m}, где 1 ≤ k ≤ m.
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Теорема 4 Решение задачи ВР сводится к решению m задач выбора ряда
изделий.

Доказательство. Из леммы 1 следует, что в задаче ВР можно ограни-
читься поиском оптимальных решений (v∗, x∗, w∗) с одной ненулевой ком-
понентой w∗

k, k ∈ I, такой что βkw
∗
k = B и w∗

k ≤ v∗k.
Пусть (v, x) — произвольное допустимое решение следующей задачи

(обозначим ее через ВРk): найти

Z∗
k = min

v,x

∑

i∈Ik+1

{
gi(vi) +

∑

j∈J

cijxij

}
+

∑

j∈J

ckjxkj + gk(B/βk + vk

при условиях: ∑

i∈Ik

xij = 1, j ∈ J,

Ti∑
t=1

max
j∈J t

i

pijxij ≤ vi, i ∈ Ik,

vi ≥ 0, xij ∈ {0, 1}, i ∈ Ik, j ∈ J.

Тогда решение

v̄i =





0, если i < k,

B/βi + vi, если i = k,
vi, если i ∈ Ik+1,

x̄ij =

{
0, если i < k, j ∈ J,

xij, если i ∈ Ik, j ∈ J,
w̄i =

{
B/βi, если i = k,

0, в противном случае,
является допустимым решением задачи ВР с одной ненулевой компонентой
вектора w и значения целевых функций на этих решениях совпадают.

Осталось заметить, что для любого k задача BPk является задачей вы-
бора ряда изделий. ¤

Если функции gi(vi) имеют вид:

gi(vi) =

{
0, если vi = 0,
fi + civi, если vi > 0,

то получаем сведение задачи ВР к серии из m простейших задач размеще-
ния. В работах [53, 97] это сведение используется для построения точных
алгоритмов и приближенных алгоритмов с гарантированными оценками
точности. Более того, оно позволяет получать достаточные условия, при
выполнении которых задача ВР решается эффективно.
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Глава 2

Лагранжевы релаксации

В начале семидесятых годов прошлого столетия была выдвинута одна, как
оказалось, очень продуктивная идея для решения NP-трудных задач. Мно-
гие из них позволяют разбить систему ограничений задачи на две группы
так, что удаление одной из них превращает задачу в полиномиально раз-
решимую. Эти ограничения заносятся в целевую функцию с некоторыми
коэффициентами, множителями Лагранжа. Релаксированная таким спосо-
бом задача дает оценку снизу на оптимум исходной задачи, если решается
задача на минимум, и оценку сверху для задач на максимум. Кроме то-
го, оптимальное решение релаксированной задачи локальными изменения-
ми часто удается перестроить в допустимое решение исходной задачи, что
приводит к приближенным алгоритмам с апостериорной оценкой точности.

В данной главе идея Лагранжевых релаксаций будет использована для
приближенного решения задач размещения и унификации. В первом разде-
ле приводится общая схема Лагранжевых релаксаций, их геометрическая
интерпретация и методы субградиентной оптимизации для поиска опти-
мальных множителей. Во втором разделе эта схема применяется к задаче
выбора оптимального состава системы технических средств при многоэтап-
ном процессе выполнения работ. В третьем разделе предложенный подход
обобщается на случай двухуровневых систем. В четвертом разделе те же
идеи применяются к динамическим задачам унификации и стандартиза-
ции. Каждый раз решение релаксированных задач представляет опреде-
ленную трудность, связанную как с выбором наиболее сильной формули-
ровки ЦЛП, так и с построением точного решения задачи. Такое решение
позволяет вычислить субградиент максимизируемой функции и применить
известные схемы негладкой оптимизации для решения двойственной зада-
чи. Практические результаты такого подхода иллюстрируются численны-
ми экспериментами, подтверждающими работоспособность основной идеи
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и указывающими границы ее применения.

2.1 Общая схема

Рассмотрим задачу P целочисленного линейного программирования в сле-
дующей общей форме:

min
x
{cx | Ax ≤ b, Ex ≤ d, x ∈ Nn},

где ограничения Ex ≤ d будем считать простыми, если задача P стано-
вится полиномиально разрешимой после удаления сложных ограничений
Ax ≤ b. Другими словами, ограничения Ax ≤ b нарушают структуру огра-
ничений Ex ≤ d и не позволяют эффективно ее использовать. Например,
после удаления сложных ограничений задача может распадаться на неза-
висимые подзадачи, легко решаемые уже известными алгоритмами.

Лагранжевой релаксацией задачи P относительно ограничений Ax ≤ b

называют задачу Pλ с заданными неотрицательными множителями Лагран-
жа λ ≥ 0, т.е. задачу вида:

min
x
{cx + λ(b− Ax) | Ex ≤ d, x ∈ Nn}.

Так как область допустимых решений расширилась, сложные ограничения
удалены, то в целевую функцию добавляется штраф за их нарушение. Ос-
новная цель — получить задачу Pλ, решать которую было бы легче, чем
исходную, релаксируя при этом как можно меньше ограничений.

Обозначим через m число множителей Лагранжа (число сложных огра-
ничений), а через v(·) — оптимальное значение оптимизационной задачи.
Известно [155], что при любом выборе вектора λ ∈ Rm

+ величина v(Pλ)
является нижней оценкой для v(P ), т.е. v(Pλ) ≤ v(P ). Поиск наилучшей
такой оценки приводит к двойственной задаче D: найти

max
λ
{v(Pλ) | λ ∈ Rm

+}

относительно ограничений Ax ≤ b.

2.1.1 Методы субградиентной оптимизации

Среди численных методов решения двойственной задачи наибольшее рас-
пространение получили методы субградиентной оптимизации. Это итера-
тивные процедуры, формирующие последовательность неотрицательных
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векторов {λk}, начиная с некоторого начального значения λ0, по следую-
щему правилу:

λk+1 = max{0, λk + tk(b− Axk)},
где xk — оптимальное решение задачи Pλk , а tk — размер шага в направле-
нии субградиента (b−Axk) функции ρ(λ) = v(Pλ) в точке λ = λk. Известно
[215], что v(Pλk) → v(D) при tk → 0 и

∑∞
k=0 tk → ∞. Однако на практике

используют другие правила выбора шага, например [174]:

tk =
Θk(F − v(Pλk))

||b− Axk||2 ,

где Θk — скаляр, 0 < Θk ≤ 2 и F — верхняя оценка на v(D). В каче-
стве F обычно берется значение целевой функции задачи P на некотором
допустимом решении. Последовательность Θk начинается, как правило, с
Θ0 = 2 и через фиксированное число итераций, зависящее от размерности
задачи, эта величина делится пополам.

Среди методов субградиентной оптимизации следует отметить методы
Н.З. Шора [224] с растяжением пространства и движением в направлении
разности двух последовательных субградиентов, а также "объемные" ал-
горитмы (the volume algorithms [105, 108]). Эти модификации позволяют
сглаживать недостатки исходного алгоритма субградиентной оптимизации
и быстрее получать оптимальное решение двойственной задачи.

Если на некотором шаге невязка b−Axk оказалась равной нулю, то xk —
оптимальное решение исходной задачи. Такое равенство влечет отсутствие
разрыва двойственности, т.е. v(D) = v(P ), что встречается редко. Чаще
всего невязка не равна нулю для оптимальных множителей Лагранжа, но
если она достаточно мала, то получается оптимальное решение близкой
задачи, где вектор b заменен на Axk. Конечно, решение xk может не быть
допустимым в исходной задаче, но его часто удается достроить до допусти-
мого локальными изменениями. В этом случае получается приближенный
алгоритм с апостериорной оценкой точности.

Такой подход к решению задач дискретной оптимизации предложил ис-
пользовать H. Everett [135]. Однако бум в этой области начался после выхо-
да в свет работы [173], посвященной задаче коммивояжера. Именно Лагран-
жевы релаксации позволили получить рекордные нижние оценки для этой
задачи. Успех в задаче коммивояжера послужил толчком для теоретиче-
ских и прикладных исследований. Для многих трудных оптимизационных
задач, особенно задач большой размерности, удалось на этом пути полу-
чить работоспособные алгоритмы, верхние и нижние оценки оптимума, ко-
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торые потом использовались как в точных схемах так и в метаэвристиках.
Библиография в этой области насчитывает сотни статей. Обзор результа-
тов можно найти в [150, 161, 198].

2.1.2 Геометрическая интерпретация

Известно [155], что двойственная задача D эквивалентна следующей задаче
линейного программирования P̃ : найти

min
x
{cx | Ax ≤ b, x ∈ conv(X)},

где X = {x ∈ Nn | Ex ≤ d} — множество допустимых решений Лагранже-
вой релаксации Pλ и conv(·) — выпуклая оболочка, т.е. v(D) = v(P̃ ). Отсю-
да, в частности, следует, что для линейной релаксации P , получающейся
переходом от целочисленных переменных x ∈ Nn к непрерывным x ≥ 0,
Лагранжева двойственная задача D относительно ограничений Ax ≤ b, т.е.
задача вида

max
λ

v(P λ) = max
λ

min
x
{cx + λ(b− Ax) | Ex ≤ d, x ≥ 0},

не имеет разрыва двойственности, v(D) = v(P ).
Таким образом, v(P ) ≥ v(D) ≥ v(P ) и оптимальные значения двой-

ственных переменных задачи линейного программирования P дают хоро-
шее приближение для оптимальных значений множителей Лагранжа зада-
чи D.

Кроме того, если система ограничений Ex ≤ d обладает свойством це-
лочисленности, т.е. v(Pλ) = v(P λ) для каждого λ ∈ Rm

+ , то v(D) = v(P̃ ) =
v(P ). Свойство целочисленности системы влечет целочисленность любой
вершины многогранника задачи P λ, и задача Pλ оказывается не слож-
нее задачи линейного программирования. Следовательно, для того чтобы
Лагранжева релаксация давала лучшую нижнюю оценку, чем линейная
релаксация P , она должна быть сложнее, чем P , и система ограничений
Ex ≤ d не должна давать точного описания многогранника conv(X) (см.
рис. 1).
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Рис. 1.

Указанное свойство может оказаться полезным при выборе системы огра-
ничений для релаксации. Интуитивно понятно, что разбивая разными спо-
собами ограничения задачи на две части, можно получать разные двой-
ственные задачи и, как следствие, разные нижние оценки. Например, рас-
смотрим Лагранжеву двойственную задачу D′ относительно ограничений
Ex ≤ d:

max
β

{
min

x
{cx + β(d− Ex) | x ∈ X ′}},

где X ′ = {x ∈ Nn | Ax ≤ b}. Если обе системы Ax ≤ b и Ex ≤ d обла-
дают свойством целочисленности, то v(D) = v(D′) = v(P ). Если же этим
свойством обладает только одна система, скажем, Ex ≤ d, а у второй си-
стемы нет этого свойства, то v(D′) ≥ v(D) = v(P ) и неравенство может
быть строгим. В последующих разделах это свойство будет использовано
для получения нижних оценок в задачах размещения и унификации.

2.1.3 Лагранжева декомпозиция

Многие практические задачи имеют сложную структуру ограничений. Лю-
бое разбиение их на две части может оказаться неэффективным с точки
зрения Лагранжевых релаксаций. Задачу не удается разбить на части, ре-
лаксированная задача не распадается на подзадачи и т.п. В этом случае
часто оказывается полезным прием, получивший название Лагранжевой
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деомпозиции [162]. Представим исходную задачу P в следующем эквива-
лентном виде: найти

min
x,x′

{c(x + x′)/2 | Ax′ ≤ b, Ex ≤ d, x = x′, x, x′ ∈ Nn}.

Тогда двойственная задача D′′ относительно искусственно введенных огра-
ничений x = x′ имеет вид:

max
γ

{
min

x
{(c/2− γ)x | x ∈ X} + min

x′
{(c/2 + γ)x′ | x′ ∈ X ′}

}
,

и релаксированная задача оказалась разбитой на две части. Более того,
для задачи D′′ справедливо равенство

v(D′′) = min
x
{cx | x ∈ conv(X) ∩ conv(X ′)},

откуда следует неравенство

v(D′′) ≥ max{v(D), v(D′)} ≥ v(P ).

Другими словами, Лагранжева декомпозиция гарантирует нижнюю оцен-
ку оптимума не хуже, чем двойственные задачи относительно ограничений
Ax ≤ b и Ex ≤ d в отдельности. Конечно, v(D′′) = max{v(D), v(D′)}, если
хотя бы одна из систем ограничений обладает свойством целочисленности,
и v(D′′) = v(P ), если это свойство имеется у обеих систем. Если же обе си-
стемы не обладают указанным свойством, то неравенство может оказаться
строгим.

Приведенные свойства Лагранжевой декомпозиции следуют из равен-
ства v(D) = v(P̃ ). Однако с практической точки зрения более важным
может оказаться тот факт, что задачи D и P̃ являются линейными и взаи-
модвойственными. Для того, чтобы доказать оптимальность вектора λ для
задачи D потребуется предъявить и оптимальное решение x̃ для задачи P̃

в качестве сертификата. Таким образом, алгоритмы решения двойственной
задачи фактически решают и задачу P̃ , что может быть использовано для
приближенного решения исходной задачи.

2.2 Лагранжевы релаксации для задачи ВCC

Идеи Лагранжевых релаксаций широко применялись для решения дис-
кретных задач размещения [58, 60, 113, 123, 124]. Для задач стандарти-
зации и унификации этот подход впервые был опробован в работе [48].
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Позже аналогичные идеи использовались при решении динамических за-
дач с ограничениями на объемы производства и временем жизни изделий
[50], обобщенной задачи о назначении [66, 246] и др. В данном разделе бу-
дет показано, как с помощью Лагранжевых релаксаций можно получать
верхние и нижние оценки оптимума в задаче ВCC из раздела 1.5.1.

2.2.1 Сильные и слабые формулировки

Напомним, что задача ВCC состоит в поиске состава системы технических
средств, который позволяет выполнить заданные работы с минимальны-
ми суммарными затратами. Процесс выполнения работ разбит на этапы.
Сначала выполняются работы из множества J1 ⊂ J , затем из множества
J2 ⊂ J и т.д. Математическая постановка задачи в терминах частично–
целочисленного программирования, представленная в разделе 1.5.1, имеет
следующий вид: найти

min
∑

i∈I

(c0
i xi + civi +

∑

j∈J

cijxij) (2.1)

при условиях: ∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J, (2.2)

∑

i∈I

xi ≤ p, (2.3)

∑

j∈Jl

pijxij ≤ v0
i + vi −

l−1∑
τ=1

siτ

∑

j∈Jτ

pijxij, i ∈ I, l = 1, . . . , L, (2.4)

0 ≤ vi ≤ Vi, i ∈ I, (2.5)

0 ≤ xij ≤ xi, i ∈ I, j ∈ J, (2.6)

xi ∈ {0, 1}, i ∈ I. (2.7)

Эту формулировку задачи обозначим через P . Для получения нижних оце-
нок в задачах частично–целочисленного программирования традиционно
используется линейная релаксация, при которой условие булевости пере-
менных заменяется на требование их принадлежности единичному отрезку

0 ≤ xi ≤ 1, i ∈ I. (2.8)

Обозначим такую формулировку задачи через P , а значение ее целевой
функции через v(P ). Очевидно, что v(P ) ≤ v(P ). Задача P является зада-
чей линейного программирования, и значение v(P ) может быть найдено за
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полиномиальное время. Значение v(P ), как правило, не совпадает с v(P ),
и величина разности v(P )− v(P ) может достигать значительных размеров
[195].

Используя различные эквивалентные переформулировки задачи, можно
улучшить оценку v(P ). Заменим в исходной задаче ограничения (2.4), (2.5)
на условия

∑

j∈Jl

pijxij ≤ v0
i xi + vi −

l−1∑
τ=1

siτ

∑

j∈Jτ

pijxij, i ∈ I, l = 1, . . . , L, (2.9)

0 ≤ vi ≤ Vixi, i ∈ I. (2.10)

Обозначим полученную задачу через Px. Задачи P и Px эквивалентны, но
v(P ) ≤ v(P x), так как область допустимых значений в задаче P x не шире,
чем в задаче P . Можно показать [65], что для любого N > 0 существует
семейство исходных данных, на котором одновременно v(P x) > Nv(P ) и
v(P ) > Nv(P x).

2.2.2 Нижние оценки оптимума

Рассмотрим две релаксации задачи, при которых в целевую функцию за-
носятся ограничения (2.2) и (2.9), (2.10) соответственно. В первом случае
получаем задачу LR1(λ): найти

min
∑

i∈I

(
c0
i xi + civi −

∑

j∈J

(λj − cij)xij

)
+

∑

j∈J

λj

при условиях: (2.3), (2.9), (2.10), (2.6), (2.7).

Во втором случае — задачу LR2(ϕ, ψ): найти

min
∑

i∈I

{(
c0
i −

L∑

l=1

v0
i ϕil − ψiVi

)
xi +

(
ci −

L∑

l=1

ϕil + ψi

)
Vi

+
L∑

l−1

∑

j∈J

(
cij + pij(ϕil +

L∑

t=l+1

sitϕit)
)
xit

}

при условиях: (2.2), (2.3), (2.6), (2.7).
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При любом выборе неотрицательных множителей Лагранжа значения
v(LR1(λ)) и v(LR2(ϕ, ψ)) являются нижними оценками для величины v(P ).
Решения двойственных задач D и C:

v(D) = max
λ≥0

v(LR1(λ)),

v(C) = max
ϕ≥0, ψ≥0

v(LR2(ϕ, ψ))

позволяют получать наилучшие из таких оценок.

Теорема 5 Справедливы соотношения v(P ) ≤ v(P x) = v(D) ≤ v(C) ≤
v(P ).

Доказательство. Первое и последнее неравенства очевидны. Убедимся
в том, что v(P x) = v(D). Из соотношений двойственности для линейно-
го программирования получаем v(P x) = v(D). Остается проверить, что
v(D) = v(D). Покажем, что v(LR1(λ)) ≥ v(LR1(λ)), откуда и будет сле-
довать требуемое равенство. Обозначим через ai(λ) оптимальное значение
целевой функции в задаче:

ai(λ) = max
{ ∑

j∈J

(λj − cij)xij − civi − c0
i

}

при условиях: (2.4), (2.5) и 0 ≤ xij ≤ 1, j ∈ J, i ∈ I,

а через v(RN(a)) — оптимальное значение целевой функции в простейшей
задаче о ранце:

v(RN(a)) = max
∑

i∈I

ai(λ)xi,

∑

i∈I

xi ≤ p,

xi ∈ {0, 1}, i ∈ I.

Тогда v(LR1(λ)) =
∑
j∈J

λj − v(RN(a)).

Пусть (x∗i ), (v
∗
i ), (x

∗
ij) —оптимальное решение задачи LR1(λ). Построим

по данному решению допустимое решение (x̂i), (v̂i), (x̂ij) в задаче LR1(λ).
Определим величины âi(λ) неравенствами

âi(λ) =
∑

j∈J

(λj − cij)xij − civi − c0
i , i ∈ I,
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где

vi =

{
0, если x∗i = 0,
v∗i /x

∗
i , если x∗i > 0,

xij =

{
0, если x∗i = 0,
x∗ij/x

∗
i , если x∗i > 0.

Возьмем в качестве x̂i оптимальное решение задачи RN(â) и положим v̂i =
x̂ivi, x̂ij = x̂ixij, i ∈ I, j ∈ J . Легко проверить, что построенное решение
допустимо в задаче LR1(λ) и, кроме того,

∑

j∈J

λj − v(LR1(λ)) =
∑

i∈I

{ ∑

j∈J

(λj − cij)x
∗
ij − civ

∗
i − c0

i x
∗
i

}
=

∑

i∈I

âi(λ)x∗i .

Так как
∑
i∈I

x∗i ≤ k и 0 ≤ x∗i ≤ 1, то x∗i — допустимое решение задачи RN(â),

но vRN(â) = v(RN(â)) при целых k, откуда
∑
i∈I

âi(λ)x̂i ≥
∑
i∈I

âi(λ)x∗i и

v(LR1(λ)) ≥ v(LR1(λ)).
Покажем, что v(D) ≤ v(C). Так как v(D) = v(P x), а для задач линей-

ного программирования P x и C справедливо равенство v(P x) = v(C), то
v(D) = v(P x) = v(C) ≤ v(C). ¤

Следствие 1 Задача D разрешима за время, полиномиальное от длины
записи исходных данных.

Если в формулировке задачи LR1(λ) вместо условий (2.9), (2.10) ис-
пользовать ограничения (2.4), (2.5), то полученная таким образом задача
LR0(λ) будет эквивалентна задаче LR1(λ). Соответствующие двойствен-
ные задачи D0 и D также будут эквивалентны, и утверждение теоремы 5
можно сформулировать в виде: v(P ) ≤ v(P x) = v(D0) ≤ v(C) ≤ v(P ).

Из доказательства теоремы 5 следует, что за полиномиальное время
можно не только вычислить величину v(D), но и найти множители Лагран-
жа λ∗, для которых v(D) = v(LR1(λ

∗)). Пусть µ — оптимальные двой-
ственные оценки, соответствующие в задаче P x равенствам (2.2). Тогда
v(P x) = v(LR1(µ)) ≤ v(D), но v(P x) = v(D), откуда λ∗ = µ.

Решение двойственных задач C и D, как правило, осуществляется ме-
тодами субградиентной оптимизации. Решение задачи LR1(λ), как следует
из доказательства теоремы 5, сводится, по сути, к вычислению величин
ai(λ), i ∈ I, что равносильно решению задачи линейного программиро-
вания. Задача LR2(ϕ, ψ) после очевидных преобразований сводится к из-
вестной NP-трудной задаче размещения, для решения которой приходится
использовать вычислительные схемы типа ветвей и границ.

60



С точки зрения теории вычислительной сложности задачи C и P оди-
наково трудны, но практически задачу C решать проще и, поскольку при
фиксированных булевых переменных (xi) значения непрерывных перемен-
ных в задаче LR2(ϕ, ψ) определяются за линейное время, а в задаче P для
этого приходится решать задачу линейного программирования, для кото-
рой неизвестно строго полиномиального алгоритма. Кроме того, для задачи
LR2(ϕ, ψ) уже создан алгоритм ветвей и границ [12], хорошо работающий
на средних размерностях (n,m ≤ 100), в то время как для исходной задачи
создание такого алгоритма связано с определенными трудностями.

2.2.3 Алгоритм решения задачи LR1(λ)

Приведем строго полиномиальный алгоритм решения задачи LR1(λ). Этот
алгоритм будет прямо следовать из конструктивного доказательства сле-
дующего утверждения.

Теорема 6 При фиксированных множителях λj, j ∈ J, оптимальное ре-
шение задачи LR1(λ) может быть найдено с трудоемкостью
O(m log m + mn(L + log n)).

Доказательство теоремы вытекает из нижеследующих лемм. Пусть, как и
прежде,

ai(λ) = max
{ ∑

j∈J

(λj − cij)xij − civi − c0
i

}

при условиях (2.4), (2.5) и 0 ≤ xij ≤ 1, j ∈ J, i ∈ I.

При заданных значениях ai(λ), i ∈ I задача LR1(λ), как уже отмечалось,
сводится к простейшей задаче о ранце RN(a), которая решается с трудо-
емкостью O(m log m). Для доказательства теоремы остается указать алго-
ритм вычисления величин ai(λ), i ∈ I. Так как значения ai(λ) определя-
ются независимо друг от друга, то индекс i в дальнейшем будем опускать.
Определим функции Fl(v), v > 0, l = 1, . . . , L равенствами:

Fl(v) = max
L∑

t=l

∑

j∈Jt

cjxj,

при условиях

∑

j∈Jt

pjxj ≤ v −
t−1∑

r=l

sr

∑

j∈Jr

pjxj, t = l, . . . , L,
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0 ≤ xj ≤ 1, j ∈ Jt, t = 1, . . . , L,

где cj = λj − cij. Представим функцию a(λ) в следующем виде:

a(λ) = max
v

{
F1(v)− c max(0; v − v0)− c0 | 0 ≤ v ≤ V + v0}.

Функции Fl(v), l = 1, . . . , L, являются вогнутыми кусочно–линейными
функциями. Ниже будет показано, что они имеют не более 2n точек из-
лома. Значит, величина a(λ) может быть найдена по известной функции
F1(v) за O(log n) операций.

Введем функции Gl(v), v ≥ 0, определяемые равенствами:

Gl(v) = max
∑

j∈Jl

cjxj,

при условиях ∑

j∈Jl

pjxj ≤ v,

0 ≤ xj ≤ 1, j ∈ Jl.

Для функций Fl(v), l = 1, . . . , L, справедливы рекуррентные соотноше-
ния:

FL(v) = GL(v),

Fl(v) = max
0≤u≤v

(
Gl(u) + Fl+1(v − slu)

)
, l = 1, . . . , L.

Эти соотношения легко проверяются подстановкой. Они позволяют для
каждого v ≥ 0 определить значение функции Fl(v) по известным функци-
ям Fl+1(v) и Gl(v). Так как параметр v является непрерывным, то вычис-
лить таким способом все значения функции Fl(v) не представляется воз-
можным. Однако специальный вид функций Fl(v), а именно их кусочно–
линейность, позволяет задавать функции их значениями в точках излома
и тем самым вычислять значение Fl(v) только конечное число раз.

Лемма 2 Если Fl(v
0) = Gl(u

0) + Fl+1(v
0 − slu

0) и Tl = 1− sl 6= 1, то для
достаточно малых δ > 0 верно равенство

Fl(v
0 + δ) = Fl(v

0) + γδ,

γ =





α, если slα ≥ β,
β + Tlα, если slα < β и u0 = v0,

β/sl, если slα < β и u0 < v0,

где α, β — правые производные функции Fl+1(µ), Gl(u) в точках µ = µ0 =
v0 − slu

0, u = u0.
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Доказательство. Представим функцию Fl(v) в виде

Fl(v) = max
u,µ≥0

(
Gl(u) + Fl+1(µ)

)
,

slu + µ ≤ v,

0 ≤ u ≤ v,

и выделим два случая: u0 = v0 и u0 < v0.
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A = (µ0, u0 + δ/sl),

B = (µ0 + Tlδ, v
0 + δ),

C = (µ0 + δ, u0),

D = (µ0, u0),
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Рис. 3

а) Пусть u0 < v0 и FL(v0 + γ) = Gl(u
∗) + Fl+1(µ

∗). Рассмотрим об-
ласть изменения переменных (µ, u) при увеличении v0 на δ (см. рис. 2).
Очевидно, что точка (µ∗, u∗) лежит на прямой slu + µ = v0 + δ. В силу
вогнутости функций Gl(u) и FL+1(µ) точка (µ∗, u∗) не выходит из отрезка
AC. При достаточно малых δ > 0 функции Gl(u) и FL+1(µ) можно считать
линейными на DA и DC. Сумма двух линейных функций тоже линейна.
Максимум линейной функции достигается на границе и можно считать,
что (µ∗, u∗) совпадает либо с точкой A, либо с точкой C. Приращение Fl(v)
при переходе от точки D к точке C равно

∆FC = Gl(u
0) + Fl+1(µ

0 + δ)−Gl(u
0)− Fl+1(µ

0) = αδ.

Аналогично,

∆FA = Gl(u
0 + δ/sl) + Fl+1(µ

0)−Gl(u
0)− Fl+1(µ

0) = βδ.

Таким образом, если α ≥ β/sl, то (µ∗, u∗) совпадает с точкой C и γ = α. В
противном случае γ = β/sl.
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б) Пусть u0 = v0. В этом случае точка A лежит выше прямой u = v0 +δ,
точка (µ∗, u∗) принадлежит отрезку BC (рис. 3) и

∆FB = Gl(v
0 + δ) + Fl+1(µ

0 + Tlδ)−Gl(v
0)− Fl+1(µ

0) = (β + Tlα)δ. ¤

Лемма 3 Функции Fl(v) имеют не более 2n точек излома.

Доказательство. Пусть функции Gl(u) и Fl+1(µ) имеют соответственно
nl и Ql+1 точек излома. Будем говорить, что точка излома функции Fl(v)
является:

– точкой излома 1-го типа, если для правой производной функции Fl(v)
в этой точке верно равенство γ = α;

– точкой излома 2-го типа, если γ = β + Tlα;
– точкой излома 3-го типа, если γ = β/sl.
Рассмотрим три случая.
а) Пусть v0 —точка излома 1-го типа. Тогда slα ≥ β,

Fl(v
0 + δ) = Gl(u

0) + Fl+1(µ
0 + δ)

и следующей точке излома v1 соответствует точка излома функции Fl+1(v).
Точка v1 может быть точкой 1-го или 3-го типа, но не может быть точкой
2-го типа, так как v1 = v0 + δ > u0 = u1.

б) Пусть v0 — точка излома 2-го типа. Тогда u0 = v0, slα < β и

Fl(v
0 + δ) = Gl(u

0 + δ) + Fl+1(µ
0 + Tlδ).

Точка v1 определяется по точкам излома либо функции Gl(u), либо функ-
ции Fl+1(v) и может быть точкой излома 1-го или 2-го типа, причем пере-
ходу в точку 1-го типа соответствует точка излома функции Gl(u).

в) Пусть v0 — точка излома 3-го типа. Тогда u0 < v0, Slα < β и

Fl(v
0 + δ) = Gl(u

0 + δ/sl) + Fl+1(µ
0).

Точка v1 определяется либо точкой излома функции Gl(u), либо равен-
ством

v0 + δ = u0 + δ/sl.

В первом случае точка v1 может быть точкой излома 1-го или 3-го типа,
во втором случае — 2-го типа. Отметим, что если раньше точки излома
функции Fl(v) определялись точками излома функций Fl+1(v) и Gl(u), то в
последнем случае появляется дополнительная точка излома, определяемая
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равенством v0 + δ = u0 + δ/sl. Убедимся, что число дополнительных точек
излома не превосходит nl.

Действительно, дополнительная точка излома появляется при переходе
от точки 3-го типа к точке 2-го типа. Чтобы снова оказаться в точке 3-го
типа, надо пройти через точку 1-го типа, а сделать это из точки 2-го типа
можно, только пройдя через точку излома функции Gl(u). Таким образом,
число точек излома функции Fl(v) не превосходит nl+nl+Q+l + 1, откуда

Q1 ≤ 2n1 + Q2 ≤ 2n1 + 2n2 + Q3 ≤ · · · ≤ 2n. ¤

Если sl = 0 для некоторого l, то γ = λ + β и дополнительные точки
излома не появляются.

Конструктивное доказательство последнего утверждения позволяет по-
строить алгоритм вычисления функции Fl(v). Алгоритм состоит из L ша-
гов, на каждом из которых по уже известным функциям Fl+1(v) и Gl(u)
строится функция Fl(v). Шаг начинается с построения функции Gl(u). На-
помним, что Gl(u) является задачей о ранце с непрерывными переменными
(u — объем ранца), точки излома функции Gl(u) определяются с трудоем-
костью O(nl), а построение самой функции Gl(u), u ≥ 0, требует не более
O(nl log nl) операций. По известным значениям Fl+1(v) и Gl(u) функция
Fl(v) строится за линейное время O(nl + Ql+1), и так как для определения
Fl(v) необходимо вычислить все функции Fl(v), l = 1, . . . , L, то суммарная
трудоемкость построения Fl(v) оценивается величиной

L∑

l=1

O(nl log nl + nl + Ql+1) ≤ O(n log n + Ln),

что и доказывает теорему. ¤

2.2.4 Построение допустимого решения

Пусть (x∗i ), (v
∗
i ), (x

∗
ij) — оптимальное решение задачи LR1(λ) и

∆j(λ) =
∑

i∈I

x∗ij − 1, j ∈ J.

Если ∆j(λ) = 0, то есть равенства (2.2) верны для (x∗ij), то (x∗i ), (v
∗
i ), (x

∗
ij)

— оптимальное решение исходной задачи и v(LR1(λ)) совпадает с v(P ).
Выполнение условий (2.2) означает, что в задаче Px отсутствует разрыв
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двойственности. Чаще всего v(LR1(λ
∗)) = v(D) < v(P ), но величина

δ =
∑

i∈J

|∆j(λ
∗)|

достаточно мала и решение (x∗i ), (v
∗
i ), (x

∗
ij) можно достроить до допустимо-

го решения исходной задачи с помощью процедур координатного спуска.
При λ, близких к λ∗, равенства (2.2) нарушаются только для некоторых
j ∈ J , и трудоемкость такой процедуры практически оказывается очень
низкой. Обозначим через HD алгоритм, использующий это процедуру в
ходе субградиентной оптимизации и выбирающий из полученных решений
наилучшее. Близкий по смыслу алгоритм рассматривался в [124].

Обозначим через P (∆) задачу, которая отличается от исходной тем, что
равенства (2.2) заменены на

∑

i∈I

xij = 1 + ∆j(λ), j ∈ J.

Легко проверить, что оптимальное решение задачи LR1(λ) является оп-
тимальным решением и задачи P (∆). Алгоритм HD просматривает опти-
мальные решения задач P (∆) при разных ∆ и достраивает их до допусти-
мого решения задачи P . Если задачи P и P (∆) "близки" друг к другу, то
оптимальное решение одной из них является хорошим приближением для
другой.

Алгоритм HD рассматривает различные наборы (x∗i ), что, разумеется,
не гарантирует получения оптимального набора задачи P . Более осторож-
ной стратегией, чем в алгоритме HD, является схема покомпонентного со-
ставления набора (xi), на каждом шаге которой одна из переменных xi по-
лагается равной 1. Через p шагов алгоритм останавливается, и остальные
компоненты вектора полагаются равными нулю. Ниже приводится четыре
правила выбора переменной:

1. Положить xi = 1, если ai(λ
∗) = max(ak(λ

∗), k ∈ I).

2. Определить индекс r ∈ J , для которого
∑
i∈I

x∗ir = maxj(
∑
i∈I

x∗ij | j ∈ J),
и

положить xi = 1, если
∑
j∈J

x∗ij = maxk(
∑
j∈J

x∗kj | k ∈ I, x∗kr > 0).

3. Положить xi = 1, если
∑
j∈J

x∗ij = maxk

( ∑
j∈J

x∗kj, k ∈ I
)
.
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4. Положить xi = 1, если номер i наиболее часто входил в состав опти-
мального набора (x∗i ) задачи LR1(λ) в ходе субградиентной оптимизации.

Правило 1 наиболее широко применяется в методах ветвей и границ
для задачи размещения с ограничениями на объемы производства [123].
Аналог правила 2 используется в точном алгоритме для задач о покрытии
и разбиении [148]. Правило 3 хорошо зарекомендовало себя в простейшей
задаче размещения.

Обозначим через Hq алгоритм, использующий q-е правило выбора и де-
лающий не более p шагов. На каждом шаге выбирается переменная xi

и полагается равной 1. Затем производится корректировка множителей
Лагранжа и к каждому решению задачи LR1(λ) применяется алгоритм
HD. Результатом работы алгоритма Hq является наилучшее из построен-
ных допустимых решений.

Приведенные алгоритмы базируются на решении задачи LR1(λ), хотя
нетрудно построить аналогичные конструкции и для релаксации LR2(ϕ, ψ).
Обозначим через HC аналог алгоритма HD, основанный на релаксации
LR2(ϕ, ψ). Понятно, что алгоритм HC уже не будет иметь полиномиаль-
ной трудоемкости, но так как v(C) ≥ v(D), то, проигрывая по времени, он
может выиграть в точности.

2.2.5 Численные эксперименты

Предложенные алгоритмы тестировались на классе задач следующей раз-
мерности: m = 30, n = 30, nl = 5, l = 1, . . . , L, L = 6. Исходные
данные формировались датчиком псевдослучайных чисел с равномерным
распределением. Параметры задач выбирались из следующих интервалов:
ci ∈ [1, 5], cij ∈ [1, 105], pij ∈ [1, 15], c0

i = 100, v0
i = 2, sil = 0, 1. Матри-

цы (pij) и (cij) на 30% заполнялись числом 106. Расчеты проводились при
разных значениях параметров p и V (Vi = V , см. ограничение (2.5)).

Решения тестовых задач без ограничений (2.3), (2.5) содержат в опти-
мальном наборе (x∗i ) от 5 до 6 ненулевых элементов, объемы производства
меняются от 2 до 11 единиц, и разрыв двойственности в среднем составляет
около 3% от v(C).

Наилучшие по точности результаты на исследуемых классах задач при
(p, V ) ∈ {(5, 30); (3, 1000); (3, 7); (30, 1000)} принадлежат алгоритму HC .
При решении задачи C оптимальные наборы (x∗i ) часто повторяются, чис-
ло различных наборов в среднем не превосходит трех, а в половине случаев
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такой набор единственный. Интересно отметить, что при решении задачи
D наблюдается совершенно другая картина. Из множества I выделяется
группа номеров (от 10 до 15 элементов) с примерно равными значениями
ai(λ), к которым эвристики Hq применяют правила выбора. Оптимальные
наборы (x∗i ) почти не повторяются, и наилучшее решение эвристики Hq

редко совпадает с набором номеров, выбранными по q-му правилу. Други-
ми словами, рекордное значение находится алгоритмом на промежуточном
шаге с помощью процедуры HD. Алгоритмы Hq в среднем дают небольшое
уклонение от оптимума на задачах, где оба или одно из ограничений (2.3),
(2.5) являются несущественными. Ни одна из эвристик Hq не является до-
минирующей, и все они могут сильно ошибаться, когда ограничения (2.3),
(2.5) одновременно являются "жесткими". Такой класс задач является наи-
более трудным для данных эвристик, и на нем целесообразно использовать
комбинацию алгоритмов HD и HC :

Обозначим через HDC алгоритм, работающий по следующей схеме:

1. Решить задачу D и определить множество

Iε = {i ∈ I | ai(λ
∗) + ε ≥ max(ak(λ

∗), k ∈ I)}.
2. Решить задачу C на множестве Iε, используя алгоритм HC для по-

строения допустимого решения.

Алгоритм HDC на первом шаге формирует множество номеров, с ко-
торыми работают эвристики Hq, а на втором шаге вместо правил выбора
использует релаксацию LR2 для построения набора (x∗i ). Такая комбинация
релаксаций позволяет использовать достоинства обоих подходов и сглажи-
вает их недостатки. При ε = v(D)/100 алгоритм HDC имеет те же резуль-
таты по точности, что и алгоритм HC , но тратит в несколько раз меньше
времени, чем алгоритм HC .

2.3 Лагранжевы релаксации для задачи B2CC

Предположим, что для выполнения работ технические средства объединя-
ются в комплекты. Они могут рассматриваться как новые сложные тех-
нические средства, имеющие в своем составе унифицированные составные
части. Процесс выполнения работ разбит на этапы. На каждом этапе из-
вестная доля комплектов выходит из строя. Задача В2СС состоит в нахож-
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дении состава системы комплектов технических средств, который позволя-
ет выполнить все работы с минимальными суммарными затратами.

С помощью обозначений раздела 1.5.2 задача В2СС записывается в сле-
дующем виде: найти

min
x,y,z,v

(∑

k∈K

(
c◦k zk + ck vk +

∑

j∈J

ckj xkj

)
+

∑

i∈I

di yi

)
(2.11)

при условиях: ∑

k∈K

xkj = 1, j ∈ J, (2.12)

∑

j∈Jl

pkjxkj ≤ v◦kzk + vk −
l−1∑

l′=1

skl′
∑

j∈Jl′

pkjxkj, k ∈ K, l = 1, . . . , L, (2.13)

0 ≤ vk ≤ Vkzk, k ∈ K, (2.14)

0 ≤ xkj ≤ zk, k ∈ K, j ∈ J, (2.15)

yi ≥ zk, k ∈ Ki, i ∈ I, (2.16)

yi, zk ∈ {0, 1}, i ∈ I, k ∈ K. (2.17)

Ниже для этой задачи будут предложены две нижние оценки, получа-
емые в результате ослабления двух различных групп ограничений. Будет
показано, что эти оценки несравнимы между собой и могут быть вычисле-
ны за полиномиальное время. В ходе численных экспериментов выделены
области доминирования одной оценки над другой.

2.3.1 Две нижние оценки

Рассмотрим две вспомогательные задачи Lf и Lh, которые получаются пу-
тем внесения в целевую функцию части ограничений задачи. Условиям
поставим в соответствие

∑
k∈K xkj = 1, j ∈ J, двойственные переменные

αj, j ∈ J . Обозначим через Lf задачу нахождения следующей величины:

f(α) = min
x,y,z,v

{∑

k∈K

(
c◦kzk + ckvk +

∑

j∈J

(ckj − αj)xkj

)
+

∑

i∈I

diyi

}

при условиях (2.13)–(2.17).

Соответствующая двойственная задача Df , состоящая в нахождении вели-
чины

F = max
α

{
f(α) +

∑

j∈J

αj

}
,
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позволяет вычислять нижнюю оценку целевой функции (2.11). Заменим
неравенства (2.16) на условия:

yi ≥
∑

k∈Ki

xkj, i ∈ I, j ∈ J. (2.18)

Легко проверить, что при этом область допустимых значений не меняется.
Каждому ограничению (2.18) поставим в соответствие двойственные пере-
менные βij ≥ 0, i ∈ I, j ∈ J , и обозначим через Lh следующую задачу:

h(α, β) = min
x,y,z,v

{∑

k∈K

(
c◦kzk + ckvk +

∑

j∈J

(
ckj − αj +

∑

i∈Ik

βij

)
xkj

)
+

∑

i∈I

(
di −

∑

j∈J

βij

)
yi

}

при условиях: (2.13)–(2.15), (2.17).

Решение двойственной задачи Dh, состоящей в нахождении величины

H = max
α,β

{
h(α, β) +

∑

j∈J

αj

}
,

также доставляет нижнюю оценку для минимального значения целевой
функции (2.11).

Теорема 7 Задачи Df и Dh полиномиально разрешимы.

Доказательство. Покажем, что задача Df полиномиально разрешима.
Для каждого k ∈ K рассмотрим вспомогательную задачу линейного про-
граммирования, состоящую в нахождении величины

gk(α) = max
x,v

{∑

j∈J

(αj − ckj)xkj − ckvk − c◦k
}

при условиях: (2.13), (2.14) и 0 ≤ xkj ≤ 1, k ∈ K, j ∈ J .

Убедимся в том, что задача Lg нахождения величины

f g(α) = min
y,z

{∑

i∈I

diyi −
∑

k∈K

gk(α)zk

}

при условиях: (2.16) и 0 ≤ yi ≤ 1, 0 ≤ zk ≤ 1, i ∈ I, k ∈ K
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имеет оптимальное целочисленное решение.
Пусть y∗i , z

∗
k — оптимальное решение задачи Lg. Очевидно, что если

gk(α) ≤ 0, то z∗k = 0. Если же gk(α) > 0, то z∗k = min
i∈Ik

y∗i . Положим

δ = min{y∗i > 0, i ∈ I}; Iδ = {i ∈ I | y∗i = δ}; Kδ = {k ∈ K | z∗k = δ};
ε1 =

∑
i∈Iδ

di; ε2 =
∑

k∈Kδ

gk(α). Если δ = 1, то решение y∗i , z
∗
k — целочис-

ленное. Предположим, что δ < 1. Если ε1 > ε2, то уменьшение величин
y∗i , z∗k, i ∈ Iδ, k ∈ Kδ, приводит к уменьшению целевой функции. Если же
ε1 < ε2, то увеличение значений y∗i , z∗k, i ∈ Iδ, k ∈ Kδ, приводит к тому
же эффекту. Следовательно, ε1 = ε2, но тогда, полагая yi = 0, zk = 0,
i ∈ Iδ, k ∈ Kδ, получаем новое оптимальное решение с большим значени-
ем параметра δ. Таким образом, если в оптимальном решении все дробные
компоненты положить равными нулю, то получим оптимальное целочис-
ленное решение задачи Lg.

Заметим, что задачи Lg и Lf эквивалентны и оптимальные значения
их целевых функций совпадают. Следовательно, задача Df эквивалентна
задаче Df , откуда и следует требуемое.

Убедимся в полиномиальной разрешимости задачи Dh. Для каждого
k ∈ K рассмотрим вспомогательную задачу линейного программирования

gk(α, β) = max
x,v

{∑

j∈J

(
αj − ckj +

∑

i∈Ik

βij

)
xkj − ckvk − c◦k

}

при условиях: (2.13), (2.14) и 0 ≤ xkj ≤ 1, k ∈ K, j ∈ J .

Тогда задача Lh состоит в нахождении величины

h(α, β) = min
y,z

{∑

i∈I

(
di −

∑

j∈J

βij

)
yi −

∑

k∈K

gk(α, β)zk

}

при условии (2.17).

В отличие от задачи Lf , переменные yi, i ∈ I, уже не связаны с другими
переменными и их оптимальные значения определяются только знаком со-
ответствующих коэффициентов. Значит, задача Lh является частным слу-
чаем задачи Lf и для нее переход к линейной релаксации также не меняет
минимального значения целевой функции. Следовательно, задачи Dh и Dh

эквивалентны. ¤

Задачи линейного программирования Df и Dh имеют большую размер-
ность, и решение их стандартными методами требует значительных уси-
лий. Для вычисления нижних оценок F и H целесообразно использовать
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методы субградиентной оптимизации. На каждой итерации этого метода
решаются задачи Lf и Lh и по невязке в условиях (2.12) и (2.18) произво-
дится корректировка величин αj, βij, i ∈ I, j ∈ J . Если задачи Lf и Lh

полиномиально разрешимы, то такой подход имеет определенные преиму-
щества. Сложность решения задачи Lh определяется сложностью нахож-
дения величин gk(α, β). Вычисление коэффициентов при переменных xkj

требует не более O(qmn) операций. Нахождение величин gk(α, β) может
быть осуществлено с использованием не более O(nq(L + log q)) операций,
q = |K|. Общая трудоемкость решения задачи Lh оценивается сверху ве-
личиной O(qmn + nq(L + log q)).

Теорема 8 Задача Lf может быть решена с трудоемкостью O(m2n +
nq(L + log q)).

Доказательство. Представим задачу Lf в виде

f(α) = min
y,z

{∑

i∈I

di yi −
∑

k∈K

gk(α)zk

}

при условиях: (2.16), (2.17).

Без ограничения общности будем считать, что gk(α) ≥ 0, k ∈ K. Запишем
условия (2.16) в виде равенства

zk =
∏

i∈Ik

yi, k ∈ K,

и исключим переменные zk из рассмотрения. Тогда задача Lf может быть
представлена как задача минимизации полинома

Φ(y) =
∑

i∈I

di yi −
∑

k∈K

gk(α)
∏

i∈Ik

yi

от булевых переменных yi, i ∈ I. Решение этой задачи может быть получено
путем сведения ее к задаче о минимальном разрезе на двудольной сети
[220, 109]. Пусть G = (V, E) — двудольная сеть с источником s, стоком t,
множеством вершин V = I ∪K ∪{s, t} и множеством дуг E = E1∪E2∪E3,
где I — множество вершин одной доли, K — множество вершин другой
доли, E1 = {(s, i) | i ∈ I}, E2 = {(i, k) | i ∈ Ik, k ∈ K}, E3 = {(k, t) | k ∈
K}. Каждая дуга e имеет пропускную способность w(e) ≥ 0, определяемую
следующим образом:

w(e) =





di, если e = (s, i) ∈ E1,

W, если e = (i, k) ∈ E2, где W >
∑
i∈I

di,

gk(α), если e = (k, t) ∈ E3.
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Пусть ϕ — величина минимального разреза сети G. Очевидно, что ми-
нимальный разрез не содержит дуг из множества E2. Ясно, что для любого
решения yi ∈ {0, 1} легко построить разрез сети G с пропускной способ-
ностью Φ(y) +

∑
k∈K

gk(α). Для этого достаточно взять все дуги (s, i), для

которых yi = 1, и все дуги (k, t), для которых
∏
i∈Ik

yi = 0. Убедимся в спра-

ведливости обратного утверждения, т. е. что для любого минимального
разреза сети G существует решение yi ∈ {0, 1} такое, что

ϕ = Φ(y) +
∑

k∈K

gk(α). (2.19)

Пусть множество дуг E ′ = E ′
1 ∪ E ′

3 является минимальным разрезом сети
G. Положим

yi =

{
1, если e = (s, i) ∈ E ′

1,
0 в противном случае

и проверим справедливость равенства (2.19). Для этого достаточно убе-
диться в том, что множество E ′

3 совпадает с множеством дуг Ey = {e =
(k, t) | ∏

i∈Ik

yi = 0}.
Сначала покажем, что E ′

3 ⊇ Ey. Предположим, что существует дуга
e ∈ Ey такая, что e /∈ E ′

3, т. е. для некоторого k справедливо равенство∏
i∈Ik

yi = 0 и дуга (k, t) /∈ E ′
3. В множестве Ik выберем i таким, что yi = 0.

Тогда дуга (s, i) /∈ E ′
1 и путь из s в t состоит из последовательности дуг

(s, i), (i, k), (k, t), что невозможно.
Покажем теперь, что E ′

3 ⊆ Ey. Предположим, что существует дуга e =
(k, t) ∈ E ′

3 такая, что e /∈ Ey, т. е. yi = 1, i ∈ Ik. По построению любой путь
из s в k проходит только через вершины множества Ik. Так как все ребра
(s, i), i ∈ Ik, принадлежат E ′

1, то удаление ребра (k, t) оставляет множество
E ′ \ {(k, t)} разрезом, что противоречит минимальности E ′.

Таким образом, решение задачи Lf сводится к нахождению минималь-
ного разреза на двудольной сети G, что требует O(m2n) операций [163].
Вычисление коэффициентов gk(α), k ∈ K, можно осуществить за O(nq(L+
log q)) операций [48]. Общая трудоемкость решения задачи Lf оценивается
сверху величиной O(m2n + nq(L + log q)). ¤
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2.3.2 Cоотношение величин F и H

Покажем, что нижние оценки F и H не сравнимы между собой. При v◦k ≥∑
j∈J

pkj, k ∈ K, исходная задача упрощается и состоит в нахождении вели-

чины
min
x,y,z

(∑

k∈K

(
c◦k zk +

∑

j∈J

ckj xkj

)
+

∑

i∈I

di yi

)

при условиях: ∑

k∈K

xkj = 1, j ∈ J,

0 ≤ xkj ≤ zk, k ∈ K, j ∈ J,

yi ≥ zk, k ∈ Ki, i ∈ I,

yi, zk ∈ {0, 1}, i ∈ I, k ∈ K.

В работе [109] рассматривался частный случай этой задачи, когда |Ik| =
2 для всех k ∈ K. Установлено, что в этом случае H ≥ F . (Ограничение
|Ik| = 2, k ∈ K, несущественно, и утверждение справедливо для произ-
вольных множеств Ik.)

Приведем пример исходных данных, на которых справедливо обратное
неравенство, точнее, F ≥ NH для любого целого N > 0. Положим K =
I = {1, 2, . . . , N}, Ik = {k}, J = {1}, L = 1, c◦k = ck = ckj = Vk = 0,
pkj = di = 1, v◦k = 1/N , k ∈ K, j ∈ J , i ∈ I. Тогда задача Df может быть
записана следующим образом: найти

max
α

{
α + min

x,y

{∑

i∈I

yi −
∑

k∈K

α xk

}}

при условиях:

xk ≤ v◦k, 0 ≤ xk ≤ yk, yk ∈ {0, 1}, k ∈ K.

Эта задача распадается по k на независимые подзадачи нахождения вели-
чины

g(α) = min
x,y
{y − αx}

при условиях:
Nx ≤ 1, 0 ≤ x ≤ y, y ∈ {0, 1}.

Следовательно, F = max
α
{α+Ng(α)}. Заметим, что g(α) = min(0, 1−α/N),

откуда F = max
α
{α + min(0, N − α)} = N .
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Вычислим значение H. На этих данных задача Dh может быть записана
следующим образом: найти

H = max
α,β

{
α + min

x,y

{∑

k∈K

(1− βk)yk +
∑

k∈K

(βk − α)xk

}}

при условиях:
0 ≤ Nxk ≤ 1, yk ∈ {0, 1}, k ∈ K.

Оптимальные значения переменных βk равны 1 и H = max
α
{α + min(0;

1− α)} = 1.

2.3.3 Результаты тестовых расчетов

В предыдущем параграфе рассматривался пример исходных данных, на ко-
тором оптимальные значения всех переменных xkj были достаточно близки
к нулю. Такие примеры нетипичны. Дробные значения переменных xkj по-
являются при жестких ограничениях (2.14) или малых значениях величин
v◦k, k ∈ K. Ниже приводятся результаты тестовых расчетов, показывающие
зависимость параметра δ = H/F от жесткости ограничений (2.13), (2.14).

Решаемые задачи имели размерность m = 20, n = 20, q = 30, L =
4. Значения величин выбирались следующим образом: c◦k = 50, ck = 1,
ckj = skl = 0, di = 100, v◦k = 0, 25λ, Vk = λ. Величины pkj и множества
Ik, k ∈ K, выбирались с помощью датчика псевдослучайных чисел с рав-
номерным распределением. Множества Ik с вероятностью 0,2 содержали
элементы множества I. Матрица (pkj) на 30% заполнялась числом 106. Ре-
зультаты расчетов изображены на рис. 4. Нумерация кривых соответствует
следующим значениям величин pkj:

δ1 при pkj ∈ [1, 10], δ2 при pkj ∈ [2, 4], δ3 при pkj = 3.
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Каждая точка излома на графике соответствует среднему геометриче-
скому значению величины δ для 10 тестовых задач. Отметим, что при λ < 1
система ограничений исходной задачи несовместна. При λ > 9 ограничения
(2.13), (2.14) становятся несущественными и исходная задача трансформи-
руется в многостадийную задачу размещения. В целом можно утверждать,
что нижняя оценка F имеет некоторые преимущества при жестких огра-
ничениях (2.13), (2.14) и хуже нижней оценки H в остальных случаях.

2.4 Лагранжевы релаксации для задачи ВДСС

Предположим, что в течение определенного планового периода состав си-
стемы может меняться во времени за счет пополнения новыми образцами и
изъятия части средств по причинам их морального или физического старе-
ния. Задача выбора динамического состава системы состоит в нахождении
варианта развития системы, который доставлял бы минимум суммарных
затрат на разработку, производство и эксплуатацию технических средств
при условии выполнения заданного списка работ каждый год.

Используя введенные в разделе 1.5.3 обозначения, задача ВДСС может
быть записана в следующей эквивалентной формулировке: найти

Fp = min
∑

i∈I

∑

t∈T

{
c0
itzit + citvit +

∑

j∈Jt

cijxij

}
(2.20)

при условиях: ∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J, (2.21)

∑

j∈Jt

pijxij ≤ v0
ijyit +

t∑
τ=t−ρi+1

viτ , i ∈ I, t ∈ T, (2.22)

yit ≤
∑
τ≤t

ziτ ≤ 1, , i ∈ I, t ∈ T, (2.23)

0 ≤ vit ≤ Vityit, i ∈ I, t ∈ T, (2.24)

0 ≤ xij ≤ yit(j), i ∈ I, j ∈ J, (2.25)

yit, zit ∈ {0, 1}, i ∈ I, t ∈ T. (2.26)

Для решения этой задачи приводятся алгоритмы, основанные на Лагран-
жевых релаксациях. Для решения релаксированных задач разработаны
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точные эффективные алгоритмы. Показано, что абсолютный разрыв двой-
ственности для задачи ВДСС может быть сколь угодно большим. Выделя-
ется подкласс задач, для которых двойственная задача D полиномиально
разрешима. Рассматриваются обобщения исходной задачи на случай нели-
нейной зависимости стоимости производства изделий от размера партии и
дополнительных ограничений на номенклатуру технических средств.

2.4.1 Нижние оценки

Рассмотрим Лагранжеву релаксацию LR(λ) относительно условий (2.21):
найти

min
∑

i∈I

∑

t∈T

{
c0
itzit + citvit +

∑

j∈Jt

(cij − λj)xij

}
+

∑

j∈J

λj

при условиях: (2.22)–(2.26),

где λj, j ∈ J — множители Лагранжа, соответствующие равенствам (2.21).

Теорема 9 Оценочная задача LR(λ) полиномиально разрешима.

Доказательство. При фиксированных значениях λj, j ∈ J , задача LR(λ)
распадается по i на независимые подзадачи Si следующего вида. Опуская
индекс i, получаем: найти

max
∑

t∈T

{ ∑

j∈Jt

(λj − cj)xj − ctvt − c0
tzt

}

при условиях:
∑

j∈Jt

pjxj ≤ v0
t yt +

t∑
τ=t−ρ+1

vτ , t ∈ T,

yt ≤
∑
τ≤t

zτ ≤ 1, t ∈ T,

0 ≤ vt ≤ Vtyt, t ∈ T,

0 ≤ xj ≤ yt(j), j ∈ J,

yt, zt ∈ {0, 1}, t ∈ T.

Для подзадач Si справедливо равенство

v(LR(λ)) =
∑

j∈J

λj −
∑

i∈I

v(Si).
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Для каждой пары (i, θ), i ∈ I, θ ∈ T , рассмотрим задачу Siθ линейного
программирования следующего вида: найти

fiθ = max
∑

t≥θ

{ ∑

j∈Jt

(λj − cj)xj − ctvt

}

при условиях:
∑

j∈Jt

pjxj ≤ v0
t yt +

t∑
τ=t−ρ+1

vτ , t ≥ θ,

0 ≤ vt ≤ Vt, t ≥ θ,

0 ≤ xj ≤ 1, j ∈ Jt, t ≥ θ,

Из zt ∈ {0, 1}, t ∈ T и
∑
t∈T

zt ≤ 1 следует, что

v(Si) = max{0, max
θ∈T

(fiθ − c0
θ)},

откуда следует утверждение теоремы. ¤

Теорема 10 Если ρi ≥ l, i ∈ I, то задача LR(λ) разрешима с трудоем-
костью O(nm(l + log n)).

Доказательство. Покажем, что задача Si разрешима с трудоемкостью
O(n(l+log n)). Множества Jt, t ∈ T , упорядочим по невозрастанию величин
(λj − cj)/pj, j ∈ Jt. Тогда значения переменных xj, j ∈ J , однозначно вос-
станавливаются по значениям переменных vt с линейной трудоемкостью.
Оптимальные значения переменных vt, t ∈ T , находятся с помощью про-
цедуры координатного подъема. На каждом шаге этой процедуры ищется
номер τ ∈ T такой, что увеличение целевой функции при возрастании пе-
ременной vt достигает наибольшего значения. Затем определяется длина
шага в направлении τ и изменяются значения соответствующих перемен-
ных. Если на некотором шаге ни по одной из координат нельзя добиться
увеличения целевой функции, то полученное решение является оптималь-
ным.

Упорядочение множеств Jj, t ∈ T , осуществляется с трудоемкостью
O(n log n). Вычисление приращений и нахождение наилучшего номера
τ ∈ T требует O(l) операций. С такой же трудоемкостью находится и дли-
на шага. Число шагов не превосходит величины l + n, и так как l ≤ n, то
общая трудоемкость алгоритма не превосходит величины O(nl + n log n).

¤
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Теорема 11 Если ρi = 1, i ∈ I, то двойственная задача D полиномиаль-
но разрешима.

Доказательство. Убедимся в том, что v(Si) = v(Si). Обозначим через
(z∗t ), (y∗t ), (v∗t ), (x∗j) оптимальное решение задачи Si. Для каждого k ∈ T

построим решение задачи Si по следующему правилу:

zt(k) =

{
1, если t = k,
0 в противном случае, t ∈ T,

yt(k) =

{
1, если t ≥ k,

0 в противном случае, t ∈ T,

vt(k) =

{
0, если t < k,

v∗t /y
∗
t в противном случае, t ∈ T,

xj(k) =

{
0, если t < k,

x∗j/y
∗
t(j) в противном случае, j ∈ J.

Если z∗k = 0, то полагаем

zt(k) = yt(k) = vt(k) = 0, t ∈ T, xj(k) = 0, j ∈ J.

Легко проверить, что для каждого k ∈ T построенное решение является
допустимым в задаче Si. Кроме того,

v(Si) ≤
∑

t∈T

{ ∑

j∈Jt

(λj − cj)
∑

k∈T

z∗kxj(k)− ct

∑

k∈T

z∗kvt(k)− c0
t

∑

k∈T

z∗kzt(k)
}

=

∑

k∈T

z∗k
∑

t∈T

{ ∑

j∈Jt

(λj − cj)xj(k)− ctvt(k)− c0
tzt(k)

}
=

∑

k∈T

z∗kv(Si(k)) ≤ max
k

v(Si(k)).

Таким образом, v(Si) ≤ v(Si). Справедливость обратного неравенства оче-
видна, откуда v(Si) = v(Si) и v(LR(λ)) = v(LR(λ)) т. е. v(D) = v(P ). Сле-
довательно, для решения задачи D достаточно найти оптимальное решение
задачи линейного программирования P и по нему восстановить частично–
целочисленное решение двойственной задачи. ¤

Отметим, что если условия теоремы не выполнены и ρ > 1 для неко-
торого i ∈ I, то абсолютный разрыв двойственности v(Si) − v(Si) может
достигать значительных размеров.
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Теорема 12 Для любого N > 0 существуют исходные данные задачи Si,
на которых v(Si)− v(Si) > N .

Доказательство. Положим

T = {1, 2}, J = {1, 2}, J1 = {1}, J2 = {2},
pj = 1, cj = 0, j ∈ J, Vt = 2N, v0

t = 0, t ∈ T,

λ = (0, N + 2), c0 = (2N, 0), = (0, 2N), ρ = 2.

Легко проверить, что в задаче Si нулевое решение является оптимальным,
v(Si) = 0, а на допустимом решении

z = (l/2N, l − l/2N); y = (1/2N, 1); v = (l, 0); x = (0, 1)

значение целевой функции задачи Si равно N + 1. ¤

2.4.2 Общая схема алгоритма

Алгоритм решения исходной задачи основан на полиномиальной разре-
шимости оценочной задачи LR(λ). Работа алгоритма начинается с вы-
числения нижней оценки v(D). Пусть (zk

it), (y
k
it), (v

k
it), (x

k
ij) — оптималь-

ное решение задачи LR(λk) при фиксированных значениях параметров
λj = λk

j , j ∈ J . Если равенства (2.21) выполнены, то получено точное ре-
шение исходной задачи. В противном случае вектор

Sk
j = 1−

∑

i∈I

xk
ij, j ∈ J,

является субградиентом функции v(LR(λ)) в точке λk
j , j ∈ J , и задает

направление изменения множителей Лагранжа. Полагаем

λk+1
j = λk

j + βkSk
j , j ∈ J,

и возвращаемся к решению задачи LR(λ) с новыми значениями парамет-
ров λ [174].

Алгоритм построения верхней оценки F0 формирует множество номеров
I0 = {i ∈ I | ∑

k

∑
t∈T

zk
it > 0} и для каждого i0 ∈ I0 выполняет следующие

действия.

Шаг 0. Положить I1 = {i0}.
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Шаг 1. Решить двойственную задачу D с дополнительными ограни-
чениями

∑
t∈T

zit = 1, i ∈ I1. На каждой итерации решения данной задачи

оптимальное решение задачи LR(λ) достроить до допустимого решения
исходной задачи. Наилучшее решение запомнить в качестве рекорда F0.

Шаг 2. Найти номер i1 ∈ I \ I1, для которого γ =
∑
k

∑
t∈T

zk
i1t

— частота

вхождения в оптимальное решение — максимальна. Если γi1 = 0, то произ-
вести переход к следующему элементу множества I0. В противном случае
положить I1 = I1 ∪ {i1} и вернуться на шаг 1.

Трудоемкость алгоритма не превосходит величины O(m2Q), где Q —
трудоемкость решения двойственной задачи. О качестве получаемого ре-
шения можно судить, например, по оценке относительного уклонения ε =
(F0/v(D) − 1), которая наряду с погрешностью самого алгоритма δ =
(F0/Opt − 1) включает еще и погрешность, связанную с разрывом двой-
ственности.

2.4.3 Задачи с ограничениями на номенклатуру изделий

Предположим, что на развитие системы в течение планового периода на-
ложены дополнительные ограничения, касающиеся номенклатуры техни-
ческих средств. Пусть величины bit, i ∈ I, t ∈ T , задают расход некоторого
обобщенного ресурса, связанного с введением в состав системы новых об-
разцов, а величина B — суммарный ресурс, выделяемый на развитие систе-
мы в течение всего планового периода. Дополнительная группа неравенств,
соответствующая новым ресурсным ограничениям, может быть записана
следующим образом: ∑

t∈T

∑

i∈I

bitzit ≤ B. (2.27)

В случае bit = 1, i ∈ I, t ∈ T , неравенства (2.27) можно интерпрети-
ровать как ограничение на суммарное число образцов, применяемых для
выполнения работ в течение всего планового периода. Задачу ВДСС с до-
полнительным ограничением (2.27) обозначим через PB.

Рассмотрим другой вариант ограничений на номенклатуру технических
средств, когда суммарный ресурс выделяется не сразу на весь интервал
планирования, а разбивается по годам. Обозначим через Kt, t ∈ T , величи-
ну ресурса, выделяемого в t-м году. Тогда ограничения на номенклатуру
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образцов можно записать следующим образом:
∑

i∈I

bitzit ≤ Kt, t ∈ T. (2.28)

Задачу с такими дополнительными ограничениями обозначим через PK .
Построение алгоритмов решения задач PB и PK осуществляется по той

же схеме, что и для исходной задачи. Решение задачи, двойственной к PB,
сводится в конечном счете к решению следующей задачи: найти

max
∑

θ∈T

∑

i∈I

fiθziθ

при условиях: ∑

θ∈T

ziθ ≤ 1, i ∈ I,

∑

θ∈T

∑

i∈I

biθziθ ≤ B,

ziθ ∈ {0, 1}, i ∈ I, θ ∈ T.

Эта задача известна как задача о многовариантном рюкзаке [134]. Линей-
ная релаксация данной задачи решается с трудоемкостью O(lm), и среди
ее оптимальных решений всегда существует такое, в котором не более двух
переменных принимают дробные значения. В случае bit = 1, i ∈ I, t ∈ T ,
данная задача вырождается, и ее оптимальное решение находится за один
просмотр.

Решение задачи, двойственной к PK , сводится к решению следующей
задачи: найти

max
∑

θ∈T

∑

i∈I

fiθziθ

при условиях: ∑

θ∈T

ziθ ≤ 1, i ∈ I,

∑

i∈I

biθziθ ≤ Kθ, θ ∈ T,

ziθ ∈ {0, 1}, i ∈ I, θ ∈ T.

Эта задача известна как обобщенная задача о назначениях [183]. В случае
bit = 1, i ∈ I, t ∈ T , она принимает вид транспортной задачи и легко реша-
ется точно. В общем случае она является NP-трудной, и для ее решения
разработаны точные и приближенные алгоритмы [199, 246].
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2.4.4 Задачи с фактором серийности

Рассмотрим обобщение исходной задачи, когда стоимость производства из-
делий cit, i ∈ I, t ∈ T , не является постоянной величиной, а зависит от
суммарного объема выпуска изделий

cit = cit

(∑

τ∈T

viτ

)
, i ∈ I, t ∈ T.

Будем предполагать, что для каждого i ∈ I заданы интервалы серийности
wi:

0 < wi1 < wi2 < · · · < wiq1
=

∑

τ∈T

Viτ ,

внутри каждого из которых стоимость производства остается постоянной
величиной, а при переходе из одного интервала в другой может меняться
произвольно.

Алгоритм решения такой задачи также основан на полиномиальной раз-
решимости релаксированной задачи LR(λ), при построении которой задача
Siθ принимает следующий вид: найти

fiθ = max
∑

t≥θ

{ ∑

j∈Jt

(λj − cj)xj − ct

( ∑

τ∈T

viτ

)
vt

}

при условиях: ∑

j∈Jt

pjxj ≤ v0
t +

∑
τ=t−ρ+1

vτ , t ≥ θ,

0 ≤ vt ≤ Vt, t ≥ θ,

0 ≤ xj ≤ 1, j ∈ Jt, t ≥ θ.

Алгоритм решения данной задачи последовательно рассматривает все
интервалы серийности [wk−1, wk), 1 ≤ l ≤ qi, и на каждом из них решает
следующую вспомогательную задачу: найти

fk = max
∑

t≥θ

{ ∑

j∈Jt

(λj − cj)xj − ct(wk−1, wk)vt

}

при условиях: ∑

j∈Jt

pjxj ≤ v0
t +

∑
τ=t−ρ+1

vτ , t ≥ θ,

wk−1 ≤
∑

t≥θ

vt < wk,

0 ≤ vt ≤ Vt, t ≥ θ,
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0 ≤ xj ≤ 1, j ∈ Jt, t ≥ θ,

где ct(wk−1, wk) — постоянная величина, равная стоимости производства
i-го образца в t-м году при объемах партии в интервале от wk−1 до wk.
Очевидно, что fiθ = max

k
fk.

При ρi ≥ 1 эта задача упрощается и ее оптимальное решение находится
с трудоемкостью O(nqi(l + n log n)). В общем случае она является задачей
линейного программирования и решается стандартными методами.

Предположим, что стоимость производства изделий на каждом интерва-
ле серийности задается линейной функцией ct(v) = c0

t (wk−1, wk) + ct(wk−1,

wk)vt, t ∈ T . В этом случае последняя задача не меняет своего вида, но
величина fiθ находится с помощью равенства

fiθ = max
k

(
fk +

∑

t≥θ

c0
t (wk−1, wk)

)
.

2.4.5 Результаты тестовых расчетов

Разработанные алгоритмы реализованы на языке ПАСКАЛЬ и тестирова-
лись при следующей размерности: m = 50, n = 50, l = 5, nt = 10, t ∈ T .

Массивы исходных данных формировались с помощью датчика псевдо-
случайных чисел с равномерным распределением. Значения величин вы-
бирались следующим образом: c0

it = 300c0, cit ∈ [1, 10], cij ∈ [1, 1000],
pij ∈ [1, 10], bit = 1, v0

it = 0. Матрицы (cij) и (pij) на 30% заполнялись
числом 106. Результаты расчетов изображены на рис. 5. Погрешности δ1

и ε1 вычислялись при ρi = 1, Vit = 100, B = 3, величины δ2 и ε2 — при
ρi = 1, Vit = 100, B = 50.
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Рис. 5

Каждая точка излома является средним значением относительной по-
грешности для 30 тестовых задач. Отметим, что при c0 = 0 исходная задача
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остается обобщением NP-трудной задачи о K-медиане [195]. В этом случае
при B = 3 разрыв двойственности составляет заметную величину (от 7 до
15%), а предлагаемый алгоритм почти не ошибается (δ = 0, 16%).

При больших значениях параметра c0 исходная задача вырождается и
фактически становится задачей о минимальном покрытии. Начальные за-
траты доминируют в целевой функции, и если алгоритму удается найти
минимальную номенклатуру для выполнения всех работ, то получается
точное решение задачи. В противном случае отклонение от оптимума до-
стигает 10%.

Время решения одной задачи при ρi = 1 в среднем составляет 2–3 мину-
ты, при ρi = 5 — от 10 до 15 мин. При промежуточных значениях ρi время
решения, по-видимому, будет больше. В связи с этим возникает потреб-
ность в специализированных алгоритмах для задачи Siθ при произвольных
ρi, i ∈ I. Кроме того, на практике часто возникает ситуация, когда часть
технических средств ежегодно выходит из строя еще до окончания срока
эксплуатации. В этом случае ограничения (2.22) принимают вид

∑

j∈Jt

pijxij ≤ v0
ijyit +

t∑
τ=t−ρi+1

siτviτ , i ∈ I, t ∈ T,

где величины siτ задают долю изъятия технических средств в течение сро-
ка эксплуатации.

Другим важным обобщением являются динамические задачи с суммар-
ными ограничениями на ежегодные объемы производства изделий или (и)
на суммарный состав системы в каждом году. Для таких моделей требу-
ется как минимум существенная переработка алгоритмов или разработка
принципиально других подходов.
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Глава 3

Метаэвристики

3.1 Метаэвристики для задач комбинаторной
оптимизации

Развитие численных методов решения NP–трудных задач идет в целом по
двум направлениям: точные и приближенные методы. Мы не будем ка-
саться точных методов, хотя это очень интересная и быстро развивающа-
яся область (см., например [226]). Остановимся подробнее на приближен-
ных методах. Фактически здесь имеются две больших ветви: алгоритмы
с гарантированными оценками точности и эвристики. Первое направление
касается, как правило, полиномиальных алгоритмов, для которых удает-
ся установить оценку погрешности в худшем случае или в среднем. Этому
посвящены сотни статей и монографий с блестящими математическими ре-
зультатами (см., например [101, 192]). Однако на практике такие подходы
редко находят применение. Для многих задач комбинаторной оптимизации
и, в частности, дискретных задач размещения, погрешность любого поли-
номиального алгоритма не может быть ограничена константой. Это обсто-
ятельство подталкивает к разработке неполиномиальных алгоритмов, сре-
ди которых наибольшей эффективностью отличаются метаэвристики. Сам
термин метаэвристика был предложен в [156] для обозначения достаточно
общих эвристических схем решения задач комбинаторной оптимизации и
не только их. В отличие от алгоритмов с оценками, метаэвристики не при-
вязываются к специфике решаемой задачи. Это достаточно общие итера-
ционные процедуры, использующие рандомизацию и элементы самообуче-
ния, интенсификацию и диверсификацию поиска, адаптивные механизмы
управления, конструктивные эвристики и методы локального поиска. Нет
и, наверное, не может быть точного определения метаэвристики. Попытки
дать такое определение можно найти в [114]. К метаэвристикам приня-
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то относить методы имитации отжига Simulated Annealing (SA), поиск с
запретами Tabu Search (TS), генетические алгоритмы Genetic Algorithms
(GA) и эволюционные методы Evolutionary Computation (EC), а также по-
иск с чередующимися окрестностями Variable Neighborhood Search (VNS),
муравьиные колонии Ant Colony Optimization (ACO), вероятностные жад-
ные алгоритмы Greedy Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP) и
др. [129, 88, 120, 144]. Идея этих методов основана на предположении, что
целевая функция решаемой задачи имеет много локальных экстремумов, а
просмотр всех допустимых решений невозможен, несмотря на конечность
их числа. В такой ситуации нужно сосредоточить поиск в наиболее пер-
спективных частях допустимой области. Таким образом, задача сводится
к выявлению таких областей и быстрому их просмотру. Каждая из метаэ-
вристик решает эту проблему по-своему.

Метаэвристики принято делить на траекторные методы, когда на каж-
дой итерации имеется одно допустимое решение и осуществляется переход
к следующему, и на методы, работающие с семейством (популяцией) реше-
ний. К первой группе относятся TS, SA, VNS, GRASP. Траекторные методы
оставляют в пространстве поиска траекторию, последовательность реше-
ний, где каждое решение является соседним для предыдущего относитель-
но некоторой окрестности. Понятие окрестности играет здесь центральную
роль. В методах TS, SA окрестность определяется заранее и не меняется
в ходе работы. Целевая функция вдоль траектории меняется немонотон-
но, что позволяет "выбираться" из локальных экстремумов и находить
всё лучшие и лучшие приближенные решения задачи. Элементы самоадап-
тации позволяют менять управляющие параметры алгоритмов, используя
предысторию поиска. Более сложные методы, например, VNS, используют
несколько окрестностей и меняют их систематически в целях диверсифи-
кации. Фактически при смене окрестности происходит смена ландшафта
[232, 233]. Сознательное изменение ландшафта, как, например, это проис-
ходит в методе шума (Noising method, [122]), благотворно сказывается на
результатах поиска. Изучение ландшафтов, их свойств, например, изрезан-
ности (ruggedness) позволяет давать рекомендации по выбору окрестности
для траекторных методов ([99], см. также [232, 233]).

Ко второй группе методов относятся GA, EC, ACO и др. [129, 88, 120].
На каждой итерации этих методов строится новое решение задачи, которое
основывается уже не на одном, а на нескольких решениях из популяции.
В генетических и эволюционных алгоритмах для этих целей используются
процедуры скрещивания (crossover) и целенаправленных мутаций. В мето-
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дах ACO применяется другая идея, основанная на сборе статистической
информации о наиболее удачных найденных решениях. Эта информация
учитывается в вероятностных жадных алгоритмах и подсказывает, какие
именно компоненты решений (ребра графа, предприятия, элементы систе-
мы технических средств) чаще всего приводили ранее к малой погрешно-
сти. Методы этой группы, как правило, основаны на аналогиях в живой
природе. Идея ACO является попыткой имитации поведения муравьев, ко-
торые почти не имеют зрения и ориентируются по запаху, оставленному
предшественниками. Сильно пахнущее вещество, феромон, является для
них индикатором деятельности предшественников. Оно аккумулирует в
себе предысторию поиска и подсказывает дорогу к муравейнику. Попыт-
ки подглядеть у природы способы решения трудных комбинаторных задач
находят все новые и новые воплощения в численных методах. Например,
при инфекции организм старается подобрать (породить, сконструировать)
наиболее эффективную защиту. Наблюдение за этим процессом привело к
рождению новой метаэвристики — искусственных иммунных систем [120].
Исследование жизнедеятельности пчелиного улья, где только одна матка
оставляет потомство, послужило основой для новых генетических методов
[141]. Однако наибольший прогресс в области метаэвристик наблюдается
на пути их гибридизации, построения гиперэвристик [120], автоматически
подбирающих наиболее эффективные эвристики для данного примера и
симбиоз с классическими методами математического программирования
[154, 35].

Остановимся подробнее на последнем направлении. Здесь наблюдается
достаточно широкий спектр исследований:

– построение экспоненциальных по мощности окрестностей, в которых
поиск наилучшего решения осуществляется за полиномиальное время пу-
тем решения вспомогательной оптимизационной задачи [92, 164, 165, 190,
44];

– исследование операторов скрещивания, базирующихся на точном или
приближенном решении исходной задачи на подмножестве, заданном ро-
дительскими решениями [90, 106, 107, 33, 34, 117];

– гибридизация метаэвристик с точными методами, например, с мето-
дами ветвей и границ [25, 157] и динамического программирования [243].

– разработка новых точных методов, использующих идеи локального
поиска [146];

– применение разных математических формулировок решаемой задачи
и использование различных кодировок решений в метаэвристиках [204, 189]
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и др. Обзор достижений в данном направлении можно найти в [114].
В нижеследующих разделах этой главы будут показаны возможности

применения метаэвристик при решении дискретных задач размещения. Ве-
роятностные жадные алгоритмы исследуются на примере многостадийной
задачи размещения. Два варианта таких алгоритмов : "Лидер группы" и
"Случайный аутсайдер", последний из которых основан на приближенном
решении линейной релаксации задачи, экспериментально исследуются на
четырех классах тестовых примеров. Установлен характер зависимости от-
носительной погрешности получаемых решений от параметров алгоритмов.
Показано, что вероятность получения точного решения задачи может быть
сделана сколь угодно близкой к единице. Определены статистические зна-
чения математического ожидания погрешности, её среднеквадратичного
отклонения, а также вероятность нахождения такого решения и прибли-
женного решения с погрешностью не более одного процента. Показано, что
вероятностные алгоритмы имеют лучшие характеристики, чем их детер-
минированные аналоги, хотя и являются более трудоемкими.

Новый вариант алгоритма поиска с запретами исследуется на примере
дискретных задач безусловной оптимизации. Как показано в первой главе,
многие дискретные задачи размещения сводятся к этому классу. Найдены
условия на параметры предлагаемого алгоритма, при которых вероятность
получения точного решения задачи стремится к единице с ростом числа
итераций. Показано влияние параметров алгоритма на качество получае-
мых решений.

Алгоритмы генетического локального поиска исследуются применитель-
но к задаче о p-медиане с предпочтениями клиентов. В качестве популяции
в этом подходе используется некоторое множество локальных оптимумов
относительно новой мощной окрестности типа Лина–Кернигана. Для оцен-
ки качества получаемых решений используются сведения исходной задачи
к задаче целочисленного линейного программирования. Предложено но-
вое сведение, доминирующее уже известные по значению целевой функции
линейной релаксации.

Возможности построения гибридных алгоритмов иллюстрируются на
конкурентной задаче о p-медиане. Предложен гибридный алгоритм, сочета-
ющий в себе достоинства генетических алгоритмов и траекторных методов,
в частности, вероятностного поиска с запретами. Показаны возможности
применения данного подхода к точному решению задачи.
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3.2 Вероятностные жадные алгоритмы

В данном разделе для решения многостадийной задачи размещения пред-
ставлены новые вероятностные жадные алгоритмы «лидер группы» и «слу-
чайный аутсайдер», приведены их характеристики и указаны возможные
пути модификации этих алгоритмов.

Напомним, что многостадийная задача размещения может быть сфор-
мулирована в виде задачи поиска минимума следующей целевой функции:

∑

i∈I

fi max
p∈Pi

{yp}+
∑

p∈P

f 0
pyp +

∑

j∈J

min
p∈P

{cpj | yp = 1}.

Пусть S = {p ∈ P | yp = 1}. Тогда эту целевую функцию можно предста-
вить следующим образом

F (S) =
∑

i:S∩Pi 6=∅
fi +

∑

p∈S

f 0
p +

∑

j∈J

min
p∈S

cpj,

и задача сводится к поиску непустого подмножества S ⊆ P , при котором
функция F (S) принимает наименьшее значение.

Одним из наиболее простых и естественных способов приближенного
решения этой задачи является алгоритм координатного спуска (КС). Он
начинает свою работу с нулевого решения. На каждой итерации алгорит-
ма выбирается некоторый элемент p ∈ P и соответствующая переменная
yp полагается равной единице. Выбор элемента осуществляется по прин-
ципу наибольшего уменьшения значения целевой функции. Если на неко-
торой итерации добавление любого элемента не приводит к уменьшению
целевой функции, то алгоритм заканчивает свою работу. Обозначим через
ρl = F (S) − F (S ∪ {l}) изменение целевой функции при добавлении l-го
элемента и положим M =

∑
p∈P

f 0
p +

∑
i∈I

fi +
∑
j∈J

max
p∈P

cpj. Алгоритм координат-

ного спуска заключается в следующем.

Алгоритм КС

1. Положить S = Ø, F (Ø) = M .
2. Вычислить ρp, p ∈ P .
3. Найти элемент l с наибольшим приращением ρl = max{ρp | p ∈ P}.

Если ρl ≤ 0, то перейти на шаг 5.

4. Добавить элемент l в множество S и вернуться на шаг 2.
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5. Положить F = F (S).

Алгоритм KC является детерминированным и полиномиальным. Его
относительная погрешность

ε = (F − F ∗)/F ∗, где F ∗ — оптимум задачи,

в худшем случае растет не медленнее логарифмической функции от раз-
мерности задачи, если верно предположение о несовпадении классов NP и
DTIME(mO(log log m)) [142]. Однако в среднем относительная погрешность
алгоритма невелика.

Для исследования этого и других алгоритмов решения задачи выделим
четыре класса (R, R0, E, E0) тестовых примеров:

R : f 0
p = 3000, fi = 3000, cpj ∈ [0, 1000];

R0 : f 0
p = 0, fi = 3000, cpj ∈ [0, 1000];

E : f 0
p = 3000, fi = 3000, cpj— евклидовы расстояния;

E0 : f 0
p = 0, fi = 3000, cpj— евклидовы расстояния.

Все примеры имеют следующую размерность: n = 100, m = 50, |P | = 100,
|Ip| = 4, p ∈ P . Различие между классами состоит в матрице (cpj) и векторе
(f 0

p ). В классах R, R0 величины cpj выбираются случайно с равномерным
распределением на интервале [0,1000]. В классах E, E0 величины cpj яв-
ляются евклидовыми расстояниями на плоскости между точками p и j.
Координаты точек выбираются случайно с равномерным распределением
в квадрате 1000× 1000.

Указанные классы задач являются трудными для метода ветвей и гра-
ниц [23] и требуют для точного решения от 10 до 120 мин машинного време-
ни (здесь и далее время счета указано для PC Pentium-166). Если величины
f 0

p , fi выбирать случайно из некоторого интервала, то тестовые примеры
становятся проще. Выбор константы 3000 принципиального значения не
имеет. Увеличение константы приводит к сокращению множества откры-
ваемых предприятий и технологических цепочек, уменьшение константы —
к его расширению.

В каждом классе взято 30 примеров. Для каждого из них найдено точное
решение методом ветвей и границ. Все приближенные алгоритмы тести-
ровались на этих примерах, и результаты сравнивались с точными реше-
ниями. В итоге для каждого алгоритма получены статистические оценки
следующих характеристик:
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M(ε) — математического ожидания относительной погрешности ε,
D(ε) — ее среднего квадратического отклонения (квадратный корень из

дисперсии),
Pr(ε = 0) — вероятности получения точного решения,
Pr(ε ≤ 0, 01) — вероятности получения приближенного решения с от-

носительной погрешностью не более одного процента, а также среднего
времени работы алгоритмов.

Для классов R, R0, E, E0 статистические характеристики алгоритма
KC (в %) приведены в табл. 1. Среднее время работы алгоритма — 0,02 с.

Таблица 1. Характеристики алгоритма KC

Характеристика R R0 E E0

M(ε) 3,38 7,34 2,06 10,22

D(ε) 2,77 4,77 2,91 10,87

Pr(ε = 0) 16,6 10,0 30,0 0

Pr(ε ≤ 0, 01) 26,6 10,0 46,6 0

3.2.1 Алгоритм «лидер группы»

Приведем описание вероятностной версии алгоритма КС, которая имеет
в среднем меньшую погрешность и большую вероятность получения точ-
ного решения. Единственное отличие этого алгоритма от предыдущего со-
стоит в том, что на шаге 2 величины ρp вычисляются не для всего множе-
ства P , а только для его части P ′, выбранной случайно из множества P \S.
Пусть величина q задает вероятность включения номера p ∈ P в подмно-
жество P ′. Вероятностный алгоритм, назовем его «лидер группы» (ЛГ),
может быть записан следующим образом.

Алгоритм ЛГ

1. Положить S = Ø, F (Ø) = M.

2. Сформировать случайным образом подмножество P ′ и вычислить ρp,
p ∈ P ′.
3. Найти координату l, для которой ρl = max{ρp | p ∈ P ′}.
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Если ρl ≤ 0 или P ′ = Ø, то перейти на шаг 5.

4. Добавить элемент l в множество S и вернуться на шаг 2.
5. Положить F = F (S).

Результатом работы алгоритма является случайная величина F(q). При-
меняя алгоритм k раз и выбирая из найденных решений наилучшее, по-
лучаем величину F(q, k). Очевидно, что F(1, k) = F. Если q < 1 и число
испытаний k достаточно велико, то погрешность такого вероятностного ал-
горитма оказывается меньше погрешности детерминированного алгоритма
(рис. 6).

При k = 500 и 0, 2 ≤ q ≤ 0, 7 величина F(q, k) существенно меньше
значения F. Интересно отметить, что характер зависимости средней отно-
сительной погрешности алгоритма от вероятности q различен для классов
R, R0 и E, E0. График этой зависимости напоминает выпуклую функ-
цию для классов R, R0. Для классов E, E0 при q ≥ 0, 2 зависимость от q
монотонная.

a) класс R
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б) класс R0

в) класс E
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г) класс E0

Рис. 6. Зависимость средней погрешности алгоритма от параметра q

В среднем погрешность алгоритма на классе E0 всегда больше, чем на
классе E, и погрешность на классе R0 больше, чем на классе R. В этом
смысле классы E0 и R0 более трудные для жадных алгоритмов, чем классы
E и R.

На каждой итерации алгоритма ЛГ случайным образом формируется
множество P ′ и для каждого элемента этого множества вычисляется при-
ращение целевой функции. В среднем этот шаг алгоритма в 1/q раз менее
трудоемкий, чем шаг алгоритма КC. Многократные испытания алгоритма
ЛГ увеличивают время его работы, но позволяют сократить погрешность
и увеличить вероятность нахождения точного решения. При k = 100 ха-
рактеристики алгоритма для классов задач R, R0, E, E0 значительно пре-
восходят соответствующие показатели детерминированного алгоритма КC
(табл. 2). Среднее время работы алгоритма 1,5 с.

Таблица 2. Характеристики алгоритма ЛГ (k = 100)

Характеристика R R0 E E0

M(ε) 0,61 1,27 0,95 4,03

D(ε) 1,15 1,67 2,06 5,23

Pr(ε = 0) 66,6 49,0 53,3 13,6

Pr(ε ≤ 0, 01) 80,0 62,3 80,0 23,9
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Критерии завершения работы алгоритмов ЛГ и КС не являются самыми
«жадными» из возможных. Если на некотором шаге алгоритма ρp ≤ 0, p ∈
P , то отсюда не следует, что множество S нельзя расширить с улучшением
значения целевой функции. Рассмотрим следующий пример. Пусть |J | =
|P | = 3, |I| = 4, f 0

p = 0, fi = 3/5, Pi = {p ∈ P | qpi = 1} и

(qpi) =




1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1


 , (cpj) =




0 1 1
1 0 1
1 1 0




Алгоритм КС сначала выберет l = 1 и получит S = {1}, F (S) = 0 + 0, 6 +
0 + 1 + 1 = 2, 6. На следующем шаге добавление любого из элементов l =
2, l = 3 приводит к увеличению целевой функции, так как ρ2 = ρ3 = −0, 2.
Включение же сразу двух элементов дает оптимальное решение: F ∗ = 2, 4;
S = {1, 2, 3}.

Критерий окончания работы алгоритмов можно изменить. Например,
в качестве нового критерия можно взять условие P ′ = Ø, а результатом
работы считать наилучшее из найденных решений. Такая модификация
делает алгоритм ЛГ асимптотически точным, т. е. вероятность получения
оптимального решения стремится к единице с ростом числа испытаний [25].
Однако на практике это свойство часто оказывается бесполезным, посколь-
ку может потребоваться слишком много испытаний даже при малой раз-
мерности задачи. Тем не менее, относительная погрешность действительно
заметно падает уже при небольшом числе испытаний. Алгоритм порождает
спектр разных приближенных решений задачи, которые могут и действи-
тельно оказываются полезными для методов локального поиска. В схеме
GRASP к каждому такому решению применяются процедуры локально-
го улучшения [143]. В итоге получается семейство локальных оптимумов,
которое служит основой для построения начальной популяции в эволюци-
онных алгоритмах [196, 206]. В [217, 218] такой подход позволил с малой
(часто нулевой) погрешностью решать задачи размещения большой раз-
мерности.

3.2.2 Условия дополняющей нежесткости

Заменим условия булевости переменных на условия их неотрицательности
и получим следующую задачу линейного программирования: найти

min
{ ∑

i∈I

fixi +
∑

p∈P

f 0
pyp +

∑

j∈J

∑

p∈P

cpjxpj

}
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при условиях: ∑

p∈P

xpj = 1, j ∈ J,

∑

p∈Pi

xpj ≤ xi, i ∈ I, j ∈ J,

xpj ≤ yp, p ∈ P, j ∈ J,

xpj, xi, yp ∈ {0, 1}, i ∈ I, p ∈ P, j ∈ J.

Тогда двойственная задача имеет вид: найти

max
u,v

∑

j∈J

min
p∈P

(
cpj + upj +

∑

i∈Ip

vij

)

при условиях: ∑

j∈J

vij ≤ fi, i ∈ I,

∑

j∈J

upj ≤ f 0
p , p ∈ P,

upj ≥ 0, vij ≥ 0, p ∈ P, i ∈ I, j ∈ J.

Условия дополняющей нежесткости для этих задач записываются следую-
щим образом:

xi

( ∑

j∈J

vij − fi

)
= 0, i ∈ I, yp

( ∑

j∈J

ulj − f 0
p

)
= 0, p ∈ P.

Из этих условий следует, что если (vij, ulj) — оптимальное решение двой-
ственной задачи и для некоторых i, p неравенства строгие, то в оптималь-
ном решении прямой задачи должно быть yp = xi = 0. Эта информация
о решении непрерывной задачи может оказаться полезной при решении
дискретной задачи.

В работах [8, 12, 23] исследовалось поведение приближенных алгорит-
мов решения двойственной задачи. Эти алгоритмы имеют полиномиальную
трудоемкость и строят так называемые «тупиковые» решения, имеющие
небольшую погрешность (около 10− 15% на классах задач R, R0, E, E0).
Тупиковое решение (vij, ulj) обладает тем свойством, что его нельзя улуч-
шить за счет только увеличения значений переменных vij, ulj. Точное опре-
деление тупикового решения дано в работах [11, 12].
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Пусть (vij, upj) — тупиковое решение. Обозначим через ∆fi и ∆f 0
p

невязки в ограничениях двойственной задачи:

∆fi = fi −
∑

j∈J

vij, i ∈ I, ∆f 0
p = f 0

p −
∑

j∈J

upj, p ∈ P.

Положим

q′p = q

(
1−

(
∆f 0

p +
∑

i∈Ip

∆fi

)/(
f 0

p +
∑

i∈Ip

fi

))3

, p ∈ P.

Рассмотрим модификацию алгоритма ЛГ, в которой вместо константы q

используется вектор (q′p), p ∈ P . Смысл такой замены состоит в том, чтобы
уменьшить вероятность рассмотрения переменных yp с ненулевой невязкой
в ограничениях.

Влияние этой замены на погрешность алгоритма изображено на
рис. 7. Средняя погрешность действительно уменьшается, но говорить о кар-
динальных изменениях нельзя. Столь незначительное уменьшение погреш-
ности (в среднем около 0,5 %) связано в первую очередь с большим раз-
рывом двойственности δ = 100%(F ∗ − F )/F ∗, где F — оптимум релакси-
рованной задачи. На классах R, R0, E, E0 эта величина составляла

δR ≈ 15, 2%, δR0
≈ 33, 55%, δE ≈ 7, 06%, δE0

≈ 24, 14%,

что, по-видимому, ослабляло влияние условий дополняющей нежесткости
на работу алгоритма.

a) класс E0
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б) класс R0

Рис. 7. Влияние невязок на погрешность алгоритма ЛГ

3.2.3 Алгоритм «случайный аутсайдер»

С каждой технологической цепочкой p ∈ P свяжем дополнительное пред-
приятие, стоимость открытия которого равна f 0

p . Этот прием позволяет
свести исходную задачу к случаю, когда стоимость открытия любой це-
почки равна нулю. Далее считаем такое сведение выполненным.

Вектору (xi) поставим в соответствие множество K = {i ∈ I | xi =
1} и положим S = {p ∈ P | Ip ⊆ K}. Минимум целевой функции по
переменным xpj при фиксированном векторе (xi) равен величине

F (K) =
∑

i∈K

fi +
∑

j∈J

min
p∈S

cpj,

если S 6= Ø. Полагаем F (K) = M , если S = Ø. Таким образом, многоста-
дийную задачу размещения можно представить как задачу минимизации
функции F (K) по непустым подмножествам K ⊆ I.

Предлагаемый ниже алгоритм, используя тупиковое решение двойствен-
ной задачи и соответствующие невязки ∆fi, строит начальное решение
K1 = {i ∈ I | ∆fi = 0} и затем пытается его улучшить с помощью ве-
роятностной жадной процедуры.

Обозначим через ρi = F (K) − F (K \ {i}) приращения функции F (K)
на текущем решении K. Введем в рассмотрение параметры ϕ, ψ ∈ [0, 1],
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и определим множества

I ′(ϕ) = {i ∈ I | 0 < ∆fi < ϕfi}, I ′′(ψ) =
{

i ∈ K | ρi ≥ ψ max
k∈K

ρk

}
.

Алгоритм «случайный аутсайдер» (СА) последовательно сокращает мно-
жество K, случайным образом удаляя из него элементы множества I ′′(ψ)
(список аутсайдеров), и через заданное число шагов ξ ≥ 2 расширяет мно-
жество K за счет элементов множества I ′(ϕ) (список претендентов).

Алгоритм СА

1. Положить K = K1, K2 = I ′(ϕ), t = 0.
2. Вычислить ρi, i ∈ K. Если max

i∈K
ρi ≤ 0, то перейти на шаг 6.

3. Сформировать множество I ′′(ψ), выбрать случайным образом элемент
i′′ ∈ I ′′(ψ) и удалить его из множества K.
4. Если t < ξ, то положить t = t + 1 и вернуться на шаг 2.
5. Cлучайным образом выбрать элемент i′ ∈ K2 и перенести его из множе-
ства K2 в множество K. Установить t = 0 и вернуться на шаг 2.
6. Положить F = F (K).

Результатом работы алгоритма «случайный аутсайдер» является слу-
чайная величина F. За счет ее дисперсии можно уменьшать погрешность
приближенного решения задачи, увеличивая число испытаний и выбирая
из найденных решений наилучшее.

Алгоритм CА устроен сложнее алгоритма ЛГ. Во-первых, сокращая мно-
жество K, алгоритм через каждые ξ шагов расширяет это множество. Так
как ξ ≥ 2, то это мало влияет на трудоемкость алгоритма, но позволя-
ет повысить его точность. Во-вторых, этот алгоритм использует известное
правило выбора направления спуска, предложенное в [21]. Согласно этому
правилу на шаге 3 алгоритм формирует множество I ′′(ψ), которое может
быть пустым только в том случае, когда все приращения ρi неположитель-
ны. В этом смысле он действует аккуратнее алгоритма ЛГ.

Алгоритм СА не является асимптотически точным, но его можно сде-
лать таковым, изменив правило выбора множества K на первом шаге.
Пусть величины p1 и p2 задают вероятности включения в множество K

элементов множеств K1 и I \K1. Тогда с ненулевой вероятностью уже на
первом шаге алгоритма может быть получено оптимальное решение зада-
чи, и он становится асимптотически точным.
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Средняя погрешность алгоритма при различных значениях параметра
ψ изображена на рис. 8. Значения ϕ = 0, 3 и ξ = 4 выбраны близкими
к наилучшим. Характеристики алгоритма (в процентах) для k = 100, p1 =
1, p2 = 0 и лучших значений параметра ψ приведены в табл. 3. Среднее
время работы алгоритма равно 6,7 с.

a) класс R0

б) класс E0

Рис. 8. Влияние невязок на погрешность алгоритма СА
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Таблица 3. Характеристики алгоритма CA
(ϕ = 0, 3, ξ = 4, k = 100)

Характеристика R R0 E E0

M(ε) 2,02 1,77 2,21 2,16

D(ε) 1,67 1,75 2,42 2,34

Pr(ε = 0) 23,3 45,6 13,3 34,0

Pr(ε ≤ 0, 01) 36,6 57,2 50,0 47,3

Алгоритм СА в среднем ведет себя не хуже алгоритма ЛГ. На классе
E0 он имеет явное преимущество по всем показателям, но на классах R, E

уступает алгоритму ЛГ.
На рис. 9 изображены графики распределения вероятностей относитель-

ной погрешности алгоритмов на классах задач E0 и R0. Значения в нуле
соответствуют доле числа задач, решенных точно. Значения в точке i соот-
ветствуют доле числа задач, для которых относительная погрешность ока-
залась в интервале от i− 1 до i процентов. Для повышения достоверности
результатов каждая из тридцати тестовых задач решалась вероятностны-
ми алгоритмами 10 раз. Из рис. 9 видно, что распределения вероятностей
не подчиняются нормальному закону. Это обстоятельство затрудняет по-
лучение доверительных интервалов для относительной погрешности алго-
ритмов. Тем не менее, каков бы ни был закон распределения, всегда име-
ется возможность вычислить доверительные интервалы для вероятностей
Pr(ε = 0) и Pr(ε1 < ε < ε2).
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a) класс E0

б) класс R0

Рис. 9. Распределения вероятностей для относительной погрешности
алгоритмов СА и ЛГ

Рассмотрим случайную величину x ∈ {0, 1}, принимающую значение 1,
если алгоритм получил точное решение задачи, и 0 в противном случае.
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Обозначим через p вероятность того, что x = 1, и положим q = 1 − p.
Пусть x1, . . . , xN — результаты независимых испытаний алгоритма. Ин-
тервал (γ1, γ2) называется доверительным интервалом с коэффициентом
доверия 1− δ, если

Pr(γ1 < p < γ2) = 1− δ.

Согласно [55] величина p∗ =
∑
i

xi/N является эффективной оценкой, кото-

рая асимптотически нормальна с параметрами (p,
√

pq/N). Полагая γ1 =
p∗ − λ(δ,N)

√
p∗(1− p∗)/N и γ2 = p∗ + λ(δ,N)

√
p∗(1− p∗)/N , получаем

доверительный интервал для p. При δ = 0, 05, N ≥ 120 величина λ(δ,N)
полагается равной 1,96. Аналогично строятся доверительные интервалы
для вероятности Pr(ε1 < ε < ε2).

3.2.4 Принцип ветвления

В работе [23] исследовалось поведение метода ветвей и границ (МВГ) для
многостадийной задачи размещения. Этот метод позволяет находить точ-
ное решение за приемлемое время при размерностях I ≤ 50, L ≤ 100,
J ≤ 100. Для алгоритма характерно быстрое нахождение точного решения
и затем длительная проверка того, что лучшего решения не существует.
Однако с ростом размерности задачи картина меняется. Алгоритм быстро
находит хорошее приближенное решение задачи, но предсказать, когда бу-
дет найдено точное решение, уже затруднительно. Общая схема МВГ ори-
ентирована на достижение одновременно двух целей: найти оптимальное
решение и проверить его оптимальность. Вторая цель является трудно до-
стижимой. Что же касается первой цели, то кратчайший путь к ней может
лежать в сочетании идей ветвления и вероятностных эвристик.

Рассмотрим приближенный полиномиальный алгоритм, который выпол-
няет несколько первых итераций МВГ и на каждой итерации использует
вероятностные жадные алгоритмы. Впервые такой подход был предложен
в [25]. Ключевую роль здесь играют схема ветвления, выбор переменной
для ветвления и применяемый вероятностный жадный алгоритм.
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a) изменение средней относительной погрешности M(ε)

б) изменение частоты получения точного решения Pr(ε = 0)

Рис. 10. Изменение характеристик алгоритма СА
на классе R0 с ростом числа ветвлений

Пусть (xi, xpj) — допустимое решение, полученное на текущей итерации
МВГ. Как и прежде, K = {i ∈ I | xi = 1} и ρi = F (K)−F (K \{i}), i ∈ K.
В качестве переменной для ветвления будем брать такую переменную xt,
для которой ρt = min

i∈K
ρi, и использовать это правило в многосторонней

схеме ветвления.
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Изменение характеристик алгоритма СА с ростом числа итераций МВГ
изображено на рис. 10. Верхняя кривая (рис. 10а) соответствует погрешно-
сти детерминированного алгоритма координатного спуска, нижняя — по-
грешности алгоритма СА при наилучшем выборе параметров, средняя кри-
вая — погрешности алгоритма СА в случае чистого координатного спуска
(I ′(ϕ) = Ø). На первых итерациях МВГ погрешность всех алгоритмов рез-
ко падает и уже к 10-й итерации сокращается более чем в три раза. После
20-й итерации эффективность ветвления уменьшается и погрешность ме-
няется медленно. На классе R0 первых 10 ветвлений оказалось достаточно,
чтобы значительно сократить погрешность и резко увеличить вероятность
получения точного решения (рис. 10б). С ростом числа ветвлений растет
и число испытаний алгоритма. Интересно отметить, что если число испыта-
ний зафиксировать, например, положить k = 600, то средняя погрешность
на классе R0 составит без ветвления 1,16%, а с ветвлением — 0,09%, т. е.
станет на порядок меньше.

Таблица 4. Характеристики алгоритмов ЛГ и СА с ветвлением

Характеристика Алгоритм ЛГ Алгоритм СА
R R0 E E0 R R0 E E0

M(ε) 0,40 0,16 0,53 1,20 0,27 0,36 0,89 0,92
D(ε) 0,64 0,28 1,36 1,18 1,02 0,13 1,27 1,41

Pr(ε = 0) 77,0 88,0 67,7 55,3 78,0 75,7 43,7 58,7
Pr(ε ≤ 0, 01) 86,6 90,7 86,3 67,3 88,8 84,3 70,3 73,4

В табл. 4 приведены характеристики вероятностных алгоритмов при 10
ветвлениях (21 вершина в дереве ветвления). В каждой вершине вероят-
ностные алгоритмы подвергались 10 испытаниям. Сравнивая эти данные,
можно заметить, что разница в результатах незначительная.

Таблица 5. Доверительные интервалы для Pr(ε = 0)

Алгоритм R R0 E E0

ЛГ (72,2; 81,8) (84,3; 91,7) (62,4; 73,0) (49,7; 60,9)

СА (73,1; 82,7) (70,9; 80,5) (38,1; 49,3) (53,1; 63,3)
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Процедура ветвления позволила улучшить все показатели алгоритмов и
сгладить их различия. Среднее время работы алгоритмов ЛГ и СА равно
8,5 и 25 с. В табл. 5 приведены доверительные интервалы для вероятности
получения точного решения задачи при коэффициенте доверия 0,95. Та-
ким образом, сочетание вероятностных эвристик с ветвлением приводит к
лучшим результатам, чем «простое» увеличение числа испытаний.

3.2.5 Модификации алгоритмов ЛГ и СА

Вероятностные жадные алгоритмы являются одним из наиболее быстрых
и эффективных способов приближенного решения NP-трудных задач дис-
кретной оптимизации. Эти алгоритмы просто устроены, легко адаптиру-
ются к изменениям модели. Мы подробно рассмотрели алгоритмы «лидер
группы» и «случайный аутсайдер». Эти алгоритмы по- разному исполь-
зуют элемент рандомизации в своей работе. Первый алгоритм случайным
образом формирует подмножество претендентов и в нем находит лучший
элемент «на добавление». Второй алгоритм просматривает все элементы и
среди них случайно выбирает один «на удаление». Первый алгоритм ра-
ботает с множеством технологических цепочек, второй — с множеством
предприятий. Кроме того, второй алгоритм случайным образом форми-
рует начальное множество и время от времени случайно «расширяет» это
множество. Применяя данные приемы рандомизации, легко построить дру-
гие вероятностные алгоритмы. Например, работа первого алгоритма могла
бы начинаться с частичного решения, построенного с помощью условий
дополняющей нежесткости. Элемент «на добавление» мог бы выбираться
случайно из всего множества координат. Работа второго алгоритма мог-
ла бы опираться не на множество предприятий, а на множество цепочек,
и т. д. Комбинируя эти приемы, можно построить семейство вероятност-
ных жадных алгоритмов и использовать их параллельно для повышения
точности решения задачи.

Вероятностные жадные алгоритмы имеют хорошие показатели качества
вследствие многократности испытаний. При этом испытания алгоритмов
проходили независимо друг от друга. Одним из способов повышения точно-
сти решения задачи является организация совместной работы алгоритмов
на основе зависимых испытаний, использующих анализ предшествующей
«коллективной» работы [1]. Другое перспективное направление исследо-
ваний — сочетание вероятностных жадных алгоритмов с итеративными
асимптотически точными метаэвристиками: имитацией отжига, поиском с

107



запретами, генетическими алгоритмами [88] и др. Возможно, что именно
эти направления позволят быстро и с высокой вероятностью находить оп-
тимальные решения NP-трудных задач.

3.3 Вероятностный поиск с запретами

Алгоритм поиска с запретами относится к классу алгоритмов локального
поиска и является одним из наиболее эффективных средств для решения
задач дискретной оптимизации [157]. Он был предложен Ф. Гловером и хо-
рошо показал себя при решении задач размещения [26, 188, 111, 203], теории
расписаний [189, 98], календарного планирования [54] и др. [129, 120, 157].
Его несомненными достоинствами являются легкая адаптация к сложным
моделям, простота и возможность гибридизации с другими методами, на-
пример, методом ветвей и границ, Лагранжевых релаксаций и т. д. В
настоящем разделе предлагается новый вариант алгоритма поиска с за-
претами, который порождает однородную непериодическую цепь Маркова
с конечным множеством состояний. Установлены условия на параметры
алгоритма, при которых эта цепь является неразложимой. Данные свой-
ства гарантируют сходимость по вероятности наилучшего найденного ал-
горитмом решения к глобальному оптимуму. Для исследования поведения
алгоритма проведены численные эксперименты на трудных в вычислитель-
ном отношении примерах многостадийной задачи размещения. Показано
влияние на качество получаемых решений таких параметров алгоритма,
как степень рандомизации окрестности, длина списка запретов и страте-
гии выбора новых областей для повышения эффективности поиска.

3.3.1 Общая схема

Рассмотрим задачу минимизации целевой функции F (x) на гиперкубе En =
{0, 1}n: найти

min{F (x) | x ∈ En}.
Обозначим через d(x, y) расстояние Хемминга между x и y. Через Nk(x)
обозначим окрестность точки x радиуса k, т. е.

Nk(x) = {y ∈ En | d(x, y) ≤ k}, k = 1, 2, . . . , n.

При k = n множество Nk(x) любой точки x совпадает с En и нахождение в
этой окрестности точки с минимальным значением целевой функции рав-
носильно решению исходной задачи. Поэтому далее будут рассматриваться
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только малые значения k = 1, 2 как наиболее удобные для локального по-
иска, хотя все последующие рассуждения можно обобщить и на случай
произвольного k < n. Стандартный алгоритм локального спуска начинает
свою работу с произвольно выбранной точки x0. На t-м шаге алгоритма
осуществляется переход из текущей точки в соседнюю точку, которая име-
ет минимальное значение целевой функции в окрестности данной точки,
т. е.

F (xt+1) = min{F (y) | y ∈ Nk(x
t)}.

Алгоритм заканчивает работу в точке локального оптимума, когда
F (xt+1) = F (xt). При решении задач дискретной оптимизации типична
ситуация, когда число локальных оптимумов велико и только один из них
является глобальным оптимумом

Fopt = min{F (y) | y ∈ En}.
Для того чтобы алгоритм не останавливался в точке локального оптимума,
а путешествовал от одного локального оптимума к другому, из окрест-
ности удаляется центральная точка и при поиске минимума применяется
следующее правило. Пусть k = 2 и при переходе от xt−1 к xt меняются зна-
чения в координатах (it, jt). Алгоритм хранит такие пары за последние l

шагов и на следующем шаге запрещает движение в данных направлениях.
Упорядоченный список таких пар

ϕt = {(it, jt), (it−1, jt−1), . . . , (it−l+1, jt−l+1)}
называется списком запретов. По построению в списке запретов все пары
разные, и пара (i, j), i 6= j, не запрещает движение по парам (i, i), (j, j)
и наоборот. Для удобства будем считать, что it ≤ jt. Если на t-м шаге ме-
нялось значение только одной координаты, то it = jt. При k > 2 аналогич-
ным образом строятся тройки координат, четверки и т. д. Список запретов
удаляет из окрестности Nk(x

t) ровно l точек. Множество незапрещенных
точек обозначим через Nk(x

t, ϕt). Для того чтобы поиск был эффектив-
ным, целесообразно использовать малые значения l и управлять данным
параметром в ходе работы алгоритма. Ниже будут приведены границы для
l, при которых вероятностный алгоритм поиска с запретами находит гло-
бальный оптимум за достаточно большое число шагов.

Обозначим через Nk(x
t, ϕt, p) вероятностную окрестность, которая полу-

чается из детерминированной окрестности Nk(x
t, ϕt) следующим способом.

Каждая точка y ∈ Nk(x
t, ϕt) с вероятностью p включается в окрестность
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Nk(x
t, ϕt, p) независимо от других точек. Заметим, что с ненулевой вероят-

ностью это множество может оказаться пустым или содержать только одну
точку. Теперь общая схема алгоритма поиска с запретами может быть пред-
ставлена следующим образом.

Вероятностный алгоритм поиска с запретами

1. Выбрать x0 ∈ En и положить FA = F (x0), ϕ0 = Ø, t = 0.
2. Выполнять, пока не сработал критерий остановки.

2.1. Сформировать окрестность Nk(x
t, ϕt, p).

2.2. Если Nk(x
t, ϕt, p) = Ø, то положить xt+1 = xt, иначе найти такую

точку xt+1, что F (xt+1) = min{F (y) | y ∈ Nk(x
t, ϕt, p)}.

2.3. Если F (xt+1) < FA, то изменить значение FA := F (xt+1).
2.4. Обновить список запретов ϕt и счетчик t := t + 1.

3. Предъявить наилучшее найденное решение.

В качестве критерия остановки может использоваться требуемая точ-
ность по отношению к заданной нижней или верхней оценке глобального
оптимума, остановка по общему числу шагов либо числу шагов, в ходе ко-
торых не меняется значение FA. Величины p и l являются управляющими
параметрами алгоритма. Их выбор зависит от специфики оптимизацион-
ной задачи и ее размерности. Варианты этой схемы и их адаптацию к
различным NP-трудным задачам можно найти, например, в [157, 176].

3.3.2 Асимптотические свойства

Пусть l = 0 и p < 1. В этом случае за счет рандомизации окрестности
алгоритм имеет шанс покинуть локальный оптимум даже без списка за-
претов. Выбор точки xt+1 зависит только от текущей точки xt и не зависит
от предыстории, т. е. последовательность {xt} является цепью Маркова с
конечным множеством состояний En. Для любых двух точек x, y ∈ En су-
ществует положительная вероятность перехода из x в y за конечное число
шагов. Следовательно, цепь Маркова является неразложимой и

Pr{FA = Fopt} → 1 при t →∞.

Пусть l > 0. Обозначим через Ω множество всех пар (x, ϕ) таких, что
x ∈ En, ϕ — список запретов. Это множество конечно, и переход от одной
пары к другой также не зависит от предыстории, т. е. последовательность
{(xt, ϕt)} также является конечной цепью Маркова.
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Теорема 13 При любых l и p таких, что 0 < l < n(n− 1)/4 и 0 < p < 1,
вероятностный алгоритм поиска с запретами порождает неразложи-
мую цепь Маркова.

Доказательство. Пусть (x, ξ) ∈ Ω и (y, φ) ∈ Ω. Построим путь от (x, ξ)
до (y, φ) такой, чтобы на каждом шаге вдоль этого пути не нарушались
ограничения из списка запретов. Такой путь можно построить, например,
следующим образом (рис. 11).

Рис. 11. Путь от (x, ξ) до (y, φ)

Обозначим через η множество всех пар (i, j), i < j, и положим φ1 =
φ\η. На первом этапе осуществим переход из точки x в точку x′ со списком
запретов φ′, удовлетворяющим условию η ⊇ φ′ ⊇ φ \ φ1. Для достаточно
этого сначала сделать l шагов по парам из η \ φ, а затем не более l шагов
по φ\φ1. На втором этапе, меняя на каждом шаге только одну координату,
переходим по координатам из списка φ1 в точку z, которая при четном n

отличается от точки 1 − y, а при нечетном n — от точки y. Наконец, на
последнем этапе осуществляем переход из точки z в заданную точку y, по-
лучив в конце пути список φ. Для этого достаточно выполнить все шаги из
множества η \ φ, а затем все шаги в соответствии со списком φ, используя
его в обратном порядке. Так как при выполнении всех шагов из η перехо-
дим из z в z при нечетном n и в 1− z при четном n, то в итоге получаем
требуемый путь. ¤

Следствие 2 При любом x0 ∈ En и любых l и p таких, что 0 < l <
n(n− 1)/4 и 0 < p < 1, справедливы утверждения:

1) FA → Fopt почти наверное при t →∞;
2) существуют такие константы b > 1 и 0 < c < 1, что Pr{FA 6=

Fopt} 6 bct;

111



3) цепь Маркова {(xt, ϕt)} имеет единственное стационарное распре-
деление π(x, ϕ) > 0.

Доказательство. Первое и второе утверждения непосредственно сле-
дуют из свойства неразложимости цепи и того факта, что величина FA мо-
нотонно не возрастает с ростом числа шагов алгоритма. Чтобы проверить
третье утверждение, достаточно заметить (см. [16], гл. 12), что цепь (xt, ϕt)
является непериодической, так как при Nk(x

t, ϕt, p) = Ø имеем xt+1 = xt. ¤

Первое утверждение следствия фактически означает, что алгоритм най-
дет оптимальное решение за достаточно большое число шагов. Нельзя утвер-
ждать, что последовательность {xt} сходится к оптимальному решению,
как это имеет место для алгоритма имитации отжига [87]:

lim
t→∞

Pr{xt ∈ Xopt} = 1,

где Xopt — множество оптимальных решений. Однако для практических
целей это не имеет большого значения, так как всегда можно взять луч-
шее решение FA из последовательности {F (xτ)}, τ ≤ t. Вариант поиска с
запретами, обладающий указанным свойством, можно найти в [140]. Сле-
дует отметить, что этот вариант использует другой способ рандомизации
и концептуально близок к схеме имитации отжига.

Второе утверждение гарантирует сходимость по вероятности величины
FA к оптимальному решению задачи со скоростью геометрической прогрес-
сии. По-видимому, в общем случае нельзя получить нетривиальные оценки
на константу c, не делая никаких предположений относительно целевой
функции [229, 244]. В частных случаях, учитывая специфику задачи, это
удается сделать, правда, для более простых алгоритмов случайного блуж-
дания [228].

Третье свойство гарантирует, что алгоритм порождает эргодическую
цепь Маркова с положительным стационарным распределением π(x, ϕ).
Отметим, что этим свойством обладают многие вероятностные алгорит-
мы. Например, алгоритм, на каждом шаге которого выбирается очередная
точка в En случайным образом с равномерным распределением. Для него
π(x) = 1/|En| = 2−n, x ∈ En. Поэтому сам факт существования положи-
тельного стационарного распределения не является новым. Удивительно
то, насколько сильно эта величина для вероятностного поиска с запретами
отличается в точке глобального оптимума от 2−n. Численные эксперименты
на дискретных задачах размещения дают величины порядка 10−3 − 10−4
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при n = 100 на сложных классах данных. Для метрических задач той
же размерности эта величина имеет порядок 10−2. Таким образом, веро-
ятностный поиск с запретами действительно имеет большие шансы найти
глобальный оптимум.

3.3.3 Варианты алгоритмов

Выше предполагалось, что величина l не меняется в ходе работы алгорит-
ма. Это создает определенные трудности при реализации схемы, так как
заранее неизвестно, какой длины следует брать список запретов.

При малых l алгоритм может начать «циклить». При больших l по-
иск становится малоэффективным. Одно из простых правил регулирова-
ния длины списка запретов состоит в следующем. Если на очередном шаге
алгоритма окрестность Nk(x

t, ϕt, p) оказалась пустой, то в список запре-
тов добавляется фиктивная пара (0, 0). Эта пара ничего не запрещает, но
уменьшает число запретов на единицу. Такой вариант алгоритма с саморе-
гуляцией l также обладает указанными асимптотическими свойствами, но
уже при любых l ≥ 0.

Другое правило управления списком запретов состоит в следую-
щем [110]. На первом шаге алгоритма полагается l = 1. Затем длина списка
меняется в интервале от 1 до lmax в зависимости от того, встречалась ли
точка xt+1 ранее на последних, скажем, L1 шагах алгоритма. Если да, то
величина l увеличивается:

l := min
{
lmax, max{l + 1; 1.1l}}.

Если же за L2 шагов алгоритма все точки были новыми, то величина l

уменьшается:
l := max

{
1, min{l − 1; 0.9l}}.

Хранение и поиск решений осуществляются при помощи хэш-функций
[43], которые позволяют выполнять эти операции в среднем за O(1) дей-
ствий. Проверку списка запретов и его изменение на каждом шаге алго-
ритма тоже можно осуществлять за O(1) действий. Для этого достаточно
хранить список запретов одновременно в двух видах: в виде булевой матри-
цы и вектора, организованного в виде очереди. Проверку принадлежности
списку запретов легко проводить по матрице, а изменение списка — по век-
тору. Если максимальная длина списка lmax не превышает n(n − 1)/4 или
в список запретов добавляются фиктивные пары при пустой окрестности,
то такой вариант алгоритма тоже обладает асимптотическими свойствами.
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Рассмотрим вариант алгоритма, который использует так называемый
критерий ускорения (aspiration criterion [176]). Эта модификация состоит
в том, чтобы отменять запреты и осуществлять переход в запрещенную
точку y, если F (y) < FA. Очевидно, что точка y ранее не встречалась,
и запрет только мешает работе алгоритма. Теперь множество состояний
описывается не парой (xt, ϕt), а тройкой (xt, ϕt, xA), где xA — наилучшее
решение, найденное алгоритмом к шагу t. Выбор очередной тройки снова
не зависит от предыстории, и алгоритм порождает цепь Маркова.

Отметим, что при других способах рандомизации окрестности указан-
ные асимптотические свойства могут и не иметь место; например, если
брать из окрестности r случайных точек [157]. В частности, для r =
|Nk(x)|− l получаем детерминированный алгоритм поиска с запретами. Ес-
ли список запретов слишком мал, то такой алгоритм находит локальный
оптимум и не в состоянии его покинуть. Поэтому требуется достаточно
большой список запретов.

Ниже приведен пример задачи минимизации, для которой детермини-
рованный алгоритм поиска с запретами не способен найти оптимальное
решение при больших списках запретов.

Таблица 6. Поведение детерминированного алгоритма

Циклы Целевая функция

(1,1), (1,2), (2,2) −3 , −3 , −4

(3,3), (1,3), (1,4), (4, 4) −3 , −3 , −3 , −4

. . . −3 , −3 , −3 , −4

(n− 1, n− 1), (1, n− 1), (1, n), (n, n) −3 , −3 , −3 , −4

(2,3), (3,4), (2,4) −2, −2, −4

(2,3), (3,4), (2,4) −2, −2, −2, −4

. . . −2, −2, −2, −4

(2, n− l), (3, n− l), (3, n), (2, n) −2, −2, −2, −4

. . . . . .

(n− 2, n− 1), (n− 1, n), (n− 2, n) −2, −2, −4

Пусть F (x) = −|4 − x1 − . . . − xn|, где n ≥ 10 и четно, а xi ∈ {0, 1}.
Глобальный минимум равен 4 − n. Положим x0 = (0, . . . , 0) и рассмот-

114



рим поведение детерминированного алгоритма для этого примера. На пер-
вом шаге список запретов пуст, т. е. ϕ0 = Ø, и требуется найти точку x1

такую, что F (x1) = min{F (y) | y ∈ N2(x
0, ϕ0)}. Таких точек много.

Выбираем x1 = (1, 0, . . . , 0) как лексикографически максимальную. Па-
ра (1, 1) добавляется в список запретов, ϕ1 = {(1, 1)}, так как изменилась
только первая координата, F (x1) = −3. На втором шаге получаем x2 =
(0, 1, 0, . . . , 0), ϕ2 = {(1, 2), (1, 1)}, F (x2) = −3. На третьем шаге возвра-
щаемся к начальной точке x3 = x0, ϕ3 = {(2, 2), (1, 2), (1, 1)}, F (x3) = −4.
Алгоритм сделал первый цикл. В дальнейшем он будет возвращаться к x0

много раз через циклы длины 3 или 4 (табл. 6).
Легко проверить, что при l ≥ |N2(x

0)| алгоритм поместит все пары
(i, j), i ≤ j, в список запретов и остановится в точке xn(n+1)/2 = x0. Если
при пустой окрестности N2(x

t, ϕt) алгоритм добавляет в список ϕt фик-
тивную пару (0, 0), то через l + 1 − |N2(x

t, ϕt)| шагов первая пара (1, 1)
окажется свободной и все циклы будут повторяться снова. В противном
случае xt+1 = xt, где t ≥ n(n + 1)/2.

При l < |N2(x
0)| алгоритм тоже делает циклы, если l = 2 + 4s, s =

0, . . . , n/2−1; l = 2n+1+4s, s = 0, . . . , n/2−2; и др. (см. табл. 6). Таким
образом, для любого l найдется l′, |l − l′| ≤ 2, такое, что при длине списка
запретов l′ детерминированный алгоритм не сможет найти оптимальное
решение.

3.3.4 Вычислительные эксперименты

Разработанные алгоритмы тестировались на примерах из электронной биб-
лиотеки «Дискретные задачи размещения» (http://math.nsc.ru/AP/
benchmarks/). Тестовые примеры имели следующие параметры:

|J | = 100, |I| = 50, |P | = 100, fi = 3000, f 0
p = 0, |Ip| = 4.

Матрица cpj формировалась следующим образом. Для каждого j ∈ J

случайным образом определялось подмножество P (j) ⊂ P , |P (j)| = 10,
технологических цепочек, доступных потребителю j. Затем с помощью
псевдослучайной величины δ с равномерным распределением на множе-
стве {0, 1, 2, 3, 4} полагалось

cpj =





δ, если p ∈ P (j),

∞ в противном случае.
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Для данного класса задач было сформировано 30 примеров. Методом
ветвей и границ [23] в каждом примере найдено точное решение. Класс
задач оказался достаточно сложным, так как в нем, в частности, содер-
жится нетривиальная подзадача о покрытии. Среднее значение разрыва
целочисленности

∆ = 100%(Fopt − FLP )/Fopt,

где FLP — оптимальное значение линейной релаксации, для этих задач со-
ставило около 45%. Значительный разрыв двойственности предопределил
большое число просматриваемых вершин в дереве ветвлений, в среднем
около 106. Указанный класс значительно сложнее классов из [12, 23, 25]
как для точных методов, так и для вероятностных жадных алгоритмов
и итерационных методов локального поиска.

Для сокращения трудоемкости одного шага алгоритма рассматривалась
более узкая окрестность

N(x) = N1(x) ∪N ′(x) ⊂ N2(x),

где N ′(x) = {y ∈ N2(x) | d(y, 0) = d(x, 0)}. Все эксперименты проводились
для алгоритма с этой окрестностью и c добавлением в список запретов
фиктивной пары (0, 0), если рандомизированная окрестность оказывалась
пустой.

Первый вычислительный эксперимент связан с поиском наилучших зна-
чений p для разных длин списка запретов. Обозначим через ε(T ) среднюю
относительную погрешность

ε(T ) = 100%(FA − Fopt)/Fopt

после выполнения T шагов алгоритма. Изменение погрешности ε(T ) для
одной из тестовых задач при l = 0, 10, 50 изображено на рис. 12.

Каждая точка на графике показывает среднюю погрешность за 50 испы-
таний. Наилучшее значение p∗ лежит в интервале [3%, 9%]. Для сравнения
ε(T ) = 17, 4% при p = 100%, l = 50. Время счета на PC Pentium II 800
MHz составило 152 секунды. При рандомизации p = 10% время счета со-
ставило 21 секунду. Следовательно, детерминированный алгоритм поиска
с запретами дает в среднем худшее решение и затрачивает на его нахож-
дение больше времени.

Аналогичная картина наблюдается и на остальных примерах данного
класса. За 20 тысяч шагов детерминированный алгоритм в 95 случаях из
100 давал большую погрешность, чем вероятностный аналог. По-видимому,
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такая картина должна иметь место для сложных примеров, хотя интуитив-
но кажется, что чем сложнее задача, тем тщательнее надо просматривать
окрестность, и всегда лучше просматривать всю окрестность, чем ее часть.
Тем не менее это не так, по крайней мере для многостадийной задачи раз-
мещения. Для простых задач, когда любой локальный оптимум является
глобальным, детерминированный алгоритм будет скорее всего выигрывать
у вероятностного алгоритма. На сложных же задачах, в которых много ло-
кальных оптимумов и они непредсказуемым образом разбросаны по допу-
стимой области, преимущество, как подсказывает наш опыт, должно быть
на стороне вероятностных алгоритмов.

Рис. 12. Изменение ε(p) при T = 20000
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Рис. 13. Частота получения точного решения для l = 50

Заметим, что относительная погрешность невелика при l = 0. Другими
словами, вероятностный алгоритм локального поиска без списка запретов
позволяет находить достаточно хорошие решения при малых значениях p.
Влияние списка запретов уменьшается при уменьшении p. Таким образом,
рандомизация окрестности сокращает относительную погрешность, время
счета и влияние списка запретов.

Второй вычислительный эксперимент связан с критерием ускорения
(aspiration criterion) и его влиянием на относительную погрешность. На-
помним, что согласно этому критерию разрешается игнорировать список
запретов, если в окрестности текущей точки найдено лучшее значение це-
левой функции, чем FA. Интуитивно понятно, что такой вариант алгоритма
может иметь определенные преимущества, однако численные эксперимен-
ты на указанном классе исходных данных не подтверждают это предполо-
жение. По-видимому, лучшее значение оказывается запрещенным крайне
редко, либо алгоритм многократно возвращается к нему с разными спис-
ками запретов и в итоге все равно находит эту точку или равноценную
ей.

Третий вычислительный эксперимент связан с тезисом о большой до-
лине [45, 115]. Согласно этому тезису в среднем локальные оптимумы рас-
полагаются значительно ближе к глобальному оптимуму, чем случайно
выбранная точка. Распределение локальных оптимумов не является рав-
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номерным. Существует определенная концентрация локальных оптимумов
в малой части допустимой области, которую образно называют горным
массивом (massive central) для задач на максимум или большой долиной
(big valley) для задач на минимум. Если это предположение верно, то при
решении задачи целесообразно запоминать разные точки с небольшим от-
клонением от значения FA, т. е. формировать элиту, и время от времени
выбирать новую стартовую точку среди точек элиты.

Это правило лежит в основе оператора кроссовера (crossover) для ге-
нетических алгоритмов [219]. Точнее, новая стратегия выбора стартовой
точки заключается в следующем. В ходе работы алгоритма формируется
популяция решений, для которых значение целевой функции незначитель-
но отличается от значения FA. Это множество строится так, чтобы все
решения были различны и расстояние Хемминга между ними было доста-
точно велико. В ходе численных экспериментов это расстояние было не
меньше 5, размер популяции равен 10. При смене стартовой точки из это-
го множества равновероятно выбирались два решения (родители). На их
основе строилось новое решение, каждая компонента которого с равной ве-
роятностью принимала значение соответствующей компоненты одного из
родителей (uniform crossover). Затем к полученному решению применял-
ся вероятностный оператор мутации, который с заданной вероятностью
(0,05) менял значение каждой компоненты на противоположное xi → 1−xi.
В дальнейшем такую стратегию выбора стартовой точки будем называть
генетическим стартом.

На рис. 13 изображена частота нахождения оптимального решения для
следующих трех стратегий:

1) генетический старт;
2) выбор случайной стартовой точки, если рекорд FA не меняется в те-

чение 500 шагов;
3) стандартная стратегия без смены стартовой точки.
Частота получения с помощью указанных стратегий приближенного ре-

шения с погрешностью не более 1% изображена на рис. 14. Каждая точка
на этих графиках показывает среднюю величину по 30 испытаниям в 30
тестовых примерах.

В табл. 7 приведены доверительные интервалы для вероятности полу-
чения за 20 тысяч шагов алгоритма точного решения и приближенного
решения с погрешностью не более 1%. Коэффициент доверия 0,95.
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Рис. 14 Частота получения решений с погрешностью ε 6 1%; l = 50

Рис. 13 и 14 свидетельствуют о преимуществе стратегии, основанной
на гипотезе большой долины. По-видимому, данный эксперимент можно
рассматривать как косвенное подтверждение гипотезы о концентрации ло-
кальных оптимумов для исследуемого класса исходных данных.

Таблица 7. Доверительные интервалы

Стратегия ε = 0 ε ≤ 1%

1 0, 541− 0, 605 0, 701− 0, 759

2 0, 460− 0, 524 0, 610− 0, 672

3 0, 272− 0, 330 0, 403− 0, 467

Выше рассматривались варианты алгоритма, когда порог рандомиза-
ции окрестности был фиксирован. Увеличение порога ведет к более тща-
тельному исследованию области решений, близких к xt. При уменьшении
порога алгоритм стремится сменить область поиска. Управление этим па-
раметром может повысить эффективность алгоритма и решить проблему
выбора оптимальной рандомизации поиска. Разработка адаптивной стра-
тегии управления этим параметром представляется важным направлением
на пути совершенствования данного подхода.
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Другим интересным направлением исследований является поиск наибо-
лее трудных классов задач для локального поиска. Если число локальных
оптимумов растет экспоненциально с ростом размерности задачи [188], то
для локального поиска задача становится достаточно трудной. Интерес-
но найти другие трудные случаи и дать их классификацию, например, с
точки зрения распределения локальных оптимумов. Генерация трудных
примеров и объяснение, почему эти примеры оказываются трудными для
разных подходов, способствуют лучшему пониманию природы NP-трудных
задач и совершенствованию алгоритмов их решения.

3.4 Генетический локальный поиск

Эволюционные алгоритмы (ЭА), к числу которых относятся генетические
алгоритмы [177], эволюционные стратегии [216], алгоритмы генетического
программирования [194] и др., берут свое начало в пионерских работах Дж.
Голланда [177], Л. Фогеля, А.Оуэнса и М. Уолша [81]. В этих работах прин-
ципы биологической эволюции были впервые использованы для решения
задач синтеза эффективных структур и создания систем искусственного
интеллекта. Почти одновременно с возникновением метода эволюционно-
го моделирования А.Г. Ивахненко и Л.А.Растригиным были предложены
методы группового учета аргументов [38] и случайного поиска [69, 68], где
также использовались идеи эволюции и случайной мутации.

Основная идея ЭА состоит в компьютерном моделировании процесса
эволюции, основанном на факторах изменчивости, наследования и отбора
наиболее приспособленных особей. Эволюционное моделирование исполь-
зуется не для исследования биологических популяций, а для решения задач
оптимизации и принятия решений. Разработчик ЭА выступает в данном
случае как "создатель", который должен правильно установить законы
эволюции, чтобы достичь желаемой цели, т.е. получить оптимальное ре-
шение в сложной экстремальной задаче. Впервые эти нестандартные идеи
были применены к решению оптимизационных задач в середине 70-х го-
дов [69, 119]. Примерно через десять лет появились первые теоретические
обоснования этого подхода [177, 216, 230]. На сегодняшний день генетиче-
ские алгоритмы доказали свою конкурентоспособность при решении мно-
гих NP-трудных задач [33, 159, 217, 218, 129, 203] и особенно в практиче-
ских приложениях, где математические модели имеют сложную структуру
и применение стандартных методов типа ветвей и границ, динамического
или линейного программирования крайне затруднено [246, 120].

121



Одним из наиболее эффективных вариантов ЭА является алгоритм ге-
нетического локального поиска. В этом алгоритме элементами популяции
являются локальные оптимумы. В англоязычной литературе такие алго-
ритмы получили название Memetic Algorithms (MA). Интерес к ним с ма-
тематической точки зрения вполне оправдан. Если элементами популяции
являются только локальные оптимумы, то в ходе работы алгоритма нахо-
дятся все новые и новые локальные оптимумы. Возникают естественные
вопросы о качестве локальных оптимумов, трудоемкости их получения,
характеристиках ландшафтов и др. Таким образом, МА можно рассмат-
ривать как усиленный вариант ЭА, в котором основной упор делается на
целенаправленный поиск глобального оптимума или локальных оптимумов
с малой погрешностью.

3.4.1 Генетический алгоритм

Общую схему генетических алгоритмов проще всего понять, рассматривая
задачи безусловной оптимизации

max{F (s) | s ∈ Bn}, Bn = {0, 1}n.

Примерами таких задач служат задачи размещения, стандартизации, вы-
полнимости и др. Стандартный генетический алгоритм начинает свою ра-
боту с формирования начальной популяции Π0 = {s1, s2, . . . , sm} — конеч-
ного набора допустимых решений задачи. Эти решения могут быть выбра-
ны случайным образом или получены с помощью вероятностных жадных
алгоритмов. Как мы увидим ниже, выбор начальной популяции не имеет
значения для сходимости процесса в асимптотике, однако формирование
"хорошей" начальной популяции (например, из множества локальных оп-
тимумов) может заметно сократить время достижения глобального опти-
мума.

На каждом шаге эволюции с помощью вероятностного оператора се-
лекции выбираются два решения, родители s1, s2. Оператор скрещивания
по этим решениям строит новое решение s′. Оно подвергается небольшим
случайным модификациям, которые принято называть мутациями. Затем
это решение добавляется в популяцию, а решение с наименьшим значением
целевой функции удаляется из популяции. Общая схема такого алгоритма
может быть записана следующим образом.
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Генетический алгоритм

1. Выбрать начальную популяцию Π0 и положить k = 0.
2. Пока не выполнен критерий остановки делать следующее.

2.1. (Селекция) Выбрать родителей s1, s2 из популяции Πk.
2.2. (Скрещивание) Построить s′ по решениям s1, s2.
2.3. (Мутация) Модифицировать s′.
2.4. Обновить популяцию и положить k = k + 1.

3. Предъявить лучшее найденное решение.

Остановимся подробнее на основных операторах этого алгоритма: селек-
ции, скрещивании и мутации. Среди операторов селекции наиболее распро-
страненными являются два вероятностных оператора пропорциональной и
турнирной селекции. При пропорциональной селекции вероятность на k-м
шаге выбрать решение si в качестве одного из родителей задается форму-
лой

P{si} =
F (si)∑

s∈Πk

F (s)
, si ∈ Πk,

в предположении, что F (s) > 0 для всех s ∈ Sol. При турнирной селек-
ции формируется случайное подмножество из элементов популяции и среди
них выбирается один элемент с наибольшим значением целевой функции.
Турнирная селекция имеет определенные преимущества перед пропорци-
ональной, так как не теряет своей избирательности, когда в ходе эволю-
ции все элементы популяции становятся примерно равными по значению
целевой функции. Операторы селекции строятся таким образом, чтобы с
ненулевой вероятностью любой элемент популяции мог бы быть выбран в
качестве одного из родителей. Более того, допускается ситуация, когда оба
родителя представлены одним и тем же элементом популяции.

Как только два решения выбраны, к ним применяется вероятностный
оператор скрещивания (crossover). Существует много различных версий
этого оператора [159], среди которых простейшим, по видимому, является
однородный оператор. По решениям s1, s2 он строит решение s′ присваи-
вая каждой его координате значение соответствующей координаты одного
из родителей с вероятностью 0,5. Если векторы s1, s2 совпадают, скажем,
по первой координате, то вектор s′ "унаследует" это значение. Геометри-
чески, оператор скрещивания случайным образом выбирает в гиперкубе
вершину s′, которая принадлежит минимальной грани, содержащей вер-
шины s1, s2. Можно сказать, что оператор скрещивания старается выбрать
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новое решение s′ где-то между s1 и s2, полагаясь на удачу. Более акку-
ратная процедура могла бы выглядеть таким образом. Новым решением s′

является оптимальное решение исходной задачи на соответствующей гра-
ни гиперкуба. Конечно, если расстояние Хэмминга между s1 и s2 равно n,
то задача оптимального скрещивания совпадает с исходной. Тем не менее,
даже приближенное решение этой задачи вместо случайного выбора за-
метно улучшает работу генетического алгоритма [90, 107, 33]. По аналогии
с однородным оператором скрещивания легко предложить и другие опе-
раторы, использующие не только два, но и произвольное число решений
из популяции. Например, в [207] использовалось восемь родителей. Другие
примеры можно найти в [129, 120].

Оператор мутации, применяемый к решению s′ в п. 2.3. генетическо-
го алгоритма, с заданной вероятностью pm ∈ (0, 1) меняет значение каж-
дой координаты на противоположное. Например, вероятность того, что
s′ = (0, 0, 0, 0, 0) в ходе мутации перейдет в s = (1, 1, 1, 0, 0), равна pm ×
pm×pm×(1−pm)×(1−pm) > 0. Таким образом, с ненулевой вероятностью
решение s′ может перейти в любое другое решение. Отметим, что модифи-
кация решения s′ может состоять не только в случайной мутации, но и
в частичной перестройке решения алгоритмами локального поиска. При-
менение локального спуска позволяет генетическому алгоритму сосредото-
читься только на локальных оптимумах. Множество локальных оптимумов
может оказаться экспоненциально большим и на первый взгляд кажется,
что такой вариант алгоритма не будет иметь больших преимуществ. Одна-
ко экспериментальные исследования распределения локальных оптимумов
свидетельствуют о высокой концентрации их в непосредственной близости
от глобального оптимума [115]. Отчасти этот тезис объясняет работоспособ-
ность генетических алгоритмов. Если в популяции собираются локальные
оптимумы, которые сконцентрированы в одном месте, и очередное решение
s′ выбирается где-то между двумя произвольными локальными оптимума-
ми, то такой процесс имеет много шансов найти глобальный оптимум. Ана-
логичные рассуждения объясняют работоспособность и других локальных
алгоритмов. Более того, этот тезис подсказывает способ построения слож-
ных тестовых примеров. Если локальные оптимумы удается распределить
по всей допустимой области и нет концентрации хороших локальных опти-
мумов в малой части допустимой области, то методам локального поиска
будет трудно найти точное решение задачи. Примеры таких классов исход-
ных данных для задач размещения можно найти, например, в [186, 188].

Перейдем теперь к анализу генетического алгоритма с позиций цепей
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Маркова [223]. На каждом шаге эволюции алгоритм имеет дело с популя-
цией — набором из m случайных решений. Множество состояний такого
стохастического процесса — все возможные популяции. Переход одной по-
пуляции к другой не зависит от того, каким образом была получена данная
популяция, а зависит только от состава самой популяции. Другими слова-
ми, генетический алгоритм порождает цепь Маркова на конечном множе-
стве состояний. Так как оператор мутации за один шаг позволяет достичь
любое решение задачи и, в частности, оптимальное решение, то с ростом
числа шагов вероятность найти глобальный оптимум стремится к едини-
це. Если при изменении популяции наилучшее найденное решение всегда
остается в популяции, то в пределе она будет состоять из одних оптималь-
ных решений задачи. Таким образом, имеет место сходимость по вероятно-
сти наилучшего найденного решения к глобальному оптимуму. Отметим,
что аналогичным свойством обладает и примитивный случайный поиск.
Поэтому данное утверждение говорит скорее о правилах построения мута-
ций. Их нужно конструировать таким образом, чтобы имелась ненулевая
вероятность перехода в произвольное решение задачи. Отсутствие оценок
скорости сходимости свидетельствует о слишком большой общности рас-
сматриваемого алгоритма. Для получения нетривиальных оценок нужно
конкретизировать решаемую задачу, учесть ее специфику. Без этих уточ-
нений в самом общем виде усилить результаты об асимптотическом пове-
дении ЭА вряд ли удастся.

3.4.2 Генетический алгоритм для задачи МПК

Рассмотрим варианты адаптации общей схемы генетических алгоритмов
к задаче о p-медиане с предпочтениями клиентов (МПК) из раздела 1.3.
Напомним, что эта задача может быть представлена следующим образом:
найти

min
y

F (y)

∑

i∈I

yi = p

yi ∈ {0, 1}, i ∈ I.

В качестве пространства поиска естественно взять p-й слой гиперкуба Bm,
т. е. все векторы yi ∈ {0, 1}, i ∈ I, удовлетворяющие условию

∑
i∈I yi = p, а

в качестве функции пригодности — целевую функцию F (y). Такой выбор
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представляется обоснованным, так как целевая функция чувствительна к
небольшим изменениям аргумента.

Операторы селекции используют функцию F (y) для выбора родитель-
ской пары. Наряду с турнирной и пропорциональной селекцией рассмотрим
третий оператор, получивший название "лучший и случайный". Согласно
этому оператору в качестве одного из родителей всегда берется лучший
элемент популяции. Второй родитель выбирается из оставшихся элементов
случайным образом с равномерным распределением. Такой оператор позво-
ляет имитировать поведение алгоритма локального поиска с чередующи-
мися окрестностями [202], когда хранится только наилучший найденный
локальный оптимум.

После выбора родительской пары y1, y2 выполняется оператор скрещи-
вания. Рассмотрим четыре типа таких операторов: равномерный, жадный,
одноточечный и связывающих путей (path relinking).

При равномерном операторе новое допустимое решение y′ строится
следующим образом. Если y1

i = y2
i для некоторого i ∈ I, то y′i наследует это

значение: y′i = y1
i = y2

i . Для остальных i ∈ I сначала полагается y′i = 0, а
затем выполняется следующая итерационная процедура. Выбирается одна
из координат, для которой y′i = 0 и полагается y′i = 1. Выбор координаты
проводится случайным образом с равномерным распределением. Процеду-
ра останавливается, как только

∑
i∈I y′i = p.

При жадном операторе итерационная процедура предусматривает бо-
лее осмысленный выбор координаты, для которой y′i полагается равной еди-
нице. Среди претендентов выбирается та координата, для которой умень-
шение целевой функции будет наибольшим. Если уменьшение целевой функ-
ции таким способом невозможно, то выбирается координата с наименьшим
увеличением целевой функции. В остальном жадный оператор совпадает
с равномерным. По сути данный оператор предполагает решение исходной
задачи с помощью жадной процедуры на множестве координат, где роди-
тели отличаются друг от друга.

Одноточечный оператор скрещивания хорошо известен и часто при-
меняется в генетических алгоритмах [177]. Согласно правилам этого опе-
ратора выбирается одна координата, скажем i0, и полагается y′i = y1

i для
i ≤ i0 и y′i = y2

i для i > i0. Координата i0 выбирается случайным образом,
например, с равномерным распределением. Для задачи МПК такой способ
может приводить к недопустимым решениям,

∑
i∈I

y′i 6= p, поэтому требуется

модификация этого оператора. Пусть как и раньше y′i = y1
i для i ≤ i0. Если
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∑
i≤i0

y′i < p, то среди единичных компонент вектора y2
i , i > i0, выберем пер-

вые (p−∑
i≤i0

y′i) компонент и положим для них y′i = 1. Остальные компонен-

ты положим равными 0. Если же вектор y2
i , i > i0 не содержит достаточное

число единиц, то аналогичным образом используются компоненты векто-
ра y2

i , y
2
i 6= y1

i , i ≤ i0. Заметим, что так построенное решение имеет как
минимум два недостатка. Единичные компоненты вектора y2 с большими
номерами имеют мало шансов быть унаследованными в векторе y′. Кроме
того, вектор y′ может отличаться от родителей по тем координатам, где
y1

i = y2
i . Тем не менее, эти недостатки, как мы увидим ниже, сглаживаются

при правильном выборе параметров алгоритма и эффективном локальном
поиске.

Наконец, оператор связывающих путей строит вектор y′ следующим
образом. Из двух решений y1 и y2 выбирается решение с меньшим значени-
ем целевой функции и строится последовательность допустимых решений
y1, y2, . . . , yk, таких, что y1 = y1, yk = y2 и расстояние Хэмминга между
соседними решениями равно двум. Другими словами, переход к соседнему
решению осуществляется за счет закрытия одного предприятия и откры-
тия другого. Решение y′ выбирается среди элементов этой последователь-
ности. Для заданных y1, y2 можно построить экспоненциально много таких
последовательностей. Чтобы решение y′ унаследовало общие компоненты
родителей, следует рассматривать только кратчайшие последовательности.
Однако, таких тоже много. Среди кратчайших последовательностей при-
нято выбирать ту, в которой переход к соседнему решению сопровождается
наибольшим уменьшением (или наименьшим увеличением) целевой функ-
ции. Это аналог жадной процедуры, но основанной на других принципах.
Решение y′ выбирается в этой последовательности таким образом, чтобы
соседние с ним решения не имели меньших значений целевой функции [217].
Если такой выбор невозможен, то в качестве y′ берется решение из середи-
ны последовательности.

Оператор мутации случайным образом преобразует решение y′ в дру-
гое допустимое решение y′′. С заданной вероятностью каждая единичная
компонента вектора y′ становится равной 0, а одна из нулевых компонент,
выбранная случайным образом с равномерным распределением, получает
значение 1.

К решению y′′ применяется процедура локального спуска сначала по
окрестности N1, а затем по окрестности Лина-Кернигана [186]. Получен-
ный локальный оптимум добавляется в популяцию, если он там еще не со-
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держится, и наихудшее решение удаляется из популяции. Критерием оста-
новки генетического алгоритма служит число полученных локальных оп-
тимумов.

3.4.3 Тестовые примеры

Разработанный генетический алгоритм тестировался на примерах из элек-
тронной библиотеки "Дискретные задачи размещения" (http://math.nsc.-
ru/AP/benchmarks/). Размерность примеров составляла n = m = 100.
Матрица (cij) порождалась случайным образом (класс GAP-C, [186]) и
имела низкую плотность: ровно 10 элементов в каждом столбце и каж-
дой строке имели целочисленные значения от 0 до 4. Остальные элемен-
ты полагались равными достаточно большому числу. Матрица приорите-
тов (gij) формировалась в два этапа. Сначала каждый столбец матрицы
(cij) упорядочивался по неубыванию ci1j ≤ ci2j ≤ . . . ≤ cimj и полагалось
gikj = k, k = 1, . . .m. Затем в каждом столбце матрицы (gij) среди эле-
ментов со значением от 0 до 4 выбирались случайным образом три пары
элементов и их значения менялись друг на друга. Число p полагалось рав-
ным 14. Это минимальное число, при котором все еще удается обслужить
всех клиентов, не используя большие значения матрицы (cij). Нахождение
оптимального решения задачи с помощью коммерческого программного
обеспечения GAMS оказалось трудоемким: после 270 часов работы пакета
на PC Pentium IV разрыв двойственности составил 18% и оптимальное ре-
шение всё еще не было получено. В качестве оптимизационной процедуры
в GAMS использовался пакет CPLEX 6.0.

а) турнирная селекция, pm = 0, 02
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б) селекция "лучший и случайный", pm = 0, 02

в) равновероятная селекция, pm = 0, 02

г) турнирная селекция, pm = 0, 1

д) турнирная селекция, pm = 0, 5
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е) турнирная селекция, pm = 0, 5, класс Euclidean

Pic.15. Среднее значение наилучшего решения в популяции

3.4.4 Выбор параметров алгоритма

Результаты работы генетического алгоритма существенно зависят от его
параметров и применяемых операторов селекции, скрещивания и мутации.
Для повышения эффективности алгоритма был проведен следующий экс-
перимент. При заданном числе T получаемых локальных оптимумов про-
водилось сравнение лучших элементов в популяции для разных способов
селекции и скрещивания. На рис. 15а показано изменение этих значений в
ходе эволюции при турнирной селекции с вероятностью мутации, равной
0.02. Каждая точка на графике показывает среднее значение по 10 при-
мерам и 100 испытаниям генетического алгоритма для каждого примера.
Численность популяции составляла 20 локальных оптимумов. В качестве
родителя всякий раз выбирался лучший по значению целевой функции из
трех элементов популяции, выбранный случайным образом с равномерным
распределением. Наихудшие результаты показал, как и ожидалось, одното-
чечный оператор скрещивания. Его отставание от других весьма велико и
объясняется, по-видимому, неудачностью самой конструкции. Неожиданно
хорошие результаты показал самый простой, равномерный оператор, кото-
рый доминирует во всех экспериментах на данном классе. Его успех, ви-
димо, объясняется необычайной сложностью самого класса тестовых при-
меров, в которых нахождение глобального оптимума или хорошего при-
ближения представляется весьма сложным делом. Жадные стратегии или
стратегии связывающих путей, показавшие хорошие результаты на других
задачах [157], здесь явно проигрывают.

На рис. 15б и 15в представлены результаты расчетов для двух других
способов селекции. Стратегия "лучший и случайный" проигрывает двум
другим, а равновероятная селекция дает, как и равновероятное скрещива-
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ние, наилучшие результаты. Интересно отметить, что повышение вероят-
ности мутации (рис. 15г, 15д) приводит к сглаживанию различий между
операторами скрещивания, и даже отсутствие скрещивания (рис. 15д, 15е)
при наличии высокой вероятности мутации приводит к хорошим резуль-
татам. Тем не менее, удаление из алгоритма операторов скрещивания не
является оправданным (рис. 15е). Для примеров Резенде и Вернека боль-
шой размерности, n = m = 500, p = 50 [217], генетический алгоритм с
любым из рассмотренных операторов скрещивания дает лучшие результа-
ты, чем без них.

3.4.5 Нижние оценки оптимума

Рассмотрим различные способы сведе́ния задачи МПК к задачам ЦЛП и
покажем их различия при вычислении нижних оценок методами линейного
программирования.

Сведе́ния к задачам ЦЛП

Для каждого столбца матрицы (gij) определим перестановку (ij1, ..., ijm)
такую, что

gi1j < gi2j < · · · < gimj, (3.1)

и множества Sij = {k ∈ I | gkj < gij}, Tij = {k ∈ I | gkj > gij}, i ∈
I. Заметим, что для оптимального решения задачи клиентов имеет место
следующая импликация:

(xij = 1) =⇒ (yk = 0), k ∈ Sij.

Тогда задача МПК может быть представлена в виде: найти

min
∑

i∈I

∑

j∈J

cijxij (3.2)

при ограничениях: ∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J, (3.3)

∑

i∈I

yi = p, (3.4)

yk ≤ 1− xij, k ∈ Sij, i ∈ I, j ∈ J (3.5)

xij ≤ yi, i ∈ I, j ∈ J, (3.6)

xij, yi ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J. (3.7)
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Действительно, для оптимального решения задачи (3.2)–(3.7) все огра-
ничения исходной задачи будут выполнены, а группа ограничений (3.5)
гарантирует, что xij будет оптимальным решением задачи клиентов. От-
брасывая условия булевости переменных, получаем линейную релаксацию
задачи. Обозначим через LB1 её оптимальное значение. Эта величина,
очевидно, даёт нижнюю оценку оптимума исходной задачи. При таком
сведе́нии число переменных остается прежним и равным m + mn, а чис-
ло ограничений становится на O(m2n) больше. Чтобы избежать большого
числа дополнительных ограничений, условие (3.5) можно переписать в ви-
де:

∑

k∈Sij

yk ≤ |Sij|(1− xij), i ∈ I, j ∈ J. (3.8)

Эти ограничения получаются суммированием ограничений (3.5). Новое све-
де́ние приводит аналогичным образом к новой нижней оценке. Обозначим
её через LB2. Число дополнительных ограничений сократилось до mn, оп-
тимальное решение задачи от этого не изменилось, но линейная релаксация
стала более слабой, т. е. LB1 ≥ LB2. Оптимальное решение не изменится,
если условие (3.5) заменить на следующее условие:

yi ≤ xij +
∑

k∈Sij

yk, i ∈ I, j ∈ J, (3.9)

что даёт ещё одно сведе́ние и нижнюю оценку LB3. Приведённые нижние
оценки были предложены в [27].

Рассмотрим новое сведе́ние к задаче ЦЛП. Учитывая ограничения (3.3),
(3.6), легко показать, что условие (3.5) можно заменить на условие:

yi ≤ xij +
∑

k∈Sij

xkj, i ∈ I, j ∈ J. (3.10)

Покажем, что получаемая с помощью (3.10) новая нижняя оценка, обозна-
чим её через LB4, доминирует три предшествующие.

Теорема 14 LB4 ≥ max(LB1, LB2, LB3).

Доказательство. Ограничение (3.3) перепишем в виде

1−
∑

k∈Tij

xkj = xij +
∑

k∈Sij

xkj.
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Тогда ограничение (3.10) примет вид yi ≤ 1 − ∑
k∈Tij

xkj ≤ 1 − xkj, k ∈ Tij,

откуда следует (3.5). Так как xij ≤ yi для всех i ∈ I, j ∈ J , то

xij +
∑

k∈Sij

xkj ≤ xij +
∑

k∈Sij

yk.

Следовательно, условие (3.9) выполняется. Таким образом, значение LB4

не может быть меньше каждой из оценок LB1, LB2, LB3. ¤

Сведе́ние к задаче о паре матриц

Рассмотрим матрицы A = (aij), i ∈ I, j ∈ J1, и B = (bij), i ∈ I, j ∈ J2, с
одинаковым числом строк и, возможно, различным числом столбцов. Зада-
ча о паре матриц заключается в том, чтобы найти непустое подмножество
строк S ⊆ I, на котором достигается минимум следующей целевой функ-
ции [12]:

R(S) =
∑

j∈J1

max
i∈S

aij +
∑

j∈J2

min
i∈S

bij.

Заметим, что если J1 = I, aij = ai при i = j и aij = 0 при i 6= j, то
получаем простейшую задачу размещения [24]. Таким образом, задача о
паре матриц является NP-трудной в сильном смысле.

Известно [27, 28], что для задачи МПК можно построить сведе́ние к
задаче о паре матриц с дополнительным ограничением |S| = p. Представим
матрицу (cij) в виде суммы двух матриц cij = aij + bij, i ∈ I, j ∈ J, где

aikj =
k−1∑

l=1

min{0; cil+1j − cilj}, k = 1, . . . , m, j ∈ J, (3.11)

bikj = ci1j +
k−1∑

l=1

max{0; cil+1j − cilj}, k = 1, . . . , m, j ∈ J, (3.12)

и перестановка (ij1, . . . , i
j
m), j ∈ J , соответствует (3.1). Заметим, что

ai1j ≥ ai2j ≥ · · · ≥ aimj, bi1j ≤ bi2j ≤ · · · ≤ bimj

при всех j ∈ J. Теперь задача МПК может быть записана в следующем
виде: найти

min
S⊂I,|S|=p

∑

j∈J

max
i∈S

aij +
∑

j∈J

min
i∈S

bij.

Для получения нижней оценки эту задачу можно переписать в терминах
ЦЛП и вычислить оптимум в линейной релаксации. Однако представление
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в терминах ЦЛП может оказаться неединственным. Как мы уже видели,
разные представления могут приводить к разным нижним оценкам. Ниже
будут рассматриваться два таких представления для задачи о паре матриц,
первое из которых приводит к слабой нижней оценке, а второе — к нижней
оценке, которая не хуже, чем L4. Введём вспомогательные переменные zij ∈
{0, 1}, i ∈ I, j ∈ J , и запишем задачу о паре матриц в следующем виде:
найти

min





∑

i∈I

∑

j∈J

aijzij +
∑

i∈I

∑

j∈J

bijxij



 (3.13)

при ограничениях:
yi ≤

∑

k∈Sij

zkj + zij, (3.14)

∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J, (3.15)

∑

i∈I

zij = 1, j ∈ J, (3.16)

∑

i∈I

yi = p, (3.17)

0 ≤ xij ≤ yi, (3.18)

0 ≤ zij ≤ yi, (3.19)

zij, xij, yi ∈ {0, 1}, (3.20)

где i ∈ I, j ∈ J. Так как bi1j ≤ bi2j ≤ · · · ≤ bimj, j ∈ J, то j-й столбец матри-
цы (bij) задаёт тот же порядок, что и j-й столбец матрицы (gij). Ограниче-
ние (3.14) гарантирует, что j-й клиент делает выбор согласно собственным
предпочтениям. Обозначим через LB5 оптимальное значение линейной ре-
лаксации этой задачи, а через LB′

5 оптимальное значение линейной релак-
сации этой же задачи с дополнительными ограничениями xij = zij, i ∈ I,
j ∈ J . Заметим, что LB′

5 ≥ LB5 и LB′
5 = LB4.

Теорема 15 Для любого N > 0 существуют исходные данные задачи
МПК такие, что LB5 ≤ −N .
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Доказательство. При k ≥ N + 2 полагаем I = {1, . . . , k + p}, J = {1, 2},
p ∈ Z+, dij = k + p− i и

cij =





0, если 1 ≤ i < p, j = 1;

k, если i = p, j = 1;

1, если p + 1 ≤ i ≤ k + p, j = 1;

1, если 1 ≤ i < p, j = 2;

0, если p ≤ i ≤ k + p, j = 2.

Согласно (3.11) и (3.12) получаем

aij =





−k, если i < p, j = 1;

0, если i ≥ p, j = 1;

0, если j = 2;

bij =





k, если i ≤ p, j = 1;

1, если i > p, j = 1;

cij, если j = 2;

Решение

xij =





0, если i ≤ p, j ∈ J ;

1/k, если i > p, j ∈ J ;
yi =





1, если i < p;

0, если i = p;

1/k, если i > p;

zij =





1− 1/k, если i = p− 1, j = 1;

1/k, если i = p + k, j = 1;

0, если i 6= p− 1, i 6= p + k, j = 1;

0, если i ≤ p, j = 2;

1/k, если i > p, j = 2;

является допустимым решением релаксированной задачи и

LB5 ≤ (−k)(1− 1/k) +
k∑

i=1

1/k = 2− k.

¤
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Новое сведе́ние к задаче о паре матриц

Представим новую формулировку задачи о паре матриц в виде задачи
ЦЛП и покажем, что релаксация полученной задачи даёт нижнюю оценку
не хуже, чем LB4. Для j-го столбца матрицы (cij) и соответствующей (3.1)
перестановки (ij1, ..., i

j
m) вычислим величины

∆j
l = min{0; cil+1j − cilj}, l = 1, . . . , m− 1.

Пусть Lj = {l ∈ {1, ..., m− 1} | ∆j
l < 0}. Заметим, что при заданном j ∈ J

по номеру l ∈ Lj однозначно восстанавливается номер il ∈ I. Заменим j-й
столбец матрицы (aij) на |Lj| столбцов вида

ail =





0, если i ∈ Tilj

−∆j
l , если i /∈ Tilj.

i ∈ I, l ∈ Lj.

Тогда
aij =

∑

l∈Lj

(ail + ∆j
l ), i ∈ I, j ∈ J

и задача о паре матриц может быть переписана в виде: найти

min
yi∈{0,1},∑i∈I yi=p

{∑

j∈J

∑

l∈Lj

max
i|yi=1

ail +
∑

j∈J

min
i|yi=1

bij

}
+

∑

j∈J

∑

l∈Lj

∆j
l . (3.21)

Введём дополнительные переменные vj
l ∈ {0, 1}, l ∈ Lj и j ∈ J , и предста-

вим эту задачу следующим образом: найти

min

{∑

j∈J

∑

l∈Lj

−∆j
l v

j
l +

∑

i∈I

∑

j∈J

bijxij

}
+

∑

j∈J

∑

l∈Lj

∆j
l (3.22)

при ограничениях:

yi ≤ xij +
∑

k∈Sij

xkj, j ∈ J, i ∈ I, (3.23)

∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J, (3.24)

∑

i∈I

yi = p, (3.25)

0 ≤ xij ≤ yi, j ∈ J, i ∈ I, (3.26)
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vj
l ≥

∑

k/∈Tilj

xkj′, l ∈ Lj, j′ ∈ J, j ∈ J, (3.27)

vj
l , yi, xij ∈ {0, 1}, l ∈ Lj, j ∈ J, i ∈ I. (3.28)

Обозначим через LB6 оптимальное значение линейной релаксации этой
задачи.

Теорема 16 LB6 ≥ LB4.

Доказательство. Покажем, что задача (3.2), (3.10), (3.3)–(3.7) эквива-
лентна задаче (3.22)–(3.26), (3.28) с дополнительным ограничением

vj
l =

∑

k/∈Tilj

xkj, l ∈ Lj, j ∈ J. (3.29)

Так как cij = aij + bij, где i ∈ I и j ∈ J , то
∑

i∈I

cijxij =
∑

l∈Lj

−∆j
l v

j
l +

∑

l∈Lj

∆j
l +

∑

i∈I

bijxij,

для всех j ∈ J и допустимого решения vj
l , xij задачи (3.22)–(3.26), (3.28),

(3.29). Действительно,
∑

l∈Lj

−∆j
l v

j
l +

∑

l∈Lj

∆j
l =

∑

l∈Lj

∆j
l (1− vj

l ) =
∑

l∈Lj

∆j
l

∑

k∈Tilj

xkj =

m∑

k=2

xikj

k−1∑

l=1

∆j
l =

m∑

k=2

aikjxikj =
∑

i∈I

aijxij.

Заметим, что это равенство верно как для целочисленных значений пере-
менных, так и для дробных. Следовательно, задача (3.2), (3.10), (3.3)–(3.7)
эквивалентна задаче (3.22)–(3.26), (3.28), (3.29). Тогда значение LB4 равно
оптимальному значению линейной релаксации задачи (3.22)–(3.26), (3.29),
причём если ограничения (3.29) заменить на ограничения

vj
l ≥

∑

k/∈Tilj

xkj, l ∈ Lj, j ∈ J, (3.30)

то оптимальное значение не изменится, так как рассматривается задача на
минимум, коэффициенты в целевой функции (3.22) при vj

l положительны
(−∆j

l ≥ 0). Следовательно, значения vj
l однозначно определяются по пере-

менным xij. Но ограничения (3.30) составляют часть ограничений (3.27),
следовательно, LB4 ≤ LB6. ¤.
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Теорема 17 Для любого N > 0 существуют исходные данные задачи
МПК такие, что LB6/LB4 ≥ N .

Доказательство. Пусть k = N и исходные данные те же, что и в доказа-
тельстве теоремы 15. Тогда решение

yi =





1, если i < p;

0, если i = p;

1/k, если i > p;

xij =





1− 1/k, если i = p− 1, j = 1;

1/k, если i = p + k, j = 1;

0, если i 6= p− 1; i 6= p + k, j = 1;

0, если i ≤ p, j = 2;

1/k, если i > p, j = 2;

является допустимым для задачи (3.2), (3.3)–(3.6), (3.10). Следовательно,
LB4 ≤ 1/k. Двойственная задача к задаче (3.22)– (3.28) имеет вид: найти

max

{∑

j∈J

uj + pr

}
+

∑

j∈J

∑

l∈Lj

∆j
l

при ограничениях:
∑

j′∈J

tlj′ ≤ −∆j
l , l ∈ Lj, j ∈ J,

∑

j∈J

(wij − αij) + r ≤ 0, i ∈ I,

αij +
∑

k∈Tij

αkj + uj − wij −
∑

j′∈J

∑

l∈Lj′

(tlj′|l /∈ Tij′) ≤ bij, i ∈ I, j ∈ J,

wij ≥ 0, αij ≥ 0, tlj′ ≥ 0, l ∈ Lj, j ∈ J, j′ ∈ J, i ∈ I.
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Для приведённых исходных данных имеем: Lj = {1}, ∆j
l = −k при j =

1, Lj = ∅ при j = 2 и

āij =





0, если i < p, j = 1;

k, если i ≥ p j = 1;
bij =





k, если i ≤ p, j = 1;

1, если i > p, j = 1;

1, если i < p, j = 2;

0, если i ≥ p, j = 2.

Решение

wij = αij = r = 0, u = (k, 1), tlj′ =





k − 1, если l = 1 и j′ = 1;

1, если l = 1 и j′ = 2;

является допустимым в двойственной задаче. Следовательно, LB6 ≥ k +
1− k = 1. ¤

Сравнение нижних оценок

В таблице 8 приводятся результаты расчетов для тридцати тестовых
примеров из электронной библиотеки. Наряду с указанными нижними оцен-
ками линейного программирования приведена еще оценка LB7, полученная
точным решением задачи о p-медиане без учета предпочтений клиентов.
Очевидно, что это действительно нижняя оценка, т. к. учет предпочте-
ний клиентов может только увеличить значение оптимума. Для сравне-
ния приводятся еще верхние оценки, полученные генетическим алгоритмом
(GA)(см. раздел 3.4.2), оптимальные значения целевой функции (Opt), по-
лученные методом ветвей и отсечений коммерческим пакетом XPress, раз-
рыв (Gap) между оптимумом и наилучшими нижними оценками в процен-
тах.

Заметим, что решение, найденное генетическим алгоритмом за несколько
секунд, на всех тестовых примерах совпало с оптимальным решением за-
дачи, полученным с помощью коммерческого пакета за несколько часов
работы. Разрыв между оптимумом и нижней оценкой достаточно велик,
что оставляет поле для дальнейших исследований. Возможные пути уси-
ления нижней оценки связаны, в частности, с введением так называемых
правильных неравенств (см, например, [191]). В [18, 19] такие неравенства
получены с помощью известных результатов для задачи об упаковке мно-
жеств.
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Таб. 8 Сравнение верхних и нижних оценок

Код задачи LB6 LB4 LB7 GA Opt Gap(%)

333 118,6 113,1 147 172 172 17,01

433 115,9 110,5 145 156 156 7,59

533 123,6 119,1 177 188 188 6,21

633 118,5 112,2 144 165 165 14,60

733 112,0 105,7 137 159 159 16,06

833 122,5 118,5 144 170 170 18,06

933 110,4 104,8 130 160 160 23,08

1033 107,6 104,4 138 159 159 15,22

1133 114,6 109,1 147 163 163 10,88

1233 112,4 108,2 142 163 163 14,79

1333 114,5 108,6 140 168 168 20

1433 113,6 108,2 152 172 172 13,16

1533 105,5 101,4 133 152 152 14,29

1633 110,9 105,5 141 156 156 10,64

1733 104,8 99,6 134 152 152 13,43

1833 110,6 103,9 139 154 154 10,79

1933 114,3 108,6 137 158 158 15,33

2033 112,7 108,0 140 161 161 15,00

2133 120,3 113,2 138 166 166 20,29

2233 108,0 101,5 121 154 154 27,27

2333 113,1 105,3 133 155 155 16,54

2433 115,2 109,8 139 155 155 11,51

2533 105,4 99,0 131 147 147 12,21

2633 110,4 104,3 132 156 156 18,18

2733 113,3 109,3 139 159 159 14,39

2833 107,8 101,8 137 161 161 17,52

2933 104,3 97,2 124 152 152 22,58

3033 112,2 108,1 137 157 157 14,60

3133 103,8 99,4 141 155 155 9,93

3233 108,2 102,7 129 155 155 20,16
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3.5 Гибридные методы

Идея одновременного использования разных подходов к решению NP-труд-
ных задач уходит корнями в прошлое столетие. Различные эвристические
алгоритмы, по разному решая комбинаторные задачи, неизбежно будут
иметь свои сильные и слабые стороны. В гибридных методах разработ-
чики стараются воспользоваться сильными сторонами каждого метода и
сгладить их недостатки. Это желание естественно. Вопрос только в том,
как именно конструировать гибридные методы, чтобы достичь наиболь-
шей эффективности.

Последние 15 лет интерес к гибридным методам постоянно возрастает.
Практически на всех конференциях по исследованию операций этому на-
правлению уделяется пристальное внимание. Появилась даже специализи-
рованная конференция по гибридизации метаэвристик. Во многих успеш-
ных приложениях фактически используются идеи сочетания разных мета-
эвристик, т.е. гибридных методов [235, 120, 128]. Среди способов гибриди-
зации можно выделить следующие:

– использование компонент одной метаэвристики в рамках другой;
– параллельное использование разных метаэвристик с обменом инфор-

мации между ними (кооперативный поиск);
– интеграция метаэвристик с систематическим (полным или частичным)

поиском.
Подробную классификацию гибридных метаэвристик можно найти в

[235].
В настоящем разделе представлен один из возможных вариантов ги-

бридной схемы, сочетающий в себе элементы вероятностного поиска с за-
претами и генетических алгоритмов. Этот подход будет применен к кон-
курентной задаче о p-медиане для нахождения приближенного решения с
апостериорной оценкой точности. Интересно, что в предложенном подхо-
де метаэвристики используются для получения как нижних, так и верхних
оценок оптимума в рассматриваемой задаче на максимум. Исходная задача
двухуровневого программирования переписывается в виде задачи ЦЛП с
экспоненциальным числом переменных и ограничений. С помощью метаэ-
вристик выбирается небольшое семейство переменных и ограничений, что
приводит к оценочной задаче. Ее оптимальное решение дает верхнюю оцен-
ку оптимума в исходной задаче. Более того, эту схему можно расширить и
получить точный метод, на каждой итерации которого требуется решение
некоторой оценочной задачи. Такая схема позволяет точно решать зада-
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чи малой размерности при n = m ≤ 30. При бо́льшей размерности, когда
n = m = 100, p = 10, наблюдаемая оценка относительной погрешности
составляет не более 10%− 15%.

3.5.1 Гибридный генетический локальный поиск

Напомним, что конкурентная задача о p-медиане из раздела 1.4 может быть
представлена следующим образом: найти

max
xi

∑

j∈J

wju
∗
j(xi, y

∗
i )

при условиях ∑

i∈I

xi = p,

xi ∈ {0, 1}, i ∈ I,

где u∗j(x, y∗), y∗ — оптимальное решение задачи Конкурента: найти

max
yi,uj

∑

j∈J

wj(1− uj)

при условиях ∑

i∈I

yi = r,

1− uj ≤
∑

i∈Ij(x)

yi, j ∈ J,

yi + xi ≤ 1, i ∈ I,

yi, uj ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Переменные этой задачи имеют следующий смысл:

xi =





1, если Лидер открывает i-e предприятие,

0 в противном случае,

yi =





1, если Конкурент открывает i-e предприятие,

0 в противном случае,

uj =





1, если j-й клиент обслуживается Лидером,

0 если j-й клиент обслуживается Конкурентом.
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Пусть x — допустимое решение задачи и y, u —оптимальное решение за-
дачи Конкурента для заданного x. Тогда значение

∑
j∈J

wjuj является ниж-

ней оценкой оптимума в исходной задаче двухуровневого программиро-
вания. Так как каждый клиент обязательно обслуживается либо Лидером,
либо Конкурентом, то можно считать, что нижняя оценка полностью опре-
деляется вектором x. Оставшаяся часть этого раздела посвящена именно
этой проблеме, выбору вектора x. Нахождение оптимальных значений y и
u для x требует точного решения задачи Конкурента. Известно [167], что
она является NP-трудной. Для вычисления y, u используется коммерческий
пакет CPLEX. Если разрыв целочисленности оказывается небольшим, как
это имеет место для евклидовых задач размещения на плоскости, то такой
подход позволяет быстро найти точное решение задачи Конкурента.

Первая и, возможно, простейшая стратегия нахождения вектора x со-
стоит в игнорировании Конкурента. Лидер открывает свои предприятия,
минимизируя суммарное взвешенное расстояние от клиентов до предпри-
ятий. Он хочет обслужить всех клиентов и решает классическую задачу
о p-медиане [195]. Полученный вектор x порождает нижнюю оценку. Обо-
значим ее через LB(p). Эта стратегия является разумной в том смысле,
что Лидер стремится расположить свои предприятия как можно ближе
к клиентам. Потом, когда на рынок выйдет Конкурент, ему будет трудно
"отрезать" Лидера от клиентов. Как мы увидим позже, эта стратегия не
является наилучшей из возможных. Лидер теряет, как правило, больше
половины рынка при p = r, но это решение часто оказывается достаточно
хорошим для евклидовых примеров.

Вторая стратегия является более продвинутой в плане учета действий
Конкурента. Лидер знает, что вслед за ним на рынок придет Конкурент и
откроет свои r предприятий. Тем самым будет открыто p+ r предприятий.
При централизованном планировании это потребует бы решения задачи о
(p+r)-медиане. Для каждого предприятия в оптимальном решении можно
вычислить зоны обслуживания и найти получаемый доход. Вторая стра-
тегия состоит в решении задачи о (p + r)-медиане и выборе для Лидера
p наиболее доходных предприятий. Получаемую таким способом нижнюю
оценку обозначим через LB(p+r). Предложенная стратегия кажется вполне
разумной, но ее результат для Лидера очень слабый. Конкурент стремится
к собственной выгоде, он старается отсечь Лидера от клиентов. Его ре-
шение никак не связано с решением задачи о (p + r)-медиане. Результаты
расчетов показывают, что эта стратегия сильно проигрывает предыдущей.
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Третья стратегия состоит в применении метаэвристик к решению ис-
ходной задачи двухуровневого программирования. Рассмотрим следующий
гибридный алгоритм локального поиска, сочетающий в себе идеи генети-
ческих алгоритмов и поиска с запретами. Ниже представлена общая схема
такого подхода.

Гибридный генетический локальный поиск

1. Создать начальную популяцию решений Лидера.
2. Пока не выполнен критерий остановки, делать следующее.

2.1. Выбрать два решения x1, x2 из популяции.
2.2. Построить решение x′ по решениям x1, x2.
2.3. Модифицировать x′.
2.4. Применить алгоритм PTS, используя x′ как стартовое решение.
2.5. Наилучшее решение, полученное PTS, добавить в популяцию и наи-

худшее удалить.
3. Предъявить наилучшее найденное решение.

Выполнение шагов 2.1. – 2.5. будем называть итерацией. Выполнение
заданного числа итераций будет использоваться в качестве критерия оста-
новки алгоритма.

Начальная популяция

Как уже отмечалось в предыдущем разделе, выбор хорошей начальной
популяции может заметно сократить время получения точного решения за-
дачи и приводит к решениям с малой погрешностью даже при небольшом
числе итераций. Как и в случае задачи МПК, в качестве начальной попу-
ляции целесообразно взять множество локальных оптимумов относительно
полиномиально проверяемых окрестностей, например, Swap-окрестности.
Она хорошо зарекомендовала себя при решении классической задачи о p-
медиане [203]. Эта окрестность содержит p(n − p) элементов. Для каждо-
го из них требуется вычисление целевой функции, что приводит к точно-
му решению задачи Конкурента. Таким образом, каждый шаг локально-
го улучшения требует решения серии NP-трудных задач. Чтобы сократить
трудоемкость процедуры локального улучшения, заменим условие целочис-
ленности переменных в задаче Конкурента на условие их принадлежности
отрезку [0, 1]. Получаем задачу линейного программирования. Теперь про-
смотр окрестности и выбор наилучшего элемента в ней становится поли-
номиальной процедурой. Если разрыв целочисленности невелик, то такая
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модификация хотя и не гарантирует получения локального минимума, но
приводит к хорошей начальной популяции. В целях диверсификации про-
цедура локального улучшения применяется к стартовым решениям, вы-
бранным случайным образом. Более того, при добавлении очередного ре-
шения в популяцию вычисляется расстояние Хэмминга от него до каждого
решения из популяции. Новое решение добавляется в популяцию, если ми-
нимальное из расстояний оказывается не меньше заданного порога d0, 6pe.

Основные операторы и параметры

Остановимся на основных шагах 2.1.–2.5., выполняемых на каждой ите-
рации алгоритма. Выбор родительской пары x1, x2 на шаге 2.1. производит-
ся согласно известному правилу турнирной селекции [225]. Из популяции
случайным образом с равномерным распределением выбирается k решений
и лучшее из них по целевой функции объявляется родителем. В численных
экспериментах полагалось k = 5 и проверялось условие x1 6= x2. Опе-
рация скрещивания дает равные права родительским решениям (uniform
crossover). Новое решение x′ получает общие компоненты родительских ре-
шений x1, x2. Оставшаяся часть все еще неоткрытых предприятий выби-
рается из родительских решений случайным образом с равномерным рас-
пределением.

В целях диверсификации поиска на шаге 2.3. применяется процедура
случайных модификаций (мутации). Так как решение x′ после этой про-
цедуры должно остаться допустимым, то в качестве мутаций используется
малое число шагов в случайном направлении по окрестности Swap.

На последнем шаге 2.5. происходит обновление популяции. Новое ре-
шение, полученное вероятностным алгоритмом поиска с запретами, добав-
ляется в популяцию. Наихудшее по целевой функции решение удаляется
из популяции. При добавлении нового решения производится следующая
проверка. Если по расстоянию Хэмминга новое решение оказывается ближе
чем на d0, 6pe от одного из элементов популяции, то это решение выбра-
сывается как неперспективное, и итерация на этом считается завершенной.

Поиск с запретами

В алгоритмах генетического локального поиска [205, 181] на шаге 2.4. ис-
пользуются, как правило, стандартные процедуры локального улучшения.
В результате поиск концентрируется на множестве локальных оптимумов,
что положительно сказывается на результатах расчетов. Однако локаль-
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ных оптимумов в задаче может оказаться очень много (экспоненциальное
число от размерности задачи), и они могут сильно отличаться друг от дру-
га по значению целевой функции. Например, для задачи о p-медиане эта
разница в общем случае не может быть ограничена константой [51]. Поэто-
му останавливать поиск в первом найденном локальном оптимуме может
оказаться нецелесообразным. Кроме того, в наших экспериментальных ис-
следованиях при wj = 1, j ∈ J , целевая функция может принимать только
целые значения от 1 до |J |. В результате появляется масса разных ло-
кальных оптимумов с одинаковыми значениями целевой функции, которые
образуют своего рода плато. Попадая на любое из них такой алгоритм не
может найти путь для улучшения целевой функции. Для преодоления этой
трудности требуется более мощные средства, чем стандартные алгоритмы
локального улучшения. Именно по этой причине на шаге 2.4. применяет-
ся другая метаэвристика из класса траекторных методов, вероятностный
поиск с запретами, который позволяет "выбираться" из локальных опти-
мумов и систематически находить решения с все меньшей и меньшей по-
грешностью.

Основная проблема при реализации такого подхода состоит в просмот-
ре окрестности и выборе в ней наилучшего элемента. Это самая трудо-
емкая часть. Поэтому приходится ограничиваться окрестностями малой
мощности, например, окрестностью Swap, и использовать ее малую часть,
выбранную тем или иным способом. В предыдущем разделе исследовался
один из таких способов, когда эта часть выбиралась случайным образом
с равномерным распределением. Такой подход позволяет резко сократить
трудоемкость, ослабить зависимость от длины списка запретов и вносить
элемент диверсификации, столь необходимый при наличии плато.

Наряду с рандомизацией окрестности для сокращения трудоемкости од-
ного шага алгоритма PTS используется также переход к линейной релак-
сации при вычислении целевой функции Лидера. Замена условий целочис-
ленности переменных на условие их принадлежности отрезку [0, 1] слегка
завышает доход Конкурента. В результате получается оценка снизу на до-
ход Лидера. Элемент окрестности с наибольшей нижней оценкой считается
наилучшим элементом в окрестности. Такой подход, как уже отмечалось,
делает процедуру просмотра окрестности полиномиальной. Ниже приво-
дится общая схема алгоритма PTS.

Алгоритм PTS

1. Построить начальное решение x, положить Tabu = Ø, выбрать коэффи-
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циент рандомизации окрестности q > 0.
2. Пока не выполнен критерий остановки, делать следующее.

2.1. Построить окрестность Swapq(x).
2.2. Если Swapq(x) \ Tabu 6= Ø, то найти наилучший элемент x′ в мно-

жестве Swapq(x) \ Tabu, иначе положить x′ = x.
2.3. Перейти от x к x′.
2.4. Перестроить список запретов Tabu.

3. Предъявить наилучшее найденное решение.

Множество Tabu для текущего решения x содержит часть элементов
окрестности Swap(x). Пары предприятий, вводящиеся и выводящиеся из
решений на нескольких последних шагах алгоритма, запоминаются в хо-
де поиска. На каждой итерации они порождают множество Tabu, которое
удаляется из окрестности. Число таких пар (длина списка запретов) вы-
бирается таким образом, чтобы предотвратить зацикливание. Кроме то-
го, в ходе работы алгоритма порождается семейство "хороших" решений
Конкурента. Как будет показано ниже, любое такое семейство позволяет
получить верхнюю оценку на оптимум исходной задачи.

3.5.2 Верхние оценки

Покажем, как с помощью ЦЛП можно получить семейство верхних оценок
для оптимального значения целевой функции Лидера и, соответственно,
нижних оценок для оптимального значения целевой функции Конкурента.
Рассмотрим два способа получения таких оценок, причем второй способ
будет давать также возможность найти точное решение задачи.

Введение дополнительных ограничений

Общая идея построения таких оценок выглядит следующим образом.
Добавим в систему ограничений задачи Конкурента некоторое дополни-
тельное ограничение. При этом оптимум в задаче Конкурента не увели-
чится, а оптимум в задаче Лидера может только возрасти. Если введение
дополнительного ограничения позволяет свести исходную задачу двухуров-
невого программирования к ЦЛП, то ее оптимальное решение дает нужную
оценку. Проблема состоит в том, чтобы найти подходящее ограничение, об-
ладающее требуемым свойством.

Предположим, что Конкурент при размещении предприятий действует
по следующему правилу. Он упорядочивает возможные места размещения
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предприятий согласно некоторому критерию. Это упорядочение произво-
дится перед решением задачи и доводится до сведения Лидера. Как толь-
ко Лидер объявляет свое решение, Конкурент размещает свои предприятия
согласно выбранному порядку в тех местах, которые не занял Лидер. Такая
стратегия не гарантирует нахождения оптимального решения Конкурента
и, следовательно, приводит к нижней оценке оптимума для Конкурента.
Эта нижняя оценка зависит от выбранного упорядочения. Меняя упорядо-
чение, получаем разные нижние оценки. Таким образом, получаем семей-
ство из m! нижних оценок для Конкурента или верхних оценок на оптимум
Лидера.

Представим сведение задачи с указанным ограничением на поведение
Конкурента к ЦЛП. Без ограничения общности будем считать, что воз-
можные места размещения предприятий уже упорядочены в соответствии
с предпочтениями Конкурента. Первое предприятие i = 1, является наи-
более желательным для него, последнее предприятие i = m, — наименее
желательным. Тогда при выбранных значениях xi, i ∈ I, поведение Кон-
курента однозначно определяется следующей системой ограничений:

xi + yi ≤ 1, i ∈ I,
∑

i∈I

yi = r,

xi + yi ≥ yk, i, k ∈ I, k > i.

Последнее неравенство запрещает Конкуренту открывать предприятие в
пункте k, если хотя бы одно из предприятий с меньшим номером не было
открыто Лидером или Конкурентом. Введем дополнительные переменные:

zjk =





1, если клиент j обслуживается из предприятия k

0 в противном случае.

Переменные zjk однозначно определяются по значениям xi и yi из следую-
щей системы ограничений:

∑

k∈I

zjk = 1, j ∈ J,

zjk ≤ xk + yk, j ∈ J, k ∈ I,

zjk +
∑

l∈Skj

zjl ≥ xk + yk, k ∈ I, j ∈ J.
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Первое равенство требует обслужить каждого клиента из предприятий Ли-
дера или Конкурента. Второе ограничение разрешает обслуживание только
из открытых предприятий. Последнее неравенство устанавливает приори-
тет в выборе предприятий при обслуживании клиентов. Согласно этому
ограничению наиболее предпочтительное из открытых предприятий Ли-
дера или Конкурента будет выбрано для обслуживания данного клиента.
Кроме того, это ограничение доминирует первое ограничение в предыду-
щей системе, так как zjk +

∑
l∈Skj

zjl всегда не больше единицы.
При заданных значениях zjk, xi, yi переменные uj однозначно определя-

ются следующей системой ограничений:

uj ≥ zjk − yk, j ∈ J, k ∈ I,

1− uj ≥ zjk − xk, j ∈ J, k ∈ I.

Первое неравенство требует включить j-го клиента в область обслужива-
ния Лидера, если zjk = 1 и yk = 0. Если же zjk = 1 и yk = 1, то второе
неравенство требует включить этого клиента в область обслуживания Кон-
курента.

Таким образом, выбрав значения xi, i ∈ I, можно однозначно опреде-
лить значения yi, i ∈ I, zjk, j ∈ J, k ∈ I и uj, j ∈ J . Оптимальные значения
всех переменных определяются следующей задачей: найти

max
∑

j∈J

wjuj

при условиях ∑

i∈I

xi = p,

∑

i∈I

yi = r,

xi + yi ≥ yk, i, k ∈ I, k > i,∑

k∈I

zjk = 1, j ∈ J,

zjk ≤ xk + yk, j ∈ J, k ∈ I,

zjk +
∑

l∈Skj

zjl ≥ xk + yk, k ∈ I, j ∈ J,

uj ≥ zjk − yk, j ∈ J, k ∈ I,

1− uj ≥ zjk − xk, j ∈ J, k ∈ I,
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xi, yi, zjk, uj ∈ {0, 1}, k, i ∈ I, j ∈ J.

Пусть (x∗i , y
∗
i , z

∗
jk, u

∗
j) — оптимальное решение сформулированной задачи.

Оно дает верхнюю оценку UB0 на оптимум Лидера. Линейная релакса-
ция данной задачи, полная или частичная, также дает верхнюю оценку.
Для получения нижней оценки достаточно решить задачу Конкурента при
заданных значениях x∗i . В этом случае получаем приближенное решение
исходной задачи двухуровневого программирования с апостериорной оцен-
кой точности.

Сужение области поиска

Представим другой подход к получению верхней оценки, который прин-
ципиально отличается от предшествующего. Исходную задачу двухуровне-
вого программирования эквивалентным образом перепишем в терминах ли-
нейного частично-целочисленного программирования с экспоненциальным
числом переменных и ограничений. Часть этих переменных и ограничений
удалим из задачи, что приведет к требуемой верхней оценке. Обозначим
через F непустое семейство допустимых решений задачи Конкурента. Бу-
дем предполагать, что Кокурент выбирает свое решение, ограничиваясь
только семейством F . Для y ∈ F положим

Ij(y) = {i ∈ I | gij ≤ min
l∈I

(glj | yl = 1)}, j ∈ J.

Это множество показывает места размещения производства, которые поз-
воляют Лидеру "удержать" клиента j, если Конкурент использует решение
y. Введем новые переменные:

ujy =





1, если j-й клиент обслуживается Лидером, а Конкурент
использует решение y,

0, если j-й клиент обслуживается Конкурентом,
и Конкурент использует решение y,

W ≥ 0 — суммарный доход Лидера.

Для данного семейства F задача Лидера может быть представлена сле-
дующим образом: найти

max W

при условиях: ∑

j∈J

wjujy ≥ W, y ∈ F ,
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ujy ≤
∑

i∈Ij(y)

xi, j ∈ J, y ∈ F ,

∑

i∈I

xi = p,

xi, ujy ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J, y ∈ F .

Целевая функция W (F) задачи определяет суммарный доход Лидера. Пер-
вое ограничение гарантирует, что Конкурент выберет наилучший ответ из
семейства F на любой ход Лидера. Второе ограничение определяет раздел
рынка между Лидером и Конкурентом. Если семейство F содержит все
возможные решения Конкурента, то оптимальное решение данной задачи
дает оптимальное решение исходной задачи двухуровневого программиро-
вания.

Заметим, что замена булевых переменных ujy на непрерывные перемен-
ные 0 ≤ ujy ≤ 1 не меняет оптимального решения задачи. Действитель-
но, если в оптимальном решении задачи с непрерывными переменными
какая-то компонента ujy оказалась дробной, то увеличение ее до единицы
не нарушает второго ограничения и способствует увеличению максималь-
ной величины W . Таким образом, в задаче останется только одна группа
булевых переменных. Остальные переменные можно считать непрерывны-
ми. Такие задачи линейного частично–целочисленного программирования
можно решать точно с помощью коммерческого программного обеспече-
ния, если семейство F достаточно мало. Однако, каково бы ни было семей-
ство F , оно всегда приводит к верхней оценке для оптимума в исходной
задаче двухуровневого программирования. Обозначим эту верхнюю оцен-
ку UB1(F).

Предположим, что семейство F содержит все возможные решения Кон-
курента и для этого семейства удалось точно решить сформулированную
задачу. Интуитивно ясно, что многие из элементов семейства F будут по-
рождать несущественные ограничения, и семейство F можно сузить без
изменения оптимума задачи. Вычисление такого подсемейства представ-
ляется сложной проблемой. Одним из путей ее решения, а заодно и точ-
ным решением исходной задачи может, служить следующий итеративный
процесс.

Пусть F — некоторое семейство решений Конкурента и x(F) — опти-
мальное решение задачи Лидера при данном семействе. Тогда величина
W (F) задает верхнюю оценку оптимума исходной задачи двухуровневого
программирования, а оптимальное решение y(F) задачи Конкурента для
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решения x(F) определяет нижнюю оценку оптимума. Обозначим эту ниж-
нюю оценку через LB(F). Теперь поиск оптимума и требуемого подсемей-
ства можно получить с помощью следующего метода пополнения семейства
F .

Точный метод

1. Выбрать начальное семейство F .
2. Найти W (F) и x(F).
3. Решить задачу Конкурента и вычислить LB(F).
4. Если W (F) = LB(F), то STOP.
5. Добавить y(F) в семейство F и вернуться на шаг 2.

Убедимся в том, что метод является конечным и точным. Из конечности
множества допустимых решений задачи Конкурента следует конечность
самого метода. Единственная возможность не получить точное решение
состоит в зацикливании метода, когда добавление на шаге 5 решения y(F)
к семейству F не меняет само семейство, решение y(F) уже принадлежало
семейству. Но тогда W (F) не может быть больше LB(F), как следует из
первой группы ограничений задачи для поиска W (F). Значит, LB(F) =
W (F) и метод останавливается, получив точное решение x(F) исходной
задачи двухуровневого программирования.

К сожалению, получить нетривиальные оценки на число итераций та-
кого метода вряд ли удастся. Кроме того, на каждой итерации приходится
решать задачу поиска W (F) для данного семейства F , что также может
оказаться весьма непростым делом. Тем не менее, даже несколько шагов
этого метода при удачном выборе начального семейства могут приводить
к хорошей верхней оценке оптимума. Один из способов выбора начального
семейства предложен в предыдущем разделе.

3.5.3 Тестовые расчеты

Для сравнения предложенных верхних оценок был проведен численный
эксперимент на тестовых примерах из электронной библиотеки «Дискрет-
ные Задачи Размещения» (http://math.nsc.ru/AP/benchmarks). Для всех
примеров n = m = 100, wj = 1, j ∈ J , p = r = 10. Элементы матрицы
gij определялись как евклидовы расстояния между точками i, j на двух-
мерной плоскости. Точки выбирались из квадрата 7000× 7000 случайным
образом с равномерным распределением. Все эксперименты проводились
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на персональном компьютере PC Pentium Intel Core 2, 1.87 GHr, RAM 2Gb.
В Таблице 9 представлены результаты расчетов нижних и верхних оценок.
В первой колонке приводится код примера. Во второй, третьей и четвер-
той колонках представлены нижние оценки. В двух последних колонках —
полученные верхние оценки.

Табл. 9 Сравнение нижних и верхних оценок

Code LB(p) LB(p + r) HMA UB0 UB1

111 41 31 50 74 54
211 41 36 49 70 57
311 46 41 48 73 55
411 41 39 49 72 58
511 48 40 48 70 55
611 42 39 47 67 57
711 49 37 51 73 55
811 42 37 48 74 55
911 47 35 49 68 54
1011 46 33 49 70 54

Сравнение нижних оценок показывает доминирование оценки HMA, по-
лученной гибридным генетическим локальным поиском, над другими оцен-
ками. Алгоритм находит данные значения за несколько десятков итераций.
Дальнейшие многочасовые расчеты не приводят к улучшению. Скорее все-
го, полученные решения являются оптимальными. Алгоритм многократ-
но получает их при разных наборах открываемых предприятий. Для всех
примеров полученные значения оценки HMA соответствуют сотням реше-
ний Лидера. Однако доказать их оптимальность пока не удается. Оценка
LB(p) мало проигрывает оценке HMA и значительно превосходит оценку
LB(p + r). Так как для ее получения требуется только один раз решить
задачу о медиане, то такой вариант можно считать хорошим способом для
получения стартового решения для алгоритмов поиска с запретами. Инте-
ресно отметить, что в ходе численных экспериментов получаемые значения
оценки HMA оказались нечувствительными к замене условий целочислен-
ности переменных в задаче Конкурента на условия их принадлежности
отрезку [0,1]. Разрыв целочисленности при данном способе порождения ис-
ходных данных, действительно, часто оказывался нулевым, и такая замена
не влияла на результаты экспериментов. Ситуация, по-видимому, может
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измениться, если каждый клиент будет иметь свое небольшое множество
потенциальных поставщиков. Однако в этом случае задача уже не будет
сводиться к поиску максимина, и понятие оптимального решения потребует
дальнейшего уточнения [214].

При вычислении величины UB0 использовалось упорядочение предпри-
ятий, полученное Лагранжевыми релаксациями. Семейство F для верхней
оценки UB1, порождалось методами локального поиска, как это уже от-
мечалось выше. Размер семейства составлял 700–800 элементов. Среднее
время счета для UB0 — 1 час, для UB1 — 24 часа.

Вторая верхняя оценка является значительно более трудоемкой даже
без пополнения начального семейства, но она гораздо точнее первой. Срав-
нение UB1 с наилучшим найденным допустимым решением задачи пока-
зывает малую погрешность, около 10−15%. Следует заметить, что данный
класс тестовых примеров является достаточно сложным для вычисления
верхних оценок. Равные веса клиентов wj = 1, j ∈ J , порождают большое
число оптимальных решений, что требует большого семейства F в оценоч-
ной задаче для вычисления W (F). Угадать или породить такое семейство
достаточно трудно, и ошибки в определении семейства приводят к завы-
шению верхней оценки. По-видимому, ситуация должна измениться, когда
веса станут различными [112, 111]. Возможно, для такого случая удастся
увидеть какие-то особенности оптимального семейства, что позволит ис-
кать его более целенаправленно. В качестве направлений для дальнейших
исследований интересно также модифицировать предложенный точный ме-
тод, включив в него быстрые приближенные алгоритмы решения задач на
шагах 2 и 3.

154



Глава 4

Вычислительная сложность
локального поиска

Идеи локального поиска при решении задач комбинаторной оптимизации
являются, по-видимому, наиболее естественными и наглядными. Первые
шаги по их реализации относятся к концу 50-х, началу 60-х годов двадца-
того столетия [69, 116, 125]. В СССР пионерами этого направления были
Ю.И. Журавлев [37], предложивший алгебраическую теорию локальных
алгоритмов, и Л.А. Растригин [69], исследовавший вероятностные алго-
ритмы локального поиска. На Западе первые исследования связаны, в ос-
новном, с задачей коммивояжера. Позднее эти идеи использовались для
задач размещения, построения сетей, расписаний и др. [184, 208, 85, 72, 78].
Однако довольно быстро выяснилось, что локальный поиск не гарантиру-
ет нахождение глобального оптимума задачи. Локальные алгоритмы стали
использоваться, в основном, в гибридных схемах [40], схемах декомпозиции
[79, 80] и для получения приближенных решений в сложных дискретных
задачах [6, 7, 71]. Предпринимались попытки модифицировать симплекс
метод для нахождения точного решения специальных классов дискретных
экстремальных задач [76]. Исследовались возможности построения наи-
лучшей последовательности локальных алгоритмов [74], методы случай-
ного поиска с локальной оптимизацией и управляемого случайного поиска
[20, 57, 32, 41]. Тем не менее, отсутствие концептуального прогресса осла-
било интерес к данному направлению. В последние 15–20 лет наблюдается
возрождение этого подхода. Оно связано как с новыми алгоритмическими
схемами, построенными на аналогиях с живой и неживой природой, так
и с новыми теоретическими результатами в области локального поиска.
Изменился общий взгляд на построение локальных алгоритмов. Требова-
ние монотонного улучшения целевой функции больше не является доми-
нирующим. Наиболее мощные вероятностные алгоритмы допускают про-
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извольное ее ухудшение, и многие из них могут рассматриваться как спо-
соб порождения конечных неразложимых цепей Маркова на подходящем
множестве состояний [45, 87]. Появление метаэвристик, таких как генети-
ческие алгоритмы, локальный поиск с запретами, имитация отжига и др.
[120, 211, 221], открыло широкий простор для решения прикладных задач
исследования операций.

Анализ вычислительной сложности локального поиска в последние годы
интенсивно ведется в двух направлениях: эмпирическом и теоретическом.
Эти направления дают существенно разные оценки возможностям локаль-
ного поиска.

Эмпирические результаты. Для многих NP-трудных задач локальный
поиск позволяет находить приближенные решения, близкие к глобальному
оптимуму по целевой функции. Трудоемкость алгоритмов часто оказыва-
ется полиномиальной, причем степень полинома достаточно мала. Так для
задачи о разбиении множества вершин графа на две равные части разрабо-
таны алгоритмы локального поиска со средней трудоемкостью O(n2,4), где
n — число вершин, которые дают всего несколько процентов погрешности
[184].

Для задач коммивояжера алгоритмы локального поиска являются высо-
ко эффективными с практической точки зрения. Один из таких алгоритмов
с окрестностью Лина-Кернигана для классической задачи коммивояжера
имеет погрешность в среднем около 2% и максимальная размерность реша-
емых задач достигает 1 000 000 городов [180, 151]. На случайно сгенериро-
ванных задачах такой колоссальной размерности итерационная процедура
Джонсона позволяет находить решения с отклонением около 0, 5% на со-
временных компьютерах за несколько минут. Аналогичные результаты для
реальных задач размерностью до 100 000 получены в [240].

Для задач теории расписаний, размещения, покрытия, раскраски и мно-
гих других NP-трудных задач алгоритмы локального поиска показывают
превосходные результаты [211, 221]. Их гибкость при изменении математи-
ческой модели, простота реализации и наглядность превращают локальный
поиск в мощное средство для решения NP–трудных задач.

Теоретические результаты. Исследование локального поиска с точки зре-
ния гарантированных оценок качества показывают границы его возмож-
ностей. Построены трудные для локального поиска примеры, из которых
следует, что [242, 64, 188, 51, 247]

1) минимальная точная окрестность может иметь экспоненциальную
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мощность;
2) число шагов для достижения локального оптимума может оказаться

экспоненциальным;
3) значение локального оптимума может сколь угодно сильно отличать-

ся от глобального оптимума;
4) минимальное расстояние между локальными оптимумами может быть

сколь угодно большим.
Эти результаты подталкивают к более пристальному рассмотрению за-

дачи нахождения локального оптимума, ее трудоемкости в худшем и сред-
нем случаях [247, 237, 185, 234, 39]. В данной главе приводится краткий
обзор результатов в этой бурно развивающейся области дискретной оп-
тимизации, а также основные результаты, касающиеся дискретных задач
размещения. В первом разделе вводятся основные определения. Во вто-
ром разделе дается краткое введение в теорию сложности задач локально-
го поиска. В третьем разделе устанавливается вычислительная сложность
задачи поиска локального оптимума для различных задач размещения. В
четвертом разделе приводится оценка в худшем случае для числа итераций
алгоритмов локального спуска. В пятом разделе показана связь задачи по-
иска локального минимума с задачей нахождения седловых точек функции
Лагранжа. В шестом разделе изучаются возможности построения прибли-
женных локальных оптимумов и подчеркивается принципиальное отличие
этой задачи от задачи поиска глобального оптимума. В последнем разделе
рассматривается вопрос о погрешности локальных оптимумов и приводит-
ся семейство исходных данных, на котором расстояние от глобального ми-
нимума до ближайшего локального минимума равно диаметру допустимой
области. Более того, любой путь от локального минимума в глобальный
проходит через область больших значений целевой функции, что является
серьезным препятствием для таких методов, как имитация отжига, поиск
с запретами и др.

4.1 Задачи локального поиска

Существует несколько определений оптимизационной задачи, которые от-
личаются степенью детализации. Далее используется следующее определе-
ние [101].

Определение 1 Оптимизационная задача OP определяется следующим
набором объектов < I, Sol, F, goal >, где:
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1) I — множество входов задачи OP ;
2) Sol — функция, которая каждому входу x ∈ I сопоставляет мно-

жество допустимых решений Sol(x);
3) F — функция, которая задаёт вес F (s, x) допустимого решения s

входа x;
4) величина goal ∈ {Min, Max} уточняет, является ли задача OP

задачей на максимум или минимум.
Для заданного входа x требуется найти оптимальное решение задачи

OP .

В дальнейшем будем рассматривать только задачи на минимум, хотя
все последующие рассуждения можно перенести и на случай задач на мак-
симум.

Определение 2 Задача локального поиска определяется парой
Π = (OP, N), где OP – оптимизационная задача, а N – функция, ко-
торая каждому допустимому решению s входа x сопоставляет множе-
ство N(s, x) ⊆ Sol(x) соседей решения s. Множество N(s, x) называют
окрестностью решения s. Задача локального поиска заключается в отыс-
кании локального минимума для заданного входа x.

Если s — локальный минимум в задаче Π, т. е. в его окрестности нет
решений с меньшим значением целевой функции, то будем говорить, что
решение s является N -оптимальным. Окрестность называют точной, ес-
ли любой локальный минимум является глобальным. Пусть (OP, N1) и
(OP,N2) — две задачи локального поиска . Будем говорить, что окрест-
ность N2 сильнее окрестности N1 (соответственно окрестность N1 слабее
окрестности N2), если из N2-оптимальности решения следует его N1-опти-
мальность. Будем записывать это следующим образом: N1 ¹ N2. Введенное
отношение является рефлексивным и транзитивным.

Стандартный алгоритм локального спуска начинает свою работу с неко-
торого начального решения s0, выбранного случайно или с помощью какого-
либо вспомогательного алгоритма. На каждом шаге локального спуска про-
исходит переход от текущего решения к соседнему решению с меньшим
значением целевой функции. Процесс происходит до тех пор, пока не будет
достигнут локальный минимум.

Алгоритмы локального спуска широко применяются для решения NP-
трудных задач дискретной оптимизации. Многие полиномиально разреши-
мые задачи могут рассматриваться как задачи, легко решаемые таким спо-
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собом. При подходящем выборе полиномиальной окрестности соответству-
ющая теорема может быть сформулирована в следующем виде: допустимое
решение не является глобальным оптимумом, если и только если оно может
быть улучшено некоторым локальным образом. Ниже приводится несколь-
ко примеров таких задач. Они указывают на важность локального поиска
при построении оптимизационных алгоритмов и достаточно общий харак-
тер этого подхода.

1. Линейное программирование. Геометрически симплекс метод можно
интерпретировать как движение по вершинам многогранника допустимой
области. Вершина не является оптимальной, если и только если существует
смежная с ней вершина с меньшим значением целевой функции. Алгебра-
ически, в предположении невырожденности задачи базисное допустимое
решение не является оптимальным, если и только если оно может быть
улучшено локальным изменением базиса, т. е. заменой одной базисной пе-
ременной на небазисную. Получающаяся таким образом окрестность явля-
ется точной и имеет полиномиальную мощность.

2. Минимальное остовное дерево. Остовное дерево не является оптималь-
ным, если и только если локальной перестройкой, добавляя одно ребро
и удаляя из образовавшегося цикла другое ребро, можно получить новое
остовное дерево с меньшим суммарным весом. Операция локальной пе-
рестройки задает отношение соседства на множестве остовных деревьев.
Окрестность любого дерева имеет полиномиальную мощность, а сама ок-
рестность является точной.

3. Максимальное паросочетание. Паросочетание не является максималь-
ным, если и только если существует увеличивающий путь. Два паросочета-
ния называют соседними, если их симметрическая разность образует путь.
Определенная таким образом окрестность является точной и имеет поли-
номиальную мощность. Аналогичные утверждения справедливы для взве-
шенных паросочетаний, совершенных паросочетаний минимального веса,
задач о максимальном потоке и потоке минимальной стоимости.

На каждом шаге локального спуска окрестность задает множество воз-
можных направлений движения. Это множество часто состоит из несколь-
ких элементов, и имеется определенная свобода в выборе следующего ре-
шения. Правило выбора (замещения) может оказать существенное влияние
на трудоемкость алгоритма и результат его работы. Например, в задаче о
максимальном потоке алгоритм Форда–Фалкерсона (который тоже можно
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рассматривать как вариант локального улучшения) имеет полиномиаль-
ную временную сложность при выборе кратчайшего пути для увеличения
потока и экспоненциальную временную сложность без гарантии получить
глобальный оптимум при произвольном выборе пути [82]. Таким образом,
при разработке алгоритмов локального поиска важно не только правильно
определить окрестность, но и верно задать правило замещения. Интуитив-
но кажется, что в окрестности надо брать элемент с наименьшим значе-
нием целевой функции. Однако разумным оказывается не только такой
выбор, но и движение в «абсурдном» направлении, когда несколько шагов
с ухудшением могут привести (и часто приводят) к лучшему локальному
минимуму.

4.2 Класс PLS

В дальнейшем будем рассматривать только задачи локального поиска, для
которых существует такой полином q, что для любого входа x длина каждо-
го допустимого решения s ∈ Sol(x) ограничена значением этого полинома
от длины записи исходных данных, т. е. |s| ≤ q(|x|).

Определение 3 Задача Π принадлежит классу PLS, если существует
три полиномиальных алгоритма A, B и C со следующими свойствами.

1) Алгоритм А определяет, является ли слово x входом задачи. Если
x ∈ I, то алгоритм находит допустимое решение задачи OP .

2) Алгоритм В для любого входа x ∈ I и любого слова s определяет,
является ли s допустимым решением. Если s ∈ Sol(x), то алгоритм
находит значение целевой функции за полиномиальное время.

3) Алгоритм C для любого входа x ∈ I и любого решения s ∈ Sol(x)
определяет, является ли s локальным минимумом. Если нет, то алго-
ритм находит соседа s′ ∈ N(s, x) с меньшим значением целевой функции.

Класс PLS не является пустым. Многие оптимизационные задачи с по-
линомиально проверяемыми окрестностями принадлежат этому классу. В
частности, задача коммивояжера с любой окрестностью полиномиальной
мощности принадлежит этому классу. Обобщенная задача о назначениях
скорее всего не принадлежит этому классу, т. к. для нее поиск допустимого
решения является NP-полной задачей.

Для задач из класса PLS легко построить алгоритмы локального спуска.
С помощью алгоритма A можно получить начальное допустимое решение.
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Алгоритм C позволяет проверить его локальную оптимальность и найти
лучшее соседнее решение, если данное решение не является локальным
минимумом.

В классе PLS содержатся полиномиально разрешимые задачи, т. е. зада-
чи, в которых можно найти локальный оптимум за полиномиальное время.
Многие NP–трудные задачи без весовых функций с любой полиномиаль-
но проверяемой окрестностью относятся к таковым: задачи о клике, о по-
крытии, о независимом множестве и др. Однако в общем случае вопрос о
вычислительной сложности нахождения локального оптимума пока оста-
ется открытым. Если предположить, что NP 6= co-NP, то в классе PLS нет
NP-трудных задач.

Теорема 18 [182] Если некоторая задача локального поиска из класса
PLS является NP-трудной, то NP=co-NP.

Другими словами, не существует NP-полных задач, которые за полино-
миальное время сводились бы к какой-нибудь задаче локального поиска из
класса PLS. Следовательно, сложность задач из этого класса меньше слож-
ности NP-полных задач. Отметим, что гипотеза NP 6=
co-NP является более сильной, чем предположение о том, что P 6=NP, т. к.
совпадение последних двух классов влечет совпадение первых двух [29].

Для задач локального поиска определяется понятие PLS-сведения.

Определение 4 Пусть Π1 и Π2 — две задачи локального поиска. PLS-
сведение задачи Π1 к задаче Π2 состоит в построении таких двух поли-
номиально вычислимых функций h и g, что:

1) по произвольному входу x задачи Π1 функция h вычисляет некото-
рый вход h(x) задачи Π2;

2) по произвольному решению s для входа h(x) функция g находит
некоторое решение g(s, x) для входа x;

3) для всех x ∈ Π1, если s — локальный оптимум для входа h(x) ∈ Π2,
то g(s, x) — локальный оптимум для входа x.

Если такие функции h и g удается построить, то говорят, что задача Π1

PLS-сводится к задаче Π2. Понятие PLS-сводимости обладает свойством
транзитивности: если Π1 PLS-сводится к Π2, а Π2 PLS-сводится к Π3, то Π1

PLS-сводится к Π3. Если Π3 полиномиально разрешима, то и Π1 полиноми-
ально разрешима. Далее будем говорить о сводимости, опуская обозначение
PLS.
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Определение 5 Задачу Π из класса PLS называют PLS-полной, если лю-
бая задача из класса PLS может быть сведена к ней.

Полные задачи являются наиболее трудными в данном классе. Если хо-
тя бы одна из них может быть решена за полиномиальное время, то и
остальные задачи могут быть решены за полиномиальное время.

Первая PLS-полная задача Circuit была описана в [182]. Эта задача ло-
кального поиска формулируется для схемы x с m входами (z1, ..., zm) и n
выходами (y1, ..., yn). Схема состоит из полиномиального числа элементов
AND, OR, NOT. Множество ее допустимых решений Sol(x) состоит из всех
булевых векторов длины m. Целевая функция F (z) определяется следую-
щим образом:

F (z) =
n∑

j=1

2j−1yj,

где yj является j-м выходом схемы x. Окрестность Flip(z) решения z со-
стоит из всех булевых векторов длины m, имеющих расстояние Хэмминга
от z равное 1. Максимизационная и минимизационная версии этой зада-
чи являются PLS-полными [247]. PLS-полнота установлена для следующих
задач локального поиска.

• Задача о максимальном разрезе с окрестностью Flip (Max − Cut;
Flip) [227]. Задан взвешенный неориентированный граф G = (V,E),
we ≥ 0, e ∈ E. Допустимым решением является любое разбиение мно-
жества вершин на две части. Целевая функция — суммарный вес ре-
бер, соединяющих две части разбиения. Окрестность Flip состоит из
решений, которые могут быть получены из данного переносом верши-
ны из одной части разбиения в другую.

• Задача о выполнимости на максимум с окрестностью Flip в двух по-
становках (Max−2Sat; Flip), (PosNAE Max−3Sat; Flip) [197, 227].
1. Задана булева функция в конъюнктивной нормальной форме. Каж-
дая конъюнкция имеет неотрицательный вес и содержит не более двух
переменных или их отрицаний. Требуется найти значения булевых пе-
ременных, при которых суммарный вес выполненных конъюнкций был
бы максимальным.
2. Заданы наборы, состоящие не более чем из трех булевых переменных
без отрицаний. Набор считается выполненным, если не все значения
его переменных совпадают. Каждому набору приписан неотрицатель-
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ный вес. Требуется найти значения булевых переменных, при которых
суммарный вес выполненных наборов был бы максимальным.

• Задача о разбиении множества вершин графа на две равные части
с окрестностями Swap, Кернигана-Лина (KL) и их модификациями
(GraphPartitioning; Swap, KL, FM, FM1) [182, 227]. Задан взвешен-
ный неориентированный граф G = (V, E), we ≥ 0, e ∈ E, с четным
числом вершин |V | = 2n. Требуется найти разбиение множества V на
два равномощных подмножества V = V1∪V2, |V1| = |V2|, для которого
суммарный вес ребер, соединяющих вершины из V1 с вершинами из V2,
был бы минимальным. Допустимым решением является любое разбие-
ние V на два равномощных подмножества. Окрестность Swap состоит
из решений, получаемых из заданного заменой одной вершины из V1

на вершину из V2. Окрестность KL строится с помощью следующей
итерационной процедуры. На каждом шаге просматриваются все пары
элементов i1 ∈ V1, i2 ∈ V2, каждый из которых еще не использовался на
предыдущих итерациях, и выбирается наилучшая пара, то есть пара,
которая максимально уменьшает целевую функцию, а если таких пар
нет, то минимальным образом увеличивает ее. Если имеется несколько
таких пар, то выбирается любая из них. Процедура завершается через
n шагов и дает n соседних решений. При этом V1 переходит в V2, а
V2 переходит в V1. Окрестность FM строится аналогично, но каждая
итерация состоит из двух этапов [145]. На первом этапе просматрива-
ются элементы из V1, каждый из которых ранее не использовался, и
выбирается наилучший. Он переводится в множество V2. На втором
этапе среди элементов множества V2, каждый из которых ранее не ис-
пользовался, выбирается наилучший и переводится в V1. Наилучшим
элементом по-прежнему считается элемент, перевод которого в другую
долю максимально уменьшает целевую функцию, либо, если таких нет,
минимальным образом увеличивает ее. Если имеется несколько наи-
лучших элементов, то выбирается любой из них. Окрестность FM1

содержит только одно соседнее решение, которое получается на пер-
вой итерации указанной процедуры. Эта окрестность была введена в
[227] и обозначалась FM-Swap.

• Задача о p-медиане с окрестностями Swap, KL, FM,FM1

(p−Median; FM1, Swap, KL, FM) [51]. Задана m×n матрица cij ≥ 0
и число p (медиана), p < m. Требуется найти подмножество строк
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S, |S| = p, для которого значение целевой функции F (S) =
m∑

j=1
min
i∈S

cij

было бы минимальным. Окрестности Swap, KL, FM и FM1 опреде-
ляются по аналогии с предыдущей задачей.

• Простейшая задача размещения с окрестностью Flip (UFLP ; Flip)
[51]. Эта задача тесно связана с задачей о p-медиане. Задана m × n

матрица cij ≥ 0 и вектор fi ≥ 0, i = 1, . . . , m. Требуется найти непус-
тое подмножество строк S, для которого значение целевой функции

F (S) =
∑
i∈S

fi +
m∑

j=1
min
i∈S

cij было бы минимальным.

• Задача коммивояжера с окрестностями k − opt, LK, LK ′ (TSP ;
k − opt, LK, LK ′) [197, 212].

• Устойчивые конфигурации в нейросетях (модель Хорфилда) с окрест-
ностью Flip (Stable Configuration; Flip) [227]. Задан полный взве-
шенный неориентированный граф G = (V,E) с произвольными ве-
сами на ребрах we, e ∈ E и вершинах ti, i ∈ V . Конфигурация со-
стоит в назначении каждой вершине i статуса zi ∈ {−1, 1}. Верши-
ну i называют устойчивой, если zi = 1 и

∑
j∈V

wijzizj + ti ≥ 0 или

zi = −1 и
∑
j∈V

wijzizj + ti ≤ 0. Конфигурацию называют устойчивой,

если все вершины являются устойчивыми. Задача состоит в нахож-
дении устойчивой конфигурации. Введем целевую функцию F (z) =∑
i∈V

tizi+
∑

(ij)∈E

wijzizj. Можно показать, что для неустойчивой вершины

изменение ее статуса приводит к росту целевой функции. Фактически,
устойчивые конфигурации соответствуют локальным максимумам для
окрестности Flip.

На рис. 16 даны последовательности PLS-сведений для указанных PLS-
полных задач. Приведенный список не является исчерпывающим. Другие
PLS-полные задачи, например, в области стратегических игр, можно найти
в [139].
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Рис. 16. PLS-полные задачи

По аналогии с классом P полиномиально разрешимых задач распозна-
вания введен класс PPLS полиномиально разрешимых задач локального
поиска.

Определение 6 Задача Π = (OP, N) из класса PLS принадлежит
классу PPLS, если существует полиномиальный алгоритм, который по
любому входу x задачи Π находит N -оптимальное решение.

Как уже отмечалось выше, этот класс не является пустым. В частности,
ему принадлежит задача линейного программирования с соответствующей
окрестностью. Хотя симплекс-метод не является полиномиальным алгорит-
мом, существование метода эллипсоидов, который позволяет за полиноми-
альное время находить точное решение, влечет принадлежность задачи к
классу PPLS.

Современная теория сложности в значительной степени базируется на
классах задач распознавания P и NP [29, 101]. С каждой оптимизацион-
ной задачей можно естественным образом связать соответствующую зада-
чу распознавания, которая сводится к исходной задаче: для данного входа
найти такое решение, что значение целевой функции не превосходит за-
данной величины. Алгоритм решения оптимизационной задачи можно ис-
пользовать для решения данной задачи распознавания. Поэтому классов
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P и NP обычно достаточно для изучения сложности оптимизационных за-
дач, когда нас интересует нахождение оптимальных решений. Для задач
локального поиска неизвестно таких естественных сводимостей, связываю-
щих их с задачами распознавания. Рассмотрим, например, следующую за-
дачу распознавания: существует ли локальный оптимум, на котором значе-
ние целевой функции не превосходит заданной величины? Неизвестно, как
использовать алгоритм решения задачи локального поиска для того, чтобы
найти ответ на эту задачу распознавания. По сути рассматриваемая зада-
ча распознавания представляется более сложной, чем задача нахождения
какого-нибудь локального оптимума. Если эта или подобные задачи распо-
знавания являются NP-полными, то это не означает, что задача локального
поиска является трудноразрешимой.

В [182] введены классы PS и NPS — формальные аналоги классов за-
дач поиска, решаемых за полиномиальное время на детерминированных и
недетерминированных машинах Тьюринга соответственно. Напомним, что
класс NPS состоит из бинарных отношений R ⊆ {0, 1}∗ × {0, 1}∗, которые
— полиномиально ограничены, т. е. если (x, y) ∈ R, то длина слова y поли-
номиально ограничена длиной слова x;
— полиномиально распознаваемы, т. е. существует полиномиальный ал-
горитм, который для любой пары (x, y) проверяет, принадлежит ли она
отношению R или нет. Задача поиска, связанная с отношением R, заклю-
чается в том, чтобы для любого x найти такой y, что (x, y) ∈ R. Эта задача
содержится в классе PS, если существует полиномиальный алгоритм, ко-
торый для любого x либо находит y, такой что (x, y) ∈ R, либо сообщает
об отсутствии такого y.

Между классом PLS и классами PS и NPS установлена следующая це-
почка вложений

PS ⊆ PLS ⊆ NPS.

Первое включение означает, что любая полиномиально разрешимая зада-
ча поиска представима в виде задачи из класса PLS. Второе включение
говорит о том, что любая задача из класса PLS представима в виде задачи
поиска, решаемой за полиномиальное время на недетерминированной ма-
шине Тьюринга. Известно [247], что данное включение является строгим,
если NP 6=co-NP.

Покажем, что класс PPLS эквивалентен классу PS. Пусть задача локаль-
ного поиска Π принадлежит классу PPLS, а входы и решения задачи Π
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являются двоичными словами. Тогда бинарное отношение

RΠ = {(x, y) | y − локальный оптимум для входа x задачи Π}
полиномиально ограничено, так как в классе PLS содержатся только такие
задачи, для которых длина записи любого допустимого решения ограниче-
на полиномом от длины записи исходных данных. Полиномиальная распо-
знаваемость этого отношения следует из полиномиальности алгоритма C
в определении класса PLS. Принадлежность отношения RΠ классу PS сле-
дует из существования полиномиального алгоритма для задачи Π. Таким
образом, PPLS ⊆ PS.

Покажем обратное включение. Рассмотрим произвольное отношение R
из класса PS. Соответствующую задачу поиска представим в виде задачи из
класса PPLS. Рассмотрим произвольное двоичное слово x. По определению
за полиномиальное время можно узнать, существует ли такое y, что (x, y) ∈
R. Если нет, то будем считать, что x не является входом задачи локального
поиска. Если да, то положим:

множество допустимых решений Sol(x) = {y},
целевая функция F (y, x) = 0,
окрестность N(y, x) = {y}.

Такая задача локального поиска удовлетворяет определению 3, т.е. PS ⊆
PPLS.

Завершая обсуждение классов PLS, PPLS, PS и NPS заметим, что в на-
стоящее время нет прямых или косвенных аргументов в пользу совпадения
классов PLS и PPLS. Таким образом, наряду с центральной проблемой тео-
рии сложности P=?NP существует аналогичная проблема PPLS =?PLS о
локальных оптимумах. Если PPLS 6= PLS, то P 6= NP. Может быть, до-
казать первое неравенство легче, чем второе. В любом случае, вопрос о
совпадении классов PPLS и PLS является интересным и актуальным.

4.3 PLS-полные задачи размещения

В данном разделе рассматриваются простейшая задача размещения, зада-
ча о p-медиане и их обобщения. Будет показана PLS-полнота поиска ло-
кальных минимумов для этих задач при различных полиномиально прове-
ряемых окрестностях.

Пусть S ⊆ I, |S| = p. Рассмотрим следующие окрестности.
1. Окрестность Flip(S) образуют все подмножества S ′ ⊆ I, которые

получаются из S удалением одного элемента из S или добавлением одного
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элемента из I \ S. Окрестность содержит ровно |I| элементов.
2. Окрестность Swap(S) образуют все подмножества S ′ ⊂ I мощности p,

которые получаются из S заменой одного элемента из S на элемент из
дополнения S = I \ S. Окрестность содержит p(|I| − p) элементов.

3. Окрестность LK(S) (Lin-Kernighan) [184, 186]. Она строится с по-
мощью следующей итерационной процедуры. На каждом шаге просмат-
риваются все пары элементов i1 ∈ S, i2 ∈ S, каждый из которых ра-
нее не использовался в перестановках, и выбирается наилучшая пара, т.е.
пара, которая максимально уменьшает целевую функцию, либо, если та-
ких нет, минимальным образом увеличивает её. Если таких пар несколько,
то выбирается любая из них. Процедура останавливается через k шагов,
1 ≤ k ≤ min{p, |I| − p}, и дает k соседних решений для S.

4. Окрестность LK1(S) состоит из одного подмножества, которое полу-
чается на первом шаге предыдущей процедуры. По построению эта окрест-
ность является частью окрестности Swap.

5. Окрестность FM(S) (Fiduccia-Mattheyses) [145]. Она строится анало-
гично окрестности LK(S). Каждый шаг этой процедуры состоит из двух
этапов. На первом этапе просматриваются элементы из S, каждый из ко-
торых ранее не использовался, и выбирается наилучший. Он переводится
в дополнение множества S. На втором этапе среди элементов множества
S, каждый из которых ранее не использовался, выбирается наилучший и
переводится в S. Наилучшим элементом по-прежнему считается элемент,
перевод которого в другое множество максимально уменьшает целевую
функцию, либо, если таких нет, минимальным образом увеличивает ее. Ес-
ли имеется несколько наилучших элементов, то выбирается любой из них.
Окрестность содержит k допустимых решений, 1 ≤ k ≤ min{p, |I| − p}.

6. Окрестность FM1(S) состоит из одного подмножества, которое полу-
чается на первом шаге предшествующей процедуры. Данная окрестность
была введена для задачи о разбиении графа [227] и обозначалась через
FM -Swap.

7. Окрестность k-Swap(S) [245] состоит из подмножеств, которые полу-
чаются из S следующим образом. Выбирается не более k пар (i1, i2), i1 ∈ S,
i2 ∈ S, не содержащих общих элементов, и для каждой пары производится
замена элемента i1 на элемент i2. Окрестность имеет O(pk(|I| − p)k) эле-
ментов и является полиномиальной при любом фиксированном k.

Легко проверить, что задача о p-медиане и простейшая задача разме-
щения с соответствующими окрестностями принадлежат классу PLS. Ни-
же будут показаны связи между этими задачами локального поиска, но
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предварительно установим отношения предшествования между введённы-
ми окрестностями.

Лемма 4 Справедливы следующие соотношения между окрестностями:

FM1 ¹ Swap ¹ LK1 ¹ LK,

LK1 ¹ Swap ¹ k-Swap,

FM1 ¹ FM.

Доказательство легко следует из определения окрестностей. Таким обра-
зом, окрестность FM1 является самой слабой, окрестности Swap и LK1

эквивалентны, а окрестности LK, FM , k − Swap несравнимы. Заметим,
что окрестность Flip не сравнима ни с одной из приведенных выше. Часто
она используется либо независимо от данных окрестностей, либо в сочета-
нии с некоторыми из них, например, Flip ∪ Swap [160].

Лемма 5 Пусть задачи Π1 = (OP, N1), Π2 = (OP, N2) принадлежат
классу PLS и N1 ¹ N2. Тогда Π1 сводится к Π2.

Доказательство. Так как из N2-оптимальности решения следует его N1-
оптимальность, то в качестве функций h и g из определения PLS–сводимости
возьмём тождественные функции. Их полиномиальная вычислимость оче-
видна. ¤

Следствие 3 Задача (p-median, Swap) эквивалентна задаче (p-median,

LK1) и сводится к задачам (p-median, LK) и (p-median, k-Swap). Задача
(p-median, FM1) сводится к задачам (p-median, FM), (p-median, Swap),
(p-median, LK1), (p-median, LK), (p-median, k-Swap).

Теорема 19 Задача поиска локального минимума для простейшей задачи
размещения с окрестностью Flip является PLS-полной.

Доказательство. Рассмотрим задачу о максимальном разрезе Max-Cut.
Задан неориентированный граф G = (V, E) с неотрицательными весами
ребер we ≥ 0, e ∈ E. Допустимым решением задачи является любое разби-
ение вершин на два подмножества V1 и V2, т.е. разрез. В качестве целевой
функции используется вес разреза

W (V1, V2) =
∑

(we | e = (i1, i2) ∈ E, i1 ∈ V1, i2 ∈ V2).
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Окрестность Flip состоит из всех разрезов, получающихся из заданного
переносом одной вершины в другое подмножество. Задача состоит в поиске
разреза, являющегося локальным максимумом для окрестности Flip.

Покажем PLS-сведение данной задачи локального поиска к задаче (UFLP,
Flip). Для этого следует предъявить функции h, g из определения PLS сво-
димости с требуемыми свойствами. Обозначим через E(i) множество ребер
в G, инцидентных вершине i ∈ V .

Положим I = V , J = E,

fi =
∑

e∈E(i)

we, i ∈ I,

cie =





0, если i = i1 или i = i2 при e = (i1, i2),

2we в противном случае,
i ∈ I, e ∈ J.

Для любого решения S ⊆ I определим разрез по следующему правилу:
V1 = S, V2 = V \ V1. Проверим равенство

∑

i∈S

fi +
∑

j∈J

min
i∈S

cij + W (V1, V2) = 2
∑

e∈E

we,

которое гарантирует требуемые свойства предлагаемого PLS сведения. Рас-
смотрим три возможных случая для ребра e = (i1, i2) ∈ E.

1) i1, i2 ∈ V1. Вес we входит в качестве слагаемого в величины fi1, fi2 и
не включается в величину разреза W (V1, V2). Кроме того, mini∈S cie = 0.
Следовательно, величина we дважды представлена в обеих частях равен-
ства.

2) i1, i2 ∈ V2. Величины fi1, fi2 не включаются в первую сумму левой
части равенства. Более того, величина разреза W (V1, V2) не содержит сла-
гаемого we. Однако mini∈S cie = 2we. Следовательно, величина we снова
дважды представлена в обеих частях равенства.

3) i1 ∈ V1, i2 ∈ V2. Вес we входит в качестве слагаемого в величину fi1

и включается в разрез W (V1, V2). Кроме того, mini∈S cie = 0. Величина we

опять дважды представлена в обеих частях равенства. ¤

Следствие 4 Задача поиска локального минимума относительно окрест-
ности Flip является PLS–полной для любого обобщения простейшей за-
дачи размещения. Утверждение остается верным и для любой другой по-
линомиально проверяемой окрестности, включающей в себя окрестность
Flip.
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Доказательство. Если задача является обобщением простейшей задачи
размещения, значит, легко построить функцию h, которая будет указывать,
каким именно частным случаем является простейшая задача размещения
для исходной задачи. Аналогично строится и функция g. Для завершения
доказательства остается только заметить, что получив локальный мини-
мум по более широкой окрестности, автоматически получаем локальный
минимум и для окрестности Flip. ¤

При формулировке и доказательстве следующих результатов использу-
ется задача о разбиении множества вершин графа на два подмножества
равной мощности (Max-Graph Partitioning или кратко GP ). Приведём её
постановку. Задан граф G = (V, E) с чётным числом вершин |V | = 2n и
весами рёбер we ≥ 0, e ∈ E. Допустимым решением является любое разби-
ение множества V на два подмножества V1, V2 равной мощности. Требуется
найти допустимое решение с максимальным весом разреза W (V1, V2), т. е.
с максимальной суммой весов рёбер, у которых один конец содержится в
множестве V1, а другой — в множестве V2.

В дальнейшем рассматривается задача нахождения локального оптиму-
ма для задачи GP с окрестностью FM1, которая определяется так же, как
для задачи о p-медиане. Плотная PLS-полнота задачи (GP, FM1) доказана
в [227, 247].

Для доказательства полноты задачи о p-медиане с любой из введён-
ных выше окрестностей достаточно этот факт установить для задачи с
окрестностью FM1. В следующей теореме фактически устанавливается бо-
лее сильный результат, который впоследствии позволит оценить снизу чис-
ло шагов алгоритма улучшения для ряда задач локального поиска.

Теорема 20 Задача (GP,FM1) сводится к задаче (p-median, FM1).

Доказательство. По исходным данным задачи GP построим исходные
данные задачи о p-медиане так, чтобы любому допустимому разрезу (V1, V2)
соответствовал набор из p предприятий и сумма значений целевых функ-
ций на этих решениях была постоянной.

Обозначим через Ei множество рёбер в графе G, инцидентных вершине
i ∈ V , и пусть Wi =

∑
e∈Ei

we, W =
∑
e∈E

we.

Положим I = {1, . . . , |V |}, J = {1, . . . , |E| + |V |}, p = n = |V |/2.
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Каждому j = 1, . . . , |E| поставим в соответствие ребро e ∈ E и положим

cij =





0, если e = (i1, i2), (i = i1) ∨ (i = i2),

2we в противном случае,

а для каждого j = |E|+ 1, . . . , |E|+ |V | положим

cij =





0, если i = j − |E|,
W −Wi в противном случае.

Разрезу (V1, V2) поставим в соответствие решение S = V1 и проверим, что
∑

j∈J

min
i∈S

cij + W (V1, V2) = nW.

Заметим, что

|E|∑
j=1

min
i∈S

cij = 2
∑

(we | e = (i1, i2), i1, i2 /∈ S)

и
|J |∑

j=1+|E|
min
i∈S

cij =
∑

i/∈S

(W −Wi) = nW −
∑

i/∈S

Wi.

Так как величина
∑
i/∈S

Wi содержит вес каждого ребра из разреза (V1, V2)

ровно один раз, а вес ребра e = (i1, i2), i1, i2 /∈ V1 включается в нее дважды,
то

∑

i/∈S

Wi = W (V1, V2) +

|E|∑

j=1

min
i∈S

cij.

Отсюда следует утверждение теоремы. ¤

Следствие 5 Для полноты задачи (p-median,N) из класса PLS доста-
точно, чтобы окрестность N была не слабее окрестности FM1.

Покажем, как следствие 5 может быть использовано для анализа слож-
ности задач локального поиска. Из леммы 4 и следствия 5 имеем, что зада-
ча о p-медиане с окрестностями Swap, LK, LK1, FM , k − Swap является
полной. Рассмотрим одну из древесных окрестностей, которая может быть
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определена следующим образом. Она включает в себя окрестность Swap, и
к каждому элементу этой окрестности добавляется цепочка соседних реше-
ний по правилам окрестности LK (рис. 17). Обозначим новую окрестность
через TreeLK.
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Рис 17. Окрестность TreeLK(S)

Она является полиномиально проверяемой, и TreeLK-оптимальное ре-
шение является Swap-оптимальным. Отсюда следует PLS полнота задачи
(p − median, TreeLK). Другие примеры древесных окрестностей можно
найти в [200].

Следствие 6 Если PPLS 6= PLS и задача о p-медиане с окрестностью N

полиномиально разрешима, то FM1 6¹ N .

Доказательство. Если FM1 ¹ N , то задача (p −median, N) будет пол-
ной и, следовательно, PPLS = PLS. Таким образом, если N — полиноми-
ально проверяемая окрестность, то для полиномиальной разрешимости за-
дачи (p−median, N) необходимо, чтобы эта окрестность была либо слабее
окрестности FM1, либо эти окрестности были несравнимы. Первое означа-
ет, что множество FM1-оптимальных решений должно быть собственным
подмножеством множества N -оптимальных решений. Второе означает, что
из FM1-оптимальности решения не должна следовать N -оптимальность и
наоборот. ¤

Аналогичные утверждения можно сформулировать для других извест-
ных оптимизационных задач: задачи коммивояжера, задачи о максималь-
ном разрезе, о разбиении графа и другие [247].
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4.4 Временная сложность локального спуска

Принадлежность задачи локального поиска к классу PLS гарантирует воз-
можность применения стандартного алгоритма локального спуска, каждый
шаг которого является полиномиальным. Ниже будет показано, что для
многих известных комбинаторных задач с естественно заданными окрест-
ностями алгоритму локального спуска требуется в худшем случае экспо-
ненциальное число шагов для достижения локального минимума.

Определение 7 Графом переходов TGΠ(x) для входа x задачи Π назы-
вается ориентированный граф с множеством вершин Sol(x) и множе-
ством дуг вида (s, s′), где s′ ∈ N(s, x) и F (s′, x) < F (s, x). Высота вер-
шины s есть длина кратчайшего пути в графе TGΠ(x) из вершины s в
сток (т.е. в локальный минимум). Высота графа TGΠ(x) определяется
как максимальная высота его вершин.

Из определения следует, что граф переходов является ациклическим и
может иметь экспоненциальное число вершин относительно длины входа.
Если s не является локальным минимумом, то переходу от s к s′ в графе
TGΠ(x) соответствует ребро (s, s′). Применяя алгоритм локального спуска
к разным начальным решениям, будем получать различные пути, ведущие
из начальных вершин в стоки. Высота вершины по сути есть оценка сни-
зу на число шагов для достижения локального минимума. Эта оценка не
зависит от применяемого правила замещения. Таким образом, алгоритму
требуется экспоненциальное число шагов при любом правиле замещения
тогда и только тогда, когда найдутся исходные данные рассматриваемой
задачи, для которых высота графа переходов является экспоненциальной
функцией от длины записи исходных данных.

Определение 8 Пусть задача Π1 сводится к задаче Π2 и h, g — соот-
ветствующие функции. Будем говорить, что эта сводимость является
плотной, если для любого входа x задачи Π1 можно указать подмноже-
ство R допустимых решений входа y = h(x) задачи Π2 со следующими
свойствами.

1. R содержит все локальные минимумы для входа y.
2. Существует полиномиальный алгоритм, который для каждого ре-

шения p входа x позволяет построить решение q ∈ R для входа y такое,
что g(q, x) = p.

3. Пусть граф переходов TGΠ2
(y) содержит ориентированный путь

из вершины q ∈ R в вершину q′ ∈ R такой, что нет промежуточных
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вершин из R, и пусть p = g(q, x), p′ = g(q′, x) — соответствующие ре-
шения для входа x. Тогда p = p′ или граф переходов TGΠ1

(x) содержит
дугу из вершины p в вершину p′.

Рассмотрим произвольный путь T в графе TGΠ2
(y) с начальной и ко-

нечной вершинами из множества R. Возьмем образы вершин этого пути в
графе TGΠ1

(x) относительно отображения g. Условие 3 гарантирует, что
участку пути T между любыми двумя вершинами q, q′ из множества R
(не содержащему промежуточных вершин из этого же множества) соответ-
ствует либо вершина, являющаяся образом q и q′, либо ребро, соединяющее
образы этих вершин. Следовательно, пути T можно сопоставить путь T (g)
в графе TGΠ1

(x), вершины которого являются образами вершин из T . При
этом длина T (g) не превосходит длины исходного пути. Другими слова-
ми, отображение g является сжимающим относительно множества R, так
как оно переводит любой путь из графа TGΠ2

(y), начальная и конечная
вершины которого лежат в R, в путь не большей длины в графе TGΠ1

(x).
С содержательной точки зрения, введение множества R в данном опре-

делении дает возможность переводить произвольный путь в графе TGΠ2
(y),

содержащийся в R и ведущий в сток, в путь не большей длины в графе
TGΠ1

(x), также ведущий в некоторый сток.
Пусть p – произвольная вершина графа TGΠ1

(x). Возьмем ее прообраз
q = g−1(p) из множества R. Рассмотрим один из путей минимальной дли-
ны, выходящий из вершины q и ведущий в некоторый сток графа TGΠ2

(y).
В графе TGΠ1

(x) ему соответствует путь не большей длины, ведущий из
вершины p в один из стоков этого графа. Таким образом, высота вершины
q не меньше высоты вершины p в графе TGΠ1

(x). То есть высота графа
TGΠ2

(y) не меньше высоты графа TGΠ1
(x). Следовательно, плотная сво-

димость сохраняет нижние оценки на число шагов алгоритма локального
спуска.

Определение 9 Задача Π из класса PLS называется плотно полной, ес-
ли все задачи из этого класса плотно сводятся к ней.

Все PLS-полные задачи, изображенные на рис. 16, являются плотно PLS-
полными [247]. В частности, плотно PLS полными являются и рассмотрен-
ные в предыдущем разделе дискретные задачи размещения.

Теорема 21 Задача локального поиска (UFLP, F lip) является плотно
PLS-полной.
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Доказательство. Вернемся к доказательству теоремы о PLS-полноте за-
дачи (UFLP , Flip) и убедимся, что предъявленное сведение является плот-
ным. Так как задача (Max-Cut, Flip) является плотно PLS-полной задачей,
то отсюда и будет следовать утверждение теоремы.

Возьмем в качестве множества R все множество допустимых решений
простейшей задачи размещения. Заметим, что графы переходов при вы-
бранных функциях h и g имеют одинаковое число вершин. Так как сумма
целевых функций задач UFLP и Max-Cut является константой, то на лю-
бых соседних решениях увеличение одной целевой функции влечет умень-
шение другой. Вспоминая, что одна задача является задачей на максимум,
а другая — на минимум, приходим к выводу, что графы переходов этих за-
дач совпадают. Следовательно, их высоты тоже совпадают, и построенное
сведение является плотным. ¤

Сформулируем достаточное условие плотной сводимости двух задач из
класса PLS.

Лемма 6 Пусть задачи Π1 = (OP, N1), Π2 = (OP, N2) принадлежат
классу PLS и N1 ¹ N2. Если для каждого входа x оптимизационной за-
дачи OP граф TGΠ2

(x) является подграфом графа TGΠ1
(x), то задача Π1

плотно сводится к задаче Π2.

Доказательство. По лемме 5 задача Π1 сводится к задаче Π2. Покажем,
что это сведе́ние является плотным. Возьмём в качестве функций h и g

тождественные функции. В качестве R возьмем множество всех допусти-
мых решений. Условия 1 и 2 определения 8 проверяются тривиально. По
условию граф TGΠ2

(x) является подграфом графа TGΠ1
(x). Поэтому лю-

бой путь в графе TGΠ2
(x) является путём в графе TGΠ1

(x), а каждый сток
(локальный минимум) в графе TGΠ2

(x) является стоком в графе TGΠ1
(x).

Следовательно, выполняется условие 3 определения плотной сводимости. ¤

Следствие 7 Задача (p-median, Swap) плотно сводится к задаче (p-me-
dian, LK1).

Так как граф переходов в задаче с окрестностью LK1 является под-
графом графа переходов в задаче с окрестностью Swap, то утверждение
следует из леммы 6. ¤
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Теорема 22 Задача локального поиска (p−median, FM1) является плот-
но PLS-полной.

Доказательство. Возьмем в качестве множества R все множество до-
пустимых решений задачи о p-медиане. Повторяя рассуждения при дока-
зательстве предыдущей теоремы, получаем совпадение графов переходов
задач (p−median, Swap) и (GP, FM1), откуда и следует требуемое. ¤

Следующее утверждение показывает, что можно получить плотную PLS-
полноту задачи о p-медиане с каждой из окрестностей Swap, LK, LK1,
FM .

Теорема 23 Задача о p-медиане с каждой из окрестностей Swap, LK,
LK1, FM , FM1 является плотно полной.

Доказательство. Задача GP с каждой из указанных окрестностей, кроме
окрестности LK1, является плотно полной [227, 247]. Сводимость теоремы
20 такова, что существует взаимно однозначное соответствие между допу-
стимыми разбиениями задачи GP и допустимыми решениями некоторого
частного случая задачи о p-медиане. Значения целевых функций на соот-
ветствующих решениях в сумме дают постоянную величину. Таким обра-
зом, граф переходов задачи GP с любой из рассматриваемых окрестностей
изоморфен графу переходов этого частного случая задачи о p-медиане с той
же окрестностью. Отсюда следует утверждение теоремы.

Для окрестности LK1 утверждение теоремы следует из доказанной уже
плотной полноты задачи (p−median, Swap) и следствия 5. ¤

Обратимся теперь к вопросу о временной сложности алгоритмов локаль-
ного улучшения. Чтобы показать, что в худшем случае такому алгоритму
потребуется экспоненциальное число шагов для плотно PLS-полных задач,
достаточно найти в классе PLS хотя бы одну задачу, обладающую этим
свойством.

Лемма 7 [227] В классе PLS существует задача, для которой алгоритму
локального спуска требуется экспоненциальное число шагов при любом
правиле замещения.

Доказательство этой леммы является конструктивным, и соответствующая
задача локального поиска имеет следующую простую структуру. Для лю-
бого входа x длины n множество допустимых решений Sol(x) состоит из
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всех n-мерных векторов, занумерованных от 0 до 2n−1. Каждому решению
i приписано значение целевой функции, равное её номеру i. Если i > 0, то
у решения i есть только один сосед i− 1. Поэтому в задаче имеется толь-
ко один локальный (глобальный) минимум i = 0. Граф переходов TGΠ(x)
является путем длины 2n− 1. Алгоритм локального спуска, начиная с вер-
шины i = 2n−1, выполнит экспоненциальное число шагов. Таким образом,
получаем следующее утверждение.

Теорема 24 В худшем случае для задачи UFLP с окрестностью Flip

и задачи p −median с окрестностями FM1, Swap, LK, LK1, FM алго-
ритму локального спуска потребуется экспоненциальное число шагов для
достижения локального минимума при любом правиле замещения.

Для задачи о раскраске вершин графа в два цвета в [245] приводится
семейство графов, для которого алгоритм наискорейшего спуска с окрест-
ностью Flip требует экспоненциального числа итераций. В [51] аналогичное
семейство приводится для задачи о p–медиане с окрестностью LK1.

Рассмотрим теперь обобщение простейшей задачи размещения, напри-
мер, задачу выбора состава системы технических средств при многоэтап-
ном процессе выполнения работ, динамическую задачу выбора оптималь-
ного состава системы и др. Так как задача UFLP является их частным
случаем, то аналог предыдущей теоремы имеет место и для этих задач.
Указанное замечание относится и к обобщениям задачи p−median. К со-
жалению, полученные нижние оценки на число шагов алгоритмов локаль-
ного улучшения нельзя столь же просто перенести на случай более мощных
окрестностей, например, k−Swap или k−Flip для заданной константы k.
Расширение окрестности влечет появление новых дуг в графе переходов.
Это может сократить путь из вершины в сток и привести к уменьшению
высоты вершины. С другой стороны, расширение окрестности может по-
влечь за собой сокращение числа стоков (локальных оптимумов) и, сле-
довательно, увеличить кратчайший путь до ближайшего стока и высоту
вершины. Таким образом, расширение окрестности имеет противоречивые
последствия. Вопрос о нижних оценках в этом случае требует отдельно-
го рассмотрения. В следующей главе будут исследоваться игровые модели
размещения, в которых несколько лиц независимо друг от друга принима-
ют решения об открытии предприятий. Для такой игры можно построить
соответствующую оптимизационную задачу, где каждому локальному оп-
тимуму будет соответствовать равновесие по Нэшу в исходной игре. В этом
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случае удается доказать экспоненциальные нижние оценки для числа ша-
гов алгоритмов локального улучшения с более мощными окрестностями,
чем Flip или Swap, например, для k− Swap, k−Flip и их объединением.
Однако для исходных задач размещения UFLP , p−median и их обобщений
данный вопрос остается открытым.

Обратимся теперь к более сложной задаче локального поиска с фиксиро-
ванной начальной точкой: для заданных входа, окрестности и начального
решения найти локальный минимум, который может быть получен алго-
ритмом локального спуска из данного начального решения. Такую зада-
чу называют стандартной задачей локального поиска. Раньше требовалось
найти любой локальный минимум, теперь надо найти локальный мини-
мум, достижимый из заданного начального решения. Стандартная зада-
ча локального поиска лежит в классе PSPACE. Это означает, что объем
требуемой памяти для реализации алгоритма ограничен полиномом. Дей-
ствительно, по предположению длина начального решения, как и всякого
допустимого решения, ограничена полиномом от длины входа. Нахождение
лучшего соседа, если таковой существует, осуществляется за полиномиаль-
ное время по определению задачи из класса PLS и, следовательно, требует
полиномиально ограниченной памяти. Так как не нужно хранить все про-
межуточные решения, то требуемое пространство всегда полиномиально
ограничено.

Известно [227], что если задача локального поиска Π1 плотно сводится
к задаче Π2, то существует полиномиальное сведе́ние стандартной задачи
локального поиска для Π1 к стандартной задаче локального поиска для Π2.
Кроме того, в классе PLS существует задача Π, для которой соответствую-
щая стандартная задача локального поиска является PSPACE-полной [227].
Из этих двух утверждений получаем следующее.

Теорема 25 Для простейшей задачи размещения с окрестностью Flip

и задачи о p-медиане с окрестностями Swap, LK, LK1, FM , FM1 соот-
ветствующие стандартные задачи локального поиска являются PSPACE-
полными.

Рассмотрим теперь ограниченную версию данной задачи. Для задан-
ного начального решения требуется ответить на вопрос: существует ли
локальный минимум, достижимый из этого решения с помощью алго-
ритма локального спуска за заданное число итераций? Заметим, что это
задача лежит в классе NP, т.к. ответ "ДА", предъявляемый в виде ориен-
тированного пути в графе переходов, может быть проверен за полиноми-
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альное время. Установлено [149], что для ряда известных комбинаторных
задач соответствующая задача поиска локального оптимума является NP–
полной. Аналогичный вопрос для дискретных задач размещения остается
пока открытым.

4.5 Локально седловые точки

Вероятностные методы локального поиска [120] показывают высокую эф-
фективность при решении NP-трудных задач. Их гибкость в адаптации
к сложным математическим моделям открывает широкую дорогу к прак-
тическому использованию. Несмотря на различие концепций, эти методы
часто используют процедуры поиска локальных оптимумов. Концентрация
внимания на локальных оптимумах близка в идейном смысле к классиче-
скому понятию вариации в теории экстремальных задачи. Тем не менее,
необходимые условия Куна–Такера (КТ), подразумевающие взятие про-
изводных, в методах комбинаторной оптимизации не используются. Со-
здается впечатление, что классические методы непрерывной оптимизации
слишком далеки от комбинаторных. Однако в ряде случаев условие ло-
кальной оптимальности дискретного решения эквивалентно условиям КТ
для непрерывной задачи, полученной релаксацией требования целочислен-
ности переменных [96]. Для NP-трудных задач проблема часто состоит не
в том, чтобы найти локальные оптимумы, а в том, что их оказывается
слишком много. Найти среди них точку глобального оптимума представ-
ляется серьезной проблемой, что, по-видимому, и делает исходную зада-
чу NP-трудной. Понятие глобального оптимума не является конструктив-
ным. Даже получив его, доказать оптимальность очень трудно. Аналогич-
ные проблемы возникают и в непрерывной оптимизации. Там необходимые
условия носят локальный характер. Они опираются на понятие вариации.
В комбинаторной оптимизации реализуется та же идея, и понятие окрест-
ности играет здесь центральную роль.

Выбор окрестности, как уже отмечалось выше, является важным при
построении алгоритмов локального поиска. От него существенно зависит
трудоемкость одного шага алгоритма, общее число шагов и, в конечном
счете, качество получаемых локальных оптимумов. На сегодняшний день
нет и, возможно, никогда не будет единого правила выбора окрестности.
Для каждой задачи окрестность приходится определять заново, учитывая
специфику данной задачи. Более того, по-видимому, для каждой задачи
можно предложить несколько окрестностей разной мощности и, как след-
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ствие, получить разные множества локальных оптимумов. Ниже будет по-
казано, что для задачи p−median и ее обобщений, соответствующих задаче
минимизации полиномов от булевых переменных, поиск локальных мини-
мумов относительно окрестности Swap равносилен выделению локальных
седловых точек функции Лагранжа. Такие седловые точки удовлетворяют
условиям Куна–Такера, что в свою очередь позволяет глубже понять связь
методов локального поиска и мотивацию к их использованию при решении
дискретных задач размещения. Расширение окрестности приводит к сокра-
щению числа локальных оптимумов, но не нарушает указанного свойства,
что дает возможность сократить число претендентов на глобальный опти-
мум и повысить эффективность численных методов.

Рассмотрим следующую задачу минимизации полинома от булевых пе-
ременных

P (z) =
∑

i∈I

∑

j∈J

∇cij

∏

k∈Sij

zk,

при ограничениях: ∑

i∈I

zi = m− p,

zi ∈ {0, 1}, i ∈ I.

Если ∇cij ≥ 0, то эта задача эквивалентна задаче о p–медиане: найти

min
∑

j∈J

∑

i∈I

cijxij

при ограничениях: ∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J,

xij ≤ yi, i ∈ I, j ∈ J,∑

i∈I

yi = p,

yi, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

При произвольных ∇cij эта задача эквивалентна задаче о p– медиане с
предпочтениями клиентов (BPMP ): найти минимум функции

F (y) =
∑

j∈J

∑

i∈I

cijx
∗
ij(yi)

при ограничениях: ∑

i∈I

yi = p,
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yi ∈ {0, 1}, i ∈ I,

где x∗ij(yi) — оптимальное решение задачи клиентов: найти

min
xij

∑

j∈J

∑

i∈I

gijxij

при ограничениях: ∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J,

xij ≤ yi, i ∈ I, j ∈ J,

xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Напомним, что оптимальные решения z∗i , y∗i , i ∈ I, этих задач связаны
соотношением z∗i = 1−y∗i , i ∈ I, и оптимальные значения целевых функций
на этих решениях совпадают.

Заменим условие целочисленности переменных zi ∈ {0, 1}, i ∈ I на усло-
вие их принадлежности отрезку [0,1]. Для полученной задачи выпишем
функцию Лагранжа с множителями λ, µi ≥ 0, σi ≥ 0, i ∈ I:

L(z, λ, µ, σ) = P (z) + λ(m− p−
∑

i∈I

zi) +
∑

i∈I

σi(zi − 1)−
∑

i∈I

µizi.

Обозначим через P
′
i (z) частную производную от функции P (z) по пере-

менной zi. Тогда условия оптимальности Куна–Такера имеют вид:

∂L

∂zi
(z, λ, µ, σ) = P

′
i (z)− λ + σi − µi, i ∈ I,

∑

i∈I

zi = m− p,

0 ≤ zi ≤ 1, i ∈ I,

σi(zi − 1) = 0, i ∈ I,

µizi = 0, i ∈ I.

Определение 10 Вектор (z∗, λ∗, µ∗, σ∗) называется седловой точкой от-
носительно окрестности Swap, если

L(z∗, λ, µ, σ)
(1)
≤ L(z∗, λ∗, µ∗, σ∗)

(2)
≤ L(z, λ∗, µ∗, σ∗)

для любых λ, µ ≥ 0, σ ≥ 0 и любого 0-1 вектора z ∈ Swap(z∗).
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Теорема 26 Для любого допустимого решения y∗ задачи BPMP следу-
ющие утверждения эквивалентны:
1) существуют множители Лагранжа λ∗, µ∗i ≥ 0, σ∗i ≥ 0, i ∈ I такие,
что вектор (z(y∗), λ∗, µ∗, σ∗) является седловой точкой относительно
окрестности Swap функции L;
2) y∗ является локальным минимумом задачи ВРМР относительно окрест-
ности Swap;
3) z(y∗) удовлетворяет условиям Куна–Такера.

Доказательство. Проверим, что из 1) следует 2). Пусть (z(y∗), λ∗, µ∗, σ∗)
седловая точка относительно окрестности Swap. Пусть z∗ = z(y∗). Из нера-
венства (1) получаем

L(z∗, λ∗, µ∗, σ∗)
(3)
= sup

λ,µ≥0,σ≥0
L(z∗, λ, µ, σ)

(4)
= P (z∗).

Равенство (3) очевидно. Проверим (4). Поскольку z∗i − 1 < 0 или z∗i > 0,
то соответствующие множители Лагранжа σ∗i или µ∗i равны 0, в против-
ном случае равенство (3) неверно. Следовательно, выполняются условия
дополняющей нежесткости

λ∗(
∑

i∈I

z∗i −m + p) = 0, σ∗i (z
∗
i − 1) = 0, µ∗i z

∗
i = 0, i ∈ I,

таким образом, (4) доказано. Из (2), (3) и (4) получаем, что

P (z∗) ≤ L(z, λ∗, µ∗, σ∗) для всех z ∈ Swap(z∗).

Так как любой вектор z ∈ Swap(z∗) является допустимым решением зада-
чи, то

F (y∗) = P (z∗) ≤ P (z)+λ∗(
∑

i∈I

zi−m+p)+
∑

i∈I

σ∗i (zi−1)−
∑

i∈I

µ∗i zi ≤ P (z) =

= F (y(z)), где y(z) ∈ Swap(y∗).
Следовательно, y∗ является локальным минимумом относительно окрест-
ности Swap.

Проверим, что из 2) следует 3). Пусть y∗ — локальный минимум отно-
сительно окрестности Swap. Тогда булев вектор z∗ = z(y∗) удовлетворя-
ет ограничению

∑
i∈I z∗i = m − p и является локальным минимумом для

P (z) по окрестности Swap. Докажем, что существуют такие множители
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λ∗, µ∗i ≥ 0, σ∗i ≥ 0, i ∈ I, что вектор (z∗, λ∗, µ∗, σ∗) является седловой точ-
кой относительно окрестности Swap функции L. Пусть P

′′
i0i1

(z) обозначает
вторую частную производную функции P (z) по переменным zi0 и zi1. Вве-
дем следующие обозначения

4i0
−i1

(y) = P
′
i0
(z)zi0 − P

′′
i0i1

(z)zi0zi1,

4i1
−i0

(z) = P
′
i1
(z)zi1 − P

′′
i0i1

(z)zi0zi1,

4−i0−i1(z) = P (z)− P
′′
i0i1

(z)zi0zi1 −4i0
−i1

(z)−4i1
−i0

(z).

Следовательно,

P (z) = P
′′
i0i1

(z)zi0zi1 +4i0
−i1

(z) +4i1
−i0

(z) +4−i0−i1(z). (5)

Возьмём z ∈ Swap(z∗), z∗i0 = 0, z∗i1 = 1, zi0 = 1, zi1 = 0 и zi = z∗i для всех
i 6= i0, i1. Учитывая (5), получаем

P (z∗) = 4i1
−i0

(z∗) +4−i0−i1(z
∗) = P

′
i1
(z∗) +4−i0−i1(z

∗),

P (z) = 4i0
−i1

(z) +4−i0−i1(z) = P
′
i0
(z∗) +4−i0−i1(z

∗).

Итак,
P (z∗)− P (z) = P

′
i1
(z∗)− P

′
i0
(z∗). (6)

Из локальной оптимальности z∗ имеем

P
′
i1
(z∗)− P

′
i0
(z∗) ≤ 0. (7)

Рассмотрим индексы i∗0, i∗1 такие, что

P
′
i∗0
(z∗) = min

i: z∗i =0
P
′
i (z

∗), P
′
i∗1
(z∗) = max

i: z∗i =1
P
′
i (z

∗).

Подставляя i∗0, i∗1 в (7), получаем P
′
i∗1
(z∗) ≤ P

′
i∗0
(z∗).

Положим λ∗ ∈ [P
′
i∗1
(z∗), P

′
i∗0
(z∗)] и

µ∗i =





P
′
i (z

∗)− λ∗ ≥ 0, если z∗i = 0,

0 иначе,

σ∗i =





λ∗ − P
′
i (z

∗) ≥ 0, если z∗i = 1,

0 иначе.
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Получаем µ∗ ≥ 0, σ∗ ≥ 0 и условия дополняющей нежесткости

λ∗(
∑

i∈I

z∗i −m + p) = 0, σ∗i (z
∗
i − 1) = 0, µ∗i z

∗
i = 0, i ∈ I.

Кроме того,

∂L

∂zi
(z∗, λ∗, µ∗, σ∗) = P

′
i (z

∗)− λ∗ + σ∗i − µ∗i = 0, i = 1, . . . , m.

Значит, из 2) следует 3).
Проверим, что из 3) следует 1). Из условий дополняющей нежесткости

получаем
L(z∗, λ∗, µ∗, σ∗) = P (z∗).

Возьмём z ∈ Swap(z∗), z∗i0 = 0, z∗i1 = 1, zi0 = 1, zi1 = 0 и zi = z∗i для всех
i 6= i0, i1. Тогда

L(z, λ∗, µ∗, σ∗) = P (z) + λ∗(
∑

i∈I

zi −m + p) +
∑

i∈I

σ∗i (zi − 1)−
∑

i∈I

µ∗i zi =

P (z)− σ∗i1 − µ∗i0.

Так как P
′
i (z)− λ + σi− µi = 0, i = 1, . . . , m, и выполнены условия допол-

няющей нежесткости, то получаем σ∗i1 = λ∗ − P
′
i1
(z∗), µ∗i0 = P

′
i0
(z∗) − λ∗.

Следовательно,

L(z, λ∗, µ∗, σ∗) = P (z) + P
′
i1
(z∗)− P

′
i0
(z∗).

Учитывая (6), получаем

L(z∗, λ∗, µ∗, σ∗) = P (z∗) = P (z) + P
′
i1
(z∗)− P

′
i0
(z∗) = L(z, λ∗, µ∗, σ∗).

Таким образом, доказали (2). Заметим, что

L(z∗, λ, µ, σ) = P (z∗) + λ(
∑

i∈I

z∗i −m + p) +
∑

i∈I

σi(z
∗
i − 1)−

∑

i∈I

µiz
∗
i =

= P (z∗)−
∑

i: z∗i =0

σi −
∑

i: z∗i =1

µi ≤ P (z∗) = L(z∗, λ∗, µ∗, σ∗).

¤
Заметим, что доказанное утверждение касалось задачи BPMP и осно-

вывалось на эквивалентности этой задачи и задачи минимизации произ-
вольного полинома от булевых переменных. Однако многостадийная зада-
ча размещения тоже обладает этим свойством. Следовательно, для этой
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задачи с дополнительным ограничением на число открываемых наборов
предприятий (технологических цепочек) также будет справедливо анало-
гичное утверждение.

Если удалить требование ограниченности числа открываемых предпри-
ятий и заменить окрестность Swap на окрестность Flip, то можно полу-
чить аналогичные утверждения и для простейшей задачи размещения и ее
обобщений. Впервые такие результаты были получены А.В.Плясуновым.

4.6 Приближенный локальный поиск

Так как вопрос о совпадении классов PLS и PPLS остается открытым, ло-
гично исследовать возможности приближенного поиска локальных опти-
мумов за полиномиальное время. Пусть F (s) > 0, s ∈ Sol. Допустимое
решение sε задачи (OP, N) называют ε-локальным минимумом [210], если
(F (sε) − F (s))/F (s) ≤ ε для всех s ∈ N(sε) и заданного ε > 0. Реше-
ние sε может не быть локальным минимумом. В его окрестности могут
содержаться решения с меньшим значением целевой функции, но их отно-
сительное уклонение от sε не превышает ε.

Определение 11 Семейство алгоритмов (Aε)ε>0 для задачи (OP,N) на-
зывается ε-локальной оптимизационной схемой, если алгоритм Aε поз-
воляет находить ε-локальный минимум для любого положительного ε.
Такое семейство называют полностью полиномиальной ε-локальной оп-
тимизационной схемой, если время работы алгоритма Aε ограничено по-
линомом от длины записи исходных данных и величины 1/ε.

Установлено [210], что любая задача локального поиска из класса PLS с
линейной целевой функцией имеет полностью полиномиальную ε-локальную
оптимизационную схему. Рассмотрим оптимизационную задачу OP , в кото-
рой множество допустимых решений Sol является семейством подмножеств
конечного множества E = {1, . . . , n}. Каждому элементу e ∈ E приписан
вес fe > 0, и целевая функция задачи F (s) : 2E → Q+ задается равенством
F (s) =

∑
e∈s

fe.

Алгоритм Aε для нахождения ε-локального минимума по заданной ок-
рестности N начинает свою работу с произвольного допустимого решения
s0. Согласно определенному правилу весовые коэффициенты fe, e ∈ E мо-
дифицируются, и для новой задачи применяется стандартный алгоритм
локального улучшения. Если в ходе его работы не удается получить ре-
шение со значением меньше чем F (s0)/2, то алгоритм останавливается в
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локальном минимуме для модифицированной задачи и выдает это решение
в качестве ответа. В противном случае решение s0 заменяется новым полу-
ченным решением, снова меняются весовые коэффициенты и процесс про-
должается. Ниже приводится описание алгоритма. Заметим, что на шаге 2
происходит округление весовых коэффициентов с ростом до ближайшего
целого.

Алгоритм ε-Local Search

1. Найти s0 ∈ Sol и положить i = 0.

2. Вычислить K = F (s0), q = εK/(2n(1 + ε)), f ′e = dfe

q eq, e ∈ E.

3. Положить j = 0, sij = si.

4. Повторять до тех пор, пока F (sij) ≤ K/2;
если sij — локальный минимум, то положить sε = sij и STOP,
иначе найти лучшее соседнее решение sij+1 ∈ N(sij), F (sij+1) < F (sij), и
положить j = j + 1.

5. Положить si+1 = sij, i = i + 1 и вернуться на шаг 2.

Теорема 27 [210]. Алгоритм ε-Local Search выдает ε-локальный мини-
мум, и его время работы ограничено полиномом от длины записи исход-
ных данных и величины 1/ε.

Рассмотрим подробнее работу алгоритма. Пусть sε результат его работы
и s ∈ N(sε). Тогда

F (sε) =
∑
e∈sε

fc ≤
∑
e∈sε

dfe

q
eq ≤

∑
e∈s

dfe

q
eq ≤

∑
e∈s

q(
fe

q
+ 1) ≤

∑
e∈s

fe + nq = F (s) + nq.

Если F (s) ≥ K/2, то

F (sε)− F (s)

F (s)
≤ nq

F (s)
≤ nq

F (sε)− nq
≤ 2nq

K − 2nq
= ε.

Оценим время работы алгоритма. Шаг 1 является полиномиальным,
так как рассматриваемая задача по предположению принадлежит классу
PLS. На шаге 4 происходит локальное улучшение на величину, не мень-
шую q. Поэтому число итераций локального спуска не превосходит вели-
чины O(n(1 + ε)/ε) = O(n/ε). Возвращение на шаг 2 происходит не более
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чем log F (s0) раз. Поэтому общее число итераций алгоритма не превышает
величины O(n log F (s0)/ε). При более детальном анализе можно получить
оценку O(n2ε−1 log n).

Таким образом, с точки зрения аппроксимации при поиске локальных
оптимумов нет такого расслоения задач по классам, как при поиске гло-
бального оптимума. Например, для простейшей задачи размещения на-
хождение приближенного решения s с константной точностью F (s, x) ≤
kF (s′, x) для всех s′ ∈ Sol(x), влечет P=NP. Если же матрица транспорт-
ных затрат удовлетворяет неравенству треугольника, то такая константа
существует [192], но она не может опуститься ниже порога 1.463, если P 6=
NP [160]. Существование PTAS установлено только для частного случая,
когда матрица транспортных затрат соответствует Евклидовым расстояни-
ям между точками на плоскости [100]. Если же ищется локальный оптимум,
то аналог FPTAS, как мы только что убедились, всегда существует.

Следствие 8 Для дискретных задач размещения, принадлежащих клас-
су PLS и имеющих линейную целевую функцию, алгоритм ε-Local Search
является полностью полиномиальной ε-локальной оптимизационной схе-
мой.

Заметим, что требование принадлежности классу PLS является суще-
ственным в данном утверждении. Многие задачи размещения с ограни-
чениями на мощности открываемых предприятий не принадлежат классу
PLS, если P 6=NP. Даже при заданных пунктах размещения предприятий
оптимальное распределение клиентов между ними равносильно решению
обобщенной задачи о назначениях, которая является NP-трудной [29]. Дру-
гими словами, поиск допустимого решения задачи при наличии ограниче-
ний на мощности предприятий не является полиномиальной процедурой,
и алгоритм ε-Local Search уже на первом шаге сталкивается с проблемой
выбора начального решения s0 ∈ Sol.

Заменим в определении приближенного локального оптимума относи-
тельное уклонение на абсолютное. Теперь существование полиномиального
алгоритма для нахождения ε-приближенного локального оптимума влечёт
равенство PLS=PPLS.

Теорема 28 [210] Если существует алгоритм, который для любого при-
мера некоторой PLS-полной задачи локального поиска (OP, N) с линейной
целевой функцией за полиномиальное время находит такое допустимое
решение sε, что F (sε) ≤ F (s)+ε для всех s ∈ N(sε) при заданном ε > 0,
то PLS=PPLS.
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Чтобы лучше понять это принципиальное отличие, предположим, что
целевая функция принимает только целые значения. Для каждого приме-
ра x задачи OP построим новый пример x′ с тем же множеством допусти-
мых решений Sol(x) = Sol(x′) и новой целевой функцией F (s) =

∑
e∈s

f ′e, где

f ′e = fe(1 + ε), e ∈ E. Применим алгоритм к этому примеру, и пусть s′ —
результат его работы. Тогда F ′(s′) − F ′(s) ≤ ε для всех s ∈ N(s′). Следо-
вательно, F (s′)−F (s) ≤ ε/(ε+1) < 1 для всех s ∈ N(s′) и s′ — локальный
оптимум для x. Таким образом, для дискретных задач размещения замена
относительного уклонения на абсолютное в определении приближенного
локального оптимума ведет к скачку в вычислительной сложности нахож-
дения таких решений. Если же для дискретных задач размещения, при-
надлежащих классу PLS и имеющих линейную целевую функцию, найдет-
ся такая полностью полиномиальная ε-локальная оптимизационная схема
(Aε)ε>0, что время работы Aε зависит полиномиально от длины входа и
log 1/ε, то PLS = PPLS [210].

4.7 Погрешность локальных оптимумов

Напомним, что окрестность называют точной, если любой локальный ми-
нимум является глобальным. Существование точной полиномиально про-
веряемой окрестности делает локальный спуск точным методом, как, на-
пример, симплекс–метод. Однако для задачи коммивояжера существование
такой окрестности влечет P=NP [64]. В данном разделе будет показана бес-
перспективность поиска таких окрестностей также для задачи о p-медиане
и ее обобщений. Кроме того, будет установлено, что локальный минимум
для любой полиномиально проверяемой окрестности может быть больше
глобального в произвольное число раз, а количество локальных миниму-
мов может расти экспоненциально с ростом размерности задачи. В конце
раздела будет приведено семейство исходных данных, на котором расстоя-
ние от глобального минимума до ближайшего локального минимума равно
2p, т. е. равно диаметру допустимой области. Более того, любой путь от
локального минимума в глобальный проходит через область больших зна-
чений целевой функции, что является серьезным препятствием для таких
методов как имитация отжига, поиск с запретами и др.

Говоря о погрешности приближенного решения s для входа x оптимиза-
ционной задачи на минимум, будем иметь в виду отношение
F (x, s)/Opt(x), где Opt(x) — оптимальное значение целевой функции. Из-
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вестно [147], что для любого целого ρ > 1 задача вычисления приближённо-
го решения с гарантированной оценкой точности ρ для задачи о p-медиане
является NP-трудной. Этот результат основывается на полиномиальной
сводимости задачи о вершинном покрытии к задаче о p-медиане.

Задача о вершинном покрытии формулируется следующим образом [29].
Задан граф G = (V,E) и целое положительное число k. Требуется узнать,
существует ли подмножество вершин V

′ ⊂ V мощности не более k такое,
что любое ребро из множества E инцидентно хотя бы одной вершине из
множества V

′? Множество V
′ называют вершинным покрытием.

Рассмотрим пример задачи о p-медиане со следующими входными дан-
ными: I = V, J = E, p = k, и

cij =





1, если вершина i инцидентна ребру ej,

ρ(|E|+ 1) в противном случае.

Исходный граф G содержит вершинное покрытие размера k тогда и только
тогда, когда оптимальное значение данной задачи о p-медиане равно вели-
чине |E|. Если граф G не содержит вершинное покрытие размера k, то
значение целевой функции на произвольном допустимом решении можно
оценить снизу величиной

|E| − 1 + ρ(|E|+ 1) = ρ|E|+ |E|+ ρ− 1 > ρ|E|.
Таким образом, если для задачи о p-медиане существует приближенный
алгоритм с гарантированной оценкой ρ, то с его помощью можно дать точ-
ный ответ в задаче о вершинном покрытии.

Предположим теперь, что для некоторой полиномиально проверяемой
окрестности существует такая константа ρ, что все локальные минимумы
в задаче о p-медиане превышают глобальный минимум не более чем в ρ раз.
Тогда алгоритм локального спуска будет всегда давать ρ-приближенные ре-
шения. В частности, такие решения он получит и для указанного семейства
исходных данных. Но для этого семейства алгоритм требует не более |E|
шагов для достижения локального минимума. Действительно, на каждом
шаге локального спуска происходит уменьшение целевой функции на вели-
чину, кратную ρ(|E|+1)−1. Другими словами, алгоритм локального улуч-
шения является полиномиальным для этого семейства исходных данных.
Таким образом, получаем точный полиномиальный алгоритм для решения
задачи о вершинном покрытии. Значит, предположение о существовании
окрестности с указанными свойствами влечет P=NP.
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Теорема 29 Если P 6=NP, то для любого ρ > 1 и любой полиномиально
проверяемой окрестности найдутся исходные данные задачи о p-медиане,
для которых существует локальный минимум, отклоняющийся более
чем в ρ раз от оптимального значения задачи.

При ρ = 1 получаем следующее утверждение.

Следствие 9 Если P 6=NP, то для задачи о p-медиане не существует
точных полиномиально проверяемых окрестностей.

Заметим, что все приведенные выше рассуждения сохраняют свою силу
при замене константы ρ на экспоненциальную функцию 2q(n,m), где q(n,m)
— произвольный полином от размерности задачи.

В [247] для произвольной задачи (OP, N) из класса PLS анонсированы
без доказательства два важных утверждения, которые позволяют оцени-
вать качество локальных оптимумов как приближенных решений оптими-
зационной задачи OP . При формулировке первого из них предполагалась
полиномиальная ограниченность значений целевой функции. Покажем, что
этот результат верен и в более общей ситуации. Для этого введем понятие
псевдо-полиномиальной ограниченности, которое означает, что диаметр об-
ласти значений целевой функции растет не быстрее, чем значение некото-
рого полинома от длины входа |x| и величины Max(x), которая означает
наибольшее по величине число из входа задачи x [29, 101]. Приведем точ-
ную формулировку данного определения.

Определение 12 Задача OP называется псевдо-полиномиально ограни-
ченной, если существует полином q от переменных |x| и Max(x) такой,
что для любого входа x и любого решения s ∈ Sol(x) выполняется нера-
венство

F (s, x)−Opt(x) ≤ q(|x|,Max(x)).

Множество оптимизационных задач, удовлетворяющих данному определе-
нию, обозначим через NPOPPB.

Теорема 30 Пусть OP ∈ NPOPPB, (OP, N) ∈ PLS и целевая функ-
ция принимает только целочисленные значения. Если P 6=NP и задача
вычисления приближённого решения с гарантированной оценкой точно-
сти ρ является NP -трудной в сильном смысле, то найдутся исходные
данные, для которых существует локальный оптимум, отклоняющийся
более чем в ρ раз от оптимального значения.
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Доказательство. Обозначим через Πρ задачу вычисления приближённо-
го решения с гарантированной оценкой точности ρ для задачи OP . По
предположению теоремы она является NP-трудной в сильном смысле. То-
гда по определению [29, 101] существует полином q′ такой, что подзада-
ча Πρ

q′, образованная входами x, для которых выполняется неравенство
Max(x) ≤ q′(|x|), является NP-трудной.

Предположим также, что существует полиномиально проверяемая окрест-
ность N такая, что все локальные оптимумы являются ρ-приближенными
решениями. Покажем, что в этом случае подзадача Πρ

q′ является полино-
миально разрешимой, и получим (см. [29], теорема 7.2) P = NP.

Возьмём произвольный вход x этой подзадачи и некоторое начальное
решение s0, которое существует по определению класса PLS. Из псевдо-по-
линомиальной ограниченности задачи OP получаем

F (s0, x)−Opt(x) ≤ q(|x|,Max(x)) ≤ q(|x|, q′(|x|)).
Так как целевая функция по условиям теоремы принимает целые значе-
ния, то из последнего неравенства следует, что алгоритм локального спус-
ка, начиная с решения s0 за полиномиальное время найдет некоторый ло-
кальный оптимум. Таким образом, если все локальные оптимумы являют-
ся ρ-приближенными решениями, то получим, что NP-трудная задача Πρ

q′

является полиномиально разрешимой, что противоречит предположению
P 6=NP. Следовательно, найдутся исходные данные задачи OP , для кото-
рых существует локальный оптимум, отклоняющийся более чем в ρ раз от
оптимального значения. ¤

Следствие 10 Если P 6=NP и задача OP∈NPOPPB является NP-труд-
ной в сильном смысле, то для неё не существует точных полиномиально
проверяемых окрестностей.

Предыдущие результаты можно усилить, рассмотрев более широкий
класс задач локального поиска, для которых диаметр графа переходов
ограничен полиномом от |x| и Max(x). Теорема и ее следствие будут вы-
полняться для всех задач из этого класса. Легко проверить, что задачи из
класса NPOPPB попадают в этот более широкий класс. Обратное, вообще
говоря, неверно.

Теорема 31 Если NP 6=co-NP и задача вычисления приближённого ре-
шения с гарантированной оценкой точности ρ для задачи OP является
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NP-трудной, то найдутся исходные данные, для которых существует
локальный оптимум в задаче (OP,N) ∈ PLS, отклоняющийся более чем
в ρ раз от оптимального значения.

Доказательство. По предположению теоремы задача Πρ является NP-
трудной. Следовательно, существует NP-полный язык π, который сводит-
ся по Тьюрингу к задаче Πρ за полиномиальное время. Это означает, что
существует машина Тьюринга T с оракулом [29, 213], которая за полино-
миальное время распознает язык π. В процессе работы машина обраща-
ется к оракулу, который, получив вход задачи Πρ, выдает ρ-приближенное
решение. По определению оракульной машины [29] такое обращение при-
нимается за один шаг её работы. Получив приближенное решение, машина
продолжает работу в соответствии со своими инструкциями. Будем счи-
тать, что существует полином p такой, что T выполняет не более p(|x|)
шагов на каждом входе x [213].

Предположим, что существует полиномиально проверяемая окрестность
N такая, что все локальные оптимумы являются ρ-приближенными реше-
ниями. Покажем, что в этом случае язык πc, являющийся дополнением
языка π, принадлежит NP. Тогда (см. [29], теорема 7.2) NP = co-NP.

По машине T построим новую машину T ′, которая для произвольного
входа x будет определять принадлежность этого входа языку πc за полино-
миальное недетерминированное время. Новая машина отличается от ста-
рой тем, что обращение к оракулу она заменяет отгадыванием локального
оптимума в задаче (OP, N). Это можно сделать за полиномиальное неде-
терминированное время, так как по определению класса PLS длина записи
локального оптимума и проверка его локальной оптимальности осуществ-
ляются за полиномиальное время. По предположению этот локальный оп-
тимум является ρ-приближенным решением. Значит, новая машина будет
давать тот же ответ, что и старая. Так как число шагов машины T не
превышает p(|x|), то количество предъявлений локального оптимума тоже
ограничено полиномом p(|x|). Таким образом, новая машина T ′ работает
полиномиальное недетерминированное время. Если на последнем шаге ра-
боты машины T ′ получим ответ "да", то x 6∈ πc, иначе x ∈ πc. Итак, язык
π является NP-полным, его дополнение πc лежит в NP, значит NP=co-NP.
¤

Следствие 11 Если NP 6=co-NP и задача OP является NP-трудной, то
для неё не существует точных полиномиально проверяемых окрестно-
стей.
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В заключение данной главы приведём семейство исходных данных за-
дачи о p-медиане, в котором для любой из окрестностей Swap, LK, LK1,
FM , FM1, k-Swap существует экспоненциальное число локальных мини-
мумов, ни один из которых не является глобальным. Более того, все они
в ρ раз отличаются от глобального оптимума. Матрица cij в этом примере
имеет p блоков размерности p× p и p дополнительных строк, которые со-
ответствуют оптимальному решению задачи. Все элементы каждого блока
равны ρ. Таким образом, у матрицы имеется p2 столбцов и p2+p строк (см.
рис. 18).
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Рис. 18. Матрица cij

Пусть W > ρp2. В первых p2 строках элементы, которые не попали в
блоки, положим равными W . В последних p строках разместим p квад-
ратных матриц размера p × p, в которых по диагонали стоят единицы, а
остальные элементы равны W . Легко проверить, что последние p строк
дают единственный глобальный минимум. Его значение равно p2. Кро-
ме него имеется pp допустимых решений со значением целевой функции
ρp2. Каждое из них содержит ровно одну строку из каждого блока. На
всех оставшихся решениях значение целевой функции строго больше ρp2.
Окрестности FM1, FM , Swap, LK1, LK, k − Swap порождают pp локаль-
ных минимумов, не являющихся глобальными. Это нестрогие локальные
минимумы с одним и тем же значением целевой функции. Окрестность
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каждого из них содержит другие локальные минимумы. Они образуют сво-
его рода "плато"экспоненциальной мощности. Попадая на него, такие ме-
тоды как поиск с запретами, имитация отжига и др. теряют способность
к целенаправленному поиску. Фактически уйти с такого плато метод уже
не может. Блуждание по плато является аналогом зацикливания, которое
наблюдается в симплекс-методе при попадании в вырожденную вершину.
Для преодоления таких ловушек требуются специальные процедуры. Рас-
смотрим граф соседства [247], в котором вершинами являются допустимые
решения, а дуга ставится в том случае, если одно решение принадлежит
окрестности другого. Для данного семейства исходных данных любой путь
в таком графе от локального минимума в глобальный будет проходить че-
рез решения с высокими значениями целевой функции. Для окрестности
Swap потребуется как минимум bp/2c шагов с ростом целевой функции
вдоль любого такого пути. Образно говоря, глобальный минимум отделен
от всех локальных минимумов своего рода "горным хребтом", преодоление
которого может оказаться трудным для методов локального поиска. Уве-
личение константы W приводит к падению вероятности преодоления этого
препятствия пороговыми методами, например, методом имитации отжига.
Рост параметра p приводит к увеличению кратчайшего пути от локального
оптимума к глобальному, что отрицательно влияет на эффективность по-
иска с запретами. Генетические алгоритмы, имея начальную популяцию из
первых p2 строк, сталкиваются с теми же трудностями, т. к. оператор скре-
щивания не может дать последние p строк, и только случайные мутации
могут это сделать. Если же генетический алгоритм использует процедуру
локального спуска на стадии улучшения "потомства", то влияние мутаций
будет сильно ослаблено и вероятность получить глобальный оптимум ока-
жется еще ниже. Таким образом, данное семейство примеров, несмотря на
свою простую структуру, является сложным для большинства метаэври-
стик.
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Глава 5

Равновесия по Нэшу в игровых
моделях размещения

Многие оптимизационные задачи можно переформулировать в виде игры.
В области дискретных задач размещения в последнее время активно иссле-
дуются игры Штакельберга. Игроки в таких играх неравноправны. Лидер
делает ход первым, и его решение определяет систему ограничений для
других игроков. Интерес к таким моделям связан как с многочисленными
приложениями, например, с исследованием иерархических систем управле-
ния, так и с вычислительной сложностью таких задач. В настоящей главе
исследуется другой класс игр. Все игроки равноправны, не образуют ко-
алиций и преследуют чисто эгоистические интересы. Они одновременно
принимают решения, стараясь максимизировать собственную прибыль от
открытия предприятий и обслуживания клиентов. Тот факт, что игроки
не образуют коалиций, приводит к конкуренции в области ценообразова-
ния, падению цен на рынке и перераспределению доходов между игроками
и потребителями. Решение называют равновесным, если ни один из игро-
ков не может увеличить свою прибыль при условии, что другие игроки не
меняют свои решения. Понятие равновесного решения в чистых стратеги-
ях оказывается тесно связанным с понятием локального оптимума в со-
ответствующей оптимизационной задаче. Фактически, удается установить
взаимно-однозначное соответствие между равновесными по Нэшу решения-
ми и локальными оптимумами. Таким образом, определяется сложностной
статус задач поиска равновесных решений. В частности, для данной игры
поиск равновесия не может быть NP-полной задачей, если NP 6=co-NP. По-
казано, что задача поиска равновесия принадлежит классу PLS и является
плотно полной в нем. Отсюда, в частности, следует, что доказательство
существования полиномиального алгоритма вычисления равновесного ре-
шения было бы слишком сильным результатом. Все задачи из класса PLS
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решались бы в этом случае за полиномиальное время. Доказательство об-
ратного утверждения приводит к выводу, что P 6=NP. Таким образом, во-
прос о сложности нахождения равновесных решений в чистых стратегиях
является интригующим и может иметь грандиозные последствия.

5.1 Игровая модель размещения предприятий

Рассмотрим ситуацию, когда p фирм одновременно открывают свои пред-
приятия для обслуживания клиентов. Цель каждой фирмы (игрока) состо-
ит в максимизации прибыли. Будем предполагать, что игроки принимают
решения независимо друг от друга, не образуют коалиций и преследуют
исключительно эгоистические интересы. Для простоты изложения будем
считать, что каждый игрок может открыть не более одного предприятия.
Возможные места их размещения зададим множеством I. Несколько игро-
ков могут открывать свои предприятия в одном и том же месте. Затраты
на открытие предприятий k-м игроком зададим величинами fk

i ≥ 0, i ∈ I.
Пусть величина rj задает максимальную цену, которую клиент j согла-

сен заплатить за предлагаемую продукцию, и матрица (ck
ij) показывает за-

траты на обслуживание клиентов из открываемых предприятий. Без огра-
ничения общности можно считать, что ck

ij ≤ rj, j ∈ J . В противном случае
положим ck

ij = rj и тогда игрок не будет иметь прибыль от обслуживания
этого клиента.

Предположим, что игроки открыли предприятия i1, i2, . . . , ip. Какую це-
ну qj заплатит j-й клиент за их продукцию? Если бы игроки объединились,
стремясь получить максимальную прибыль, то они установили бы макси-
мально доступную цену на свою продукцию, т.е. qj = rj, j ∈ J , и весь
доход присвоили себе. Что происходит, когда игроки действуют незави-
симо друг от друга? Обозначим через cj минимальные производственно-
транспортные затраты по обслуживанию j-го клиента из открываемых
предприятий:

cj = min{c1
i1j

, c2
i2j

, . . . , cp
ipj
}, j ∈ J.

Цена qj не может быть меньше cj, так как ни одному из игроков не выгодно
поставлять продукцию по столь низкой цене. Предположим, что игроки
выставили цену qj = rj. Клиенту все равно, какой из поставщиков будет его
обслуживать. Так как каждый из игроков хочет оказаться поставщиком,
то они начнут снижать цену. Пусть

i(j) = arg min{c1
i1j

, c2
i2j

, . . . , cp
ipj
}
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и c′j — второй по величине минимальный элемент среди c1
i1j

, c2
i2j

, . . . , cp
ipj
.

Процесс падения цены остановится на c′j, когда игрок i(j) останется един-
ственным поставщиком, кому все еще выгодно обслуживание j-го клиента.
Ниже опускать цену нецелесообразно. Выше поднимать цену нельзя, так
как появляется конкурент, которому также становится выгодным обслужи-
вание этого клиента. Получаем qj = c′j, j ∈ J . Если cj = c′j для некоторого
j ∈ J , то qj = cj, и обслуживание этого клиента не приносит прибыли ни
одному из игроков.

Когда игроки действовали сообща, они держали цену qj равной rj и
присваивали весь доход. Теперь qj = c′j и прибыль rj − cj делится между
поставщиком i(j), который получает qj−cj, и клиентом, который экономит
величину rj − qj.

Обозначим через Γk множество клиентов, обслуживаемых k-м игроком
при заданном выборе i1, . . . , ip. Тогда прибыль k-го игрока равна

wk =
∑

j∈Γk

(qj − cj)− fk
ik
,

суммарная экономия клиентов определяется величиной

ν(i1, . . . , ip) =
∑

j∈J

(rj − qj),

суммарная прибыль игроков и экономия клиентов составляет величину

µ(i1, . . . , ip) =
∑

j∈J

(rj − cj) =

p∑

k=1

wk + ν(i1, . . . , ip).

Решение (i1, . . . , ip) называют равновесием по Нэшу, или равновесным
решением, если ни один из игроков не может увеличить свою прибыль при
условии, что другие игроки не меняют свой выбор. Оптимальным решени-
ем называют такое решение, при котором величина µ(i1, . . . , ip) достигает
максимального значения. Такое решение действительно является наилуч-
шим для общества, так как приносит наибольший «эффект» от размещения
производства и выпуска продукции. Ниже будет показано, что оптимальное
решение является равновесным, но не каждое равновесное решение явля-
ется оптимальным. Для таких игр в [193] вводится понятие цены анархии.
Эта величина равна отношению оптимального решения к наихудшему сре-
ди равновесий по Нэшу. Известно [247], что для данной игры цена анархии
не превосходит 2. Однако вопрос о трудоемкости нахождения равновесных
решений до сих пор остается открытым. Неясно, можно ли найти хоть одно

198



равновесное решение за полиномиальное время от длины записи исходных
данных.

5.2 Связь с локальными оптимумами

Представим задачу максимизации величины µ(i1, . . . , ip) как задачу цело-
численного линейного программирования. Введем следующие переменные:

xk
i =





1, если игрок k открывает предприятие в пункте i,

0 в противном случае,

yk
ij =





1, если клиент j обслуживается игроком k из предприятия i,

0 в противном случае.

Тогда задача поиска максимальной суммарной прибыли игроков и эконо-
мии клиентов может быть сформулирована следующим образом:

max
∑

j∈J

p∑

k=1

∑

i∈I

(
rj − ck

ijy
k
ij

)−
p∑

k=1

∑

i∈I

fk
i xk

i

при условиях:
p∑

k=1

∑

i∈I

yk
ij ≤ 1, j ∈ J,

yk
ij ≤ xk

i , i ∈ I, j ∈ J, k = 1, . . . , p,
∑

i∈I

xk
i ≤ 1; k = 1, . . . , p,

xk
i , y

k
ij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J, k = 1, . . . , p.

Целевая функция задачи задает суммарный экономический эффект от
открытия предприятий и обслуживания клиентов, т.е. величину
µ(i1, . . . , ip). Первое ограничение позволяет каждому клиенту иметь не бо-
лее одного поставщика. Второе ограничение разрешает обслуживать кли-
ентов только из открытых предприятий. Последнее ограничение позволяет
каждому игроку открывать не более одного предприятия.

Заметим, что в этой задаче несколько игроков могут открывать пред-
приятия в одном месте. Поэтому такая постановка близка по смыслу к
задаче о p-медиане и простейшей задаче размещения [51], но не идентична
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им. Будем называть ее игровой задачей размещения и обозначать через
FLG (Facility Location Game).

Пусть (xk
i , y

k
ij) — допустимое решение этой задачи, и при данных значе-

ниях xk
i величины yk

ij задают оптимальное распределение клиентов между
открытыми предприятиями. Другими словами, будем предполагать, что
значения переменных yk

ij определяются по значениям переменных xk
i и ре-

шение можно задавать только этими переменными. Положим ck
ij = rj − ck

ij

для всех k, i, j. Тогда задачу можно переписать следующим образом:

max
(∑

j∈J

max
k=1....,p

max
i∈I

ck
ijx

k
i −

p∑

k=1

∑

i∈I

fk
i xk

i

)

при условиях: ∑

i∈I

xk
i ≤ 1, k = 1, . . . , p,

xk
i ∈ {0, 1}, i ∈ I, k = 1, . . . , p.

Пусть (xk
i ) — допустимое решение задачи. Под окрестностью N1(x

k
i ) бу-

дем понимать множество допустимых решений задачи FLG, которые могут
быть получены из решения (xk

i ) выбором некоторого игрока k и заменой его
стратегии любой другой допустимой стратегией т.е. закрытием его пред-
приятия, если он его открывал; открытием какого-то одного предприятия,
если не было открыто ни одного; заменой уже открытого предприятия на
любое другое. Локальным максимумом для данной окрестности будет лю-
бое решение, в окрестности которого нет решений с бо́льшим значением
целевой функции. Введенная окрестность включает в себя целиком окрест-
ность Swap и является частью объединения окрестностей Swap и Flip. Она
имеет полиномиальную мощность. Следовательно, задача локального поис-
ка (FLG, N1) принадлежит классу PLS. Следующая теорема устанавливает
тесную связь между локальными максимумами задачи (FLG,N1) и равно-
весиями по Нэшу.

Теорема 32 Между локальными максимумами задачи (FLG,N1) и рав-
новесными решениями в чистых стратегиях существует взаимно–од-
нозначное соответствие.

Доказательство. Пусть игроки открыли множество предприятий
(i1, . . . , ip). Поставим ему в соответствие решение (xk

i ), определяемое следу-
ющим образом: xk

i = 1, если i = ik, и xk
i = 0 в противном случае. Убедимся
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в том, что это решение является локальным максимумом тогда и только
тогда, когда (i1, . . . , ip) — равновесное решение. Для этого достаточно пока-
зать, что при смене стратегии k-м игроком его прибыль wk меняется ровно
на столько же, насколько меняется целевая функция задачи FLG.

Предположим, что k-й игрок закрывает свое предприятие ik. Тогда каж-
дый клиент из множества Γk потеряет своего поставщика. Новый постав-
щик — это предприятие другого игрока, которое имело наименьшую сто-
имость обслуживания c′j без учета игрока k. Теперь j-й клиент будет об-
служиваться именно по этой цене c′j и значение µ(i1, . . . , ip) меняется на
величину

∑
j∈Γk

(c′j − cikj)− fk
ik
. Ровно на столько же меняется значение целе-

вой функции задачи FLG при переходе к соседнему решению

xτ
i =





0, если τ = k,

xτ , если τ 6= k,
i ∈ I.

Аналогичные рассуждения справедливы и при открытии игроком нового
предприятия. Если же игрок передвигает свое предприятие на новое место,
то такую стратегию можно представить как двухшаговую: закрыть одно
предприятие — открыть другое; и снова получаем требуемое. ¤

Предположим, что игроки могут открывать не одно, а несколько пред-
приятий, скажем, ak ≥ 1, k = 1, . . . , p. Тогда решение будет называться
равновесием по Нэшу, если ни один из игроков не сможет увеличить свою
прибыль, меняя расположение своих предприятий, предполагая, что дру-
гие игроки не меняют своих стратегий. Математическая постановка задачи
ЦЛП будет немного другой, точнее, меняется только последнее ограниче-
ние. Теперь оно принимает вид

∑

i∈I

xk
i ≤ ak, k = 1, . . . , p.

Вместо окрестности N1 следует рассматривать окрестность Na, в которой
содержатся все решения, полученные из данного выбором игрока и заме-
ной его стратегии на любую другую. Утверждение теоремы по-прежнему
сохраняет силу, и доказательство этого утверждения проводится аналогич-
но.
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5.3 Сложность нахождения равновесных решений

Основной результат данного раздела состоит в доказательстве плотной
PLS–полноты задачи нахождения равновесий по Нэшу в чистых страте-
гиях. Сначала показана плотная PLS–полнота задачи (FLG,N1). Затем
этот результат обобщен на случай (FLG,Na), откуда и следует требуемое.

Известно [247], что следующая задача о максимальном разрезе с ок-
рестностью Flip является плотно PLS–полной. Задан неориентированный
граф G = (V,E) с положительными весами на ребрах we, e ∈ E. Допу-
стимым решением задачи является разбиение множества вершин V на два
подмножества V1 и V2 не обязательно равной мощности. Целевая функция
задачи определяется как сумма весов ребер, каждое из которых имеет одну
вершину в множестве V1, а другую вершину в множестве V2 (суммарный
вес разреза). В задаче требуется найти разбиение (V1, V2) с максимальным
значением целевой функции. Известно, что задача на минимум (Max-Cut)
является полиномиально разрешимой, в то время как задача на максимум
(Max-Cut) является NP–трудной. Окрестность Flip для данного разбиения
имеет мощность |V | и состоит из всех разбиений, полученных из данного
выбором одной вершины и переносом ее в другое подмножество.

Теорема 33 Задача (Max-Cut, Flip) плотно PLS–сводится к задаче
(FLG, N1).

Доказательство. По заданному графу построим исходные данные за-
дачи FLG. Положим I = {1, . . . , 2|V |}, J = {1, ..., |V | + 2|E|}, p = |V |,
w∗ = maxe∈E |we| + 1, W =

∑
e∈E |we| + w∗d, где величина d является

максимальной степенью вершин графа. Положим fk
i = 0 для всех k и i.

Сопоставим каждому игроку одну и ту же матрицу cij следующим образом.
Каждой вершине v ∈ V поставим в соответствие две строки iv, i

′
v и один

столбец jv, а каждому ребру e = (j1, j2) ∈ E — два столбца j1(e), j2(e) ∈ J .
При jv = 1, . . . , |V | положим

cijv
=





W, если (i = iv) ∨ (i = i′v),

0 в противном случае.
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Для e = (j1, j2) ∈ E положим

cij1(e) =





w∗ + we/2, если (i = j1(e)) ∨ (i = j2(e)),

w∗ − we/2, если (i = j′1(e)) ∨ (i = j′2(e)),

0 в противном случае,

cij2(e) =





w∗ − we/2, если (i = j1(e)) ∨ (i = j2(e)),

w∗ + we/2, если (i = j′1(e)) ∨ (i = j′2(e)),

0 в противном случае.

Структура матрица (cij) изображена на рис. 19.
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Рис. 19 Матрица (cij)

Предложенная конструкция определяет полиномиально вычислимую
функцию h из определения PLS-сводимости (см. определение 8). Функцию
g зададим следующим образом. Пусть (xk

i ) — допустимое решение зада-
чи FMG. Тогда значением функции g на этом решении является разрез
(V x

1 , V x
2 ), где множество V x

1 состоит из вершин v для каждой из которых
xk

iv
= 1 для подходящего k, а множество V x

2 является его дополнением:

V x
1 = {v ∈ V |

p∑

k=1

xk
iv
≥ 1}, V x

2 = V \ V x
1 .
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Проверим, что разрез (V x
1 , V x

2 ) является локальным максимумом относи-
тельно окрестности Flip, если и только если (xk

i ) — локальный максимум
для окрестности N1. Заметим, что любой локальный максимум (xk

i ) обла-
дает следующим свойством:

для любого v ∈ V существует единственный номер k такой, что

xk
iv

+ xk
i′v

= 1.

Покажем сначала, что не существует вершины v ∈ V такой, что xk1

iv
=

xk2

iv
= 1, при любых k1 6= k2. Допустим противное, т.е. что для некото-

рой вершины v ∈ V найдутся такие номера. Так как p = |V |, то найдется
такая вершина v0 ∈ V , что xk

iv0
= xk

i′v0
= 0 для всех k. Построим новое

решение x, которое отличается от прежнего только компонентами (k1, iv0
)

и (k1, iv). Положим xk1

iv0
= 1 и xk1

iv
= 0. Это решение — соседнее для исход-

ного, и оно имеет большее значение целевой функции. Действительно, так
как xk1

iv0
= xk1

i′v0
= 0, то слагаемое с номером jv0

в целевой функции задачи

FLG равно 0. Полагая xk1

iv0
= 1, получаем увеличение целевой функции на

W . Замена xk1

iv
= 1 на xk1

iv
= 0 не может привести к уменьшению целевой

функции, так как xk2

iv
= 1. Более того, в целевой функции появляются до-

полнительные положительные слагаемые (w∗±w/2) > 0, соответствующие
ребрам, инцидентным вершине v0. Получили противоречие с предположе-
нием о том, что (xk

i ) — локальный максимум. Случаи xk1

iv′
= xk2

iv
= 1 и

xk1

iv′
= xk2

iv′
= 1 рассматриваются аналогично.

Итак, если (xk
i ) — локальный максимум в окрестности N1, то для каждой

вершины v ∈ V найдется единственный номер k(v) такой, что x
k(v)
iv

+x
k(v)
iv′

=
1. Это свойство гарантирует наличие у каждого игрока ровно одной вер-
шины. Для определенности можно считать, что первый игрок получил
первую вершину, второй игрок — вторую и т.д. Покажем теперь, что разрез
(V x

1 , V x
2 ) является локальным максимумом для окрестности Flip.

Рассмотрим ребро e = (j1(e), j2(e)) ∈ E. Найдем строки i1, i2 матрицы
(ck

ij), соответствующие вершинам j1(e), j2(e). Положим k1 = k(j1(e)) и k2 =
k(j2(e)).

Пусть вершины j1(e), j2(e) лежат в множестве V x
1 . Тогда xk1

i1
= xk2

i2
= 1

и xk1

i′1
= xk2

i′2
= 0. Следовательно, в целевой функции слагаемое для j = j1(e)

равно w∗+we/2, а для j = j2(e) равно w∗−we/2, что в сумме даёт величину
2w∗. Т.е. вес we ребра не учитывается как в задаче о максимальном разрезе,
так и в задаче FLG.

Рассмотрим случай, когда вершины j1(e), j2(e) лежат в множестве V x
2 .
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Тогда xk1

i1
= xk2

i2
= 0 и xk1

i′1
= xk2

i′2
= 1. Следовательно, в целевой функции

слагаемое для j = j1(e) оно равно w∗−we/2, а для j = j2(e) равно w∗+we/2.
В сумме опять получаем 2w∗, т.е. вес we не учитывается как в задаче о
максимальном разрезе, так и в задаче FLG.

Рассмотрим теперь ребро, концы которого лежат в разных множествах.
Пусть xk1

i1
= 1, xk2

i2
= 0. Тогда слагаемые для j = j1(e) и j = j2(e) равны

w∗+we/2 и вес ребра входит в целевую функцию. Таким образом, значения
целевых функций на решениях (xk

i ) и (V x
1 , V x

2 ) совпадают с точностью до
константы W |V |+ 2w∗|E|.

Предположим, что разрез (V x
1 , V x

2 ) не является локальным максимумом.
Тогда найдется вершина v ∈ V , сдвиг которой из одного множества разби-
ения в другое приводит к росту целевой функции. В этом случае решение
(xk

i ) не является локальным максимумом для окрестности N1, так как сдвиг
вершины v соответствует замене

xk
iv

:= 1− xk
iv
, xk

iv′
:= 1− xk

iv′
при k = k(iv)

с тем же изменением целевой функции. Значит, (V x
1 , V x

2 ) — локальный мак-
симум, и построенное сведение является PLS сведением.

Убедимся, что это плотное сведение. В качестве множества R возьмем
все допустимые решения (xk

i ), обладающие свойством: x
k(v)
iv

+ x
k(v)
iv′

= 1 для
любого v ∈ V . Ранее было показано, что это множество содержит все ло-
кальные максимумы задачи FLG, т. е. условие 1 определения 8 выполнено.

Проверим условие 2. Пусть (V1, V2) — произвольный разрез. Для k-го
игрока найдем такую вершину v, что iv = k, и положим

xk
iv

=





1, если вершина v принадлежит V1,

0 в противном случае,
xk

i′v
= 1− xk

iv
, iv = k.

При iv 6= k положим xk
iv

= xk
i′v

= 0. Получаем взаимно-однозначное соот-
ветствие между разрезами и элементами множества R.

Проверим последнее условие. Заметим, что в графе переходов задачи
FLG нет дуг вида (q1, q2), q1 ∈ R, q2 /∈ R, так как значение целевой функ-
ции для q2 всегда меньше чем для q1. Другими словами, любой путь, начи-
нающийся и заканчивающийся в R, целиком лежит в R. Путь без промежу-
точных вершин из R может быть только дугой вида (q1, q2), q1, q2 ∈ R. Но
такой дуге соответствует дуга в графе переходов задачи о максимальном
разрезе. ¤
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При доказательстве теоремы мы положили fk
i = 0 для всех i, k. Следо-

вательно, справедливо следующее утверждение.

Следствие 12 Задача (FLG,N1) является плотно PLS–полной для слу-
чая fk

i = 0, i ∈ I, k = 1, . . . , p.

Рассмотрим теперь более общий случай, когда игроки могут откры-
вать несколько предприятий. Цель состоит в исследовании вычислительной
сложности задачи нахождения равновесий по Нэшу в этой более сложной
игре. Покажем, что эта задача также является плотно PLS–полной. Для
достижения этой цели снова перейдем к задаче поиска локальных макси-
мумов относительно окрестности Na и предъявим плотное PLS–сведение
этой задачи к исходной задаче с окрестностью N1.

Теорема 34 Задача локального поиска (FLG, Na), в которой k-й игрок
может открывать не более ak ≥ 1 предприятий, является плотно PLS-
полной.

Доказательство.Покажем, что задача локального поиска (FLG, N1) плот-
но PLS–сводится к задаче (FLG, Na). Заметим сначала, что если взять
в качестве функций h и g из определения PLS–сведения тождественные
функции, то сразу получается PLS–полнота задачи (FLG, Na). Однако это
сведение не является плотным. Граф переходов новой задачи содержит
больше дуг, чем исходный, и высота вершин может оказаться меньше вы-
соты вершин в исходном графе.

Чтобы установить плотное PLS–сведение, добавим (ak−1) дополнитель-
ных клиентов для каждого игрока и столько же дополнительных предпри-
ятий. Для каждого нового предприятия положим fk

i = 0, если это предпри-
ятие введено для игрока k, и fk

i = M , где M — достаточно большое число,
если это не так. Прибыль (cij) от обслуживания новых клиентов положим
равной M для новых предприятий и равной 0 для всех остальных. Легко
заметить, что в такой задаче каждый игрок откроет в любом равновесии
по Нэшу все (ak−1) своих новых предприятий и будет выбирать последнее
предприятие по тем же правилам, что и в задаче (FLG, N1). ¤

5.4 Поиск приближенных равновесий

С практической точки зрения представляет интерес следующая модифи-
кация исходной игры. Мы неявно предполагаем, что игрок может менять
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свою стратегию бесплатно, т.е. перенос предприятия на новое место не
требует предварительных расчетов, обоснований или других материаль-
ных затрат. Такое предположение упрощает модель, но делает ее беднее
с содержательной точки зрения. Предположим, что такие затраты можно
оценить, и для простоты будем задавать их величинами ∆k, k = 1, . . . , p.
Конечно, эта величина должна зависеть от текущей стратегии игрока и
новой стратегии, которая приходит на смену старой. Однако пока мы не
будем уточнять явный вид этой зависимости. Итак, если игрок k меняет
свою стратегию, он несет расходы в размере ∆k. Другими словами, игрок
не будет менять свое решение, если приращение прибыли не превосходит
данной величины. Если ни один из игроков не может увеличить свою при-
быль при условии, что другие игроки не меняют свой выбор, то такое реше-
ние будем называть приближенным равновесием по Нэшу с погрешностью
∆ = (∆1, . . . , ∆p). Исходные равновесия также будут и приближенными
равновесиями при любом неотрицательном ∆. Задача поиска приближен-
ных равновесий кажется более простой, поскольку число подходящих со-
стояний увеличилось, а требуется найти хотя бы одно из них. Тем не менее,
это не всегда так. Если ∆k являются постоянными величинами, то поиск
приближенных равновесий снова оказывается плотно PLS–полной задачей.
Если же величины ∆k могут быть оценены снизу функцией µ(i1, . . . , ip), то
есть ∆k ≥ εµ(i1, . . . , ip) для любого k = 1, . . . , p, то задача может быть
решена с полиномиальной трудоемкостью.

Теорема 35 Если ∆k ≥ εµ(i1, . . . , ip) для любых стратегий (i1, . . . , ip),
то приближенное равновесие с погрешностью ∆ = (∆1, . . . , ∆p) может
быть найдено за полиномиальное время от длины записи исходных дан-
ных и величины 1/ε.

Доказательство. Для поиска приближенных локальных оптимумов вос-
пользуемся алгоритмом ε-Local Search из раздела 4.6. Применим его к
задаче (FLG,N1). Получим приближенный локальный максимум с отно-
сительной погрешностью ε, т.е. решение (xk

i ), удовлетворяющее условию
(1 + ε)F (xk

i ) ≥ F (xk
i ) для всех xk

i ∈ N1(x
k
i ). Это решение позволяет по-

лучить стратегии игроков (i1, . . . , ip): k-й игрок открывает предприятие i

тогда и только тогда, когда xk
i = 1. Полученные стратегии удовлетворяют

условию
(1 + ε)µ(i1, . . . , ip) ≥ µ(i1, . . . , ik−1, i

′
k, ik+1, . . . , ip)

для любого i′k 6= ik и k = 1, . . . , p. Так как ∆ ≥ εµ(i1, . . . , ip), то получа-
ется приближенное равновесие с погрешностью не более ∆. Трудоемкость
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процедуры получения таких равновесий определяется трудоемкостью ал-
горитма ε–Local Search. Число шагов этого алгоритма оценивается полино-
мом от длины записи исходных данных и величины 1/ε. Так как каждый
шаг алгоритма также является полиномиальным, то получаем требуемое.
¤

Вернемся теперь к ситуации, когда ∆k являются постоянными величи-
нами. В этом случае приближенным равновесиям будут соответствовать
приближенные локальные оптимумы с абсолютным отклонением ∆k, т.е.
решения (xk

i ), удовлетворяющие условию:

F (xk
i ) + ∆k ≥ F (xk

i )

для всех xk
i ∈ N1(x

k
i ), k = 1, . . . , p. Интуитивно кажется, что нахождение

таких приближенных локальных оптимумов проще задачи нахождения са-
мих локальных оптимумов. Следующая теорема показывает, что это не
так.

Теорема 36 Если ∆k являются постоянными величинами, то поиск при-
ближенного равновесия является плотно PLS–полной задачей.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что все ко-
эффициенты исходной задачи являются целыми числами и целевая функ-
ция принимает тоже только целочисленные значения. Рассмотрим граф
переходов TGΠ задачи Π = (FLG,N1). Модифицируем его, удалив те ду-
ги, для которых значения целевой функции на концах дуги отличаются не
более чем на ∆k. В модифицированном графе длина кратчайшего пути из
заданной вершины в сток может не совпадать с длиной кратчайшего пути
в исходном графе TGΠ. Тем не менее, ниже будет показано, что для любой
константы ∆k и любой задачи (FLG, N1) можно построить такой пример
y′ задачи нахождения приближенного локального максимума с константой
∆k, что его модифицированный граф переходов будет совпадать с графом
TGΠ(y). Так как задача локального поиска Π = (FLG,N1) является плот-
но PLS–полной, то получаем требуемое.

Пусть y — пример задачи (FLG, N1) с целочисленными значениями це-
левой функции F (x, y) и коэффициентами (ck

ij, f
k
i ). Построим новый при-

мер y′ задачи FLG с тем же множеством допустимых решений и новой
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целевой функцией F ′(xk
i , y

′), имеющей коэффициенты




ck
ij
′

= ck
ij(1 + ∆k),

fk
i
′

= fk
i (1 + ∆k),

i ∈ I, j ∈ J, k = 1, . . . , p.

Заметим, что любой локальный максимум xk
i для примера y является при-

ближенным ∆–локальным максимумом для примера y′, и наоборот. Дей-
ствительно, если

F (xk
i , y)− F (xk

i , y) < 1 для всех xk
i ∈ N1(x

k
i ),

то
F ′(xk

i , y
′)− F ′(xk

i , y
′) < (1 + ∆k) для всех xk

i ∈ N1(x
k
i )

и xk
i — приближенный локальный максимум. Граф переходов для примера

y′ и модифицированный граф переходов с константой ∆ = (∆1, . . . , ∆p)
совпадают друг с другом и с графом переходов для примера y. ¤

При доказательстве теоремы существенно использовался тот факт, что
задача локального поиска (FLG,N1) является плотно PLS–полной. Так как
задача (FLG,Na) тоже является таковой, то, повторяя рассуждения для
этой более общей задачи, получаем следующее

Следствие 13 Если ∆k являются постоянными величинами, то задача
поиска приближенных равновесных решений для случая, когда
k-й игрок может открывать не более ak ≥ 1 предприятий, является
плотно PLS–полной задачей.

5.5 Сложность алгоритмов локального улучшения

Рассмотрим теперь вопрос о трудоемкости получения равновесных реше-
ний с помощью следующего итерационного алгоритма. Пусть некоторое ре-
шение (xk

i ) не является равновесным, т.е. существует игрок, быть может, не
один, у которого можно увеличить его прибыль, при выборе других пред-
приятий. Шаг алгоритма состоит в нахождении такого игрока и выборе
для него новых предприятий с увеличением прибыли. Процедура выбора
предприятий может быть любой. Наша цель состоит в оценке числа ша-
гов такого итерационного процесса в худшем случае при любой процедуре
выбора.
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Теорема 37 Итерационный алгоритм в худшем случае требует экспо-
ненциального числа шагов для нахождения равновесного решения при лю-
бой процедуре выбора игрока и лучших предприятий для него.

Справедливость утверждения следует из плотной PLS полноты зада-
чи локального поиска (FLG,N1) и существования задачи экспоненциаль-
ной высоты в классе PLS [247]. Оценка остаётся экспоненциальной при
использовании любого правила выбора игрока и лучшего предприятия для
него: детерминированного, вероятностного или любого другого произволь-
ной сложности.

В задаче поиска равновесных решений нужно найти хотя бы одно (лю-
бое) равновесное решение. Однако, если решения игроков уже известны, и
они готовы их менять только при увеличении прибыли, то возникает другая
задача, более важная с практической точки зрения. Найти равновесное ре-
шение, достижимое итерационным алгоритмом локального улучшения из
заданной начальной позиции. Другими словами, в графе переходов задана
стартовая вершина. Требуется найти сток, достижимый из стартовой вер-
шины вдоль некоторого ориентированного пути. Оказывается, такая задача
является значительно более сложной, чем предшествующая. Из следующей
теоремы получаем, что если для этой задачи удастся построить полиноми-
альный алгоритм, то полиномиально разрешимой будет любая задача из
класса PSPACE и, в частности, все задачи из класса NP.

Теорема 38 Нахождение равновесного решения при заданной начальной
позиции игроков является PSPACE-полной задачей.

Известно [247], что в классе PLS есть задачи локального поиска с фикси-
рованной стартовой точкой, которые являются PSPACE-полными.
Задача о максимальном разрезе графа с окрестностью Flip — одна из них.
Установленная в теореме 33 плотная сводимость влечет полиномиальную
сводимость соответствующих задач с фиксированными стартовыми реше-
ниями [247]. Следовательно, нахождение равновесного решения, достижи-
мого из заданной начальной позиции игроков, является PSPACE-полной
задачей. ¤
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Глава 6

Библиотека тестовых примеров
«Дискретные задачи размещения»

Создание электронных библиотек тестовых примеров является одним из
бурно развивающихся направлений в области экспериментального иссле-
дования алгоритмов. Для задач дискретной оптимизации активно исполь-
зуются следующие библиотеки общего назначения:

– Operations Research Library (http://people.brunel.ac.uk/mastjjb/jeb/info.html),
– DIMACS Implemetation Challenge (http://dimacs.rutgers.edu/Challenges),

а также специализированные библиотеки:
– Traveling Salesman Problems Library
(http://www.ing.unlp.edu.ar/cetad/mos/TSPBIB−home.html),
– Project Scheduling Problems Library (http://www.bwl.uni-kiel.de/Prod/psplib),
– Quadratic Assignment Problem Library (http://www.seas.upenn.edu/qaplib/),
– Library of Locations Algorithms (http://www.mathematik.uni-kl.de/ lola)

и др.
Библиотека Operations Research Library пользуется наибольшей попу-

лярностью и содержит наибольшее количество тестовых примеров по раз-
ным моделям исследования операций. В частности, в ней содержатся тесты
и для дискретных задач размещения: задачи о покрытии, простейшей за-
дачи размещения, задачи размещения с ограничениями на объемы произ-
водства продукции, обобщенной задачи о назначениях и др. К сожалению,
многие из этих тестов, за исключением задачи о покрытии множествами,
имеют небольшой разрыв двойственности. Исследование оптимизационных
алгоритмов на этих тестах не всегда продуктивно. Они создают иллюзию,
что даже при большой размерности задачи оптимальное решение может
быть найдено сравнительно легко. Более того, указанные библиотеки со-
держат только оптимальные решения и исходные данные. Они не дают
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никакой информации о разрыве целочисленности, числе оптимальных ре-
шений, сравнительных характеристик разных алгоритмов на указанных те-
стах и другой полезной информации, необходимой при экспериментальных
исследованиях. В России работы над созданием таких библиотек только
начинаются. Электронная библиотека «Дискретные задачи размещения»
является одним из таких проектов, где сделана попытка подойти к данно-
му вопросу на качественно новом уровне.

6.1 Структура библиотеки

Сложность решения многих задач дискретной оптимизации объясняется
отчасти наличием большого числа локальных оптимумов, их непредска-
зуемым и, фактически, случайным расположением в допустимой области.
Принадлежность некоторой задачи к классу NP-трудных задач, по сути,
означает отсутствие "простых" правил для нахождения глобального оп-
тимума. Строго доказать несуществование таких правил пока никому не
удается. Вместе с тем, большинство точных методов при теоретически экс-
поненциальной трудоемкости на практике находят оптимальное решение
сравнительно легко. Электронная библиотека «Дискретные задачи разме-
щения» создана для проведения экспериментальных исследований. Она до-
ступна в интернет по адресу http://math.nsc.ru/AP/benchmarks/ и пред-
ставляет собой гипертекстовый документ, выполненный в формате HTML.
Головная страница библиотеки содержит ссылки на основные разделы, по-
священные следующим задачам:

– простейшая задача размещения;
– задача размещения с ограничениями на объемы производства;
– задача о p-медиане;
– задача о p-медиане с предпочтениями клиентов;
– конкурентная задача о p-медиане;
– задача о поставках.
Каждый раздел содержит:
– постановку задачи на содержательном уровне и точную математиче-

скую формулировку в терминах частично-целочисленного программирова-
ния;

– обзор литературы по точным и приближенным методам решения за-
дачи. Наиболее популярным методам, таким как метод ветвей и границ,
Лагранжевы релаксации, поиск с запретами, генетические алгоритмы и
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алгоритмы имитации отжига уделено особое внимание, каждому из них
посвящена отдельная страница с описанием и ссылками на литературу;

– тестовые примеры, трудные в вычислительном отношении, для нахож-
дения как точного, так и приближенного решения с малой относительной
погрешностью;

– результаты тестовых расчетов, содержащие точное решение и величи-
ну разрыва целочисленности.

Для демонстрации возможностей вышеупомянутых методов разработа-
но программное обеспечение, которое на примере простейшей задачи раз-
мещения иллюстрирует их работу. Демонстрационная версия программно-
го продукта снабжена комментариями и дает пользователю возможность
влиять на процесс решения задачи с помощью управляющих параметров.
Графические возможности системы позволяют увидеть изменение относи-
тельной погрешности в ходе работы алгоритмов и изменение расстояния
Хэмминга от текущей точки до глобального оптимума, до нулевой точки и
до точки, полученной рандомизированными жадными алгоритмами.

6.2 Простейшая задача размещения

Данный раздел библиотеки является самым большим. Здесь представлены
восемь классов тестовых примеров, сильно отличающихся по трудоемкости
нахождения точного решения:

– примеры, использующие конструкцию конечных проективных плоско-
стей (класс FPP);

– примеры, использующие совершенные коды с расстоянием 3 (класс
BPC);

– примеры, базирующиеся на шахматных торах (класс CB);
– три класса примеров с большим разрывом целочисленности (классы

GapA, GapB, GapC);
– примеры с матрицами расстояний на двумерной евклидовой плоскости

(класс Euclidean);
– примеры с матрицей расстояний, порожденных случайным образом с

равномерным распределением из заданного интервала (класс Uniform).
Первый класс является полиномиально разрешимым. Зная способ по-

рождения примеров, легко найти точное решение задачи. Однако для ме-
тодов локального поиска он оказывается достаточно трудным [218], так
как каждому пучку прямых соответствует локальный минимум задачи с
большим бассейном притяжения.
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Второй и третий классы интересны тем, что число строгих локальных
оптимумов для них растет экспоненциально с ростом размерности задачи.
Так как по построению любой из них может оказаться глобальным опти-
мумом, то процесс решения задачи может быть достаточно долгим для
любого метода, в том числе и для метаэвристик.

Три класса с большим разрывом двойственности являются сложны-
ми для метода ветвей и границ [188, 4]. Разрыв составляет более 20%,
что обуславливает порождение огромного дерева ветвлений с несколькими
десятками миллионов вершин даже при небольшой размерности задачи,
n = m = 100. Самый сложный из этих классов, Gap–C, является также
трудным и для методов локального поиска: вероятностного поиска с за-
претами, генетического алгоритма и схемы GRASP. Частота нахождения
такого решения не превышает 0,53 при выполнении этими алгоритмами
104 итераций, соответствующих переходу от текущего решения к соседнему
для объединения окрестностей Flip и Swap. Последние два класса являют-
ся наиболее легкими. При заданной размерности n = m = 100 они легко
решаются как методом ветвей и границ, так и метаэвристиками. Приведем
точное описание этих классов.

6.2.1 Полиномиально разрешимые примеры

Рассмотрим конечную проективную плоскость порядка k [168]. Она состоит
из n = k2+k+1 точек x1, . . . , xn и такого же количества прямых L1, . . . , Ln.
Каждая прямая есть набор точек, и 0 − 1 матрица инциденций A задает
вхождение точек в состав прямых: aij = 1 ⇔ xj ∈ Li. Матрица A обладает
следующими свойствами:

1. каждая строка содержит ровно k + 1 единицу;
2. каждый столбец содержит ровно k + 1 единицу;
3. скалярное произведение любых двух строк равно единице;
4. скалярное произведение любых двух столбцов равно единице.

Такие матрицы существуют, если k — степень простого числа. Множество
прямых, проходящих через заданную точку, называется пучком прямых.
Мощность каждого пучка равна k + 1, и пересечение любых двух пучков
состоит ровно из одной прямой.

Определим семейство примеров простейшей задачи размещения следу-
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ющим образом. Положим I = J = {1, . . . , n} и

gij =





ξij, если aij = 1

M, если aij = 0
, fi = f >

∑

i∈I

∑

j∈J

ξij,

где ξij — случайные числа, взятые из заданного интервала, M — достаточ-
но большое число, M > nf . Это семейство обозначим через FPPk. Так как
f >

∑
i∈I

∑
j∈J ξij, то оптимальному решению соответствует минимальное

число прямых, покрывающих все точки. Легко проверить, что это пучок.
Пучков ровно n штук, следовательно, оптимальное решение может быть
найдено за полиномиальное время. Каждому пучку соответствует стро-
гий локальный минимум в задаче UFLP с окрестностями Flip, Swap и их
объединением. Случайные числа ξij определяют глобальный оптимум на
множестве пучков. Расстояние Хэмминга между этими строгими локаль-
ными минимумами ровно 2k. Значит, диаметр области, где расположены
локальные оптимумы, не меньше 2k и растет с ростом размерности зада-
чи. Более того, численные эксперименты показывают, что такие строгие
локальные минимумы имеют большую зону притяжения, что создает до-
полнительные трудности для методов локального поиска. Для поиска с
запретами приходится использовать высокую рандомизацию окрестности
или большие списки запретов. Для алгоритмов имитации отжига — вы-
сокую стартовую температуру. Если популяция в генетическом алгоритме
состоит только из локальных минимумов, соответствующих пучкам пря-
мых, то оператор скрещивания порождает решения с большими значения-
ми целевой функции и процедуры локального спуска с такими стартовыми
решениями оказываются малоэффективными. Для вероятностных жадных
стратегий (GRASP) это семейство тоже является сложным [217, 218].

6.2.2 Примеры с экспоненциальным числом строгих
локальных минимумов

Рассмотрим два класса примеров, в которых число строгих локальных ми-
нимумов растет экспоненциально с ростом размерности задачи. Первый
класс BPC использует конструкцию совершенных бинарных кодов с рас-
стоянием 3. Второй класс CB — шахматные доски, свернутые в тор.

Обозначим через Bk множество всех 0 − 1 векторов длины k. Совер-
шенным бинарным кодом с расстоянием 3 называют такое подмножество
C ⊂ Bk мощности 2k/(k + 1), что расстояние Хэмминга d(c1c2) для лю-
бых кодовых слов c1, c2 ∈ C, c1 6= c2 всегда не меньше трех. Такие коды
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существуют для k = 2r−1, где r целое число, большее единицы. Построим
пример исходных данных простейшей задачи размещения по следующему
правилу. Положим n = 2k, I = J = {1, . . . , n}. Каждому элементу i ∈ I

соответствует вершина x(i) гиперкуба. Пусть (ξij), i ∈ I, j ∈ J, — некото-
рая матрица, порожденная, например, случайным образом с элементами
из заданного интервала. Положим

cij =





ξij, если d(x(i), x(j)) ≤ 1, i ∈ I, j ∈ J,

+∞ в противном случае.

Известно, что любой совершенный бинарный код C с расстоянием 3 порож-
дает разбиение гиперкуба на 2k/(k + 1) непересекающихся шаров радиуса
1. Такое разбиение соответствует строгому локальному минимуму в задаче
размещения с окрестностью Flip ∪ Swap. Число совершенных кодов N(k)
растет экспоненциально с ростом k и удовлетворяет соотношению [56]

N (k) ≥ 22
k+1
2 log2(k+1) · 32

k−3
4 · 22

k+5
4 log2(k+1)

.

Минимальное расстояние между двумя совершенными кодами (строгими
локальными оптимумами) не меньше 2(k+1)/2, то есть также растет с ростом
размерности задачи.

Рассмотрим теперь шахматную доску размером 3k×3k, k ≥ 3, и склеим
её границы так, чтобы получился тор. Каждая клетка тора имеет 8 со-
седних клеток. Например, клетка (1,1) имеет соседей: (1, 2), (1, 3k), (2, 1),
(2, 2), (2, 3k), (3k, 1), (3k, 2), (3k, 3k). Положим n = 9k2, I = J = {1, . . . , n},

cij =





ξij, если клетки i, j — соседние,

+∞ в противном случае,
i ∈ I, j ∈ J,

fi = f ≥
∑

i∈I

∑

j∈J

ξij, i ∈ I.

Каждая клетка вместе с ее соседями образует квадрат 3 × 3. Тор разби-
вается на k2 таких непересекающихся квадратов. Каждое такое разбиение
тора соответствует строгому локальному минимуму в задаче размещения с
окрестностью Flip ∪ Swap. Таких строгих локальных минимумов 2·3k+1−9.
Минимальное расстояние между ними равно 2k. Таким образом, число
строгих локальных минимумов растет экспоненциально с ростом размер-
ности задачи. Минимальное расстояние между ними также возрастает.
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6.2.3 Примеры с большим разрывом целочисленности

Как мы увидим позже, разрыв целочисленности для приведенных выше
классов BPC, CB, FPP достаточно мал. Метод ветвей и границ [188] нахо-
дит оптимальное решение достаточно легко. Поэтому представляет интерес
построение примеров, которые были бы трудны не только для локальных
алгоритмов, но и для точных методов.

Предшествующие классы обладают следующим свойством: в матрице
(cij) каждый столбец и каждая строка имеют одинаковое число небеско-
нечных элементов. Обозначим это число через l. Величину l/n назовем
плотностью матрицы. Приведем алгоритм нахождения случайных матриц
(cij) с заданной плотностью.

Генератор случайных матриц (l, n)

1. J ← {1, . . . , n};
2. Column [j] ← 0 for all j ∈ J ;
3. c[ij] ← +∞ for all i, j ∈ J ;
4. for i ← 1 to n

5. do l0 ← 0
6. for j ← 1 to n

7. do if n− i + 1 = l−Column[j]
8. then c[ij] ← ξ[ij]
9. l0 ← l0 + 1
10. Column[j] ← Column[j] + 1
11. J ← J \ j

12. выбрать подмножество j′ ⊂ J, |J ′| = l− l0 случайным образом и поло-
жить

c[ij] ← ξij; Column[j] ← Column[j] + 1, для всех j ∈ J ′.

Вспомогательный вектор Column[j] содержит текущее значение числа
малых элементов в j-м столбце генерируемой матрицы. Идентификатор l0
используется для подсчета столбцов матрицы, где малые элементы непре-
менно должны быть размещены в i-й строке. Такие столбцы выявляются
заранее (строка 7 алгоритма) и удаляются из множества J (строка 11).
Заметим, что удаление строк 6–11 из алгоритма позволяет генерировать
случайные матрицы, у которых ровно l малых элементов в каждой строке.
Транспонированием матрицы можно получить аналогичное свойство для
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столбцов. Таким образом, получаем три класса тестовых примеров:
Gap–A: каждый столбец матрицы (cij) имеет ровно l малых элементов.
Gap–B: каждая строка матрицы (cij) имеет ровно l малых элементов.
Gap–C: каждый столбец и каждая строка матрицы (cij) имеют ровно l

малых элементов.
Для этих классов по-прежнему I = J = {1, . . . , n} и fi = f ≥ ∑

i∈I

∑
j∈J

ξij.

Обозначим через δ разрыв целочисленности:

δ =
Fopt − FLP

Fopt
· 100%,

где Fopt — оптимальное значение задачи, FLP — значение линейной релак-
сации. Для l = 10, n = 100 на классе Gap–C величина δ оказывается в
интервале от 21% до 29%. Как следствие, метод ветвей и границ требует
громадного числа итераций, до 0, 5 · 109, и далеко не всегда находит опти-
мум за первую половину потраченного времени.

6.2.4 Поведение метаэвристик

Для исследования поведения метаэвристик на введенных классах данных
были сформированы тестовые примеры, по 30 в каждом классе. Значения
ξij выбирались из множества {0, 1, 2, 3, 4} случайным образом с равномер-
ным распределением. Значение f полагалось равным 3000. Все примеры
доступны в интернет. Оптимальные значения найдены методом ветвей и
границ. Таблица 10 представляет среднее значение характеристик этого
метода на указанных классах. Класс BPC7 соответствует значению k = 7 и
n = 2k = 128. Класс CB4 строился для k = 4, n = 9k2 = 144. Класс FPP11

соответствует k = 11, n = k2 + k + 1 = 133. Для сравнения в таблице при-
ведены два других уже упоминавшихся класса Unifirm, где cij ∈ [0, 104], и
Euclidean, где матрица cij соответствует евклидовым расстояниям между
точками двухмерной плоскости. Точки выбирались случайным образом с
равномерным распределением из квадрата 7000× 7000 независимо друг от
друга.
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Таблица 10. Характеристики метода ветвей и границ

Классы примеров n δ Итерации Рекордная итерация Время счета

BPC7 128 0,1 374 264 371 646 00:00:15
CB4 144 0,1 138 674 136 236 00:00:06
FPP11 133 7,5 6 656 713 6 635 295 00:05:20
GAP–A 100 25,6 10 105 775 3 280 342 00:04:52
GAP–B 100 21,2 30 202 621 14 656 960 00:12:24
GAP–C 100 28,4 541 320 830 323 594 521 01:42:51
Uniform 100 4,7 9 834 2 748 < 00:00:01
Euclidean 100 0,1 1 084 552 < 00:00:01

Столбец «Время счета», указывает среднее время решения задачи на PC
Pentium 1200 MHz, RAM 128 Mb. Столбец «Итерации» показывает среднее
число итераций метода. Столбец «Рекордная итерация» дает среднее зна-
чение числа итераций, необходимых для нахождения оптимума. Как видно
из таблицы, классы GAP–A, GAP–B, GAP–C имеют наибольший разрыв
целочисленности и являются наиболее трудными для метода ветвей и гра-
ниц. Классы BPC7, CB4 имеют малый разрыв целочисленности. Однако
они оказались значительно труднее классов Uniform и Euclidean. Число
итераций для классов BPC7, CB4 на два порядка больше, чем для классов
Uniform и Euclidean. Это может показаться странным, но такой эффект
легко объясняется строением самих классов BPC и CB. Они действитель-
но имеют большое число локальных оптимумов, мало отличающихся по
целевой функции от глобального оптимума. Чтобы их отсечь, требуется
значительное число итераций. Как мы увидим ниже, классы Uniform и
Euclidean сильно отличаются от остальных классов по числу локальных
оптимумов и их распределению в допустимой области. Они гораздо беднее
и потому проще для решения.

Для того, чтобы понять различие между классами с точки зрения рас-
пределения локальных оптимумов в допустимой области, был проведен
следующий эксперимент. Для примеров из каждого класса генерировалось
9000 допустимых решений задачи. Они порождались независимо друг от
друга с помощью датчика псевдослучайных чисел с равномерным распре-
делением. К каждому решению применялся алгоритм локального улучше-
ния с окрестностью Flip ∪ Swap. В итоге получался набор локальных опти-
мумов. Часть из них совпадало между собой. Разительное отличие между
классами связано, в первую очередь, с мощностью множества получаемых
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локальных оптимумов. Классы Uniform и Euclidean имеют патологически
малые множества локальных оптимумов и, как будет показано ниже, явля-
ются простыми для метаэвристик. В Таблице 11 приводятся характеристи-
ки полученных множеств локальных оптимумов. Столбец «N» показыва-
ет мощность множеств для различных классов. Столбец «Диаметр» дает
нижнюю оценку диаметра области, в которой располагаются локальные
оптимумы. Эта величина вычислялась как максимальное попарное рассто-
яние между полученными локальными минимумами.

Таблица 11. Характеристики множеств локальных оптимумов

Классы N Диаметр Радиус R100 R∗

примеров min ave max

BPC7 8868 55 1 3 357 24 52
CB4 8009 50 1 13 178 78 53
FPP11 8987 51 1 2 8 3 1
GAP–A 6022 36 1 53 291 199 7
GAP–B 8131 42 1 180 164 98 16
GAP–C 8465 41 1 14 229 134 21
Uniform 1018 33 1 31 101 61 1
Euclidean 40 21 11 13 18 – 10

Рисунки 20a – 20з показывают значения целевой функции задачи для
разных локальных минимумов и их расстояние до глобального минимума.
Для каждого локального минимума нарисован шар. Центр шара имеет ко-
ординаты (x, y), где x — расстояние Хэмминга до глобального минимума,
y — значение целевой функции. Радиусом шара служит число найденных
локальных минимумов, обнаруженных рядом с данным, точнее, на рассто-
янии не более 10. В таблице 11 столбцы «min», «ave», «max» показыва-
ют минимальные, средние и максимальные радиусы полученных шаров в
каждом классе. Класс FPP11 имеет очень малый средний и максимальный
радиусы. Следовательно, локальные оптимумы имеют достаточно большой
бассейн притяжения.

На рис. 20в локальные минимумы, соответствующие пучкам прямых,
показаны двумя самыми нижними шарами. Один из них соответствует оп-
тимальному решению задачи, x = 0. Второй — всем остальным пучкам.
Расстояние между каждой парой пучков равно 22. Интересно отметить, что
ближайший к глобальному оптимуму соседний локальный оптимум нахо-
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дится на расстоянии 12, достаточно далеко. По-видимому, каждый пучок
прямых порождает достаточно "глубокую воронку" , попадая в которую,
трудно выбраться, используя локальные методы. Столбец «R∗» в таблице
11 показывает радиус шара для глобального оптимума. Он равен 1 для
классов FPP11 и Uniform. Максимальные значения 53 и 52 соответствуют
классам CB4 и BPC7. Заметим, что для всех классов радиус глобального
оптимума не является максимальным или минимальным. Скорее всего нет
никакой корреляции между плотностью расположения локальных оптиму-
мов в допустимой области и значением целевой функции.

Столбец «R100» показывает минимальный радиус для 100 самых боль-
ших шаров. Этот столбец указывает, что классы GAP–A, GAP–B, GAP–C
имеют много шаров большого радиуса. Многие локальные минимумы явля-
ются нестрогими и образуют своего рода "плато" . Попадая на них, методы
локального поиска часто теряют эффективность. Класс FPP11 имеет зна-
чение R100 равное 3, то есть все шары имеют малый радиус. Класс FPP11

является трудным, но по другим причинам. Там нет "плато".

а) класс BPC7
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б) класс CB4

в) класс FPP11

г) класс GAP–A
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д) класс GAP–B

е) класс GAP–C

ж) класс Uniform
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з) класс Euclidean

Рис 20. Расположение локальных минимумов

На рис. 20а, 20б, 20е, 20ж можно увидеть много малых шаров на боль-
шом удалении от глобального оптимума. Если представить множество ло-
кальных оптимумов в виде галактики, то на её границах будут шары ма-
лого радиуса, а в центральной части — много больших шаров. Область
высокой концентрации локальных оптимумов содержит шары с высоким и
низким значениями целевой функции. Глобальный оптимум может распо-
лагаться как в центральной части галактики (рис. 20а, 20б), так и далеко
от центра и иметь малый радиус (рис. 20в, 20ж). По-видимому, нельзя
предсказать его радиус и место расположения. Можно только отметить,
что легкие классы имеют мало локальных оптимумов, например, N = 1018
для класса Uniform и N = 40 для класса Euclidean. Трудные классы имеют
много локальных оптимумов, N ≈ 9000 для классов BPC7, FPP11, GAP–C.
Возможно, наиболее трудные примеры имеют несколько галактик локаль-
ных оптимумов, расположенных на достаточно большом расстоянии друг
от друга и отделённых областью с высокими значениями целевой функ-
ции. Такие примеры представляют несомненный интерес для эксперимен-
тальных исследований. Один из таких классов для многостадийной задачи
размещения представлен в следующем разделе этой главы.

Таблица 12 показывает частоту нахождения оптимального решения ме-
таэвристиками: вероятностный поиск с запретами (PTS), генетический ло-
кальный поиск (GA), жадные эвристики с локальной оптимизацией (GRASP
+ LI). Все алгоритмы используют окрестность FLIP ∪ Swap. Критерием
остановки служит выполнение 104 шагов, соответствует переходу от теку-
щего решения к соседнему. Таблица 6.3 подтверждает, что классы Uniform
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и Euclidean являются простыми для метаэвристик. Для нахождения опти-
мума любой из них потребовал не более 103 шагов.

Таблица 12. Частота нахождения оптимального решения

Классы примеров Диаметр PTS GA GRASP + LI

BPC7 128 0,93 0,90 0,99
CB4 144 0,00 0,88 0,68
FPP11 133 0,67 0,46 0,99
GAP–A 100 0,85 0,76 0,87
GAP–B 100 0,59 0,44 0,49
GAP–C 100 0,53 0,32 0,42
Uniform 100 1,0 1,0 1,0
Euclidean 100 1,0 1,0 1,0

Рис. 21. Изменение среднего радиуса Rave

Рис. 21 показывает изменение среднего радиуса Rave с ростом рассто-
яния d. Для каждого класса эта функция имеет три ярко выраженных
участка: пологий, крутого подъема и снова пологий. Первый из них со-
ответствует ситуации, когда шары мало пересекаются друг с другом. По-
следний участок соответствует значениям d, близким к диаметру той части
допустимой области, в которой находятся все найденные локальные мини-
мумы. Точки перехода от второго участка к третьему показывают размеры
области, содержащей основную часть локальных оптимумов. Для класса
GAP–C эта точка примерно равна 33, в то время как для классов FPP11,
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BPC7, CB4 она примерно равна 42. Следовательно, эта область для класса
GAP–C существенно меньше, чем для классов FPP11, BPC7, CB4. Столбец
"Диаметр" в таблице 11 приводит к тем же выводам. Тем не менее, класс
GAP–C более труден. Он имеет ту же плотность, но матрица (cij) порож-
далась случайным образом. По-видимому, это свойство является важным
для генерации трудных примеров для простейшей задачи размещения.

6.3 Примеры с кластеризацией локальных минимумов

В настоящем разделе приводится семейство исходных данных многостадий-
ной задачи размещения, для которых локальные оптимумы группируют-
ся в три кластера. Один кластер характеризуется большими значениями
целевой функции, два других — малыми значениями. В задаче имеется
один глобальный минимум. Чтобы попасть к нему локальными изменени-
ями решений из другого кластера, требуется сначала посетить кластер с
большими значениями целевой функции. Построенное семейство исходных
данных может оказаться своего рода "ловушкой" для таких метаэвристик,
как вероятностный поиск с запретами, генетические алгоритмы, локаль-
ный поиск с чередующимися окрестностями и др., если в алгоритмах не
предусмотрены специальные процедуры диверсификации поиска.

Напомним постановку многостадийной задачи размещения. Пусть I =
{1, . . . , I} множество возможных пунктов размещения предприятий и J =
{1, . . . ,J} множество потребителей. В каждом пункте i ∈ I можно раз-
местить только одно предприятие. Далее, где это не вызывает путаницы,
будем отождествлять предприятие и пункт его размещения. Будем предпо-
лагать, что предприятия имеют узкую специализацию и для производства
продукции требуются наборы предприятий разной специализации. Про-
дукция, прежде чем попасть к потребителю, должна пройти несколько
стадий обработки на специализированных предприятиях [236]. Будем счи-
тать, что известны технологические цепочки вида p = {ip1, . . . , ips(p)}, воз-
можно разной длины, согласно которым продукция последовательно про-
ходит обработку на предприятиях ip1, ip2, . . . , i

p
s(p). В одной цепочке предпри-

ятия могут повторяться. Множество различных цепочек обозначим через
P = {1, . . . ,P} и положим Pi = {p ∈ P |i ∈ p}, i ∈ I. Стоимость откры-
тия i-го предприятия обозначим через fi ≥ 0, а стоимость производства
продукции по технологической цепочке p и её транспортировки к j-му по-
требителю обозначим через cpj ≥ 0.
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Введем переменные задачи:

xp =

{
1, если продукция выпускается по технологической цепочке p,
0 в противном случае.

Многостадийная задача размещения состоит в отыскании такого вари-
анта размещения предприятий и выбора на их основе подмножества техно-
логических цепочек, чтобы с минимальными суммарными затратами удо-
влетворить запросы всех потребителей. С использованием введенных обо-
значений данная задача может быть записана следующим образом [25]:
найти минимум функции

F (x) =
∑

i∈I

fi max
p∈Pi

{xp}+
∑

j∈J

min
p∈P

{cpj|xp = 1}.

Первое слагаемое задает стоимость открытия предприятий. Второе сла-
гаемое задает стоимость производства и транспортировки продукции.

Рассмотрим семейство исходных данных F(n,m, K) многостадийной за-
дачи размещения с P = J = n, I = m, m ≤ n и мощностью допусти-
мых решений не менее K, т. е.

∑
p∈P xp ≥ K. Построим по этому семей-

ству новое семейство F(2n,m + 2, K) по следующему правилу. Положим
I = I

⋃{m + 1,m + 2} и

f i =





fi, если i ∈ I,

M1 если i = m + 1,

M2 если i = m + 2,

где M2 > M1 À fi > 0, i ∈ I. Элемент i1 = m+1 будет входить в оптималь-
ное решение задачи и определять первый кластер локальных оптимумов.
Элемент i2 = m+2 будет определять второй кластер, где нет оптимальных
решений. Локальные оптимумы, включающие оба элемента, будут форми-
ровать третий кластер с большими значениями целевой функции.

Множество P будет состоять из двух копий P1 и P2 множества P . В
состав каждой цепочки из P1 включим элемент i1. В состав каждой цепочки
из множества P2 включим элемент i2. Матрицу cpj определим как матрицу,
составленную подходящим образом из двух копий матрицы (cpj) при J = J .

Пусть (xp) — допустимое решение для некоторого примера из семейства
F(n,m, K). Определим по нему начальное решение для соответствующего
примера из F(2n,m + 2, K̃) следующим образом:

xp =

{
0, если p ∈ P1,

xp, если p ∈ P2.
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Для того чтобы получить оптимальное решение задачи, применим веро-
ятностный алгоритм поиска с запретами [25]. Напомним, что в этом ите-
рационном алгоритме число шагов может быть сколь угодно большим. На
каждом шаге осуществляется переход от текущего решения к соседнему
относительно заранее заданной окрестности. Обозначим через d(x, y) рас-
стояние Хэмминга между x и y. Через Nk(x) обозначим окрестность точки
x радиуса k в гиперкубе En, т. е.

Nk(x) = {y ∈ En | d(x, y) ≤ k}, k ≥ 1.

Далее будем рассматривать только случай k = 2, хотя все рассуждения
можно обобщить и для произвольного k. Для алгоритма поиска с запретами
переход от точки xt−1 к xt связан с изменением некоторых координат (it, jt),
а список запретов ϕt содержит такие пары за последние l шагов алгоритма:

ϕt = {(it, jt), (it−1, jt−1), . . . , (it−l+1, jt−l+1)}.
Для удобства будем считать, что it ≤ jt. Если на t-м шаге менялось значе-
ние только одной координаты, то it = jt. По построению в списке запретов
все пары разные, и пара (i, j), i 6= j, не запрещает движение по парам
(i, i), (j, j) и наоборот. При k > 2 аналогичным образом строятся тройки
координат, четверки и т.д. Список запретов удаляет из окрестности N2(x

t)
ровно l точек. Множество незапрещенных точек обозначим через Nk(x

t, ϕt).
Для того, чтобы поиск был эффективным, целесообразно использовать ма-
лые значения l и управлять данным параметром в ходе работы алгоритма.

Для детерминированной окрестности алгоритм поиска с запретами при
l < n(n− 1)/4 будет порождать точки вида

xt
p =

{
0, если p ∈ P1,

0 или 1, если p ∈ P2.
(∗)

Другими словами, последовательность {xt} не уйдет за пределы множе-
ства P2 и оптимальное решение никогда не будет получено. При q < 1 и
l < n(n−1)/4 вероятность найти точное решение задачи стремится к 1 при
неограниченном росте числа итераций, что связано с существованием пути
из любого допустимого решения в глобальный оптимум в соответствующем
графе соседства. Однако для данного семейства любой такой путь, начина-
ющийся с решений вида (*), должен проходить через решения из третьего
кластера с большими значениями целевой функции. Для того чтобы сде-
лать первый шаг в таком направлении, рандомизированная окрестность
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не должна содержать точек вида (*), либо такие точки должны быть за-
прещены списком запретов. Вероятность такого события достаточно мала.
Следовательно, вероятность выхода из второго кластера еще меньше и ве-
роятность нахождения оптимального решения может оказаться ничтожно
малой величиной. Аналогичной конструкцией можно добиться скопления
локальных оптимумов и в бо́льшее число кластеров.

Для исследования реального поведения алгоритмов были сформирова-
ны примеры следующей размерности:

|J | = 100, |I| = 50, |P | = 100.

Каждая цепочка из множества P содержит ровно 5 предприятий, s(p) = 5,
и |P1| = |P2|, fi = 3000, i ∈ I, M1 = M2 = 20000. Элементы матрицы (cpj)
задаются как евклидовы расстояния между случайно выбранными точками
j1, j2, . . . , jn из квадрата со стороной 1000. Сформированный класс являет-
ся легким для метода ветвей и границ [23]. В среднем алгоритму требуется
780 итераций. Время счета на PC Intel Celeron 800 Mhz, RAM 128 Mb со-
ставляет 45,3 секунды. Из 780 итераций в среднем для нахождения опти-
мального решения требуется 116 итераций. Остальное время используется
для доказательства оптимальности полученного решения.

Вероятностный алгоритм поиска с запретами также легко находит оп-
тимальное решение задачи, если стартовая точка принадлежит кластеру
с глобальным оптимумом. Если же стартовая точка удовлетворяет усло-
вию (*), то последовательность {xt} не уходит из своего кластера за 106

итераций даже при высокой рандомизации окрестности, q < 0, 1.
Для визуализации взаимного расположения кластеров был проведен сле-

дующий эксперимент на одном из тестовых примеров. Случайным образом
с равномерным распределением на гиперкубе выбрано 9000 стартовых то-
чек. Для каждой из них применялся детерминированный алгоритм локаль-
ного спуска по окрестности N2. Для полученных локальных оптимумов
подсчитано расстояние Хэмминга до оптимального решения задачи x∗. На
рис. 22 показаны результаты этого эксперимента.
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Рис. 22. Взаимное расположение кластеров

Локальные оптимумы группируются в три кластера. Один из них име-
ет большие значения целевой функции, порядка 55000. Два других имеют
значительно меньшие значения, около 38000. Эти кластеры четко отделены
друг от друга. Аналогичный эффект с кластеризацией локальных оптиму-
мов может наблюдаться и в других задачах, например, при размещении
буферных накопителей в гибких производственных системах [73, 127].

6.4 Примеры для конкурентной задачи о p-медиане

В разделе 1.3 рассматривалась задача об антагонистических размещени-
ях — конкурентная задача о p-медиане или, следуя Хакими [167], задача о
(r, p)-центроиде. Как уже отмечалось во введении, она принадлежит классу
NPNP (в полиномиальной иерархии — класс

∑P
2 ) и является значительно

более сложной в вычислительном отношении, чем любая задача из класса
NP. В разделе 3.5.2 для ее точного решения предложен метод генерации пе-
ременных и ограничений. Он является конечным и гарантирует получение
не только оптимального значения целевой функции, но и самого решения,
на котором этот оптимум достигается. Метод предлагает точное решение
задачи Конкурента (шаг 3) при заданном ходе Лидера и нахождение мак-
симального дохода Лидера при заданном семействе решений Конкурента
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(шаг 2).
Для тестирования возможностей такого подхода сформированы приме-

ры конкурентной задачи о p-медиане следующей размерности: n = m ≤
100. Матрица расстояний (cij) порождалась евклидовыми расстояниями
между случайно выбранными точками на двухмерной евклидовой плоско-
сти. Как следует из раздела 6.2.4, это простой класс, что облегчает поиск
решения Конкурента на шаге 2.

Исследование поведения точного метода показало, что в предложенном
варианте он позволяет решать только задачи малой размерности, n = m ≤
30, p = r ≤ 10. Финальное семейство F решений Конкурента получается
небольшим, до 100 элементов, и расчеты на персональном компьютере PC
Pentium Intel Core 2 с частотой 1,87 ГГц укладываются в несколько часов.
При бо́льших размерностях получаются значительно бо́льшие семейства.
Шаг 2 становится все более и более трудоемким, что и является основным
препятствием для решения задач средней размерности.

Для повышения эффективности метода была предложена следующая
модификация, направленная на сокращение трудоемкости шага 2. Напом-
ним, что на этом шаге решается следующая задача (см. раздел 3.5.2):

max W

при условиях ∑

j∈J

wjujy ≥ W, y ∈ F ;

ujy ≤
∑

i∈Ij(y)

xi, j ∈ J, y ∈ F ;

∑

i∈I

xi = p;

ujy, xi ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J, y ∈ F .

Переменные задачи по-прежнему имеют следующий смысл:

ujy =





1, если клиент j обслуживается Лидером,

а Конкурент использует решение y

0, если клиент j обслуживается Конкурентом

и Конкурент использует решение y,
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xi =





1, если Лидер открывает предприятие i,

0 в противном случае.

Она является NP-трудной в сильном смысле и решается методом ветвей и
границ. Известно, что этот метод сравнительно быстро находит оптималь-
ное решение, но затем долго доказывает, что это действительно оптимум.
На это и тратится основное время.

Предположим, что нам известно оптимальное решение W ∗ исходной за-
дачи двухуровневого программирования. Тогда точный метод можно моди-
фицировать следующим образом. Добавим в задачу поиска W (F) допол-
нительное ограничение: W ≥ W ∗ и будем искать не оптимальное, а допу-
стимое решение задачи. Такая замена приводит к резкому падению трудо-
емкости одной итерации. Не требуется доказывать оптимальность. Доста-
точно проверить допустимость. По прежнему трудной остается только по-
следняя итерация, на которой система оказывается несовместной. Именно
это обстоятельство, несовместность системы, является критерием останов-
ки модифицированного метода. Его общая схема может быть представлена
следующим образом:

Модифицированный метод

1. Выбрать начальное семейство F и угадать W ∗.
2. Проверить совместность системы с дополнительным ограничением W ≥
W ∗.
3. Если система несовместна, то STOP, иначе найти x(F).
4. Решить задачу Конкурента для x(F), вычислить LB(F) и y(F).
5. Добавить y(F) в семейство F и вернуться на шаг 2.

Заметим, что модифицированный метод также является конечным. По-
рождаемые решения y(F) всегда добавляют существенные ограничения в
задачу поиска W и не повторяются. Так как итерации оказываются ме-
нее трудоемкими, то возможности метода расширяются. Теперь удается
решать задачи при n = m = 100 и p = r = 5. Более того, появляется
возможность находить приближенные решения с гарантированной оценкой
уклонения от оптимума. Для этого достаточно заменить вспомогательное
ограничение W ≥ W ∗ на W ≥ W ∗(1+∆), где ∆ — требуемая погрешность,
и вместо W ∗ взять приближенное решение задачи.
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Рис. 23. Зависимость размера семейства F от параметра p (p = r).

На рис. 23 приведены результаты расчетов на указанных тестовых при-
мерах. Целью расчетов было исследование зависимости размера семейства
от параметров p и r. Эти параметры действительно сильно влияют на чис-
ло итераций метода. При n = 50, p = r = 17 число итераций (размер
семейства F) превосходит 2000 и расчеты не укладываются в двое суток.
При малых p = r ≤ 10 задача не представляет большой трудности, хотя
и является далеко не тривиальной, |F| ≈ 700. При p = r ≥ 20 задача вы-
рождается, так как почти во всех пунктах открывается производство либо
Лидером, либо Конкурентом.

Рис. 24 Зависимость размера семейства F от параметра p при
фиксированном r (r = 7).
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На рис. 24, 25 показана зависимость числа итераций при фиксированном
p или r и изменении другого параметра.

Рис. 25 Зависимость размера семейства F от параметра r при
фиксированном p (p = 7).

В заключение заметим, что предложенный модифицированный метод
является наглядным примером использования метаэвристик для точного
решения задачи. На шаге 1 значение W ∗ проще всего находить именно
таким способом. В частности, можно применять гибридный метод генети-
ческого локального поиска и вероятностного поиска с запретами из раздела
3.5.2. Конечно, такой подход не гарантирует нахождения оптимума W ∗, но
модифицированный метод будет работать и в этом случае, если добавить
еще один критерий остановки, а именно W (F) = LB(F). С таким дополни-
тельным критерием метод будет находить оптимум W ∗ даже в том случае,
когда на шаге 2 вместо W ∗ будет использоваться меньшая величина.

Дополнительные возможности совершенствования метода снова связа-
ны с метаэвристиками. Заметим, что задача поиска допустимого решения
допускает замену булевых переменных ujy на непрерывные переменные
0 ≤ ujy ≤ 1, j ∈ J, y ∈ F . Остается только одна группа булевых пере-
менных xi ∈ {0, 1}, i ∈ I, по значениям которых однозначно восстанав-
ливаются значения ujy. Если |F| = 2, то задача оказывается NP-трудной.
Для ее решения применяются методы локального поиска с критерием оста-
новки W ≥ W ∗. Дальнейшее сокращение трудоемкости можно постараться
достичь за счет повышения оценки для W ∗.
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Направления дальнейших
исследований

Как правило, новая доказанная теорема закрывает один вопрос и ставит
не меньше двух новых. Область дискретных задач размещения хорошее
тому подтверждение. В монографии рассматривались различные модели
размещения, в которых всегда существует оптимальное решение с одним
поставщиком для каждого клиента. В этом смысле предприятие получает
от клиента либо все, либо ничего. Весь доход от обслуживания клиента идет
только одному предприятию. Это свойство наблюдается как в простейшей
задаче размещения, так и в многостадийной задаче, задаче с предпочтения-
ми клиентов и в конкурентной задаче при антагонистических размещениях.
В работе [132] исследуется более общая ситуация, когда клиенты не огра-
ничиваются одним поставщиком, а делают закупки в различных откры-
тых предприятиях. Каждое предприятие имеет свою привлекательность,
возможно различную для разных клиентов. Эта привлекательность может
зависеть от расстояния до предприятия, от бренда, личных предпочтений
клиента и т.п. Закупки клиента распределяются прямо пропорционально
привлекательности открываемых предприятий, а не концентрируются у од-
ного наиболее привлекательного предприятия. Получается новая модель
размещения с распределенными закупками. Она более адекватно описы-
вает поведение клиентов. Люди редко ограничиваются закупками в одном
магазине. Они склонны посещать разные магазины, в том числе и доста-
точно удаленные. Такое обобщение приводит к новому классу оптимизаци-
онных задач с нелинейной целевой функцией. Попытки ее линеаризации
порождают задачи целочисленного линейного программирования с боль-
шим разрывом целочисленности [5]. Сведение к псевдобулевым функциям
теперь уже вряд ли осуществимо, но метаэвристики по прежнему оказыва-
ются эффективными [5, 67]. Изучение этих моделей и, в частности, моделей
антагонистических размещений, когда клиенты делают закупки и у Лиде-
ра, и у Конкурента, представляется интересным направлением дальнейших
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исследований.
Другим естественным развитием моделей размещения является учет цен

на продукцию предприятий. Логично предполагать, что цены на продук-
цию различных предприятий могут отличаться друг от друга, а каждый
клиент при выборе поставщика ориентируется на эти цены. В работах
[62, 89] рассматривается ситуация, когда критерием выбора поставщика вы-
ступает сумма транспортных расходов и цены на приобретаемую клиентом
продукцию. В качестве поставщика клиент выбирает предприятие, у кото-
рого эта сумма минимальна. Если таких предприятий несколько, то предпо-
чтение отдается предприятию, обеспечивающему наименьшие транспорт-
ные расходы. Каждый клиент имеет свой бюджет. Если он слишком мал и
не позволяет приобрести продукцию, то клиент остается без поставщика. В
качестве критерия оптимизации выступает суммарный доход открываемых
предприятий от обслуживания клиентов. Сформулированную задачу мож-
но представить в виде задачи двухуровневого линейного частично целочис-
ленного программирования или в виде задачи квадратичного программи-
рования с нелинейной целевой функцией и нелинейными ограничениями.
Линеаризация задачи с помощью вспомогательных переменных [70] приво-
дит к задаче линейного частично целочисленного программирования. Это
открывает дорогу классическим методам и, в частности, методам ветвей
и границ. Однако их применение снова наталкивается на большой разрыв
целочисленности. Решатель CPLEX 12.0 тратит несколько часов на совре-
менном персональном компьютере для решения задач с |I| = 30, |J | = 100
при 10-ти открываемых предприятиях [30]. Таким образом разработка спе-
циализированных численных методов для этого класса задач размещения
также представляет интерес. Первые шаги в этом направлении уже сдела-
ны при исследовании методов локального поиска с чередующимися окрест-
ностями [31] и генетического локального поиска [63].

Наконец последнее, о чем хотелось бы сказать в этой книге, но не по-
следнее из направлений дальнейших исследований, это непрерывные за-
дачи размещения. В отличие от дискретных задач, здесь предполагается,
что предприятия могут открываться в любой точке евклидовой плоскости.
Расположение клиентов считается известным. Это конечное множество то-
чек с заданными координатами. Обзор таких моделей можно найти в [130].
Новой интересной моделью в этой области является модель антагонисти-
ческих размещений в непрерывной постановке. Это игра Штаккельберга
для двух игроков, Лидера и Конкурента, которые теперь могут открывать
свои предприятия в любых точках евклидовой плоскости. При заданном
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расположении предприятий Лидера, задача Конкурента может быть пере-
формулирована как дискретная задача о покрытии на максимум. Ее опти-
мальное решение позволяет вычислить доходы игроков при заданном ре-
шении Лидера. Выбор оптимального решения Лидера представляется весь-
ма нетривиальной задачей. Первые попытки найти приближенное решение
этой задачи сделаны в [187]. В основе алгоритма лежит альтернирующая
эвристика и точный полиномиальный алгоритм решения задачи об (1|1)–
центроиде в непрерывной постановке. Так как задача Конкурента является
NP-трудной, то исходная задача может оказаться

∑P
2 –трудной. Однако это

только гипотеза. Вопросы о сложностном статусе этой задачи, получении
верхних оценок на доход Лидера и точных методах решения задачи пока
остаются открытыми.
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