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ËÅÊÖÈß � 11

1. Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

2. Êîíå÷íîñòü àëãîðèòìà
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Ïðîñòîé ïåðåáîð: íàèëó÷øåå òåêóùåå ðåøåíèå
(ðåêîðä) ñðàâíèâàåòñÿ ñ î÷åðåäíûì äîïóñòèìûì
ðåøåíèåì.

Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö (ÌÂÃ): ðåêîðä ñðàâíè-
âàåòñÿ ñ öåëûì ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.

ÌÂÃ � ìåòîä, êîòîðûé ñâîäèò ïîèñê îïòè-
ìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî
ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé íà âñå
áîëåå ìåëêèå ïîäìíîæåñòâà è ïîñëåäóþùåãî ñðàâ-
íåíèÿ ýòèõ ïîäìíîæåñòâ ñ ðåêîðäîì.
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó:

min{f(x)|x ∈ Q}.

Èçâåñòíî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Q íà êîíå÷íîå
÷èñëî àòîìàðíûõ ìíîæåñòâ. Ñîäåðæàòåëüíî, àòî-
ìàðíîå ìíîæåñòâî ýòî ïîäìíîæåñòâî Q, íà êîòî-
ðîì èñõîäíàÿ çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿ (òî÷íî èëè
ïðèáëèæåííî).

Ïóñòü x(d) � íàèëó÷øåå äîñòèæèìîå ðåøå-
íèå çàäà÷è íà àòîìàðíîì ìíîæåñòâå d. Äëÿ íåå ñó-
ùåñòâóåò ìàëîòðóäî¼ìêèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ.
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Íàïðèìåð, êîãäà ìíîæåñòâî Q - êîíå÷íî, ðîëü
àòîìàðíûõ ìîãóò èãðàòü îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà.
Åñëè Q � ãèïåðêóá, à öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà,
òî â êà÷åñòâå àòîìàðíûõ ìîæíî âûáðàòü äîñòàòî÷-
íî ìàëåíüêèå ãèïåðêóáèêè.

Ïðè îïèñàíèè àëãîðèòìà ÌÂÃ ðàññìàòðèâàåì
ëèøü òàêèå ïîäìíîæåñòâàQ, êîòîðûå åñòü îáúåäè-
íåíèå àòîìàðíûõ ìíîæåñòâ (ðàçëîæèìûå ïîäìíî-
æåñòâà).
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íåçàâèñèìî îò ïðèðî-
äû ìíîæåñòâà Q, ÷èñëî àòîìàðíûõ ìíîæåñòâ êî-
íå÷íî.

Ôóíêöèþ b(d), îïðåäåëåííóþ íà ðàçëîæèìûõ
ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà Q è ñòàâÿùóþ â ñîîò-
âåòñòâèå ìíîæåñòâó d îïðåäåëåííîå ðàçáèåíèå åãî
íà íåñîáñòâåííûå ðàçëîæèìûå ïîäìíîæåñòâà, áó-
äåì íàçûâàòü ôóíêöèåé âåòâëåíèÿ.
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ H(d), îïðåäåëåííóþ
íà ðàçëîæèìûõ ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà Q è òà-
êóþ, ÷òî

0 < H(d) ≤ min
x∈d

f(x)

íàçîâåì íèæíåé ãðàíèöåé.
Ôóíêöèÿ H(d) � íåâîçðàñòàþùàÿ, òî åñòü

òàêàÿ, ÷òî H(d1) ≥ H(d2), åñëè d1 ⊆ d2.
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé ìåòîä âåòâåé è ãðà-
íèö, ñîñòîèò èç êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îä-
íîòèïíûõ øàãîâ. Íà êàæäîì øàãå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ íåêîòîðîå ðàçáèåíèå t1, . . . , tL ìíîæåñòâà åùå
íåîòáðîøåííûõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé è íåêîòîðûé
ðåêîðä x0.

Íà ïåðâîì øàãå èìååì t1 = Q, x0 � ïðîèç-
âîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Q. Ïóñòü ê î÷åðåäíî-
ìó øàãó èìååòñÿ ðàçáèåíèå t1, . . . , tL è ðåêîðä
x0.
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Øàã íà÷èíàåòñÿ ñ ïðîâåðêè ýëåìåíòîâ ðàçáèå-
íèÿ (íå îáÿçàòåëüíî âñåõ) íà ïðåäìåò âûÿñíåíèÿ,
âî-ïåðâûõ, ñîäåðæèò ëè îíî ðåøåíèå ëó÷øå ðåêîð-
äà è, âî-âòîðûõ, êàêîå ðåøåíèå â ïîäìíîæåñòâå ÿâ-
ëÿåòñÿ íàèëó÷øèì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ
ìíîæåñòâî tl. Ýòî ìíîæåñòâî ñ÷èòàåòñÿ ïðîâåðåí-
íûì è îòáðàñûâàåòñÿ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç
äâóõ óñëîâèé:

1) H(tl) ≥ f(x0),
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

2) ôóíêöèÿ x(d) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå tl.

Ïðè ýòîì, åñëè ðåàëèçóåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé è

f(x(tl)) < f(x0),

òî óñòàíàâëèâàåòñÿ íîâîå çíà÷åíèå ðåêîðäà x0 =
x(tl).

Åñëè îòáðîøåííûìè îêàçûâàþòñÿ âñå ýëåìåí-
òû ðàçáèåíèÿ, òî àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó è
x0 � ðåøåíèå, íàéäåííîå â ðåçóëüòàòå åãî ðàáîòû.
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Ïóñòü t
′
1, . . . , t

′

L
′, 0 < L

′ ≤ L � ìíîæåñòâà,

íå îòáðîøåííûå â ðåçóëüòàòå ïðîâåðîê. Âûáåðåì
ñðåäè íèõ íåêîòîðîå "ïåðñïåêòèâíîå"ïîäìíîæåñòâî
tl0.

Ïðèìåíèì ê íåìó ôóíêöèþ âåòâëåíèÿ b(d), â
ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì åãî ðàçáèåíèå d1, . . . , dN
è â öåëîì íîâîå ðàçáèåíèå

t
′
1, . . . , t

′
l0−1, d1, . . . , dN , t

′
l0+1, . . . , t

′

L
′

ìíîæåñòâà íåîòáðîøåííûõ ðåøåíèé.
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Ïîñëå ýòîãî íà÷èíàåòñÿ ñëåäóþùèé øàã.
Êîíå÷íîñòü àëãîðèòìà ñëåäñòâèå ñëåäóþùèõ

ôàêòîâ:

1. Êîíå÷íîñòü ÷èñëà àòîìàðíûõ ìíîæåñòâ.

2. Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà õîòÿ áû îäèí ýëå-
ìåíò ðàçáèåíèÿ ëèáî îòáðàñûâàåòñÿ, ëèáî ðàçáèâà-
åòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò
èç ìåíüøåãî ÷èñëà àòîìàðíûõ ìíîæåñòâ.

3. Àòîìàðíûå ìíîæåñòâà âñåãäà îòáðàñûâàþòñÿ.
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïîëó÷åííîì â ðåçóëüòàòå
ðàáîòû àëãîðèòìà ðåêîðäå x0?

Îòâåò çàâèñèò îò ïðèðîäû ôóíêöèè x(d). Îãðà-
íè÷èìñÿ àíàëèçîì äâóõ ñëó÷àåâ.

Â ïåðâîì äàííàÿ ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåò îïòè-
ìàëüíîå ðåøåíèå íà ëþáîì èç àòîìàðíûõ ìíîæåñòâ.

Âî âòîðîì ôóíêöèÿ íàõîäèò íà ëþáîì èç àòî-
ìàðíûõ ìíîæåñòâ ëèøü íåêîòîðîå ïðèáëèæ¼ííîå
ðåøåíèå.
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Ïîêàæåì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷åííûé â
ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ðåêîðä x0 ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì.

Ïðåäïîëîæèì, ýòî íå òàê è ïóñòü f(x0) >
f(x∗), ãäå x∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Òîãäà íà
íåêîòîðîì øàãå àëãîðèòìà ýëåìåíò x∗ áûë îòáðî-
øåí âìåñòå ñ íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì t. Íî ìíîæå-
ñòâî t íå ìîæåò áûòü îòáðîøåíî ïî ïåðâîìó óñëî-
âèþ, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

ïðîòèâîðå÷àùèå èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ íåðà-
âåíñòâà

f(x0) ≤ f(x0
1) ≤ H(t) ≤ f(x∗),

ãäå x0
1 � ðåêîðä, äåéñòâóþùèé íà ìîìåíò ïðîâåð-

êè ìíîæåñòâà t. Çíà÷èò íà ìíîæåñòâå t îïðåäåëåíà
ôóíêöèÿ x(d) è ýòî ìíîæåñòâî îòáðîøåíî ïî âòî-
ðîìó óñëîâèþ. Íî òîãäà ðåêîðä x0

1 äîëæåí áûòü
çàìåíåí íà ðåøåíèå x(t) òàêîå, ÷òî f(x(t)) =
f(x∗).
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Îòñþäà ïîëó÷àåì ÷òî f(x0) ≤ f(x∗). Ýòî ïðî-
òèâîðå÷èò èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ è äîêàçûâà-
åò îïòèìàëüíîñòü ðåøåíèÿ x0.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
äëÿ âñÿêîãî àòîìàðíîãî ìíîæåñòâà d âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

f(x(d)) ≤ (1 + ε)f(x∗(d)),

ãäå x∗(d) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è íà ìíî-
æåñòâå d.
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(x0) ≤ (1 + ε)f(x∗),

ãäå x∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è. Ïðåäïîëî-
æèì ïðîòèâíîå è ïóñòü

f(x0) > (1 + ε)f(x∗).

Òîãäà f(x0) > f(x∗) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøå-
íèå x∗ íà íåêîòîðîì øàãå àëãîðèòìà áûëî îòáðî-
øåíî âìåñòå ñ íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì d.
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Ïîñêîëüêó f(x0) > f(x∗), òî ìíîæåñòâî d íå
ìîãëî áûòü îòáðîøåíî ïî ïåðâîìó óñëîâèþ. Åñëè
îíî îòáðîøåíî ïî âòîðîìó óñëîâèþ, òî ìîæåì íà-
ïèñàòü

f(x0) ≤ f(x(d)) ≤ (1 + ε)f(x∗(d)) =

= (1 + ε)f(x∗)
Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëî-

æåíèþ, ÷òî äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü òðåáóåìî-
ãî.
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìà ÌÂÃ, èñõîäÿ èç ñïåöè-
ôèêè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, íåîáõîäèìî êîíêðå-
òèçèðîâàòü è îïðåäåëèòü ñëåäóþùèå ñîñòàâíûå ýëå-
ìåíòû îáùåé ñõåìû:

� àòîìàðíûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé;

� ñïîñîá çàäàíèÿ ïîäìíîæåñòâ ðåøåíèé;

� ôóíêöèþ âåòâëåíèÿ;

� ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû;
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

� ôóíêöèþ âûáîðà íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ;

� ïðàâèëî âûáîðà ïåðñïåêòèâíîãî ýëåìåíòà ðàçáè-
åíèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, â êîòîðîé öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Îãðàíè÷èìñÿ çàäà÷åé ìèíèìèçàöèè íà ïàðàë-
ëåëåïèïåäå: f(x) −→ infx∈Q, ãäå Q = {x =

(x1, . . . , xn) : ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, . . . , n}
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Ñîãëàøåíèÿ: ai, bi ∈ R, ai < bi,

|f(x)−f(y)| ≤ L‖x−y‖∞ äëÿ âñåõ x, y ∈ Q,
(35)

ãäå L = const > 0 � êîíñòàíòà Ëèïøèöà,

‖x − y‖∞ = max
1≤i≤n

|xi − yi|.

Èç (35) =⇒ ôóíêöèÿ f � íåïðåðûâíà è, ñëåäîâà-

òåëüíî, äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ f∗ íà

ïàðàëëåëåïèïåäå.
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Âûáåðåì íà îòðåçêå [aj, bj] (íà îñè j) ñëåäóþùèå
òî÷êè

x1
j = aj+

h

2
, x2

j = x1
j+h, . . . , xi+1

j = xi
j+h, . . . ,

. . . , x
mj−1

j = x1
j + (mj − 2)h, x

mj

j =

= min{x1
j + (mj − 1)h, bj},

ãäå h = 2ε
L � øàã ìåòîäà, à mj � íàòóðàëüíîå

÷èñëî:

x
mj−1

j < bj −
h

2
≤ x1

j + (mj − 1)h
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Íà ïàðàëëåëåïèïåäå Q ââåäåì ñåòêó

Qh = {xi1...in = (x
i1
1 , x

i2
2 , . . . , x

ij
j , . . . , xin

n )},

ãäå j-àÿ êîîðäèíàòà x
ij
j òî÷êè xi1...in ïðèíèìàåò

îäíî èç ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé

x1
j , x2

j , . . . , x
mj

j .

Ïóñòü
Fh = min

Qh

f(xi1...in).
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Òåîðåìà 18. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x), óäîâëå-
òâîðÿþùåé óñëîâèþ Ëèïøèöà (35), ñïðàâåäëèâà îöåí-
êà

f∗ ≤ Fh ≤ f∗ + ε. (36)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî

Qi1...in =
{

x ∈ Rn : ‖x − xi1...in‖∞ ≤
h

2

}
ÿâëÿåòñÿ êóáîì ñ öåíòðîì â òî÷êå xi1...in, ñ ãðà-
íÿìè ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, ó êîòîðîãî
äëèíà ðåáðà ðàâíà h.
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Ìíîæåñòâî âñåõ êóáîâQi1...in ñ öåíòðàìè xi1...in ∈
Qh ïîêðûâàþò âåñü ïàðàëëåëåïèïåä Q =⇒ Äëÿ
ëþáîé òî÷êè x ∈ Q íàéäåòñÿ êóá Qi1...in, ñîäåð-
æàùèé ýòó òî÷êó =⇒ è óñëîâèÿ (35) èìååì äëÿ
ëþáîãî x ∈ Q

f(x) ≥ f(xi1...in) − L‖x − xi1...in‖∞ ≥

≥ Fh − L
h

2
= Fh − ε =⇒

Èìååì f∗ ≤ Fh ≤ f∗ + ε. �
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