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ËÅÊÖÈß � 14

Ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé

1. Ìåòîä âíåøíèõ øòðàôîâ.

2. Ìåòîä âíóòðåííèõ øòðàôîâ.
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Ïðÿìûå è äâîéñòâåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷

Ïðÿìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷
ñ îãðàíè÷åíèÿìè èìåþò äåëî íåïîñðåäñòâåííî ñ
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷åé (íàçûâàåìîé èñõîäíîé èëè
ïðÿìîé çàäà÷åé â ïðîòèâîïîëîæíîñòü äâîéñòâåí-
íîé çàäà÷å).

Â ïðÿìûõ ìåòîäàõ ïîðîæäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå
öåëåâîé ôóíêöèè ìîíîòîííî óáûâàåò.
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Ïðÿìûå è äâîéñòâåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷

Èõ ïëþñ: íà ëþáîì øàãå èìååì äîïóñòèìîå ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå; ìèíóñ: íåïðîñòî ãàðàíòèðî-
âàòü ãëîáàëüíóþ ñõîäèìîñòü.
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Ïðÿìûå è äâîéñòâåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷

Îáùèé ïðèíöèï äâîéñòâåííûõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåò-
ñÿ â çàìåíå èñõîäíîé çàäà÷è íà ðåøåíèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ áåç îãðàíè÷åíèé.

Èõ ïëþñ: ïðîùå ãàðàíòèðîâàòü ãëîáàëüíóþ ñõîäè-
ìîñòü; ìèíóñ: äîïóñòèìîå ðåøåíèå îáû÷íî ïîëó÷à-
åòñÿ ëèøü ïî çàâåðøåíèè ðàáîòû ìåòîäà.

Ìåòîä øòðàôîâ � ïðèìåð äâîéñòâåííîãî ìåòîäà.
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Ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé

Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè èñ-
õîäíîé çàäà÷è

f(x) → min
x∈Q

(40)

Q = {x ∈ Rn | ϕi(x) ≤ 0, i = 1, ..., m}
(41)

ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ ìèíèìèçàöèè

Fk(x) = f(x)+Pk(x) → min
x∈Rn

, k = 1, 2, . . .

(42)
ãäå Pk(x) � øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Q.
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Ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé

ÎïðåäåëåíèåÔóíêöèÿPk(x) íàçûâàåòñÿ øòðàô-
íîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà Q, åñëè Pk(x) ≥ 0 äëÿ
ëþáûõ k = 1, 2, . . . , x ∈ Rn è

lim
k→∞

Pk(x) =

{
0, åñëè x ∈ Q
+∞, åñëè x /∈ Q.

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Q ìîæíî óêàçàòü ñêîëü
óãîäíî ìíîãî øòðàôíûõ ôóíêöèé. Ïóñòü [a]+ =

= max(0, a) è h ôóíêöèÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ.
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Ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé

Íàïðèìåð: h(k, y) = k[y]+, h(k, y) = k[y]2+,

h(k, y) = (1 + [y]+)k − 1, ãäå k � öåëîå, à
y ∈ R.
Øòðàôíûå ôóíêöèè:

k

m∑
i=1

[ϕi(x)]+, k
m∑

i=1

[ϕi(x)]2+,
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Ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé

m∑
i=1

(1 + [ϕi(x)]+)k − 1.

Ýòî ðàçíîîáðàçèå ïîçâîëÿåò ïîäîáðàòü íàèáîëåå

óäîáíûé âèä ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè Fk(x) è

ïðèìåíèòü áîëåå ïðîñòûå ìåòîäû áåçóñëîâíîé

îïòèìèçàöèè.
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Ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé

Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ øòðàôà èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä: Pk(x) = kH(x), ãäå ôóíêöèÿ H(x)
ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ôóíêöèåé âèäà

m∑
i=1

[ϕi(x)]2+ èëè
m∑

i=1

[ϕi(x)]+.

Âåëè÷èíà k íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì øòðàôà.
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Ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé

Îïèøåì (l +1)-þ èòåðàöèþ ìåòîäà øòðàôîâ.
Ïóñòü x(kl) � ðåøåíèå çàäà÷è áåç îãðàíè÷åíèé
(42) íà øàãå l.
Øàã l + 1. Åñëè H(x(kl)) ≤ ε, òî x(kl)

� õîðîøåå ïðèáëèæåíèå äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøå-
íèÿ, è âû÷èñëåíèÿ çàêàí÷èâàþòñÿ. Èíà÷å âûáèðà-
åì êîýôôèöèåíò øòðàôà kl+1 > kl (íàïðèìåð,
kl+1 = 10kl) è ðåøàåì çàäà÷ó (42) äëÿ íîâîãî
çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà øòðàôà. Ïîëó÷èì íîâîå
ïðèáëèæåíèå x(kl+1). -10-
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Ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷ó (42) ìîæíî ðåøèòü ìåòî-
äîì ãðàäèåíòîâ. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé
òî÷êè ìîæíî èñïîëüçîâàòü l-îå ïðèáëèæåíèå x(kl).
Èòàê, âìåñòî òî÷íîãî ðåøåíèÿ x∗ áóäåì èñêàòü
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñ ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâîñ-
õîäÿùåé ε. Îòìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèáëè-
æåííîå ðåøåíèå x(kl) ìîæåò è íå ïðèíàäëåæàòü
Q.
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Ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé

Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå óæå íå çàâèñèò îò òîãî,
êàêèì èìåííî ìåòîäîì áóäåò íàéäåíà òî÷êà x(kl)
=⇒ îãðàíè÷èìñÿ ïðåäïîëîæåíèåì î ñóùåñòâîâà-
íèè òàêîãî ìåòîäà è ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ñõî-
äèìîñòè ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé.
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Ìåòîä âíåøíèõ øòðàôîâ

Èòàê çàäà÷à (42) èìååò âèä

Fk(x) = f(x)+kH(x) → min
x∈Rn

, k = 1, 2, . . .

ãäå k � êîýôôèöèåíò øòðàôà, à

H(x) =
m∑

i=1

[ϕi(x)]2+ èëè H(x) =
m∑

i=1

[ϕi(x)]+.
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Ìåòîä âíåøíèõ øòðàôîâ

Ñîãëàøåíèÿ:
1. ôóíêöèÿ H : Rn −→ R íåïðåðûâíà è

H(x) ≥ 0, ∀x ∈ Rn,
2. H(x) = 0 ⇐⇒ x ∈ Q = {x|ϕi(x) ≤

0, i = 1, . . . , m}
3. f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, à ìíîæåñòâî Q

çàìêíóòî
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Ìåòîä âíåøíèõ øòðàôîâ

Òåîðåìà 22. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëî-
âèé:
(a). f(xk) −→ +∞ äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {xk} ∈ Q, ‖xk‖ −→ +∞ èëè
(b). Q îãðàíè÷åíî è H(xk) −→ +∞ äëÿ ëþ-

áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, ‖xk‖ −→ +∞
Òîãäà 1). ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(k) èìååò õîòÿ

áû îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó è ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷-
êà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü îïòèìàëüíîå ðå-
øåíèå çàäà÷è; 2). H(x(k)) −→ 0
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Ìåòîä âíåøíèõ øòðàôîâ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ∃ îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå çàäà÷è. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ (a). Åñëè Q
îãðàíè÷åíî, òî âñ¼ î÷åâèäíî. Èíà÷å ∃ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xk} ∈ Q: ‖xk‖ −→ +∞ =⇒ f(xk)
−→ +∞. Ìíîæåñòâà Ëåáåãà âèäà M(xk) =
= {x|x ∈ Q, f(x) ≤ f(xk)} � îãðàíè÷åíû è
çàìêíóòû =⇒ ∃ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.
Â ñëó÷àå (b) óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
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Ìåòîä âíåøíèõ øòðàôîâ

Ïóñòü x∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è, k1 <
k2 < · · · < kl < kl+1 < . . . � êîýôôèöè-

åíòû øòðàôà (èñïîëüçóåìûå àëãîðèòìîì), à xl �
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèáëèæåíèÿ (xl = x(kl)).
Èç kl+1 > kl =⇒

Fl+1(x
l+1) = f(xl+1) + kl+1H(xl+1) >

> f(xl+1) + klH(xl+1)

Ò.ê. xl � ìèíèìóì Fl(x) =⇒
-17-
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Ìåòîä âíåøíèõ øòðàôîâ

f(xl+1) + klH(xl+1) ≥ f(xl) + klH(xl)

=⇒
Fl+1(x

l+1) > Fl(x
l) äëÿ ∀l (43)

Ïî îïðåäåëåíèþ xl è xl+1 èìååì

f(xl) + klH(xl) ≤ f(xl+1) + klH(xl+1)

f(xl+1)+kl+1H(xl+1) ≤ f(xl)+kl+1H(xl)

Ñóììèðóåì, ïðèâîäèì ïîäîáíûå, ïîëó÷èì

(kl+1 − kl)H(xl+1) ≤ (kl+1 − kl)H(xl)
-18-
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Ìåòîä âíåøíèõ øòðàôîâ

=⇒ è íåðàâåíñòâà kl+1 > kl èìååì

H(xl+1) ≤ H(xl) äëÿ ∀l (44)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû äëÿ ∀l èìååì

f(xl) ≤ f(xl)+klH(xl) ≤ f(x∗)+klH(x∗)

=⇒ è ðàâåíñòâàH(x∗) = 0 (x∗ ∈ Q) âûòåêàåò

f(xl) ≤ Fl(x
l) ≤ f(x∗) äëÿ ∀l (45)
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Ìåòîä âíåøíèõ øòðàôîâ

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xl} ÿâëÿ-
åòñÿ îãðàíè÷åííîé. Ðàññóæäàåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî îíà íå îãðàíè÷åíà.
Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (a) òåîðåìû=⇒ f(xl)

−→ +∞ ïðè l −→ +∞ =⇒ ïðîòèâîðå÷èå ñ
íåðàâåíñòâîì (45).
Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (b) òåîðåìû=⇒ H(xl)

−→ +∞ ïðè l −→ +∞ =⇒
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Ìåòîä âíåøíèõ øòðàôîâ

ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì H(xl) ≤ H(x1)
äëÿ ∀l, êîòîðîå ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà (44).
Èòàê âî âñåõ ñëó÷àÿõ ∃ ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü. Äëÿ óïðîùåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åþ
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xl}.
Ïóñòü x̂ åå ïðåäåë. Èç íåïðåðûâíîñòè f èìååì

lim
l→+∞

f(xl) = f(x̂)

Èç íåðàâåíñòâà (45) èìååì, ÷òî f(x̂) ≤ f(x∗).
-21-
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Ìåòîä âíåøíèõ øòðàôîâ

Èç (43) =⇒ Fl(x
l) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.

Èç (45) =⇒ Fl(x
l) ≤ f(x∗) äëÿ ∀l.

Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fl(x
l)} èìååò ïðå-

äåë F ∗ è

lim
l→+∞

Fl(x
l) = F ∗ ≤ f(x∗)

=⇒ è îïðåäåëåíèÿ Fk(x) èìååì

f(xl) + klH(xl) −→ F ∗ ïðè l → +∞
=⇒
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Ìåòîä âíåøíèõ øòðàôîâ

lim
l→+∞

klH(xl) = F ∗ − f(x̂)

Òàê êàê âåëè÷èíà F ∗ − f(x̂) êîíå÷íà, H(xl) ≥
0, kl → +∞ =⇒ H(xl) → 0, ïðè l → +∞
îòñþäà è ñëåäóþùèõ óñëîâèé xl → x̂, ôóíêöèÿ
H íåïðåðûâíà èìååì:

H(x̂) = 0 =⇒ x̂ ∈ Q, íî òîãäà f(x∗) ≤ f(x̂).

Ðàíåå ïîêàçàëè, ÷òî f(x̂) ≤ f(x∗) =⇒
f(x̂) = f(x∗) =⇒ x̂ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. �
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Ìåòîä âíóòðåííèõ øòðàôîâ èëè ìåòîä áàðüåðíûõ ôóíêöèé

Îñíîâíîé ìèíóñ ìåòîäà âíåøíèõ øòðàôîâ: ïðî-
ìåæóòî÷íûå ïðèáëèæåíèÿ x1, x2, . . . , xl, . . . (
êîýôôèöèåíòû øòðàôà: k1, k2, . . . , kl, . . . ) íå
ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è, ò.å. îï-
òèìóì àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñíàðóæè =⇒ åñòåñòâåí-
íî ðàññìîòðåòü ìåòîäû øòðàôà àïïðîêñèìèðóþ-
ùèå îïòèìóì èçíóòðè.
Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå èäåÿ ìåòîäà çàêëþ-

÷àåòñÿ â ñâåäåíèè èñõîäíîé çàäà÷è (40) ê ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè çàäà÷ ìèíèìèçàöèè:
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Ìåòîä âíóòðåííèõ øòðàôîâ èëè ìåòîä áàðüåðíûõ ôóíêöèé

Fk(x) = f(x)+akB(x) → min
x∈Rn

, k = 1, 2, . . .

(46)
ãäå B(x) � ïîäõîäÿùàÿ ôóíêöèÿ øòðàôà èëè áà-
ðüåðíàÿ ôóíêöèÿ, ak > 0 � êîýôôèöèåíò øòðà-
ôà èëè áàðüåðíûé êîýôôèöèåíò, ak → 0 ïðè
k → ∞.
Ïóñòü ∂Q � ãðàíèöà ìíîæåñòâà Q.
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Ìåòîä âíóòðåííèõ øòðàôîâ èëè ìåòîä áàðüåðíûõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå.ÔóíêöèÿB(x) íàçûâàåòñÿ áàðüåð-
íîé ôóíêöèåé äëÿ ìíîæåñòâà Q, åñëè B(x) îïðå-
äåëåíà, êîíå÷íà è íåîòðèöàòåëüíà âî âñåõ òî÷êàõ
èç IntQ è

lim
x→∂Q

B(x) = +∞.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî B(x) = +∞, äëÿ x ∈ ∂Q.
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Ìåòîä âíóòðåííèõ øòðàôîâ èëè ìåòîä áàðüåðíûõ ôóíêöèé

Ïðèìåðû áàðüåðíûõ ôóíêöèé:

−
m∑

i=1

ϕi(x)−1,
m∑

i=1

|ϕi(x)|−1,
m∑

i=1

|ϕi(x)|−2.

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷ó (46) ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì
ãðàäèåíòîâ: xk+1 = xk − αkf ′(xk), αk ≥ 0.
Åñëè xk ∈ IntQ, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì αk
xk+1 ∈ IntQ, ò.å. åñëè x0 ∈ IntQ, òî âñå ïðè-
áëèæåíèÿ xk � äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ (40)-(41)
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Ïóñòü xk � ðåøåíèå çàäà÷è (46) íà øàãå k è
xk ∈ IntQ.
Èòåðàöèÿ (k + 1). Ðåøàåì çàäà÷ó (46) äëÿ

íîâîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà øòðàôà ak+1 ñ

ðåøåíèåì xk â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.
Ò.ê. xk ∈ IntQ =⇒ xk+1 ∈ IntQ.

Åñëè ak+1B(xk+1) ≤ ε, òî ñòîï. Èíà÷å
ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè.
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Ñîãëàøåíèÿ: Q çàìêíóòî, IntQ 6= ∅ è ëþáàÿ
òî÷êà x ∈ Q åñòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî-
÷åê èç âíóòðåííîñòè Q.

Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà âñåìRn,
à áàðüåðíàÿ ôóíêöèÿ B(x) íåïðåðûâíà íà ìíîæå-
ñòâå IntQ.
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Òåîðåìà 23. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëî-
âèé:
(a). f(xk) −→ +∞ äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {xk} ∈ Q, ‖xk‖ −→ +∞ èëè
(b). Q îãðàíè÷åíî.
Òîãäà 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk èìååò õîòÿ áû

îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó è ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü îïòèìàëüíîå ðåøå-
íèå çàäà÷è; 2) akB(xk) −→ 0
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà â
çàäà÷å (40)-(41) ∃ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x∗ ∈ Q.

Ïóñòü x1, x2, . . . , xk, . . . � ïðèáëèæåíèÿ
(ïîëó÷åíû àëãîðèòìîì), à a1, a2, . . . , ak, . . . �
ñîîòâåòñòâóþùèå áàðüåðíûå êîýôôèöèåíòû.

Òîãäà ∀ k èìååì

f(x∗) ≤ f(xk) ≤ f(xk)+akB(xk) = Fk(xk)
(47)
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∀ ε > 0 íàéäåòñÿ x̃ ∈ IntQ: f(x̃) ≤ f(x∗)+ ε
=⇒
f(x∗)+ε+akB(x̃) ≥ f(x̃)+akB(x̃) ≥ Fk(xk) =⇒

lim
k→∞

Fk(xk) ≤ f(x∗) + ε.

Ò.ê. ýòî âåðíî ∀ ε > 0, òî èç (47) è ìîíîòîííîãî
óáûâàíèÿ {Fk(xk)}k èìååì

lim
k→∞

Fk(xk) = f(x∗),
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lim
k→∞

fk(xk) = f(x∗),

lim
k→∞

akB(xk) = 0.

Êàê è â òåîðåìå 22 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü xk � îãðàíè÷åíà (èç (a), (b)) è ïóñòü
xk −→ x̂. Èç íåïðåðûâíîñòè f =⇒ f(x̂) =
f(x∗). Ò.ê. Q � çàìêíóòî è (∀ k) xk ∈ Q, òî
èìååì x̂ ∈ Q. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèé xk
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ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è. �
Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

Fk+1(x
k+1) < Fk(xk) ∀ k,

B(xk) ≤ B(xk+1) ∀ k,

f(xk+1) ≤ f(xk) ∀ k.
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