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ËÅÊÖÈß � 4

Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

1. Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè (îêîí÷àíèå)

2. Çàäà÷à äâîéñòâåííàÿ ê çàäà÷å ËÏ

3. Áàçèñíûå äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ

4. Êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ ËÏ
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Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Ñëåäñòâèå 1. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ïàðà (x, λ) � ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ëàãðàíæà.

2. f(x) = h(λ).

3. min
x

sup
λ≥0

L(x, λ) = max
λ≥0

inf
x

L(x, λ).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü x∗, x ∈ Q, λ∗, λ ≥ 0.

Åñëè ïàðû (x, λ) è (x∗, λ∗) � ñåäëîâûå òî÷êè ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà, òî ïàðû (x, λ∗) è (x∗, λ) � òàêæå ñåäëîâûå òî÷êè ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà, ïðè÷åì

L(x∗, λ) = L(x, λ∗) = L(x, λ) = L(x∗, λ∗).
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Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Çàìå÷àíèå 1. Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à D ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å âûïóêëîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. (Óïðàæíåíèå).

Ïóñòü çàäà÷à P � çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
Ñëåéòåðà. Òîãäà

Ñëåäñòâèå 3. Äîïóñòèìîå ðåøåíèå x ïðÿìîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îï-
òèìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò λ ≥ 0 òàêîé, ÷òî
f(x) = h(λ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü x � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è P .
Ïî Ò. 9 (Òåîðåìà Êóíà-Òàêêåðà â íåëîêàëüíîé ôîðìå)

∃λ ≥ 0 : (x, λ) � ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ëàãðàíæà.

Èç ñëåäñòâèÿ 1 èìååì f(x) = h(λ). Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç ëåììû 6.
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Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå (ËÏ)

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè îãðàíè÷åíèÿ ëèíåéíû, ò.å. ϕi(x) = (ai, x)− bi ≤ 0,
òî óñëîâèå Ñëåéòåðà èçëèøíå è ïðè îáîñíîâàíèè ñëåäñòâèÿ 3 âìåñòî
òåîð. 9 èñïîëüçîâàòü òåîð. 10.

Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ) â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå:

w(x) = (c, x) −→ min (16)

Ax = b, (17)

x ≥ 0, (18)

ãäå c = (cj), x = (xj) ∈ Rn, A = (aij) � (m× n) ìàòðèöà, b = (bi) ∈ Rm,
m ≤ n, rang(A) = m.

Ax = b ≡ (ai, x) = bi, i = 1, m,

Ax = b ≡
n∑

j=1

Ajxj = b
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ËÏ: äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

(16)− (18) ≡ çàäà÷å
(c, x) −→ min

(ai, x)− bi ≤ 0, λ1
i ≥ 0

−(ai, x) + bi ≤ 0, λ2
i ≥ 0

−xj ≤ 0. µj ≥ 0

Åå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà:

L(x, λ1, λ2, µ) = (c, x) + (λ1, Ax− b) + (λ2,−Ax + b) + (µ,−x) =

=
(
c + (λ1 − λ2)A− µ, x

)
− (λ1 − λ2, b).

Ñëåäîâàòåëüíî, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è èìååò âèä:
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ËÏ: äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

h(λ1, λ2, µ) = inf
x

L(x, λ1, λ2, µ) =

=

{
−(b, λ1 − λ2), åñëè c + (λ1 − λ2)A− µ = 0,

−∞, èíà÷å.
=⇒

Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

h(λ1, λ2, µ) −→ sup
λ1≥0,λ2≥0,µ≥0

,

ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ËÏ:

−(b, λ1 − λ2) −→ max

c + (λ1 − λ2)A− µ = 0 ≡ c + (λ1 − λ2)A ≥ 0.

Óìíîæèì îãðàíè÷åíèÿ íà −1, îáîçíà÷èì y = −(λ1 − λ2)
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ËÏ: äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

Ïîëó÷èì
(b, y) −→ max (19)

yA ≤ c. (20)

Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ çàäà÷ (16)-(18) è (19)-(20) âûïîëíÿþòñÿ âñå óòâåð-
æäåíèÿ: ë. 5, ë. 6, òåîð. 11, ñëåäñòâèÿ 1 � 3 (áåç óñëîâèÿ Ñëåéòåðà).

Òåîðåìà 12. Çàäà÷à äâîéñòâåííàÿ ê çàäà÷å (19)-(20) ñîâïàäàåò ñ èñ-
õîäíîé çàäà÷åé (16)-(18).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷à (19)-(20) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

−(b, y) −→ min

yA ≤ c.

-7-



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

ËÏ: äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

yA ≤ c ≡ ñèñòåìå íåðàâåíñòâ (y, Aj)− cj xj ≥ 0

(ñîïîñòàâèëè êàæäîìó îãðàíè÷åíèþ äâîéñòâåííóþ ïåðåìåííóþ (ìíîæèòåëü Ëàãðàí-
æà))

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà:

L(y, x) = −(b, y) + (x, yA− c) =

−(b, y) + (Ax, y)− (x, c) = (Ax− b, y)− (c, x).

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è

h(x) = inf
y

L(y, x) ={
−(c, x), åñëè Ax = b,

−∞, èíà÷å.
=⇒
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ËÏ: äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

Çàäà÷à
max
x≥0

h(x)

ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ËÏ:
−(c, x) −→ max

Ax = b,

x ≥ 0

èëè
min(c, x)

Ax = b,

x ≥ 0. �
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ËÏ: äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

Ïðÿìàÿ çàäà÷à Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

w(x) =
n∑

j=1

cjxj → min z(y) =
m∑

i=1

biyi → max

aix ≥ bi i ∈ I1 yi ≥ 0
aix = bi i ∈ I2 yi − ñâîá.
xj ≥ 0 j ∈ J1 yAj ≤ cj

xj − ñâîá. j ∈ J2 yAj = cj.

Óïðàæíåíèå. Òåõíèêà ïîëó÷åíèÿ ýòîé ñõåìû: ëèáî ïîâòîðèòü âûêëàäêè, ïðè-
âåäøèå ê çàäà÷å (19), (20), ëèáî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîäèìîñòüþ îáùåé çàäà÷è ËÏ ê
çàäà÷å ËÏ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå è ïðèìåíèòü ãîòîâûé ðåöåïò (çàäà÷à (19), (20)).

-10-



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

ËÏ: ïîíÿòèå áàçèñíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ (á.ä.ð.).

Áàçèñ � ëþáîé íàáîð Aσ(1), . . . , Aσ(m) èç m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ
ìàòðèöû ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé A. Ìàòðèöó B = [Aσ(1), . . . , Aσ(m)] òàêæå íàçî-
âåì áàçèñíîé.

Ïóñòü S = {σ(1), . . . , σ(m)}, S
′
= {1, . . . , n} \ S.

Ñ÷èòàåì, ÷òî A = [B, N ], ãäå N = [Aj]j∈S′ , x = (xB, xN),

xB = (xσ(1), . . . , xσ(m)) � áàçèñíûå, à xN = (xj)j∈S′ � íåáàçèñ-

íûå ïåðåìåííûå.

Óìíîæèì ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé (17) íà B−1:

E xB + B−1NxN = B−1b (17
′
)

Îïðåäåëåíèå 4. Ðåøåíèå (xB, xN) = (B−1b, 0) ñèñòåìû

óðàâíåíèé (17) íàçîâåì áàçèñíûì (ñîîòâåòñòâóþùèì áàçèñó B).

-11-



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

ËÏ: ïîíÿòèå á.ä.ð.

Ëåììà 7. Âåêòîð x � áàçèñíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (17) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ ñ èíäåêñàìè èç ìíîæåñòâà S(x) =
{j|xj 6= 0} � ëèíåéíî íåçàâèñèìî.

Äåéñòâèòåëüíî. Ïóñòü x � áàçèñíîå ðåøåíèå, B � ñîîòâåòñòâóþùèé

áàçèñ. Òîãäà S ⊇ S(x). Äîêàæåì â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü ìíîæåñ-

òâî ñòîëáöîâ ñ èíäåêñàìè èç S(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìî. Åñëè |S(x)|

= m, òî S(x) � áàçèñ. Åñëè íåò, òî èç óñëîâèÿ rang(A) = m =⇒

ìíîæåñòâî S(x) ìîæíî äîïîëíèòü äî ïîäõîäÿùåãî áàçèñà B, êîòîðîìó

áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðåøåíèå x.
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ËÏ: ïîíÿòèå á.ä.ð.

Îïðåäåëåíèå 5. Áàçèñíûì äîïóñòèìûì ðåøåíèåì (á.ä.ð.) íàçûâàåòñÿ
ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Q, ÿâëÿþùèéñÿ áàçèñíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé
(17).

Çàìå÷àíèå 4. Ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå áàçèñó B � á.ä.ð.⇐⇒ B−1b ≥ 0.

Îïðåäåëåíèå 6. Âåêòîð x ∈ Q � êðàéíÿÿ òî÷êà èëè âåðøèíà ìíîæåñòâà
Q, åñëè íå ñóùåñòâóåò äîïóñòèìûõ ðåøåíèé x1 6= x2 èç Q òàêèõ, ÷òî x = αx1 +
(1− α)x2, ãäå 0 < α < 1.

Òåîðåìà 13. Âåêòîð x � á.ä.ð. òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x � êðàéíÿÿ
òî÷êà ìíîæåñòâà Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � êðàéíÿÿ òî÷êà, íî íå á.ä.ð. Èç ëåììû 7 =⇒

∃ y 6= 0 : Ay = 0. (∗)
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ËÏ: ïîíÿòèå á.ä.ð.

Ïðè ýòîì ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî (xj = 0 =⇒ yj = 0) =⇒

{j|yj 6= 0} ⊆ {j|xj > 0}. (∗∗)

Ò.ê. x ∈ Q, òî èç (∗) =⇒

∀ t ∈ R : z(t) = x + t y � ðåøåíèå (17),

òîãäà èç (∗∗) =⇒
∀ ìàëîãî t ∈ R : z(t) ∈ Q.

=⇒
∃ ε > 0 : x1 = x + εy ∈ Q, x2 = x− εy ∈ Q,

=⇒
x1 6= x2 è x =

1

2
x1 +

1

2
x2 ⇒→←⇒ x � á.ä.ð..

-14-



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

ËÏ: ïîíÿòèå á.ä.ð.

Ïóñòü x � á.ä.ð., íî

∃ 0 < α < 1, ∃ x1 6= x2, x1, x2 ∈ Q : x = αx1 + (1− α)x2.

Ïî óñëîâèþ Ax1 = Ax2(= b) =⇒ A(x1 − x2) = 0, íî

A(x1 − x2) = 0⇐⇒ {Aj|x1
j 6= x2

j} � ëèíåéíî çàâèñèìî ⇒

{Aj|αx1
j + (1− α)x2

j > 0} � ëèíåéíî çàâèñèìî ⇒

{Aj|xj > 0} � ëèíåéíî çàâèñèìî ⇒→←,

ò.å. åñëè x � á.ä.ð., òî x � êðàéíÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Q. �
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ËÏ: Êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè

Òåîðåìà 14 (Êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè). Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ (16)-(18) ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé íå ïóñòî è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà íà íåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè
ïîêàæåì, ÷òî

∀ x0 ∈ Q ∃ á.ä.ð. x : w(x0) ≤ w(x).

Ïóñòü
x ∈ Q0 = {x ∈ Q|w(x) ≤ w(x0)} 6= ∅

è èìååò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò (supp(x)).

Äîêàæåì, ÷òî x � á.ä.ð. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. =⇒
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ËÏ: Êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè

ìíîæåñòâî
{Aj|xj > 0} ëèíåéíî çàâèñèìî =⇒

∃ y 6= 0 : Ay = 0 è åñëè xj = 0, òî yj = 0.

Ïóñòü w(y) ≤ 0 (åñëè íåîáõîäèìî, òî âîçüìåì −y ). Ïîëîæèì x(t) = x + ty.
Âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî

∀ ìàëîãî t ∈ R : x(t) ∈ Q.

1). Ïóñòü ∀j : yj ≥ 0⇒ ∀t ≥ 0 x(t) ≥ 0⇒ ∀t ≥ 0 x(t) ∈ Q

îòñþäà è íåðàâåíñòâà w(x(t)) = w(x) + tw(y) ≥ const(ïî óñëîâèþ)

ó÷èòûâàÿ, ÷òî w(y) ≤ 0 è t ≥ 0 � ïðîèçâîëüíî,

èìååì: w(y) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, w(x(t)) = w(x) ∀t.
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ËÏ: Êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè

Ò.ê. èç óñëîâèÿ yj > 0⇒ xj > 0, òî

∀ ìàëîãî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå t < 0 : x(t) ∈ Q.

Íàéäåì òàêîå t íàèáîëüøåå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå èç óñëîâèÿ:

∀j(yj > 0⇒ xj + tyj ≥ 0)

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ:

∀j(yj > 0⇒ xj ≥ (−t)yj)⇐⇒

(−t) = min
yj>0

xj

yj

⇐⇒ t = −min
yj>0

xj

yj

.

Èòàê x(t) ∈ Q è w(x(t)) = w(x) ≤ w(x0)⇒ x(t) ∈ Q0.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ò.ê. supp(x(t)) = supp(x)− 1.
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ËÏ: Êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè

2). Ïóñòü ∃j : yj < 0. Òîãäà

∀ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t ≥ 0 : x(t) ∈ Q.

Íàéäåì íàèáîëüøåå òàêîå t èç óñëîâèÿ:

∀j(yj < 0⇒ xj + tyj ≥ 0)

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ:

∀j(yj < 0⇒ xj ≥ t(−yj))⇐⇒

⇐⇒ t = min
yj<0

xj

−yj

.

Èòàê x(t) ∈ Q è ò.ê. t > 0, d ≤ 0, òî w(x(t)) = w(x) + dt ≤
≤ w(x0)⇒ x(t) ∈ Q0.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ò.ê. supp(x(t)) = supp(x)− 1.

-19-



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

ËÏ: Êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè

Ò.ê. ïî óñëîâèþ Q 6= ∅, òî ìíîæåñòâî áàçèñíûõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è íå
ïóñòî. Ò.ê. îíî êîíå÷íî, òî

∃ x∗ � á.ä.ð.: w(x∗) ≤ w(x) ∀ á.ä.ð. x.

Èç ðàíåå äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî x∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. �

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è ËÏ íå ïó-
ñòî, òî ñóùåñòâóþò áàçèñíûå äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ.

Ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 14 (âçÿòü w(x) ≡ 0).

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè çàäà÷à ËÏ ðàçðåøèìà, òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå
áàçèñíîå ðåøåíèå.
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