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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Появление вычислительных машин и стреми-
тельное развитие компьютерных технологий во второй половине XX века
породило новые направления исследования в различных областях мате-
матики. Одним из таких направлений исследования стала теория распи-
саний.

Задачи теории расписаний связаны с нахождением порядка выполне-
ния работ и распределением ресурсов между работами. Подобные задачи
возникают в различных отраслях человеческой деятельности, например,
на железнодорожном транспорте, при авиаперевозках и др.

В данной работе рассматривается задача теории расписаний, кото-
рая появилась при создании электронно–цифровых библиотек и музеев.
Интерес к этой задаче обусловлен выполнением совместного Российско–
Тайваньского гранта. Рассматриваемая задача является обобщением клас-
сической цеховой задачи потокового типа на двух машинах, т.е. задачи
Джонсона [4] и относится к так называемым цеховым задачам. В отли-
чие от цеховых задач с промежуточным буфером рассмотренных в [6], в
которых работа находится в буфере только в тех промежутках времени,
когда она не обслуживается ни одной машиной, в цифровом буфере рабо-
та напротив занимает буфер в течение всего интервала ее обслуживания.
Последняя ситуация более характерна для приложений, связанных с об-
работкой цифровых данных на компьютерах.

Цеховые задачи теории расписаний интенсивно изучаются с середи-
ны 50-х годов прошлого столетия. Большинство этих задач трудны как
теоретически, то есть являются NP-трудными, так и практически, то
есть требуют слишком много времени для нахождения точного решения
даже на примерах малой размерности, 15–20 работ. Все эти свойства ха-
рактерны для цеховой задачи с цифровым буфером. Поэтому одним из
перспективных подходов является построение нижних оценок и разра-
ботка методов локального поиска, учитывающих структуру задачи.

Цель данной работы состоит в разработке и исследовании мето-
дов локального поиска для решения цеховой задачи на двух машинах с
цифровым буфером, получении нижних оценок глобального оптимума и
построении сложных в вычислительном отношении тестовых примеров,
позволяющих указать наиболее трудные подклассы для этих методов.
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Основные результаты.
1. Проведено исследование вычислительной сложности цеховой зада-

чи на двух машинах с цифровым буфером.
2. Построены модели целочисленного линейного программирования

для различных способов загрузки цифрового буфера.
3. Разработаны и программно реализованы итерационные методы ло-

кального поиска для решения задачи с активным и пассивным методами
загрузки буфера.

Научная новизна. Оригинальность и научная новизна полученных
результатов состоит в следующем.

1. Впервые выделены полиномиально разрешимые случаи задачи. Уста-
новлена NP-трудность в сильном смысле некоторых подклассов.

2. Получены оригинальные модели целочисленного линейного про-
граммирования для активной и пассивной загрузки цифрового буфера.
Ранее аналогичные модели отсутствовали.

3. Разработаны алгоритмы и программы, которые позволяют решать
задачи большой размерности, с числом работ больше 50.

4. Построены новые нижние оценки глобального оптимума. Показа-
но, что переход к ограниченной задаче приводит к улучшению нижних
оценок.

Методика исследований. В диссертации использованы современ-
ные методы исследования операций, включающие в себя построение ма-
тематических моделей, теорию локального поиска и вычислительной слож-
ности, а также методологию экспериментальных исследований с приме-
нением вычислительной техники и коммерческих пакетов прикладных
программ для решения задач целочисленного линейного программиро-
вания.

Практическая и теоретическая ценность. Работа носит теоре-
тический и экспериментальный характер. Установлена вычислительная
сложность цеховых задач с цифровым буфером, получены численные ме-
тоды их решения. Разработанные методы реализованы в виде программ.
Программа "Локальный поиск с чередующимися окрестностями для це-
ховой задачи потокового типа с цифровым буфером" зарегистрирована
в Фонде алгоритмов и программ СО РАН, свидетельство №PR 12009.
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Апробация работы. Все разделы диссертации прошли апробацию
на следующих конференциях в России и за рубежом:

— Международный симпозиум по математическому программирова-
нию (ISMP), Германия, Берлин, 2012;

— Балканская конференция по исследованию операций (BalcOR), Гре-
ция, Салоники, 2011;

— Международная конференция по управлению планирования и тео-
рии расписаний (PMS), Франция, Тур, 2010;

— Международный симпозиум по исследованию операций (OR), Гер-
мания, Мюнхен, 2010;

— Российская конференция "Дискретная оптимизация и исследование
операций", Новосибирск, Алтай, 2010;

— Всероссийской конференции "Проблемы оптимизации и экономи-
ческие приложения", Омск, 2009 и 2012;

— Азиатская международная школа-семинар "Проблемы оптимиза-
ции сложных систем", Кыргызская Республика, г.Бишкек, 2009;

— Научные семинары Института математики им. С.Л. Соболева СО
РАН.

На защиту выносятся новые оптимизационные модели в области
теории расписаний и результаты устанавливающие трудность экстремаль-
ных задач, возникающих в рамках этих моделей; итерационные методы
решения труднорешаемых задач дискретной оптимизации; комплекс про-
грамм, реализующих эти методы.

Личный вклад. Представленные в диссертации теоретические ре-
зультаты получены соискателем лично. Разработка комплекса программ
для нахождения верхних оценок методами локального поиска осуществ-
лена самостоятельно. Представление изложенных в диссертации резуль-
татов, полученных в совместных исследованиях, с соавторами согласова-
но. На защиту выносятся только результаты, полученные автором лично.

Публикации. По теме диссертации автором опубликовано 12 работ,
в том числе 3 статьи в журналах из списка ВАК, получено свидетельство
о регистрации программы в Фонде алгоритмов и программ СО РАН.

Объем и структура диссертации. Диссертация состоит из введе-
ния, трех глав и списка литературы (47 наименований). Объем диссер-
тации — 106 страниц.
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СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении формулируются цель и задачи исследования, обосно-
вывается актуальность выбранной темы и указываются основные методы
решения поставленной задачи. Отмечена новизна полученных результа-
тов и их практическая и теоретическая ценность. Приводятся сведения
об апробации работы и публикациях. Кратко излагается содержание ра-
боты.

В первой главе формулируется задача потокового типа с цифро-
вым буфером и ее подзадачи. Эти задачи возникают при создании элек-
тронно–цифровых библиотек и музеев [5]. Медиа–объекты (файлы) за-
гружаются из удаленной базы данных и затем воспроизводятся. Для
каждого файла заданы время загрузки и воспроизведения. При загруз-
ке файл поступает в буфер транслирующего устройства и покидает его
сразу после завершения воспроизведения. Размер буфера ограничен. Раз-
меры файлов известны и пропорциональны времени загрузки. Воспроиз-
ведение файла не может начаться раньше окончания его загрузки. Если
файл начал загрузку или воспроизведение, то этот процесс не прерыва-
ется. Требуется, так задать порядок загрузки и воспроизведения фай-
лов, чтобы минимизировать время окончания воспроизведения послед-
него файла.

Рассматриваемая задача выбора порядка презентации медиа–объектов
тесно связана с цеховой задачей построения расписания в системе потоко-
вого типа на двух машинах, которую принято называть задачей Джонсо-
на [4]. В задаче Джонсона множество работ требуется выполнить на двух
машинах. Каждая работа выполняется сначала на первой машине, а за-
тем — на второй. Требуется найти такой порядок выполнения работ на
обеих машинах, который минимизирует длину расписания, то есть вре-
мя завершения последней работы. Задачу выбора порядка презентации
медиа–объектов можно представлять как задачу Джонсона с дополни-
тельным буферным ограничением, если считать загрузку объекта вы-
полнением работы на первой машине, а воспроизведение — выполнением
на второй машине.

Известно несколько способов загрузки. В [2] рассмотрен случай, ко-
гда новый объект не загружается, пока свободного пространства в буфе-
ре недостаточно для помещения этого объекта. Другими словами, если
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размер загружаемого файла больше размера свободного пространства
буфера, требуется подождать до завершения презентации одного или бо-
лее уже загруженных объектов. Будем ссылаться на такую модель, как
на модель с пассивной загрузкой и обозначать ее как PP–задача.

Активная модель загрузки предполагает более агрессивное исполь-
зование свободного пространства, а именно, в каждый момент времени
общий размер загруженных и частично загруженных объектов не дол-
жен превышать размера буфера. Будем ссылаться на такую модель, как
на модель с активной загрузкой и обозначать ее как AP–задачу.

Сформулируем обе задачи в терминах теории расписаний. Дано мно-
жество из n работ J = {1, 2, . . . , n}, две машины A и B и буфер размера Ω.
Каждая работа имеет две операции. Первая операция каждой работы вы-
полняется на машине A. Вторая операция каждой работы выполняется
на машине B. Вторая операция каждой работы не может начаться рань-
ше завершения первой операции той же работы. Для каждой операции
задано время ее выполнения. Пусть aj и bj обозначают длительности
первой и второй операций работы j соответственно. Предполагая, что в
единицу времени загружается одна единица объема файла получим, что
объем буфера, занимаемый работой j после загрузки равен aj .

Обозначим через sa
j (σ) и ca

j (σ) момент начала и момент окончания
первой операции работы j в расписании σ соответственно. Аналогично
обозначим через sb

j(σ) и cb
j(σ) моменты начала и окончания работы j на

машине B в расписании σ.
Пусть Jτ — подмножество работ, которые находятся в буфере или

загружаются в него в момент τ . Тогда следующее ограничение должно
выполняться в PP–задаче:

∑

j∈Jτ

aj ≤ Ω, τ ≤ T,

где T—верхняя оценка на общее время выполнения всех работ.
Для AP–задачи ограничение на буфер будет менее жестким. Пусть

aj(τ) обозначает часть работы j, уже загруженной в буфер к моменту τ ,
или 0, если τ > cb

j , τ ≤ T. Тогда следующее ограничение должно выпол-
няться в AP–задаче:

∑

j∈Jτ

aj(τ) ≤ Ω, τ ≤ T.
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Каждая машина выполняет не более одной операции в каждый момент
времени. Прерывания работ не разрешены. Требуется найти такой поря-
док выполнения работ на обеих машинах, чтобы время завершения всех
работ Cmax было наименьшим.

В разд. 1.1 вводится понятие ограниченной задачи. Если для каждой
работы выполняется неравенство aj + bj ≤ Ω, j ∈ J , то PP–задача
обозначается как RPP–задача, а AP–задача — как RAP–задача.

Теорема 1. Задачи PP и RPP эквивалентны.
Аналогичное утверждение доказано для AP и RAP задач в теореме 2.
Используя доказательства этих теорем, любую рассматриваемую за-

дачу можно привести к эквивалентной ограниченной задаче.
В разд. 1.2 для AP–задачи доказано важное свойство: оптимальное

расписание можно искать среди перестановочных расписаний.
Теорема 3. Среди оптимальных расписаний AP–задачи существу-

ет расписание, в котором работы на машинах A и B выполняются в
одинаковом порядке.

Далее будут рассматриваться расписания, в которых работы выпол-
няются на обеих машинах в одинаковом порядке. Более того, если поря-
док задан некоторой перестановкой, то для AP и PP задач за полиноми-
альное время можно определить длину расписания и вычислить время
начала каждой из работ.

Лемма 1. Пусть в AP–задаче обе машины выполняют работы в со-
ответствии с перестановкой π = (1, 2, . . . , n), и расписание σ задается
следующими рекуррентными формулами:

sa
1 = 0,

sb
1 = ca

1 ,

sa
r = max{ca

r−1, c
b
r−1 − Ω + ar−1}, 2 ≤ r ≤ n,

sb
r = max{cb

r−1, c
a
r}, 2 ≤ r ≤ n.

Пусть σ′ — некоторое другое расписание, но работы в нем выполняются
в том же порядке π, тогда Cmax(σ) ≤ Cmax(σ′).

В лемме 3 вводятся похожие рекуррентные формулы для PP–задачи.
Эти рекуррентные формулы используются для вычисления длины

расписания по заданной перестановке в алгоритмах локального поиска.
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В разд. 1.3 проведено исследование сложности подклассов задачи.
Доказано, что в общем случае задача является NP-трудной в сильном
смысле. Выделены полиномиально разрешимые случаи.

В разд. 1.3.1 доказано, что RAP–задача также является NP-трудной
в сильном смысле. К данной задаче полиномиально сводится задача 3–
Разбиение.

В разд. 1.3.2. и 1.3.3 рассматриваются частные случаи задач для быст-
рых и медленных сетей. Назовем RPP–задачу RPP>–задачей (RPP<–
задачей), если aj > bj (aj < bj) для всех работ. Показано, что обе зада-
чи являются NP-трудными в сильном смысле, что усиливает результат
из [2].

Теорема 7. Пусть в RAP>–задаче обе машины выполняют рабо-
ты в соответствии с перестановкой π, в которой работы упорядочены
по невозрастанию величин bj. Тогда расписание σ, построенное по фор-
мулам из леммы 1 для перестановки π, является оптимальным для
RAP>–задачи.

Из теоремы 7 следует, что AP>–задача также является полиномиаль-
но разрешимой.

В теоремах 8 и 9 доказано, что RAP<–задача является полиномиаль-
но разрешимой, а соответствующая ей AP<–задача является NP-трудной
в сильном смысле.

Во второй главе подробно рассматривается задача с активным бу-
фером. В разд. 2.1 она представлена в виде задачи целочисленного ли-
нейного программирования (ЦЛП).

Введем переменные xij ∈ {0, 1}, которые также как и π задают по-
рядок выполнения работ: xij = 1, если работа i выполняется j-ой по
порядку в π. Тогда следующие ограничения описывают AP–задачу:

∑

k∈J

xkj =
∑

l∈J

xil = 1, i, j ∈ J.

pa
j =

n∑

i=1

aixij , pb
j =

n∑

i=1

bixij , j ∈ J,

sa
1 = 0, sa

j+1 ≥ sa
j + pa

j , j ∈ J,

sb
j+1 ≥ sb

j + pb
j , sb

j ≥ sa
j + pa

j , j ∈ J,
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sa
j+1 ≥ sb

j + pb
j + pa

j − Ω, j ∈ J.

Сформулированные условия задают множество допустимых расписаний.
Задача состоит в нахождении допустимого расписания, доставляющего
минимум следующей целевой функции

F (π) = sb
n + pb

n.

Для поиска оптимального решения этой задачи использовались спе-
циализированные коммерческие пакеты. Результаты численных экспери-
ментов с пакетом CPLEX показывают, что если существует разрыв цело-
численности, то примеры с 20 работами могут потребовать более суток
расчетов на персональном компьютере. Если разрыва целочисленности
нет, то примеры решаются за минуту.

Разд. 2.2 посвящен различным нижним оценкам для задачи с актив-
ным буфером. В разделе 2.2.1 изучаются две оценки линейного програм-
мирования: LBlp для AP–задачи и LBlp для RAP–задачи, построенной
по данным AP–задачи. Первая оценка получается заменой целочислен-
ных переменных в ЦЛП на непрерывные. Для получения второй оценки
исходный пример преобразуется в эквивалентный пример ограниченной
задачи. После этого, для полученной ограниченной задачи строится ана-
логичная оценка линейного программирования.

Доказано, что LBlp ≤ LBlp на любом примере. Более того, численные
эксперименты показали, что на многих примерах переход к ограниченной
задаче увеличивает нижнюю оценку, на некоторых примерах до 10%.

В разд. 2.2.2 описана другая нижняя оценка. Если в рассматривае-
мой задаче считать, что размер буфера неограничен, то задача совпадет
с классической задачей Джонсона на двух машинах, которая является
полиномиально разрешимой. Ее оптимальное решение дает другую ниж-
нюю оценку для задачи с буфером. Численные эксперименты показали,
что эта оценка на некоторых примерах лучше, чем оценка линейного
программирования. Доказано, что существуют примеры, для которых
оценка Джонсона для ограниченной задачи в (2− ε) раза точнее оценки
Джонсона для исходной задачи, где ε сколь угодно малая положительная
константа.

Разд. 2.3 посвящен описанию разных вариантов схемы локального
поиска с чередующимися окрестностями [1]. В разд. 2.4 представлены
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окрестности используемые в алгоритмах локального поиска.
Кроме простых окрестностей, также рассматривается окрестность Кер-

нигана–Лина. Эта окрестность позволяет найти некоторую последова-
тельность переходов по простым окрестностям, приводящую к хорошему
решению. Окрестность Кернигана–Лина позволяет продолжать поиск да-
же если текущее решение является локальным минимумом относительно
простых окрестностей.

Численные эксперименты подробно описаны в разд. 2.5. Сначала срав-
ним нижние оценки с верхними оценками, получаемыми алгоритмом ло-
кального поиска с чередующимися окрестностями на случайно порож-
денных данных. Численные эксперименты показали, что с ростом раз-
мерности число несовпадений нижней и верхней оценок падает, а при
n = 50 исчезает вовсе. При n ≥ 100 ситуация сохраняется. Получает-
ся удивительный эффект: с ростом размерности задачи она становится
проще и при больших n легко решается точно. Алгоритм VNS быстро
находит решение, значение которого совпадает с нижней оценкой. Та-
кой эффект связан со способом генерации исходных данных. При боль-
шом разнообразии длительностей работ их легко компоновать под размер
буфера. Изменив способ генерации исходных данных, можно получить
трудные примеры, которые даже при отсутствии разрыва целочисленно-
сти будут представлять "головоломку".

Также были построены примеры из трудных примеров для задачи
упаковки в контейнеры [3]. В этих примерах оптимальное решение соот-
ветствует оптимальному решению задачи упаковки в контейнеры. Ниж-
ние оценки совпадают и равны оптимуму. Однако найти оптимум ме-
тодами локального поиска трудно. На небольшой размерности n = 40
разработанный метод локального поиска в 44 примерах из 50 нашел оп-
тимальное решение, в остальных 6 примерах найденное решение отли-
чалось от оптимального на единицу. Для n = 80 средняя погрешность
составляет около 0,02%.

В третьей главе подробно рассматривается задача с пассивным бу-
фером. В разд. 3.1 предложено 4 формулировки задачи в терминах це-
лочисленного линейного программирования. Три из этих формулировок
предполагают, что порядки выполнения работ на машинах A и B мо-
гут не совпадать. С помощью этих формулировок имеется возможность
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найти пример, на котором длина оптимального перестановочного распи-
сания не совпала бы с длиной расписания, в котором работы выполня-
ются в разных порядках. В ходе многочисленных экспериментов такой
пример найти не удалось. Далее рассматривается только вариант задачи
на одной перестановке, который также является NP-трудным в сильном
смысле.

В разд. 3.2 и 3.3 описаны три схемы локального поиска для решения
задачи с пассивным буфером. Одна из них использует экспоненциальную
окрестность, не используемую ранее для задачи с активным буфером.
Эта окрестность задается некоторым интервалом в перестановке и сосед-
ними решениями являются только те, которые отличаются от исходного
в этом интервале. Найти лучшего соседа по такой окрестности можно
используя одну из ЦЛП формулировок, зафиксировав порядок для всех
работ, непопадающих в этот интервал. Численные эксперименты пока-
зали, что поиск оптимального соседнего решения требует неприемлемое
время. Поэтому разработана новая процедура, основанная на методе по-
иска с запретами, просматривающего решения в этой окрестности.

В разд. 3.4 рассмотрена обратная задача. В ней необходимо найти ми-
нимальный размер буфера, при котором можно выполнить все работы
за заданное время. Для обратной задачи получены следующие утвержде-
ния.

Теорема 12.Пусть σ — оптимальная перестановка работ для за-
дачи Джонсона. Тогда для задачи с пассивным буфером можно за по-
линомиальное время найти минимальный размер буфера, при котором
σ останется оптимальной перестановкой.

Теорема 13. Задача минимизации буфера при заданной длине рас-
писания является NP–трудной в сильном смысле.

В разд. 3.5. описаны результаты численных экспериментов. Иссле-
дуется влияние рандомизации окрестности, а так же порядок примене-
ния используемых окрестностей на работу алгоритма. Эксперименталь-
но устанавливаются значения этих параметров при которых алгоритм
наиболее эффективен. Найденные значения используются при проведе-
нии численных экспериментов на случайно сгенерированных примерах,
а также на примерах с известным оптимальным решением.
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Основные результаты
• Для цеховой задачи потокового типа с цифровым буфером введе-

ны понятия активного и пассивного буфера. Для обоих вариантов
задачи получены новые математические модели в терминах цело-
численного линейного программирования. Доказана NP-трудность
рассматриваемых задач и некоторых их частных случаев. Выделе-
ны полиномиально разрешимые подклассы. Для обратной задачи
минимизации буфера при заданном времени выполнения всех ра-
бот установлена NP-трудность задачи, вычисление минимального
размера буфера при заданной последовательности выполнения ра-
бот является полиномиально разрешимой задачей.

• Введено понятие ограниченной задачи и показана эквивалентность
исходной и ограниченной задач при активном и пассивном буфере.
Показано, что переход к ограниченной задаче позволяет заметно
улучшить нижние оценки оптимума. Для получения верхних оце-
нок разработаны итерационные методы локального поиска с чере-
дующимися окрестностями. Для задачи с активным буфером пред-
ложена новая окрестность, позволяющая двигать блоки в переста-
новке. На ее основе построена окрестность типа Кернигана–Лина,
которая помогает заметно сократить погрешность получаемых при-
ближенных решений. Для задачи с пассивным буфером получена
новая окрестность экспоненциальной мощности.

• Разработанные численные методы реализованы в виде комплекса
программ. Для проведения вычислительных экспериментов разра-
ботан новый класс тестовых примеров с известным значением оп-
тимума. Результаты численных экспериментов на этом и других
классах показали высокую эффективность предложенного подхо-
да.
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