
Лекция 7 РАНДОМИЗИРОВАННЫЕ АЛГОРИТМЫ 

1 Лекция. Рандомизированные алгоритмы 



Рандомизированный алгоритм – множество детерминированных 
алгоритмов, один из которых  выбирается вероятностным способом, 
зависящим от заданного входа. 

Классификация рандомизированных алгоритмов: 

Алгоритм A для задачи F  называется алгоритмом типа Лас-Вегас, 
если для любого входа  задачи x F  алгоритм A находит решение с 
вероятностью единица. При этом время работы алгоритма является 
случайной величиной. 

 

Например, быстрая сортировка. 

 

Алгоритм A для задачи F  называется алгоритмом типа Монте-
Карло, если для любого входа  задачи x F  алгоритм A находит реше-
ние с некоторой ненулевой вероятностью. 
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ЗЗааддааччаа  ммааккссииммааллььннааяя  ввыыппооллннииммооссттьь  ((MMAAXX--SSAATT))  

 

Дано: набор дизъюнкций Cна множестве булевых переменных 

nxx ,....,1 , веса дизъюнкций 0≥ωc , Cc∈  

Найти: назначение булевых переменных с максимальным суммарным 
весом выполненных дизъюнкций 
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Обозначения: 

size(c) – число литералов, входящих в дизъюнкцию  c

cW  - случайная переменная, обозначающая вес, вносимый дизъюнк-

цией   c

∑
∈

=
Cc

cWW - суммарный вес выполненных дизъюнкций 

)1()( =ω= cPWE cc  - мат. ожидание выполнимости дизъюнкции  c

MAX-kSAT – задача о максимальной выполнимости с size(c) k≤ , Cc∈  

 

Известные результаты: 

MAX-SAT, MAX-2SAT ∈  NPO
2SAT ∈ P 
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Алгоритм Джонсона  

for  to  do 1=i n
 begin 

  p:=Random(0,1); 

  if 2/1≤p  then 1:=ix  

  else 0:=ix ; 

 end; 
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Лемма 1. Если size(c) k= , то ожидаемый вес, вносимый дизъюнкцией 

 оценивается c ckcWE ωα=)( , где k
k 2/11−=α , 1≥k . 

Доказательство: 

c  - не выполнима ⇔  все литералы в  принимают значение 0, веро-

ятность этого события .   

c
k2/1

Получаем оценку для 1≥k , 
2
1

≥αk   

∑
∈

=
Cc

cWEWE )()( ∑
∈
ω≥
Cc

c2
1 OPT

2
1

≥   

Алгоритм хорош при больших значениях k  
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Пусть  значения булевых переменных iaa ,....,1 ixx ,....,1 . 

Лемма 2. Условные мат. ожидания ),....,|( 11 ii axaxWE == , ni ,...,1=∀  

могут быть вычислены за полиномиальное время. 

Доказательство. Пусть есть назначение ii axax == ,....,11 , а ϕ- булева 

формула на оставшихся ni xx ,....,1+  переменных. Очевидно, что услов-

ное мат. ожидание выполнимости оставшихся дизъюнкций может быть 
вычислено за полиномиальное время случайным назначением значе-
ний переменным  ni xx ,....,1+ . Учитывая уже посчитанные мат. ожида-

ния для ixx ,...,1  получим оценку для исходного набора дизъюнкций.  
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Теорема. Существует и может быть вычислено за полиномиальное 
время такое назначение истинности переменным nxx ,....,1 , что 

),....,|( 11 nn axaxWE == )(WE≥ . 

Доказательство: т.к. 1+ix  с равной вероятностью принимает значение 

0 или 1, то  

),....,|( 11 ii axaxWE == 11|(
2
1 axWE == ii ax =,...., )1, 1 =+ix +

11|(
2
1 axWE = ii ax =,...., )0, 1 =+ix . Таким образом, для 

11|( axWE = ii ax =,...., ), 11 ++ = ii ax  с большим значением верно 

11|( axWE = ii ax =,...., ), 11 ++ = ii ax 11|( axWE =≥ ),...., ii ax = . По лемме 2 

назначение может быть найдено за полиномиальное время.  

 

В качестве назначения выбирается то, на котором мат. ожидание наи-
большее.  
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В более общем случае, когда назначения не равновероятны  

),....,|( 11 ii axaxWE == = 

)1,,....,|( 111 === +iii xaxaxWE 1( 1 =+ixP ),....,| 11 ii axax == +

)0,,....,|( 111 === +iii xaxaxWE 0( 1 =+ixP ),....,| 11 ii axax ==  

 

Если эти вероятности и условные ожидания могут быть найдены за 
полиномиальное время, то применима вышеописанная техника.    
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MAX-SAT в виде задачи  

целочисленного линейного программирования 

Пусть +
cS  ( ) − множество переменных, входящих в дизъюнкцию 

 без(с) отрицания(ем). 

−
cS

Cc∈
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LP-релаксация или  

модель линейного программирования для MAX-SAT 

 

max→ω∑
∈Cc

cc z  

c

cSi
i

cSi
i zyy ≥−+ ∑∑

−∈+∈

)1(  Cc∈∀  

10 ≤≤ cz   Cc∈∀  

10 ≤≤ iy   },...,1{ ni∈∀  
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Вероятностный алгоритм Джонсона: 

Найти *)*,( zy  - оптимальное решение LP-релаксации 

for  to  do 1=i n
 begin 

  p:=Random(0,1); 

  if  then ∗≤ iyp 1:=ix  

  else 0:=ix ; 

 end; 
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Лемма 3. Если size(c)=k, тогда ≥)( cWE
∗ωβ cck z ,  где k

k k
)11(1 −−=β , 

для 1≥k . 

Доказательство: можно считать, что все переменные входят в дизъ-
юнкции без отрицания, иначе сделать замену.  

Вероятность того, что дизъюнкция  выполнена: c
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 )(zg  - вогнутая, 0)0( =g , 

kg β=)1( , следовательно, ]1,0[∈z , zzg kβ≥)( , следовательно 

∗β≥ сk zвыполненаcP )( .   

kβ  - убывающая функция по k 

OPTOPTzWEWE kfk
Cc

cck
Cc

c β≥β=ωβ≥= ∑∑
∈

∗

∈
)()( ,  

fOPT  - оптимум LP-релаксации и OPTOPTf ≥ . 

 

z
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zg )1(1)( −−=  

∗β cz  k

0 1

Лекция. Рандомизированные алгоритмы 



Заметим, +∈∀ Zk  

ek
k 1)11( >−  

Дерандомизированный вероятностный алгоритм является (
e
11− )-

приближенным алгоритмом для решения MAX-SAT. 
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алгоритм Гойманса и Уильямсона для решения MAX-SAT  

 

1. Найти назначение дерандомизированным алгоритмом с оценкой ½  

2. Найти назначение дерандомизированным алгоритмом с оценкой 
)/11( e−   

3. В качестве ответа предъявить лучшее из двух назначений   
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Теорема. Алгоритм Гойманса и Уильямсона является детерминирован-
ным приближенным алгоритмом с оценкой ¾. 

Доказательство. Пусть с равной вероятностью выполняется либо алго-
ритм Джонсона )0( =b , либо вероятностный алгоритм )1( =b . Пусть *z  - 

оптимальное решение LP-релаксации, size(c)=k.  

По лемме 2: ∗ωα≥ωα== cckckc zbWE )0|( , 1≤∗
cz . 

По лемме 3: ∗ωβ≥= cckc zbWE )1|( . 

2/32211 =β+α=β+α , для 3≥k , 2/3)/11(8/7 ≥−+≥β+α ekk . 

2
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Пример, что оценка ¾ точная для LP. 

Дано: )}(),(),(),{( 21212121 xxxxxxxxC ∨∨∨∨= , 1=ωc  

Оптимальное решение LP- релаксации: ,
2
1

=iy  i∀ , ,1=cz c∀ , 4=fOPT ; 

3=OPT .  

Пример, показывающий, что оценка алгоритма Гойманса и Уильямсона 
точна. 

Дано: )}(),(),{( 312121 xxxxxxC ∨∨∨= , 11 =ω , 12 =ω , ε+=ω 23 . 

1=ix  с вероятностью 
2
1

 назначаются алгоритмами с оценкой )/11( e−  и 

, тогда 2/1
2

3)1|( 1
ε

+==xWE , ε+== 3)0|( 1xWE , следовательно, 01 =x  

и общий вес равен )3( ε+ , хотя, полагая 11 =x  можно получить вес 

. )4( ε+
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