
Лекция 2.  Медианы, порядковые статистики  
и сбалансированные деревья 

 

Дано    множество из 𝑛 различных чисел  

Найти  элемент  множества,  который  будет  𝑖‐м  по  счету,  если  расположить 
числа по возрастанию. 

Медианой  называют элемент, находящийся «посередине», если упорядочить 
элементы.    Точнее  при  нечетном  𝑛,    𝑖 ൌ ሺ𝑛 ൅ 1ሻ/2;    при  четном  𝑛  их  две  
𝑖 ൌ 𝑛/2,   𝑖 ൌ  𝑛/2 ൅ 1, но медианой будем считать меньшую их них. 

Алгоритмы: 

1) упорядочить и взять 𝑖‐й элемент, 𝑂ሺ𝑛 log 𝑛ሻ; 

2) i шагов пирамидального алгоритма, 𝑂ሺ𝑛 ൅ 𝑖 log 𝑛ሻ. 
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Выбор за линейное в среднем время 

Randomized–Select ሺ𝐴, 𝑝, 𝑟, 𝑖ሻ 
1.  if  𝑝 ൌ 𝑟 
2. then return  𝐴ሾ𝑝ሿ 
3.  𝑞 ← Randomized–Partition ሺ𝐴, 𝑝, 𝑟ሻ 
4.  𝑘 ← 𝑞 െ 𝑝 െ 1 
5.   if  𝑖 ൑ 𝑘 
6. then return Randomized–Select ሺ𝐴, 𝑝, 𝑞, 𝑖ሻ 

else return Randomized–Select ሺ𝐴, 𝑞 ൅ 1, 𝑟, 𝑖 െ 𝑘ሻ 

На шаге 3 массив 𝐴ሾ𝑝, 𝑟ሿ разбивается на два: 

𝐴ሾ𝑝, 𝑞ሿ,    𝐴ሾ𝑞 ൅ 1, 𝑟ሿ,  причем  всякий  элемент  из  𝐴ሾ𝑝, 𝑞ሿ  не  больше  любого  
элемента из 𝐴ሾ𝑞 ൅ 1, 𝑟ሿ. 
Время в худшем случае — 𝑂ሺ𝑛ଶሻ. 
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Randomized – Partition ሺ𝑨, 𝒑, 𝒓ሻ

1.  𝑖 ← Random ሺ𝑝, 𝑟ሻ 

2.  поменять 𝐴ሾ𝑝ሿ ↔ 𝐴ሾ𝑖ሿ 
3.  return Partition ሺ𝐴, 𝑝, 𝑟ሻ 

Выбрали случайный элемент и поставили его первым. 
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Partition   
1.  𝑥 ← 𝐴ሺ𝑝ሻ 
2.  𝑖 ← 𝑝 െ 1 
3.  𝑗 ← 𝑟 ൅ 1 
4.  while   TRUE 
5. do  repeat  𝑗 ← 𝑗 െ 1 
6. until  𝐴ሾ𝑗ሿ ൑ 𝑥 
7. repeat  𝑖 ← 𝑖 ൅ 1 
8. until  𝐴ሾ𝑖ሿ ൒ 𝑥 
9. if  𝑖 ൏ 𝑗 
10. then  поменять 𝐴ሾ𝑖ሿ ↔ 𝐴ሾ𝑗ሿ 
11. else return  𝑗 

На выходе: 𝑝 ൑ 𝑗 ൏ 𝑟 и массивы 𝐴ሾ𝑝, 𝑗ሿ, 𝐴ሾ𝑗 ൅ 1, 𝑟ሿ всегда непустые. 
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Анализ разбиений 

Рангом элемента 𝑥 ൌ 𝐴ሾ𝑝ሿ назовем число элементов массива, непревосхо‐
дящих 𝑥.  

Поскольку все элементы имеют равные шансы  попасть на место 𝐴ሾ𝑝ሿ, то все 
значения ранга от 1 до 𝑛 равновероятны (т.е. их вероятность равна 1/𝑛). 

1) Если 𝑟𝑎𝑛𝑘ሺ𝑥ሻ ൐ 1,то массив 𝐴ሾ𝑝, 𝑞ሿ будет содержать ሺ𝑟𝑎𝑛𝑘ሺ𝑥ሻ െ 1ሻ эле‐
ментов, т.е. все элементы, меньше 𝑥. 

2) Если 𝑟𝑎𝑛𝑘ሺ𝑥ሻ ൌ 1, то 𝑞 ൌ 𝑝  и  𝐴ሾ𝑝, 𝑞ሿ  содержит только один элемент. 

 

Итак: левая часть будет содержать 2, 3, … или 𝑛 െ 1  элементов с вероятно‐
стью 1/𝑛 , и один элемент с вероятностью 2/𝑛.  

Все числа разные. 
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Анализ алгоритма Randomized – Select 

Пусть  𝑇ሺ𝑛ሻ  —  математическое  ожидание  времени  работы  алгоритма  
(среднее по всем массивам длины 𝑛). В худшем случае 𝑖‐я статистика всегда 
будет  оказываться  в  большей  доле  при  разбиении  𝐴ሾ𝑝, 𝑞ሿ  и  𝐴ሾ𝑞 ൅ 1, 𝑟ሿ. 
Тогда 

𝑇ሺ𝑛ሻ ൑
1
𝑛 ൭𝑇ሺmaxሺ1, 𝑛 െ 1ሻሻ ൅ ෍ 𝑇ሺmaxሺ𝑘, 𝑛 െ 𝑘ሻሻ

௡ିଵ

௞ୀଵ

൱ ൅ 𝑂ሺ𝑛ሻ ൑ 

൑
1
𝑛 ൮𝑇ሺ𝑛 െ 1ሻ ൅ 2 ෍ 𝑇ሺ𝑘ሻ

௡ିଵ

௞ୀቒ௡
ଶቓ

൲ ൅ 𝑂ሺ𝑛ሻ ൌ
2
𝑛 ෍ 𝑇ሺ𝑘ሻ ൅ 𝑂ሺ𝑛ሻ.

௡ିଵ

௞ୀቒ௡
ଶቓ

 

Так как 𝑇ሺ𝑛 െ 1ሻ не более 𝑂ሺ𝑛ଶሻ, то 𝑇ሺ𝑛 െ 1ሻ/𝑛 можно включить в 𝑂ሺ𝑛ሻ.  
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Покажем, что 𝑇ሺ𝑛ሻ ൏ 𝑐𝑛 для некоторой подходящей константы 𝑐 ൐ 0. 

Индукция по 𝑛 

Пусть 𝑇ሺ𝑗ሻ ൑ 𝑐𝑗 для 𝑗 ൏ 𝑛. 

Тогда 

𝑇ሺ𝑛ሻ ൑
2
𝑛 ෍ 𝑐𝑘 ൅ 𝑂ሺ𝑛ሻ ൑

2𝑐
𝑛  

𝑛
2 

𝑛
2 ൅ 1 ൅ 𝑛 െ 1

2 ൅ 𝑂ሺ𝑛ሻ ൌ
3𝑐𝑛

4 ൅ 𝑂ሺ𝑛ሻ ൑ 𝑐𝑛.
௡ିଵ

௞ୀቒ௡
ଶቓ

 

 

Итак:  любая  порядковая  статистика  и,  в  частности,  медиана  могут  быть  
найдены за линейное в среднем время. 

Чем плох этот алгоритм? 
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Выбор за линейное в худшем случае время 

Алгоритм Selectሺ𝑖ሻ 

1. Разбить n элементов на пятерки,  ⌊𝑛/5⌋ групп. 

2. В каждой пятерке найти медиану. 

3. Вызвать рекурсивно Select для медиан и найти 𝑋 — медиану медиан. 

4. Разбить  массив  на  два  подмассива  𝐴ሾ𝑝, 𝑞ሿ    и    𝐴ሾ𝑞 ൅ 1, 𝑟ሿ  относительно  
элемента 𝑋. Пусть 𝑘 — число элементов, непревосходящих 𝑋,  т.е. длина 
первого массива. 

5. Вызвать  рекурсивно  Selectሺ𝑖ሻ    для    𝐴ሾ𝑝, 𝑞ሿ,    если    𝑖 ൑ 𝑘   или  
Selectሺ𝑖 െ 𝑘ሻ,  если  𝑖 ൐ 𝑘. 
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Анализ алгоритма Select  

Сколько чисел будет больше 𝑋? 

Не меньше половины медиан дадут по 3 числа, т.е. половина из  ⌈𝑛/5⌉ групп 
за  двумя  возможными  исключениями:  группа  содержащая  𝑋  и  последняя,  
возможно, неполная группа, т.е. 

3 ቆቜ
1
2 ቒ

𝑛
5ቓቝ െ 2ቇ ൒

3𝑛
10 െ 6 

столько заведомо больше 𝑋 и столько же заведомо меньше 𝑋. 

Значит,  на  шаге  5  алгоритм  Select  будет  обрабатывать  массив  длиной  

не более  7𝑛
10ൗ ൅ 6. 
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Пусть 𝑇ሺ𝑛ሻ — время работы алгоритма в худшем случае. Тогда 

𝑇ሺ𝑛ሻ ൑ 𝑇 ൬඄𝑛
5ൗ ඈ൰ ൅ 𝑇 ൬ඌ7 𝑛

10ൗ ൅ 6ඐ൰ ൅ 𝑂ሺ𝑛ሻ. 

Индукцией по 𝑛 покажем, что 𝑇ሺ𝑛ሻ ൑ 𝑐𝑛 для некоторой константы  𝑐. 

Пусть что 𝑇ሺ𝑚ሻ ൑ 𝑐𝑚   при  𝑚 ൏ 𝑛.   Тогда   

𝑇ሺ𝑛ሻ ൑ 𝑐 ൬඄𝑛
5ൗ ඈ൰ ൅ 𝑐 ൬ඌ7 𝑛

10ൗ ൅ 6ඐ൰ ൅ 𝑂ሺ𝑛ሻ 

൑ 𝑐 ൬𝑛
5ൗ ൅ 1൰ ൅ 𝑐 ൬7 𝑛

10ൗ ൅ 6൰ ൅ 𝑂ሺ𝑛ሻ 

൑ 9 𝑐𝑛
10ൗ ൅ 7𝑐 ൅ 𝑂ሺ𝑛ሻ ൌ 𝑐𝑛 െ 𝑐 ൬𝑛

10ൗ ൅ 7൰ ൅ 𝑂ሺ𝑛ሻ. 

При  𝑛 ൐ 70 получаем 𝑂ሺ𝑛ሻ, выбрав c не меньше, чем в 𝑂ሺ𝑛ሻ. 
При 𝑛 ൑ 70 возможно дополнительное увеличение константы 𝑐. 

Почему пятерки? А тройки? Семерки? 
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Определение 1.  Высотой дерева называется максимальная длина пути от 
корня до листа. 

 

Определение  2.   Бинарное  дерево  называется  сбалансированным  
(или  AVL–деревом),  если  для  любой  его  вершины  высота  правого  
поддерева отличается от  высоты левого поддерева не более чем на еди‐
ницу. 

 

Теорема.  Длина  ветвей  в  n‐вершинном  сбалансированном  дереве  

заключена между  logଶ 𝑛  и   ଷ
ଶ

log2𝑛. 



Лекция 2.  Медианы, порядковые статистики и сбалансированные деревья 13

Доказательство.  

1. Бинарное  дерево  высоты  ℎ  не  может  содержать  больше  2ℎ൅1  

вершины, то есть 𝑛 ൑ 2ℎ൅1  или  ℎ ൅ 1 ൒ logଶ 𝑛 . 

2. Наиболее ассиметричное  AVL–дерево 𝑇௛ высоты ℎ имеет наиболее ас‐
симетричное  AVL–дерево 𝑇ℎെ1 высоты ℎ െ 1 в качестве одного из своих 
поддеревьев  и  наиболее  ассиметричное    AVL–дерево 𝑇ℎെ2  в  качестве 
другого. Обозначим через 𝑛ሺℎሻ число вершин в дереве 𝑇ℎ. Тогда 

𝑛ሺℎሻ ൌ 𝑛ሺℎ െ 1ሻ ൅  𝑛ሺℎ െ 2ሻ ൅ 1;     𝑛ሺ0ሻ ൌ 1,     𝑛ሺ– 1ሻ  ൌ  0. 

Для ℎ ൌ 3,4  можно  непосредственно  проверить,  а  затем  по  индукции  дока‐

зать, что 𝑛ሺℎሻ𝛼௛ାଵ ൐,   где  𝛼 ൌ ଵା√ହ
ଶ

 

Следовательно, 𝑛 ൒ 𝑛ሺℎሻ ൐ 𝛼௛ାଵ, откуда ℎ ൅ 1 ൑ log 𝑛 / log 𝛼 ൎ 1,44 log 𝑛 .   
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Пусть  в  вершинах  AVL–дерева  расположены  элементы  массива  так,  что  для 
любой  вершины  в  левом  ее  поддереве  расположены  элементы  не  больше 
чем в данной вершине, а в правом поддереве — не меньше, чем в этой вер‐
шине.  

 

 

 

 

 

 

 

Пример. Поиск в AVL–дереве потребует более 25 сравнений, только если де‐
рево состоит из не менее 196 417 вершин. 

𝑎𝑖

𝑎𝑗 ൒ 𝑎𝑖𝑎𝑗 ൑ 𝑎𝑖
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Случайные деревья 

Для  сбалансированного  дерева  длина  пути  из  корня  в  лист  не  превышает 
1,44  log 𝑛 . 

Для  случайного  дерева  средняя  длина  пути  из  корня  в  лист  составляет 
1,39 log 𝑛, но в худшем случае может оказаться равной 𝑛. 

Для  сбалансированного  дерева  средняя  длина  пути  составляет  𝑐   log 𝑛,  
 𝑐 ൌ ఈ

√ହ ୪୭୥ ఈ
ൎ 1.04 
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Включение новой вершины в AVL–дерево 

При  добавлении  новой  вершины 𝑣𝑛𝑒𝑤  к  AVL–дереву  мы  «скатываем»  ее  от 
корня  вдоль  веток  и  получаем  новый  лист  (висячую  вершину).  
Дерево остается бинарным, но баланс может нарушиться. Эти нарушения мо‐
гут возникнуть только у вершин, лежащих на пути от корня к новой вершине. 

Будем  последовательно  подниматься  от  новой  вершины  к  корню  и  восста‐
навливать баланс, если это необходимо. 
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Пусть к текущей вершине 𝑥 на пути от 𝑣 к корню мы пришли справа по корот‐
кой ветке. Тогда возможно три случая: 

а) В вершине 𝑦 высоты поддеревьев равны:   
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б) В вершине y высота левого поддерева больше высоты правого поддерева: 

x(10)

y(10) 

T1

T2 
T3

y(00)

x(00)

T2 T3

k 
k+1 
k+2 v

T1



Лекция 2.  Медианы, порядковые статистики и сбалансированные деревья 24

в) В вершине y высота левого поддерева меньше высоты правого поддерева 
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Пример. Построить последовательность AVL–деревьев для данных, поступа‐
ющих в следующем порядке: 29, 19, 9, 1, 4, 14, 39, 18, 36, 24, 15, 12. 
Удалить из полученного дерева 24, а затем 19. 
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Упражнение. Построить последовательность AVL–деревьев для данных, по‐
ступающих в следующем порядке: 15, 7, 17, 5, 4, 3, 56, 23, 22, 6, 10, 25, 26. 
Удалить из полученного дерева 6 и 10, а затем 15 и 25. 
 
  

 


