ŇĹŊĹŚŠĚŘŚŠĆŐ ŐĄŹĚČŐ Ĺ ŔŘŐŤĚŚŚĹŐŊĂŃĲŊŐČŐ ŐĄŘĂĞŐĆĂŊĹ§ ŘŐŚŚĹĽŚŁŐĽ ŤĚĎĚŘĂŰĹĹ ŊŐĆŐŚĹĄĹŘŚŁĹĽ ČŐŚŞĎĂŘŚŠĆĚŊŊŻĽ ŞŊĹĆĚŘŚĹŠĚŠ

Ŋ.Ĺ.Čńěąőć, đ.Ă.Łőçěâőć, Ă.Ć.Ŕńïáãŋőć

ŇĚŠŐĎŻ ŐŔŠĹŇĹĞĂŰĹĹ

Şçěąŋőě ŕőáőąĺě

Ŋőćőáĺąĺàáł

2000

ŞĎŁ 519.6

ĄĄŁ Ć.173.1/2

Čńěąőć Ŋ.Ĺ., Łőçěâőć đ.Ă., Ŕńïáãŋőć Ă.Ć. Ňěâőďë őŕâĺňĺğăæĺĺ. Şçěą. ŕőáőąĺě / Ŋőćőáĺą. ãŋ-â. Ŋőćőáĺąĺàáł, 2000, 105 á.

Ŕőáőąĺě ŋăŕĺáăŋő ŋă őáŋőćě ńěłæĺľ, łőâőàëě çĺâăńĺáì áâãďěŋâăň âàěâìěčő łãàáă ňěåăŋĺłő-ňăâěňăâĺçěáłőčő äăłãńìâěâă Ŋőćőáĺąĺàáłőčő čőáãďăàáâćěŋŋőčő ãŋĺćěàáĺâěâă. Ć ŋěň ĺğńőęěŋ ňăâěňăâĺçěáłĺľ ăŕŕăàăâ, ŋěőąåőďĺňëľ ďńï ăŋăńĺğă ĺ àěèěŋĺï íłáâàěňăńìŋëå ğăďăç ć łőŋěçŋőňěàŋëå ŕàőáâàăŋáâćăå.

Řěæěŋğěŋâ

łăŋďĺďăâ âěåŋĺçěáłĺå ŋăãł, ďőæěŋâ Ř.Ň. Ńăàĺŋ

Ĺğďăěâáï ŕàĺ äĺŋăŋáőćőľ ŕőďďěàęłě ŤŰŔ "Ĺŋâěčàăæĺï{274"

© Ŋőćőáĺąĺàáłĺľ čőáãďăàáâćěŋŋëľ ãŋĺćěàáĺâěâ

2000

Řăğďěń 1. Ććěďěŋĺě

Ć ďăŋŋőň ŕőáőąĺĺ àăááňăâàĺćăîâáï ğăďăçĺ ŕőĺáłă ňĺŋĺňãňă ĺńĺ ňăłáĺňãňă áłăńïàŋőľ äãŋłæĺĺ ŋă ňŋőęěáâćě, àăáŕőńőęěŋŋőň ć łőŋěçŋőňěàŋőň ěćłńĺďőćőň ŕàőáâàăŋáâćě ĺ őŕàěďěńïěňőň łőŋěçŋőľ áĺáâěňőľ őčàăŋĺçěŋĺľ-ŋěàăćěŋáâć. Ŋăèă æěńì | ŕőğŋăłőňĺâìáï á őáŋőćăňĺ âěőàĺĺ âăłőčő àőďă íłáâàěňăńìŋëå ğăďăç ĺ çĺáńěŋŋëňĺ ňěâőďăňĺ ĺå àěèěŋĺï.

Ć ďăńìŋěľèěň ąãďãâ ĺáŕőńìğőćăâìáï áńěďãîéĺě őąőğŋăçěŋĺï: R^n { n-ňěàŋőě ěćłńĺďőćő ŕàőáâàăŋáâćő.

x = (x_1; : : :; x_n)^T { ćěłâőà-áâőńąěæ, íńěňěŋâ (âőçłă) ŕàőáâàăŋáâćă R^n.

[x; y] = {z | z = (1 − t)x + ty; 0 ≤ t ≤ 1} | őâàěğőł á łőŋæěćëňĺ âőçłăňĺ x ĺ y.

⟨x; y⟩ =^{∑n}_{j=1} x_jy_j | áłăńïàŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě ćěłâőàőć x ĺ y; ďńï ěčő őąőğŋăçěŋĺï ĺáŕőńìğãěâáï âăłęě ğăŕĺáì x^T y. ||x|| = (⟨x; x⟩)^{1=2} | ŋőàňă ćěłâőàă x.

ȷ(x; y) = ||x − y|| | ěćłńĺďőćő àăááâőïŋĺě ňěęďã âőçłăňĺ x ĺ y. Ć(x; ") = {y | ȷ(x; y) < "} | őâłàëâëľ èăà àăďĺãáă " á æěŋâàőň ć âőçłě x, "-őłàěáâŋőáâì âőçłĺ x.

Śĺňćőń^T ŕàĺňěŋïěâáï ďńï őąőğŋăçěŋĺï őŕěàăæĺĺ âàăŋáŕőŋĺàőćăŋĺï. Ŋăàïďã á ćěłâőà-áâőńąæăňĺ ć ďăńìŋěľèěň âăłęě ĺáŕőńìğãîâáï ĺ ćěłâőà-áâàőłĺ, çâő ć łăęďőň áńãçăě âăłőčő ĺáŕőńìğőćăŋĺï őâňěçăěâáï őáőąő.

Ŕãáâì X ⊂ R^n ĺ x ∈ R^n. Šőçłă x ŋăğëćăěâáï âőçłőľ ŕàĺłőáŋőćěŋĺï ňŋőęěáâćă X, ěáńĺ ďńï ńîąőčő " > 0 ňŋőęěáâćő X∩Ć(x; ") ŋěŕãáâő. Ňŋőęěáâćő X ćáěå âőçěł ŕàĺłőáŋőćěŋĺï ŋăğëćăěâáï ğăňëłăŋĺěň ňŋőęěáâćă X. Šőçłă x ŋăğëćăěâáï ŕàěďěńìŋőľ âőçłőľ ňŋőęěáâćă X, ěáńĺ ńîąăï "-őłàěáâŋőáâì íâőľ âőçłĺ áőďěàęĺâ ąěáłőŋěçŋő ňŋőčő âőçěł ňŋőęěáâćă X. Šőçłă x ŋăğëćăěâáï ćŋãâàěŋŋěľ âőçłőľ ňŋőęěáâćă X, ěáńĺ ŋăľďěâáï " > 0, ďńï łőâőàőčő B(x; ") ⊂ X. Ůěàěğ intX őąőğŋăçăěâáï ňŋőęěáâćő ćáěå ćŋãâàěŋŋĺå âőçěł ňŋőęěáâćă X, ŋăğëćăěňőě ćŋãâàěŋŋőáâìî ňŋőęěáâćă X. Ňŋőęěáâćő X \ intX ïćńïěâáï ňŋőęěáâćőň ćáěå čàăŋĺçŋëå âőçěł ňŋőęěáâćă X.

Ňŋőęěáâćő X ŋăğëćăěâáï ćëŕãłńëň, ěáńĺ ďńï ńîąëå ďćãå âőçěł x; y ĺğ X őâàěğőł [x; y] áőďěàęĺâáï ć X. Ŕěàěáěçěŋĺě ńîąőčő çĺáńă ćëŕãłńëå ňŋőęěáâć ïćńïěâáï ćëŕãłńëň ňŋőęěáâćőň.

Ŕàĺňěàë ćëŕãłńëå ňŋőęěáâć, á łőâőàëňĺ ŋăň ŕàĺďěâáï ĺňěâì ďěńő ć ďăńìŋěľèěň:

čĺŕěàŕńőáłőáâì : {x | ⟨a; x⟩ = ¸}; čďě a ∈ R^n; ¸ ∈ R; ŕőńãŕàőáâàăŋáâćő (ăääĺŋŋőě) : {x | ⟨a; x⟩ ≤ ¸}; ŋěőâàĺæăâěńìŋëľ őàâăŋâ : R^n_+ = {x | x_j ≥ 0; j = 1; : : :; n}; ńĺŋěľŋőě ňŋőčőčàăŋŋőě ňŋőęěáâćő: {x | Ax ≥ b}, čďě A { (m×n)- ňăâàĺæă, b ∈ R^m, ŋěàăćěŋáâćő ňěęďã ćěłâőàăňĺ àăááňăâàĺćăěâáï ŕőłőňŕőŋěŋâŋő, â.ě. x ≥ y íłćĺćăńěŋâŋő x − y ∈ R^n_+.

Ćëŕãłńőľ łőňąĺŋăæĺěľ âőçěł x^1; : : :; x^k ŋăğëćăěâáï ńîąăï ńĺŋěľŋăï łőňąĺŋăæĺï ćĺďă

–_1x^1 + –_2x^2 + : : : + –_kx^k;

čďě –_1 + : : : + –_k = 1; –_i ≥ 0; i = 1; : : :; k:

Ćëŕãłńőľ őąőńőçłőľ ňŋőęěáâćă X, őąőğŋăçăěňőľ coX, ŋăğëćăěâáï ňŋőęěáâćő ćáěćőğňőęŋëå ćëŕãłńëå łőňąĺŋăæĺľ âőçěł ĺğ X. Ŋěâàãďŋő ŕőłăğăâì, çâő coX ïćńïěâáï ňĺŋĺňăńìŋëň (ŕő ćłńîçěŋĺî) ćëŕãłńëň ňŋőęěáâćőň, áőďěàęăéĺň X. Ć áńãçăě łőŋěçŋőňěàŋëå ŕàőáâàăŋáâć ŕőńěğŋãî àőńì ĺčàăěâ

Ńěňňă 1.1 (Łăàăâěőďőàĺ). Ěáńĺ X ⊂ R^n, âő ńîąăï âőçłă

ĺğ coX ŕàěďáâăćĺňă ć ćĺďě ćëŕãłńőľ łőňąĺŋăæĺĺ ŋě ąőńěě çěň (n + 1)-ľ âőçłĺ ňŋőęěáâćă X.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕãáâì y = –_1x^1 + : : : + –_kx^k, čďě x^i ∈ X; –_i >

0; i = 1; : : :; k; –_1 + : : : + –_k = 1, ĺ k > n + 1: Ŕőłăęěň, çâő âőçłã y ňőęŋő ŕàěďáâăćĺâì ć ćĺďě ćëŕãłńőľ łőňąĺŋăæĺĺ ňěŋìèěčő çĺáńă âőçěł x^i. Ďńï íâőčő àăááňőâàĺň áěňěľáâćő ćěłâőàőć { (x_i 1 ) ∈ R^{n+1} | i = 1; : : :; k}: Ŕőáłőńìłã çĺáńő ćěłâőàőć ć áěňěľáâćě ąőńìèě çěň ĺå àăğňěàŋőáâì, âő áĺáâěňă ïćńïěâáï ńĺŋěľŋő ğăćĺáĺňőľ. Śńěďőćăâěńìŋő, áãéěáâćãîâ çĺáńă —_i, ŋě ćáě àăćŋëě ŋãńî, âăłĺě, çâő ∑k i=1 —_ix_i = 0 ĺ^{∑k}_{i=1} —_i = 0. İâő ŕőğćőńïěâ ŕàĺ ńîąőň ğŋăçěŋĺĺ ŕăàăňěâàă t ŕàěďáâăćĺâì âőçłã y ć ćĺďě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăæĺĺ y = ∑k i=1(–_i + t—_i)x_i. Ć áĺńã ŕőńőęĺâěńìŋőáâĺ –_i ŕàĺ ďőáâăâőçŋő ňăńëå ğŋăçěŋĺïå t łăęďëľ łőíääĺæĺěŋâ –_i + t—_i ŋěőâàĺæăâěńěŋ ĺ ŕàĺ ńîąőň t ĺňěěâ ňěáâő àăćěŋáâćő ∑k i=1(–_i + t—_i) = 1. Ŕőáłőńìłã áàěďĺ çĺáěń —_i ěáâì ŋě àăćŋëě ŋãńî, âő ňőęŋő ćëąàăâì âăłőě ğŋăçěŋĺě t, ŕàĺ łőâőàőň, ŕő łàăľŋěľ ňěàě, őďĺŋ ĺğ łőíääĺæĺěŋâőć ć àăááňăâàĺćăěňőň ŕàěďáâăćńěŋĺĺ áâăŋěâ àăćŋëň ŋãńî, ă őáâăńìŋëě őáâăŋãâáï ŋěőâàĺæăâěńìŋëňĺ. Šěň áăňëň ąãďěâ ŕőńãçěŋő ŕàěďáâăćńěŋĺě y ć ćĺďě ćëŕãłńőľ łőňąĺŋăæĺĺ á ĺáŕőńìğőćăŋĺěň ňěŋìèěčő çĺáńă âőçěł. Őâáîďă, ć çăáâŋőáâĺ, áńěďãěâ, çâő áãéěáâćãěâ ćëŕãłńăï łőňąĺŋăæĺï, ŕàěďáâăćńïîéăï âőçłã y, ć łőâőàőľ çĺáńő áńăčăěňëå ŋě ŕàěćőáåőďĺâ n + 1. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ŕàĺňěàőň ĺáŕőńìğőćăŋĺï ďăŋŋőľ ńěňňë ňőęěâ áńãęĺâì ďőłăğăâěńìáâćő ŕàĺćőďĺňőčő ŋĺęě ãâćěàęďěŋĺï.

Ńěňňă 1.2 Ěáńĺ X ⊂ R^n | łőňŕăłâŋőě ňŋőęěáâćő, âő coX

| âăłęě łőňŕăłâŋőě ňŋőęěáâćő.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕãáâì ~ = {– ∈ R^{n+1} |^{∑n+1}_{i=1} –_i = 1; –_i ≥

0; i = 1; : : :; n + 1}. Řăááňőâàĺň ŋěŕàěàëćŋőě őâőąàăęěŋĺě ¯ : ~ × X^{n+1} → R^n, ğăďăŋŋőě àăćěŋáâćőň

¯(–; x^1; : : :; x^{n+1}) = –_1x^1 + : : : + –_{n+1}x^{n+1}:

Ŕő ńěňňě Łăàăâěőďőàĺ ¯(~×X^{n+1}) = coX. Śńěďőćăâěńìŋő, ïćńïïáì őąàăğőň łőňŕăłâŋőčő ňŋőęěáâćă ŕàĺ ŋěŕàěàëćŋőň őâőąàăęěŋĺĺ, ňŋőęěáâćő coX ďőńęŋő ąëâì łőňŕăłâŋëň.

Łàăľŋěľ âőçłőľ ćëŕãłńőčő ňŋőęěáâćă X ŋăğëćăěâáï âőçłă x ∈ X, łőâőàăï ŋě ňőęěâ ąëâì ŕàěďáâăćńěŋă ć ćĺďě: x = 1=2(x^1 + x^2); čďě x^1; x^2 ∈ X ĺ x^1 ≠ x^2.

Ťãŋłæĺï ffi : R^n → R^1 ŋăğëćăěâáï ćëŕãłńőľ, ěáńĺ ďńï ńîąëå ďćãå âőçěł x^1; x^2 ∈ R^n ĺ – ∈ [0; 1]

ffi(–x^1 + (1 − –)x^2) ≤ –ffi(x^1) + (1 − –)ffi(x^2):

Ďńï ćëŕãłńőľ äãŋłæĺĺ ffi ĺ ńîąőčő ďěľáâćĺâěńìŋőčő çĺáńă d ňŋőęěáâćő {x | ffi(x) ≤ d}, łăł ŋěâàãďŋő ãąěďĺâìáï, ïćńïěâáï ćëŕãłń- ëň. Ŕőď ğăďăçěľ őŕâĺňĺğăæĺĺ ŕőŋĺňăěâáï ğăďăçă ŕőĺáłă ňĺŋĺňãňă (ĺńĺ ňăłáĺňãňă) ğăďăŋŋőľ äãŋłæĺĺ f(x) ŋă ŋěłőâőàőň ňŋőęěáâćě Q. Ŕàĺ íâőň ŋěàěďłő ĺáŕőńìğãěâáï łàăâłăï äőàňă ğăŕĺáĺ őďŋőčő ĺğ ćĺďőć: min_{x∈Q} f(x);

f(x) → min; x ∈ Q;

min{f(x) | x ∈ Q}:

Ć ďăńìŋěľèěň ňë ąãďěň àăááňăâàĺćăâì ŕàěĺňãéěáâćěŋŋő ğăďăçĺ ňĺŋĺňĺğăæĺĺ, ĺňěï ć ćĺďã, çâő ğăďăçă ŕőĺáłă ňăłáĺňãňă äãŋłæĺĺ f âàĺćĺăńìŋëň őąàăğőň áćőďĺâáï ł ğăďăçě ňĺŋĺňĺğăæĺĺ äãŋłæĺĺ g = −f.

Ğăďăçěľ ňăâěňăâĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ŕàĺŋïâő ŋăğëćăâì ğăďăçã őŕâĺňĺğăæĺĺ, ć łőâőàőľ ňŋőęěáâćő Q ïćńïěâáï ŕőďňŋőęěáâćőň ŕàőáâàăŋáâćă R^n ĺ őŕàěďěńïěâáï łőŋěçŋőľ áĺáâěňőľ ãáńőćĺľ { ŋěàăćěŋáâć ćĺďă ffi_i(x) ≤ 0; i = 1; : : :; m, čďě ffi_i(x) | ğăďăŋŋëě äãŋłæĺĺ. Ŕàĺ íâőň äãŋłæĺï f ŋăğëćăěâáï æěńěćőľ äãŋłæĺěľ, ă ãáńőćĺï ffi_i(x) ≤ 0 ŋăğëćăîâáï őčàăŋĺçěŋĺïňĺ ğăďăçĺ. Ďőŕãáâĺňëň àěèěŋĺěň ğăďăçĺ ŋăğëćăîâ ńîąőľ ćěłâőà x, ãďőćńěâćőàïîéĺľ ćáěň őčàăŋĺçěŋĺïň, â.ě. ńîąőľ íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă Q = {x | ffi_i(x) ≤ 0; i = 1; : : :; m}. Őŕâĺňăńìŋëň àěèěŋĺěň ğăďăçĺ (ňĺŋĺňĺğăæĺĺ) ŋăğëćăîâ ďőŕãáâĺňőě àěèěŋĺě, ňĺŋĺňĺğĺàãîéěě f(x) ŋă ňŋőęěáâćě ćáěå ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ.

Šőçłă x^0 ∈ Q ěáâì ńőłăńìŋëľ ňĺŋĺňãň (őŕâĺňãň) ğăďăçĺ, ěáńĺ áãéěáâćãěâ âăłăï "-őłàěáâŋőáâì B(x^0; "), çâő äãŋłæĺï f(x) ďőáâĺčăěâ ňĺŋĺňãňă ŋă ňŋőęěáâćě Q ∩ B(x^0; ") ć âőçłě x^0.

Śàěďĺ ğăďăç ňăâěňăâĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ćăęŋőě ňěáâő ğăŋĺňăîâ ğăďăçĺ ćëŕãłńőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï, ć łőâőàëå æěńěćăï äãŋłæĺï f ĺ ćáě äãŋłæĺĺ ffi_i (ă áńěďőćăâěńìŋő, ĺ ňŋőęěáâćő ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ Q) ïćńïîâáï ćëŕãłńëňĺ. Ğăďăçĺ íâőčő łńăááă őąńăďăîâ âěň ŕőńěğŋëň áćőľáâćőň, çâő ńîąőľ ńőłăńìŋëľ ňĺŋĺňãň ïćńïěâáï čńőąăńìŋëň, â.ě. őŕâĺňăńìŋëň àěèěŋĺěň ğăďăçĺ. Ďàãčőľ ŋě ňěŋěě ćăęŋëľ łńăáá ğăďăç (ŕőďłńăáá ćëèěãŕőňïŋãâőčő łńăááă) áőáâăćńïîâ ğăďăçĺ ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï. Ć ŕőáńěďŋĺå ćáě äãŋłæĺĺ f ĺ ffi_i ïćńïîâáï ńĺŋěľŋëňĺ, âăł çâő ňŋőęěáâćő ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ Q őłăğëćăěâáï ćëŕãłńëň ńĺŋěľŋëň ňŋőčőčàăŋŋëň ňŋőęěáâćőň.

Řăğďěń 2. Ńĺŋěľŋőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě

Ğăďăçă ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï (ŃŔ), łăł ãęě ïáŋő ĺğ áłăğăŋŋőčő ćëèě, áőáâőĺâ ć ŋăåőęďěŋĺĺ ňĺŋĺňãňă (ĺńĺ ňăłáĺňãňă) ńĺŋěľŋőľ äãŋłæĺĺ ŕàĺ ńĺŋěľŋëå őčàăŋĺçěŋĺïå. Őąéăï äőàňă ğăďăçĺ ĺňěěâ ćĺď:

ŋăľâĺ min cx ŕàĺ ãáńőćĺïå

a_ix − b_i ≥ 0; i ∈ I_1;

a_ix − b_i = 0; i ∈ I_2;

x_j ≥ 0; j ∈ J_1;

čďě I_1∪I_2 = {1; : : :; m}; I_1∩I_2 = ∅; J_1 ⊂ {1; : : :; n}; x = (x_1; : : :; x_n)^T ; c = (c_1; : : :; c_n); a_i = (a_{i1}; : : :; a_{in}); i = 1; : : :; m. Ğďěáì ĺ ďăńěě ŋăň ãďőąŋěě áçĺâăâì c ĺ a_i ćěłâőà-áâàőłăňĺ, ă x ĺ b = (b_1; : : :; b_m)^T | ćěłâőà-áâőńąæăňĺ.

Ŋăàïďã á őąéěľ äőàňőľ èĺàőłő ĺáŕőńìğãîâáï âăłęě łăŋőŋĺçěáłăï ĺ áâăŋďăàâŋăï äőàňë. Łăł ć łăŋőŋĺçěáłőľ, âăł ĺ ć áâăŋďăàâŋőľ äőàňě J_1 = {1; : : :; n}, â.ě. ćáě ŕěàěňěŋŋëě ć ńîąőň ďőŕãáâĺňőň àěèěŋĺĺ ğăďăçĺ ďőńęŋë ŕàĺŋĺňăâì ŋěőâàĺæăâěńìŋëě ğŋăçěŋĺï (âăłĺě ŕěàěňěŋŋëě ŕàĺŋïâő ŋăğëćăâì ŋěőâàĺæăâěńìŋëňĺ, ć őâńĺçĺě őâ âăł ŋăğëćăěňëå áćőąőďŋëå ŕěàěňěŋŋëå, ŋă őąńăáâì ğŋăçěŋĺľ łőâőàëå ŕőďőąŋőě őčàăŋĺçěŋĺě ŋě ŋăłńăďëćăěâáï). Őâńĺçĺě ęě ňěęďã íâĺňĺ äőàňăňĺ áőáâőĺâ ć âőň, çâő ć őďŋőň áńãçăě I_1 = ∅, ă ć ďàãčőň | I_2 = ∅.

Ğăďăçă ŃŔ ć łăŋőŋĺçěáłőľ äőàňě:

w = cx → min (2.1)

Ax = b (2.2)

x ≥ 0: (2.3)

Ğăďăçă ŃŔ ć áâăŋďăàâŋőľ äőàňě:

w = cx → min

Ax ≥ b

x ≥ 0:

Ć őąőĺå áńãçăïå A ěáâì ňăâàĺæă àăğňěàŋőáâĺ m×n, i-ï áâàőłă łőâőàőľ áőćŕăďăěâ á ćěłâőàőň a_i.

Ğăďăçă ŃŔ ć őąéěľ äőàňě áćőďĺâáï (ć őŕàěďěńěŋŋőň áňëáńě) ł ğăďăçě ŃŔ ć łăŋőŋĺçěáłőľ (áâăŋďăàâŋőľ) äőàňě. Ŕőď íâĺň ŕőŋĺňăěâáï áãéěáâćőćăŋĺě őąéěčő áŕőáőąă ŕőáâàőěŋĺï ŕő ĺáåőďŋőľ ğăďăçě (ć őąéěľ äőàňě) ŋőćőľ ğăďăçĺ ŃŔ (ć ŋãęŋőľ ŋăň äőàňě), ńîąőě őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě łőâőàőľ "ńěčłő"ŕàěőąàăğãěâáï ć őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ĺáåőďŋőľ ğăďăçĺ ĺ ŋăőąőàőâ. (Ťăłâĺçěáłĺ, áćïğì ňěęďã íâĺňĺ ğăďăçăňĺ őłăğëćăěâáï ěéě ąőńěě âěáŋőľ). Šěň áăňëň ňë ŕőńãçăěň ćőğňőęŋőáâì, ŋě âěàïï őąéŋőáâĺ, ğăŋĺňăâìáï ĺğãçěŋĺěň ğăďăç ŃŔ, ŕàěďáâăćńěŋŋëå ńĺąő ć łăŋőŋĺçěáłőľ, ńĺąő ć áâăŋďăàâŋőľ äőàňě. Ććĺďã íâőčő ŋăèĺ ďăńìŋěľèĺě àăááňőâàěŋĺï ğăďăç ŃŔ ąãďãâ ŕőáćïéěŋë, čńăćŋëň őąàăğőň, ğăďăçăň ć łăŋőŋĺçěáłőľ äőàňě.

2.1 Ąăğĺáŋëě àěèěŋĺï

Řăááňăâàĺćăï ğăďăçã (2.1)-(2.3), ąãďěň (ćàěňěŋŋő) ŕàěďŕőńăčăâì, çâő ňăâàĺæă A ĺňěěâ àăŋč m, â.ě. ć A ĺňěěâáï ŋăąőà ĺğ m ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňëå áâőńąæőć. Ć íâőň áńãçăě m ≤ n ĺ áĺáâěňă ńĺŋěľŋëå ãàăćŋěŋĺľ (2.2) ïćńïěâáï áőćňěáâŋőľ ĺ ŋěĺğąëâőçŋőľ.

Ńîąőľ ŋăąőà A_{ff(1)}; : : :; A_{ff(m)} ĺğ m ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňëå áâőńąæőć ňăâàĺæë A ąãďěň ŋăğëćăâì ąăğĺáőň, âăłęě łăł ĺ ňăâàĺæã B = [A_{ff(1)}; : : :; A_{ff(m)}], áőáâăćńěŋŋãî ĺğ íâĺå áâőńąæőć. Őçěćĺďŋő, (m×m)-ňăâàĺæă B ïćńïěâáï ŋěćëàőęďěŋŋőľ ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, ĺňěěâ őąàăâŋãî ňăâàĺæã B^{−1}.

Ŕãáâì S = {ff(1); : : :; ff(m)}; S^′ = {1; : : :; n} \ S. Ŕěàěáâăŋőćłőľ áâőńąæőć ňăâàĺæã A ňőęŋő ŕàĺćěáâĺ ł ćĺďã A = [B; N], čďě N { ŕőďňăâàĺæă, áőáâăćńěŋŋăï ĺğ áâőńąæőć A_j ; j ∈ S^′. Ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň ňőęŋő ŕőáâãŕĺâì á ćěłâőàőň x ĺ ŕőńãçĺâì ŕàěďáâăćńěŋĺě x = (x_B x_N ) , čďě x_B = (x_{ff(1)}; : : :; x_{ff(m)})^T , ă x_N őąàăğőćăŋ łőňŕőŋěŋâăňĺ x_j ; j ∈ S^′. Ŕěàěňěŋŋëě x_j, ïćńïîéĺěáï łőňŕőŋěŋâăňĺ ćěłâőàă x_B (áőőâćěâáâćěŋŋő x_N ) ŋăğëćăîâáï ąăğĺáŋëňĺ (áőőâćěâáâćěŋŋő ŋěąăğĺáŋëňĺ).

Šěŕěàì áĺáâěňă (2.2) ňőęěâ ąëâì ŕàěďáâăćńěŋă ć ćĺďě

Bx_B + Nx_N = b:

Ĺáŕőńìğãï ŋěćëàőęďěŋŋőáâì ňăâàĺæë B, ňőęŋő ŕěàěľâĺ ł áĺáâě- ňě x_B + B^{−1}Nx_N = B^{−1}b; (2:2^′) łőâőàăï íłćĺćăńěŋâŋă ĺáåőďŋőľ áĺáâěňě (2.2). Ěáńĺ ŕőńőęĺâì x_N = 0, âő ŕőńãçĺň àěèěŋĺě áĺáâěňë x =^(x^Bx_N^) =^{(B}�^{1b}_0^) Ŕőńãçěŋŋőě âăłĺň áŕőáőąőň àěèěŋĺě ŋăğëćăîâ ąăğĺáŋëňĺ àěèěŋĺěň (áőőâćěâáâćãîéĺň ąăğĺáã B). Ąěğőâŋőáĺâěńìŋő ł áŕőáőąã ŕőńãçěŋĺï ąăğĺáŋőě àěèěŋĺě ňőęěâ ąëâì őŕàěďěńěŋő łăł àěèěŋĺě, őąńăďăîéěě áńěďãîéĺň åăàăłâěàĺáâĺçěáłĺň áćőľáâćőň:

x | ąăğĺáŋőě àěèěŋĺě áĺáâěňë (2.2) âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ňŋőęěáâćő áâőńąæőć {A_j | x_j ≠ 0} ňăâàĺæë A ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňő.

Ć áăňőň ďěńě, ěáńĺ ąăğĺáŋőě àěèěŋĺě x áőőâćěâáâćãěâ ąăğĺáã B, âő S | ňŋőęěáâćő ŋőňěàőć ąăğĺáŋëå áâőńąæőć | áőďěàęĺâ ňŋőęěáâćő S(x) = {j | x_j ≠ 0} ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, ňŋőęěáâćő {A_j | j ∈ S(x)} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňő. Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, ěáńĺ ňŋőęěáâćő {A_j | j ∈ S(x)} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňő, âő őŋő ńĺąő ïćńïěâáï ąăğĺáőň (ć áńãçăě |S(x)| = m), ńĺąő ňőęěâ ąëâì ďőŕőńŋěŋő ďàãčĺňĺ áâőńąæăňĺ ňăâàĺæë A ďő ŋěłőâőàőčő ąăğĺáă B, łőâőàőňã ąãďěâ áőőâćěâáâćőćăâì ąăğĺáŋőě àěèěŋĺě x.

Ğăňěçăŋĺě Ć áńãçăě |S(x)| < m ňőęěâ ąëâì ŋěáłőńìłő ąăğĺ-

áőć, łőâőàëň áőőâćěâáâćãěâ ąăğĺáŋőě àěèěŋĺě x, âőčďă łăł ŕàĺ |S(x)| = m âăłőľ ąăğĺá ïćńïěâáï ěďĺŋáâćěŋŋëň. Ć ńîąőň áńãçăě çĺáńő ąăğĺáŋëå àěèěŋĺľ ïćńïěâáï łőŋěçŋëň ĺ ŋě ňőęěâ ŕàĺćőáåőďĺâì çĺáńă àăğńĺçŋëå ąăğĺáőć, ć çăáâŋőáâĺ, çĺáńă áőçěâăŋĺľ ĺğ n ŕő m, â.ě. C^m_n .

Ąăğĺáŋëň ďőŕãáâĺňëň àěèěŋĺěň (ą.ď.à.) ŋăğëćăěâáï ńîąőľ íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă Q = {x | Ax = b; x ≥ 0}, ïćńïîéĺľáï ąăğĺáŋëň àěèěŋĺěň áĺáâěňë (2.2). Čěőňěâàĺçěáłĺľ áňëáń ŕőŋïâĺï ą.ď.à. ŕőïáŋïěâ

Şâćěàęďěŋĺě 2.1 Ćěłâőà x ïćńïěâáï ąăğĺáŋëň ďőŕãáâĺňëň

àěèěŋĺěň âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă x ěáâì łàăľŋïï âőçłă ňŋőęěáâćă Q.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕãáâì x | ďőŕãáâĺňőě, ŋő ŋě ąăğĺáŋőě àěèě-

ŋĺě. Šőčďă ňŋőęěáâćő áâőńąæőć {A_j | x_j > 0} ńĺŋěľŋő ğăćĺáĺňő ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, áãéěáâćãěâ ŋěŋãńěćőľ ćěłâőà y, âăłőľ, çâő Ay = 0 ĺ y_j = 0 ć áńãçăě x_j = 0, â.ě. {j | y_j ≠ 0} ⊂ {j | x_j > 0}. Ŕàĺ ńîąőň t ∈ R ćěłâőà z = x+ty ïćńïěâáï àěèěŋĺěň áĺáâěňë (2.2), ă ŕàĺ ďőáâăâőçŋő ňăńëå t ĺňěěň z ∈ Q. Ĺğ áłăğăŋŋőčő áńěďãěâ, çâő áãéěáâćãěâ " > 0, ŕàĺ łőâőàőň x^1 = x + "y ∈ Q ĺ x^2 = x − "y ∈ Q, â.ě. x = 1=2(x^1 + x^2); x^1 ≠ x^2 ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, x ŋě ïćńïěâáï łàăľŋěľ âőçłőľ ňŋőęěáâćă Q.

Ŕàěďŕőńőęĺň âěŕěàì, çâő x = 1=2(x^1 + x^2); x^1 ≠ x^2 ĺ x^1; x^2 ∈ Q, â.ě. x ŕàĺŋăďńěęĺâ ňŋőęěáâćã Q ĺ ŋě ïćńïěâáï ěčő łàăľŋěľ âőçłőľ. Šőčďă ĺğ Ax^1 = Ax^2(= b) áńěďãěâ A(x^1 − x^2) = 0, çâő áćĺďěâěńìáâćãěâ ő ńĺŋěľŋőľ ğăćĺáĺňőáâĺ ňŋőęěáâćă áâőńąæőć {A_j | x^1_j ≠ x^2_j }. Őâáîďă ďăńěě áńěďãěâ ńĺŋěľŋăï ğăćĺáĺňőáâì ňŋőęěáâćă {A_j | x^1_j + x^2_j > 0}, ŕőáłőńìłã őŋő áőďěàęĺâ ŕàěďëďãéěě ňŋőęěáâćő (ććĺďã âőčő, çâő ŋěàăćěŋáâćő x^1_j ≠ x^2_j ŕàĺ ãáńőćĺĺ x^1_j ; x^2_j ≥ 0 ćńěçěâ x^1_j + x^2_j > 0). Šăłĺň őąàăğőň, ãáâăŋőćńěŋŋăï ńĺŋěľŋăï ğăćĺáĺňőáâì őğŋăçăěâ, çâő x ŋě ïćńïěâáï ąăğĺáŋëň àěèěŋĺěň. Şâćěàęďěŋĺě ďőłăğăŋő.

2.2 Łàĺâěàĺľ àăğàěèĺňőáâĺ ğăďăçĺ

Ŕàěęďě çěň ŕěàěåőďĺâì ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ł ĺğńőęěŋĺî ňěâőďă àěèěŋĺï ğăďăçĺ ŃŔ, ćăęŋő ãáâăŋőćĺâì łàĺâěàĺľ àăğàěèĺňőáâĺ ğăďăçĺ. Ćŕőńŋě őçěćĺďŋő, çâő ďńï àăğàěèĺňőáâĺ ńîąőľ ğăďăçĺ ňăâěňăâĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï, łăł ĺ ńîąőľ őŕâĺňĺğăæĺőŋŋőľ ğăďăçĺ ćőőąéě, ŋěőąåőďĺňő, çâőąë ňŋőęěáâćő ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ ąëńő ŋěŕãáâő ĺ æěńěćăï äãŋłæĺï ŋă íâőň ňŋőęěáâćě ąëńă őčàăŋĺçěŋă áŋĺğã (ć áńãçăě ğăďăçĺ ňĺŋĺňĺğăæĺĺ). Ŋĺęě ňë ŕőłăęěň, çâő ďńï ğăďăç ŃŔ íâő ŋěőåőďĺňőě ãáńőćĺě ïćńïěâáï âăłęě ĺ ďőáâăâőçŋëň.

Ńěňňă 2.1 Ěáńĺ äãŋłæĺï w = cx őčàăŋĺçěŋă áŋĺğã ŋă ňŋőęě-

áâćě Q = {x | Ax = b; x ≥ 0}, âő ďńï ńîąőčő x^0 ∈ Q áãéěáâćãěâ ą.ď.à. x, âăłőě, çâő cx ≤ cx^0.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Řăááňőâàĺň ŋěŕãáâőě ňŋőęěáâćő Q^0 = {x ∈ Q | cx ≤ cx_0} ĺ ćëąěàěň ć ŋěň ćěłâőà x, ĺňěîéĺľ ňĺŋĺňăńìŋőě çĺáńő ŋěŋãńěćëå łőňŕőŋěŋâ. Ďőłăęěň, çâő ďőŕãáâĺňőě àěèěŋĺě x ïćńïěâáï ąăğĺáŋëň. Ěáńĺ íâő ŋě âăł, âő ňŋőęěáâćő {A_j | x_j > 0} áâőńąæőć ňăâàĺæë A ńĺŋěľŋő ğăćĺáĺňő, â.ě. áãéěáâćãěâ ćěłâőà y ≠ 0 âăłőľ, çâő Ay = 0 ĺ y_j = 0 ć áńãçăě x_j = 0. Ąěğ őčàăŋĺçěŋĺï őąéŋőáâĺ ňőęŋő áçĺâăâì, çâő d = cy ≤ 0, ŕőáłőńìłã ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ňë ňőčńĺ ąë ğăňěŋĺâì y ŋă −y. Řăááňőâàĺň őďŋőŕăàăňěâàĺçěáłőě áěňěľáâćő ćěłâőàőć x(t) = x + ty. Ŕàĺ ďőáâăâőçŋő ňăńëå ğŋăçěŋĺïå t ĺňěěň x(t) ∈ Q.

Ćőğňőęŋë ďćă áńãçăï.

1) y_j ≥ 0 ďńï ćáěå j. Šőčďă ŕàĺ ńîąőň t ≥ 0 ĺňěěň x(t) ∈ Q ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, w(x(t)) = w(x) + td ≥ const. Şçĺâëćăï ŋěàăćěŋáâćő d ≤ 0, őâáîďă áńěďãěâ, çâő d = 0 ĺ w(x(t)) = w(x) ŕàĺ ńîąőň t. Ŕãáâì t_0 = − min{x_j=y_j | y_j > 0}. Šőčďă x(t_0) ŕàĺŋăďńěęĺâ Q^0 ĺ ĺňěěâ ňěŋìèě ŋěŋãńěćëå łőňŕőŋěŋâ, çěň x, çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ ćëąőàã x.

2) y_j < 0 ŕàĺ ŋěłőâőàőň j. Ć íâőň áńãçăě ćěłâőà x(t_0) ŕàĺ t_0 = min{−x_j=y_j | y_j < 0} ŕàĺŋăďńěęĺâ Q^0 ĺ ĺňěěâ ňěŋìèě ŋěŋãńěćëå łőňŕőŋěŋâ, çěň x, â.ě. áŋőćă ŕőńãçăěň ŕàőâĺćőàěçĺě. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Śńěďáâćĺě Ěáńĺ Q ≠ ∅, âő áãéěáâćãěâ ąăğĺáŋőě ďőŕãáâĺňőě

àěèěŋĺě.

Šăłőě ãâćěàęďěŋĺě ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ćëâěłăěâ ĺğ ďőłăğăŋŋőľ ńěňňë, ěáńĺ, ŋăŕàĺňěà, ŕőńőęĺâì w ≡ 0.

Šěőàěňă 2.1 (Łàĺâěàĺľ àăğàěèĺňőáâĺ). Ğăďăçă ŃŔ (2.1)-(2.3)

àăğàěèĺňă âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă Q ≠ ∅ ĺ æěńěćăï äãŋłæĺï w őčàăŋĺçěŋă áŋĺğã ŋă ňŋőęěáâćě Q.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŋěőąåőďĺňőáâì ãáńőćĺï ďăŋŋőľ âěőàěňë ćŕőń-

ŋě őçěćĺďŋă. Ďőłăęěň ďőáâăâőçŋőáâì. Ĺğ ãáńőćĺï âěőàěňë ĺ ŕàěďëďãéěľ ńěňňë áńěďãěâ, çâő ňŋőęěáâćő ą.ď.à. ŋěŕãáâő ĺ, łăł őâňěçăńőáì ćëèě, łőŋěçŋő. Ŕőíâőňã áãéěáâćãěâ íńěňěŋâ ãŕőňïŋãâőčő ňŋőęěáâćă, | ą.ď.à. x^∗, | ŋă łőâőàőň æěńěćăï äãŋłæĺï w ŕàĺŋĺňăěâ ňĺŋĺňăńìŋőě ğŋăçěŋĺě, â.ě. w(x^∗) ≤ w(x) ďńï ńîąőčő ą.ď.à. x. Ŕőłăęěň, çâő x^∗ ïćńïěâáï őŕâĺňăńìŋëň àěèěŋĺěň ğăďăçĺ. Ć áăňőň ďěńě, ŕàěďŕőńőęĺň, çâő áãéěáâćãěâ íńěňěŋâ x^0 ∈ Q, ďńï łőâőàőčő ĺňěěâ ňěáâő ŋěàăćěŋáâćő w(x^0) < w(x^∗). Šőčďă, ŕő Ńěňňě 1, ąãďěâ áãéěáâćőćăâì ą.ď.à. x, âăłőě, çâő w(x) ≤ w(x^0) ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, w(x) < w(x^∗). Ŕőńãçěŋŋőě ŋěàăćěŋáâćő ŕàőâĺćőàěçĺâ ćëąőàã x^∗. Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

Ĺğ ďőłăğăâěńìáâćă ďăŋŋőľ âěőàěňë ŕőńãçăěň âăłęě

Şâćěàęďěŋĺě 2.2 Ěáńĺ ğăďăçă ŃŔ àăğàěèĺňă, âő áãéěáâćãěâ

őŕâĺňăńìŋőě ąăğĺáŋőě àěèěŋĺě.

Ŕőáńěďŋěě áćőľáâćő ğăďăçĺ ŃŔ, ãçĺâëćăï âăłęě łőŋěçŋőáâì çĺáńă ą.ď.à., ŕőğćőńïěâ čőćőàĺâì őą őçěćĺďŋőň ňěâőďě àěèěŋĺï ğăďăçĺ, áãâì łőâőàőčő áćőďĺâáï ł ŕőńŋőňã ŕěàěąőàã ą.ď.à. ĺ ćëďěńěŋĺî áàěďĺ ŋĺå ŋăĺńãçèěčő (ŕő ğŋăçěŋĺî æěńěćőľ äãŋłæĺĺ). Ŋěŕàăłâĺçŋőáâì âăłőčő áŕőáőąă àěèěŋĺï áâăŋěâ ŕőŋïâŋőľ, ěáńĺ ŕàĺŋïâì ćő ćŋĺňăŋĺě, çâő ďăęě ŕàĺ ďőáâăâőçŋő áłàőňŋëå àăğňěàăå ğăďăçĺ çĺáńő ą.ď.à. áâăŋőćĺâáï ăáâàőŋőňĺçěáłĺ ąőńìèĺň. Šěň ŋě ňěŋěě ĺďěï æěńěŋăŕàăćńěŋŋőčő ŕěàěąőàă, ŕőğćőńïîéěčő ĺğąěęăâì ć ąőńìèĺŋáâćě áńãçăěć ŕàőáňőâàă ŕőďăćńïîéěľ çăáâĺ ňŋőęěáâćă ą.ď.à., ńěęĺâ ć őáŋőćě áăňőčő àăáŕàőáâàăŋěŋŋőčő ňěâőďă àěèěŋĺï ğăďăçĺ ŃŔ, ŕőńãçĺćèěčő ŋăğćăŋĺě áĺňŕńěłá-ňěâőď.

2.3 Śĺňŕńěłá-âăąńĺæă

Ć àăááňăâàĺćăěňőň ŋĺęě ăńčőàĺâňě áĺňŕńěłá-ňěâőďă ĺáŕőńìğãěâáï âăł ŋăğëćăěňăï áĺňŕńěłá-âăąńĺæă, łőâőàãî áńěďãěâ àăááňăâàĺćăâì łăł ãďőąŋãî äőàňã ğăŕĺáĺ ĺŋäőàňăæĺĺ ő âěłãéěň áőáâőïŋĺĺ ŕàőæěááă ćëçĺáńěŋĺľ. Ďńï ŕőáâàőěŋĺï áĺňŕńěłá-âăąńĺæë, áőőâćěâáâćãîéěľ ąăğĺáã B = [A_{ff(1)}; : : :; A_{ff(m)}], âàěąãěâáï ćëŕőńŋĺâì ŕěàěåőď őâ áĺáâěňë ãàăćŋěŋĺľ (2.2) ł íłćĺćăńěŋâŋőľ áĺáâěňě

x_B + B^{−1}Nx_N = B^{−1}b (2:2^′)

ĺ, ĺáŕőńìğãï íâã áĺáâěňã ďńï ŕàěďáâăćńěŋĺï ąăğĺáŋëå ŕěàěňěŋŋëå çěàěğ ŋěąăğĺáŋëě, ĺáłńîçĺâì ąăğĺáŋëě ŕěàěňěŋŋëě ĺğ ćëàăęěŋĺï æěńěćőľ äãŋłæĺĺ w. Ć àěğãńìâăâě ďńï æěńěćőľ äãŋłæĺĺ ąãďěâ ŕőńãçěŋő ŕàěďáâăćńěŋĺě

w = c_BB^{−1}b + (c_N − c_BB^{−1}N)x_N; (2:1^′)

čďě á_B = (c_{ff(1)}; : : :; c_{ff(m)}); ă c_N őąàăğőćăŋ łőňŕőŋěŋâăňĺ c_j; j ∈ S^′; â.ě. łőíääĺæĺěŋâăňĺ ŕàĺ ŋěąăğĺáŋëå ŕěàěňěŋŋëå ć ĺáåőďŋőň ŕàěďáâăćńěŋĺĺ æěńěćőľ äãŋłæĺĺ w.

Ğăňěçăŋĺě. Ťãŋłæĺï, ğăďăćăěňăï àăćěŋáâćőň (2:1^′), őâńĺçăěâ-

áï őâ ĺáåőďŋőľ æěńěćőľ äãŋłæĺĺ, ěáńĺ àăááňăâàĺćăâì ĺå ćő ćáěň ŕàőáâàăŋáâćě R^n, ŋő őŋĺ áőćŕăďăîâ ŋă ňŋőęěáâćě àěèěŋĺľ áĺáâěňë (2.2), ć çăáâŋőáâĺ, íâő áőćŕăďěŋĺě ĺňěěâ ňěáâő ŋă ňŋőęěáâćě Q. Śőćňěáâŋőě àăááňőâàěŋĺě áőőâŋőèěŋĺľ (2:1^′) ĺ (2:2^′) ŕàĺćőďĺâ ł áńěďãîéěľ áĺáâěňě ńĺŋěľŋëå ãàăćŋěŋĺľ

−w +^∑

j∈S0 z_{0j}x_j = z_{00} (2:1^{′′}) x_{ff(i)} +^∑

j∈S0 z_{ij} x_j = z_{i0}; i = 1; : : :; m; (2:2^{′′}) čďě z_{00} = −c_BB^{−1}b;

(z_{10}; : : :; z_{m0})^T = B^{−1}b;

z_{0j} = c_j − c_BB^{−1}A_j ; j = 1; : : :; n;

(z_{1j}; : : :; z_{mj})^T = B^{−1}A_j; j = 1; : : :; n:

(2.4)

Łőíääĺæĺěŋâë z_{ij} ďăŋŋőľ áĺáâěňë, ćłńîçăï âăłęě ŕàăćëě çăáâĺ ãàăćŋěŋĺľ, ĺ áőáâăćńïîâ áĺňŕńěłá-âăąńĺæã (á ŋěłőâőàëňĺ ďőŕőńŋĺâěńìŋëňĺ íńěňěŋâăňĺ ć ćĺďě áâőńąæă áńěćă őâ âăąńĺæë ĺ áâàőłĺ ŋăď âăąńĺæěľ, ŋăğŋăçěŋĺě łőâőàëå | ŕőćëáĺâì ěě ĺŋäőàňăâĺćŋőáâì):

x_1 : : : x_j : : : x_n −w z_{00} z_{01} : : : z_{0j} : : : z_{0n} x_{ff(1)} z_{10} z_{11} : : : z_{1j} : : : z_{1n} . : : : : : : : : : : : : : : : : : :

x_{ff(i)} z_{i0} z_{i1} : : : z_{ij} : : : z_{in} . : : : : : : : : : : : : : : : : : :

x_{ff(m)} z_{m0} z_{m1} : : : z_{mj} : : : z_{mn}

(2.5)

Ţăàăłâěàŋőľ őáőąěŋŋőáâìî âăłőľ âăąńĺæë ïćńïěâáï áńěďãîéěě áćőľáâćő: ŕàĺ ńîąőň i = 1; : : :; m áâőńąěæ á ŋőňěàőň ff(i) ïćńïěâáï ěďĺŋĺçŋëň ćěłâőàőň, ĺňěîéĺň 1 ć i-ľ áâàőłě ĺ 0 ć őáâăńìŋëå áâàőłăå. Šăłĺň őąàăğőň, ć áńãçăě ff(i) = i; i = 1; : : :; m áĺňŕńěłá-âăąńĺæă ĺňěěâ ćĺď x_1 : : : x_i : : : x_m x_{m+1} : : : x_n −w z_{00} 0 : : : 0 : : : 0 z_{0m+1} : : : z_{0n} x_1 z_{10} 1 : : : 0 : : : 0 z_{1m+1} : : : z_{1n} : : : : : : : x_i z_{i0} 0 : : : 1 : : : 0 z_{im+1} : : : z_{in} : : : : : : : x_m z_{m0} 0 : : : 0 : : : 1 z_{mm+1} : : : z_{mn}

Ć ŋőćëå őąőğŋăçěŋĺïå ąăğĺáŋőě àěèěŋĺě x, áőőâćěâáâćãîéěě ąăğĺáã B, ĺňěěâ ćĺď x_B = (z_{10}; z_{20}; : : :; z_{m0})^T , x_N = 0, ă æěńěćăï äãŋłæĺï w ŋă ďăŋŋőň àěèěŋĺĺ ŕàĺŋĺňăěâ ğŋăçěŋĺě w(x) = −z_{00}.

Őŕàěďěńěŋĺě 2.1 Śĺňŕńěłá-âăąńĺæă (2.5) ŋăğëćăěâáï ŕàïňő

( ďćőľáâćěŋŋő) ďőŕãáâĺňőľ, ěáńĺ z_{i0} ≥ 0; i = 1; : : :; m; (z_{0j} ≥ 0; j = 1; : : :; n). Ąăğĺá B, łőâőàőňã íâă âăąńĺæă áőőâćěâáâćãěâ, âăłęě ŋăğëćăěâáï ŕàïňő (ďćőľáâćěŋŋő) ďőŕãáâĺňëň.

Ŕàĺáãâáâćĺě ć ŋăğćăŋĺïå áńőć "ŕàïňő"ĺ "ďćőľáâćěŋŋő"áâăŋěâ ŕőŋïâŋëň, łőčďă ŋĺęě àěçì ŕőľďěâ ő ďćőľáâćěŋŋőáâĺ ć ńĺŋěľŋőň ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺĺ.

Śńěďãîéěě ãâćěàęďěŋĺě áőďěàęĺâ ćěáìňă ŕőńěğŋőě ďőáâăâőçŋőě ãáńőćĺě őŕâĺňăńìŋőáâĺ.

Şâćěàęďěŋĺě 2.3 Ěáńĺ áĺňŕńěłá-âăąńĺæă ŕàïňő ĺ ďćőľáâćěŋ-

ŋő ďőŕãáâĺňă, âő áőőâćěâáâćãîéěě ąăğĺáŋőě àěèěŋĺě ïćńïěâáï őŕâĺňăńìŋëň àěèěŋĺěň ğăďăçĺ (2.1){(2.3).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŋěŕőáâàěďáâćěŋŋő ĺğ ŕàěďëďãéěčő őŕàěďěńě-

ŋĺï áńěďãěâ, çâő áőőâćěâáâćãîéěě ďăŋŋőľ áĺňŕńěłá{âăąńĺæě ąăğĺáŋőě àěèěŋĺě x ïćńïěâáï ďőŕãáâĺňëň àěèěŋĺěň ğăďăçĺ (2.1){ (2.3). Ĺğ ďćőľáâćěŋŋőľ ďőŕãáâĺňőáâĺ áńěďãěâ, çâő æěńěćăï äãŋłæĺï w = −z_{00} +^∑ j∈S0 z_{0j}x_j

ĺňěěâ ŋěőâàĺæăâěńìŋëě łőíääĺæĺěŋâë ŕàĺ ŕěàěňěŋŋëå x_j. Ŕőáłőńìłã ć ńîąőň ďőŕãáâĺňőň àěèěŋĺĺ x ∈ Q ćáě ŕěàěňěŋŋëě ĺňěîâ ŋěőâàĺæăâěńìŋëě ğŋăçěŋĺï, âő w(x) ≥ −z_{00} = w(x). Şâćěàęďěŋĺě ďőłăğăŋő.

Šăłĺň őąàăğőň, ĺğ ďőłăğăŋŋëå ćëèě ãâćěàęďěŋĺľ áńěďãěâ, çâő ŕàĺ ŕőĺáłě őŕâĺňăńìŋőčő àěèěŋĺï ğăďăçĺ (2.1){(2.3) ňőęŋő őčàăŋĺçĺâìáï àăááňőâàěŋĺěň ąăğĺáŋëå ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ. Ąőńěě âőčő, ďőáâăâőçŋő ŋăľâĺ ąăğĺá, łőâőàőňã áőőâćěâáâćãěâ ŕàïňő ĺ ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňăï áĺňŕńěłá{âăąńĺæă. Ŕàĺ íâőň áńěďãěâ őďŋăłő ğăňěâĺâì, çâő ćőŕàőá ő áãéěáâćőćăŋĺĺ âăłőčő ąăğĺáă ć áńãçăě, łőčďă ğăďăçă àăğàěèĺňă, őáâăěâáï ć ďăŋŋëľ ňőňěŋâ őâłàëâëň ĺ ŕőńőęĺâěńìŋëľ őâćěâ ŋă ŋěčő ŋăň ěéě ŕàěďáâőĺâ ŕőńãçĺâì. Šěň ŋě ňěŋěě ŕő ŕãâĺ ŕőĺáłă ŕàïňő ĺ ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňőčő ąăğĺáă ňë ĺ ŋăňěàěŋë ŕőľâĺ (ĺňěŋŋő âăłőľ ŕőĺáł ĺ ŕàőĺáåőďĺâ ŕàĺ àěèěŋĺĺ ğăďăçĺ ŃŔ áĺňŕńěłá{ňěâőďőň).

2.4 İńěňěŋâăàŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě ąăğĺáă

ĺ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë

Ŕěàěąőà ąăğĺáőć, łőâőàëľ ŕàőĺáåőďĺâ ŕàĺ àěèěŋĺĺ ğăďăçĺ áĺňŕńěłá-ňěâőďőň, ŕàőĺğćőďĺâáï ŕőáàěďáâćőň ňĺŋĺňăńìŋőčő ĺğňěŋěŋĺï àăááňăâàĺćăěňőčő ć ďăŋŋëľ ňőňěŋâ ąăğĺáă. Šăłĺň ňĺŋĺňăńìŋëň ĺğňěŋěŋĺěň, őçěćĺďŋő, ïćńïěâáï ğăňěŋă őďŋőčő ĺğ ąăğĺáŋëå áâőńąæőć ŋă ďàãčőľ áâőńąěæ ňăâàĺæë A ĺğ çĺáńă ŋěąăğĺáŋëå. Ŕőďőąŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě ąăğĺáă ňë ĺ ąãďěň ŋăğëćăâì íńěňěŋâăàŋëň. Ěáâěáâćěŋŋő, ćëąőà âőčő ĺ ďàãčőčő áâőńąæă ŕàĺ íâőň ŕàěőąàăğőćăŋĺĺ ŋě ïćńïěâáï ŕàőĺğćőńìŋëň, ă ŕàőĺğćőďĺâáï ć áőőâćěâáâćĺĺ á őŕàěďěńěŋŋëňĺ ŕàăćĺńăňĺ, çâő ĺ ďěńăěâ ŕěàěąőà æěńěŋăŕàăćńěŋŋëň.

Ŋăèă ąńĺęăľèăï æěńì | ŕàőáńěďĺâì ğă ĺğňěŋěŋĺěň áĺňŕńěłáâăąńĺæë ŕàĺ âăłőň ŕàěőąàăğőćăŋĺĺ ąăğĺáă ĺ ãáâăŋőćĺâì ŕàăćĺńő, łőâőàőě ňőęěâ ąëâì ĺáŕőńìğőćăŋő ďńï ŕőńãçěŋĺï áĺňŕńěłá-âăą-ńĺæë, áőőâćěâáâćãîéěľ ŕàěőąàăğőćăŋŋőňã ąăğĺáã.

Ŕãáâì ć ąăğĺáě B = [A_{ff(1)}; : : :; A_{ff(m)}], łőâőàőňã áőőâćěâáâćãěâ áĺňŕńěłá-âăąńĺæă (2.5), áâőńąěæ A_{ff(r)} àěèěŋő ğăňěŋĺâì ŋă áâőńąěæ A_s; s ∈ S^′. Řěğãńìâăâőň âăłőľ ğăňěŋë ąãďěâ ŋőćëľ ąăğĺá B^′ = [A_{ff(1)}; : : :; A_{ff(r−1)}; A_s; A_{ff(r+1)}; : : :; A_{ff(m)}], ěáńĺ âőńìłő íńěňěŋâ z_{rs} áĺňŕńěłá-âăąńĺæë ŋě àăćěŋ 0. İâő ńěčłő ŕőŋïâì, ěáńĺ ãçěáâì, çâő áőčńăáŋő (2.4) (z_{1s}; : : :; z_{ms})^T = B^{−1}A_s, â.ě. A_s = B(z_{1s}; : : :; z_{ms})^T ĺńĺ A_s = m∑ i=1 z_{is}A_{ff(i)}:

Ŕőáłőńìłã àăğńőęěŋĺě ńîąőčő ćěłâőàă ŕő ćěłâőàăň ąăğĺáă ěďĺŋáâćěŋŋő, âő ŕàĺ z_{rs} ≠ 0 ćěłâőà A_s ŋě ňőęěâ ąëâì ŕàěďáâăćńěŋ ć ćĺďě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăæĺĺ ćěłâőàőć A_{ff(1)}; : : :; A_{ff(r−1)}, A_{ff(r+1)}; : : :; A_{ff(m)}, çâő őğŋăçăěâ ńĺŋěľŋãî ŋěğăćĺáĺňőáâì áâőńąæőć ć B^′. Ć áńãçăě z_{rs} = 0 ćëèěŕàĺćěďěŋŋőě ŕàěďáâăćńěŋĺě ćěłâőàă A_s áćĺďěâěńìáâćãěâ ő ńĺŋěľŋőľ ğăćĺáĺňőáâĺ áâőńąæőć ňăâàĺæë B^′.

Ůâőąë áäőàňãńĺàőćăâì ŕàăćĺńő, áőčńăáŋő łőâőàőňã ňőęěâ ąëâì ŕőńãçěŋă áĺňŕńěłá-âăąńĺæă, áőőâćěâáâćãîéăï ŕàěőąàăğőćăŋŋőňã ąăğĺáã B^′, ŋăŕőňŋĺň, çâő íńěňěŋâăňĺ âăąńĺæë ïćńïîâáï łőíääĺæĺěŋâë ńĺŋěľŋőľ áĺáâěňë (2:1^{′′}); (2:2^{′′}), ŕőńãçěŋŋőľ ĺğ áĺáâěňë (2.1), (2.2) ŕãâěň ŕàĺćěďěŋĺï ěě ł ďĺăčőŋăńìŋőľ äőàňě őâŋőáĺâěńìŋő ąăğĺáŋëå ŕěàěňěŋŋëå ĺ ŕěàěňěŋŋőľ −w. Šăł łăł ŋőćëľ ŋăąőà ąăğĺáŋëå ŕěàěňěŋŋëå őâńĺçăěâáï őâ áâăàőčő âőńìłő őďŋőľ ŕěàěňěŋŋőľ x_s (ğăňěŋĺćèěľ ŕěàěňěŋŋãî x_{ff(r)}), âő ďńï ŕőńãçěŋĺï íńěňěŋâőć ŋőćőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë ďőáâăâőçŋő ćëŕőńŋĺâì őďĺŋ èăč ňěâőďă ĺáłńîçěŋĺï Čăãááă{Ęőàďăŋă, çâőąë ĺáłńîçĺâì x_s ĺğ ćáěå, łàőňě őďŋőčő, ãàăćŋěŋĺľ áĺáâěňë (2:1^{′′}); (2:2^{′′}), áőőâćěâáâćãîéěľ áâăàőňã ąăğĺáã B (ĺáŕőńìğãï ďńï íâőčő ěďĺŋáâćěŋŋőě ãàăćŋěŋĺě ďăŋŋőľ áĺáâěňë, áőďěàęăéěě ĺğ çĺáńă ąăğĺáŋëå âőńìłő ĺáłńîçăěňãî ĺğ ąăğĺáă ŕěàěňěŋŋãî x_{ff(r)}, â.ě. r-ě ãàăćŋěŋĺě).

Šăłĺň őąàăğőň, ňë ŕàĺåőďĺň ł áńěďãîéěňã ŕàăćĺńã: àăğďěńĺâì r-î áâàőłã áĺňŕńěłá-âăąńĺæë ŋă z_{rs} ĺ ŕàĺąăćĺâì ěě, ãňŋőęěŋŋãî ŋă ŋăďńěęăéĺň őąàăğőň ŕőďőąàăŋŋëě çĺáńă, ł ďàãčĺň áâàőłăň âăł, çâőąë 1 ć ŕőğĺæĺĺ (r; s) őáâăńăáì ěďĺŋáâćěŋŋëň ŋěŋãńěćëň íńěňěŋâőň s-čő áâőńąæă. Ěáńĺ ćőáŕőńìğőćăâìáï őąőğŋăçěŋĺěň ¸_i ďńï i-ľ ćěłâőà-áâàőłĺ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë, âő ŕàăćĺńő ŕàěőąàăğőćăŋĺï ňőęŋő ĺğőąàăğĺâì áåěňăâĺçŋő áńěďãîéĺň őąàăğőň:

¸_i ←− ¸_i − z^{is}z_{rs} ¸_r; i ≠ r;

¸_r ←− 1z_{rs} ¸_r

(2.6)

Ŕàĺ íâőň r-ï áâàőłă, s-ľ áâőńąěæ ĺ íńěňěŋâ z_{rs} ŋăğëćăîâáï ćěďãéĺňĺ.

2.5 Ăńčőàĺâň áĺňŕńěłá-ňěâőďă

Ĺňěï őŕĺáăŋĺě íńěňěŋâăàŋőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï áĺňŕńěłá-âăąńĺæë, ňë ňőęěň âěŕěàì áäőàňãńĺàőćăâì őáŋőćŋëě èăčĺ ăńčőàĺâňă áĺňŕńěłáňěâőďă.

0) Ŋăçăâì á ŕàïňő ďőŕãáâĺňőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë. 1) Ěáńĺ áĺňŕńěłá-âăąńĺæă ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňă, â.ě.

z_{0j} ≥ 0; j = 1; : : :; n, âő ŁŐŊĚŰ (ŕőńãçěŋő őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě).

2) Ćëąàăâì ćěďãéĺľ áâőńąěæ s : z_{os} < 0; s ≥ 1. 3) Ěáńĺ {i | z_{is} > 0} ≠ ∅, âő ćëąàăâì ćěďãéãî áâàőłã r:

z_{r0} z_{rs} = min{ z_{i0} z_{is} | z^{is} > 0};

ĺŋăçě ŁŐŊĚŰ (ğăďăçă ŋěàăğàěèĺňă).

4) Ŕàěőąàăğőćăâì áĺňŕńěłá-âăąńĺæã, ŕőńőęĺâì ff(r) := s ĺ ŕěàěľâĺ ŋă èăč 1.

Ďăńěě ŕőď ĺâěàăæĺěľ ąãďěň ŕőŋĺňăâì őďŋőłàăâŋőě ćëŕőńŋěŋĺě èăčőć á 1-čő ŕő 4-ľ.

Ğăňěçăŋĺï

1. Ćëŕőńŋěŋĺě èăčă 0 ŕàěďŕőńăčăěâ ŋăåőęďěŋĺě ŕàïňő ďőŕãáâĺňőčő ąăğĺáă, çâő ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ďőáâăâőçŋő âàãďŋãî ğăďăçã, ĺ őą íâőň àěçì ŕőľďěâ çãâì ŕőğęě.

2. Ěáńĺ ŋă èăčě 3 ĺňěěň z_{is} ≤ 0; i = 1; : : :; m; âő íâő áćĺďěâěńìáâćãěâ ő ŋěàăğàěèĺňőáâĺ ğăďăçĺ ććĺďã ŋěőčàăŋĺçěŋŋőáâĺ æěńěćőľ äãŋłæĺĺ áŋĺğã ŋă ňŋőęěáâćě ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ. Ć áăňőň ďěńě, ćěłâőà x^t, ĺňěîéĺľ łőňŕőŋěŋâë x_j = 0 ŕàĺ j ∈ S^′ \{s}; x_s = t ĺ x_{ff(i)} = z_{i0} −z_{is}t; i = 1; : : :; m, ïćńïěâáï àěèěŋĺěň áĺáâěňë (2:2^{′′}) ŕàĺ ńîąőň t. Šăł łăł z_{i0} ≥ 0; i = 1; : : :; m (ććĺďã âőčő, çâő áĺňŕńěłá-âăąńĺæă ŕàïňő ďőŕãáâĺňă), âő ŕàĺ t ≥ 0 ćáě łőňŕőŋěŋâë x^t ŋěőâàĺæăâěńìŋë, â.ě. x^t | ďőŕãáâĺňőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ. Łàőňě âőčő, ĺğ (2:1^{′′}) ĺňěěň w(x^t) = −z_{00} + z_{0s}t, âăł çâő w(x^t) → −∞ ŕàĺ t → +∞.

3. Ďńï łőààěłâŋőľ àăąőâë ăńčőàĺâňă ŋěőąåőďĺňő, çâőąë ŋă łăęďőľ ĺâěàăæĺĺ áĺňŕńěłá-âăąńĺæă ąëńă ŕàïňő ďőŕãáâĺňőľ. Ŕőíâőňã ŋăň áńěďãěâ ãąěďĺâìáï, çâő íâő áćőľáâćő âăąńĺæë ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ íńěňěŋâăàŋőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï ŋă èăčě 4 áőåàăŋïěâáï. Śőčńăáŋő ŕàăćĺńã ŕàěőąàăğőćăŋĺï (2.6) ć ŋőćőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæě íńěňěŋâë ŋãńěćőčő áâőńąæă ąãďãâ àăćŋë z^′_{i0} = z_{i0}−^{zis}_{zrs} z_{r0} ŕàĺ i ≠ r ĺ z^′_{r0} =^{zr0}_{zrs} . Ŋěőâàĺæăâěńìŋőáâì z^′_{r0} áńěďãěâ ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ĺğ ŋěàăćěŋáâć z_{r0} ≥ 0 ĺ z_{rs} > 0. Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă ŋěàăćěŋáâć z^′_{i0} ≥ 0 (i ≠ r; i ≥ 1) àăááňőâàĺň ďćă áńãçăï:

ă) ěáńĺ z_{is} ≤ 0, âő z^′_{i0} = z_{i0} −^{zis}_{zrs} z_{r0} ≥ z_{i0} ≥ 0, ą) ěáńĺ z_{is} > 0, âő ć áĺńã ŕàăćĺńă ćëąőàă ćěďãéěľ áâàőłĺ ĺňěěň^{zi0}_{zis} ≥^{zr0}_{zrs} ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, z^′_{i0} = z_{is}(^{zi0}_{zis} −^{zr0}_{zrs} ) ≥ 0.

4. Ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ èăčőć 2 ĺ 3 ňőčãâ ćőğŋĺłăâì áĺâãăæĺĺ, łőčďă ćëąőà s ĺ(ĺńĺ) r ć áőőâćěâáâćĺě á ďăŋŋëňĺ ŕàăćĺńăňĺ őłăğëćăěâáï ŋěőďŋőğŋăçŋëň. Ďńï ãáâàăŋěŋĺï (çăáâĺçŋőčő ĺńĺ ŕőńŋőčő) íâőľ ŋěőďŋăğŋăçŋőáâĺ áãéěáâćãîâ àăğńĺçŋëě ãâőçŋïîéĺě ŕàăćĺńă âăłĺě, ŋăŕàĺňěà, łăł

ă) ŕàăćĺńő Ďăŋæĺčă: ćëąàăâì s á ňĺŋĺňăńìŋëň z_{0s}; ą) ŕàăćĺńő Ąńíŋďă: ĺğ çĺáńă ćőğňőęŋëå ć áőőâćěâáâćĺĺ á őáŋőćŋëň ŕàăćĺńőň ćëąàăâì áŋăçăńă ňĺŋĺňăńìŋëľ ŋőňěà s; ă ğăâěň | r á ňĺŋĺňăńìŋëň ff(r).

2.6 Ő łőŋěçŋőáâĺ áĺňŕńěłá-ňěâőďă

Ćőŕàőá, łăáăîéĺľáï łőŋěçŋőáâĺ çĺáńă ĺâěàăæĺľ áĺňŕńěłáăńčőàĺâňă, àěèăěâáï ŕő-àăğŋőňã ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ ĺáŕőńìğãěňőčő ãâőçŋěŋĺï ŕàăćĺńă ćëąőàă ćěďãéěčő íńěňěŋâă z_{rs} ĺ őâ âăłőľ őáőąěŋŋőáâĺ ğăďăçĺ, łăł ćëàőęďěŋŋőáâì.

Ğăďăçă ŃŔ áçĺâăěâáï ćëàőęďěŋŋőľ, ěáńĺ ã ŋěě áãéěáâćãîâ ąăğĺáŋëě ďőŕãáâĺňëě àěèěŋĺï x âăłĺě, çâő |{j | x_j ≠ 0}| < m. Řěèěŋĺě x ć âăłőň áńãçăě âőęě ŋăğëćăěâáï ćëàőęďěŋŋëň.

Ć áńãçăě ŋěćëàőęďěŋŋőľ ğăďăçĺ ć łăęďőľ ŕàïňő ďőŕãáâĺňőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæě ćáě íńěňěŋâë ŋãńěćőčő áâőńąæă, łàőňě, ąëâì ňőęěâ, z_{00}, ŕőńőęĺâěńìŋë: z_{i0} > 0 ďńï ńîąőčő i ≥ 1. Šőčďă ŕàĺ łăęďőň ŕàěőąàăğőćăŋĺĺ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë íńěňěŋâ z_{00} ãćěńĺçĺćăěâáï:

z_{00} − z_{0s} z^{r0}z_{rs} > z_{00};

â.ě. ğŋăçěŋĺě æěńěćőľ äãŋłæĺĺ w ŕàĺ ŕěàěåőďě ł ŋőćőňã ą.ď.à. ãňěŋìèăěâáï. İâő čăàăŋâĺàãěâ ŋěŕőćâőàïěňőáâì ŕěàěąĺàăěňëå ć åőďě àăąőâë ăńčőàĺâňă ąăğĺáőć ĺ, łăł áńěďáâćĺě, łőŋěçŋőáâì çĺáńă ĺâěàăæĺľ. Ŕàĺ íâőň ŋěâàãďŋő ćĺďěâì, çâő ŕőńãçěŋŋëľ ćëćőď ŋě ğăćĺáĺâ őâ ĺáŕőńìğãěňőčő ãâőçŋěŋĺï ŕàăćĺńă ćëąőàă ćěďãéěčő íńěňěŋâă.

Ć áńãçăě ćëàőęďěŋŋőľ ğăďăçĺ áàěďĺ íńěňěŋâőć z_{i0}; i = 1; : : :; m, ňőčãâ ąëâì àăćŋëě ŋãńî. Ć çăáâŋőáâĺ, àăćŋëň ŋãńî ňőęěâ őłăğăâìáï íńěňěŋâ z_{r0}. Ŕàěőąàăğőćăŋĺě ąăğĺáă ć âăłőľ áĺâãăæĺĺ ŋě ŕàĺćőďĺâ ł ĺğňěŋěŋĺî ąăğĺáŋőčő àěèěŋĺï. Ć àěğãńìâăâě ćëŕőńŋěŋĺï ŋěłőâőàőčő çĺáńă ŕőďőąŋëå ŕàěőąàăğőćăŋĺľ (ŋě áőŕàőćőęďăěňëå ĺğňěŋěŋĺěň ąăğĺáŋőčő àěèěŋĺï) ňë ňőęěň ŕàĺľâĺ ł ãęě ćáâàěçăćèěňãáï ąăğĺáã. İâő őğŋăçăěâ, çâő ăńčőàĺâň ąãďěâ ďăńěě ŋěőčàăŋĺçěŋŋő ćëŕőńŋïâì őďĺŋ ĺ âőâ ęě æĺłń ŕàěőąàăğőćăŋĺľ (ŕàĺ ãáńőćĺĺ, çâő ćëąőà ćěďãéěčő íńěňěŋâă ïćńïěâáï ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋëň).

Ďńï ŋěłőâőàëå ãâőçŋěŋŋëå ŕàăćĺń ćëąőàă ćěďãéěčő íńěňěŋâă ćőğňőęŋőáâì ŕőďőąŋőčő ğăæĺłńĺćăŋĺï ĺáłńîçăěâáï. Ł âăłĺň, ŋăŕàĺňěà, őâŋőáĺâáï ãŕőňĺŋăćèěěáï ćëèě ŕàăćĺńő Ąńíŋďă, âőčďă łăł ŕàăćĺńő Ďăŋæĺčă (ĺ àïď ďàãčĺå) ğăæĺłńĺćăŋĺï ŋě ãáâàăŋïîâ. Ŕàěďőâćàăâĺâì ğăæĺłńĺćăŋĺě ňőęŋő âăłęě ŕãâěň ŕàĺňěŋěŋĺï ńěłáĺłőčàăäĺçěáłőľ ŕàőæěďãàë ďńï ćëąőàă ćěďãéěľ áâàőłĺ ŋă èăčě 3. İâő ŕàĺćőďĺâ ŋăá ł ńěłáĺłőčàăäĺçěáłőňã ćăàĺăŋâã áĺňŕńěłá-ňěâőďă.

2.7 Ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺľ áĺňŕńěłá-ňěâőď

Ŕãáâì ¸ = (a_0; a_1; : : :; a_n) ∈ R^{n+1} | ćěłâőà-áâàőłă. Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő ćěłâőà ¸ ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺ ąőńìèě ŋãńï ĺ ŕĺáăâì ¸ ≻ 0, ěáńĺ ŕěàćăï őâńĺçŋăï őâ ŋãńï łőňŕőŋěŋâă ŕőńőęĺâěńìŋă: a_p > 0, čďě p = min{i | a_i ≠ 0}. Ěáńĺ ¸^′; ¸^{′′} ∈ R^{n+1}, âő áçĺâăěň, çâő ćěłâőà ¸^′ ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺ ąőńìèě ćěłâőàă ¸^{′′}, ¸^′ ≻ ¸^{′′}, ěáńĺ ¸^′−¸^{′′} ≻ 0. Šěň áăňëň ŋă R^{n+1} őŕàěďěńěŋő őâŋőèěŋĺě ńĺŋěľŋőčő ŕőàïďłă, âăł çâő ć ńîąőľ łőŋěçŋőľ áőćőłãŕŋőáâĺ ćěłâőàőć {¸^i} ĺňěěâáï ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺ ňĺŋĺňăńìŋëľ ćěłâőà, őąőğŋăçăěňëľ lexmin{¸^i}.

Śĺňŕńěłá-âăąńĺæã (2.5) ąãďěň ŋăğëćăâì ŋőàňăńìŋőľ, ěáńĺ ěě áâàőłĺ ¸_i; i = 1; : : :; m, ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺ ŕőńőęĺâěńìŋë. Őçěćĺďŋő, ŋőàňăńìŋăï áĺňŕńěłá-âăąńĺæă ïćńïěâáï ŕàïňő ďőŕãáâĺňőľ ĺ, ŋăőąőàőâ, ŕàïňő ďőŕãáâĺňăï áĺňŕńěłá-âăąńĺæă, ć łőâőàőľ áâőńąæë á ŋőňěàăňĺ őâ 1 ďő m áőőâćěâáâćãîâ ąăğĺáŋëň ŕěàěňěŋŋëň, ïćńïěâáï ŋőàňăńìŋőľ. Šăłĺň őąàăğőň, ńîąãî ŕàïňő ďőŕãáâĺňãî áĺňŕńěłá-âăąńĺæã ňőęŋő ŕàěőąàăğőćăâì ć ŋőàňăńìŋãî ŕãâěň ŕěàěŋãňěàăæĺĺ ŕěàěňěŋŋëå (á áőőâćěâáâćãîéěľ ŕěàěáâăŋőćłőľ áâőńąæőć).

Őâńĺçĺě ńěłáĺłőčàăäĺçěáłőčő áĺňŕńěłá-ňěâőďă őâ őąëçŋőčő łăáăěâáï 0-čő ĺ 3-čő èăčőć (èăčĺ 1-ľ, 2-ľ ĺ 4-ľ őáâăîâáï ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ).

0^′) Ŋăçăâì á ŋőàňăńìŋőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë. 3^′) Ěáńĺ {i | z_{is} > 0} ≠ ∅, âő ćëąàăâì ćěďãéãî áâàőłã r: 1 z_{rs}

¸_r = lexmin{ 1 z_{is}

¸_i | z_{is} > 0};

ĺŋăçě ŁŐŊĚŰ (ğăďăçă ŋěàăğàěèĺňă).

Ůâőąë ďőłăğăâì łőŋěçŋőáâì ďăŋŋőčő ćăàĺăŋâă áĺňŕńěłá-ňěâőďă, ŕàěęďě ćáěčő ŕőłăęěň, çâő ŕàěőąàăğőćăŋĺě áĺňŕńěłá-âăąńĺæë ŋă èăčě 4 áőåàăŋïěâ ěě ŋőàňăńìŋőáâì. Ć áăňőň ďěńě, áâàőłă r őáâăěâáï ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺ ŕőńőęĺâěńìŋőľ, âăł łăł őŋă ŕőńãçăěâáï ŕãâěň ãňŋőęěŋĺï ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺ ŕőńőęĺâěńìŋőčő ćěłâőàă ¸_r ŋă ŕőńőęĺâěńìŋőě çĺáńő 1=z_{rs}. Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă ńěłáĺłőčàăäĺçěáłőľ ŕőńőęĺâěńìŋőáâĺ őáâăńìŋëå áâàőł ¸^′_i (i ≠ r; i ≥ 1) àăááňőâàĺň ďćă áńãçăï:

ă) ěáńĺ z_{is} ≤ 0, âő ¸^′_i = ¸_i − (^{zis}_{zrs} )¸_r ⪰ ¸_r ≻ 0;

ą) ěáńĺ z_{is} > 0, âő áőčńăáŋő ŕàăćĺńă ćëąőàă ćěďãéěľ áâàőłĺ 1 z_{is} ¸i ≻^1zrs ¸r ĺ, áńěďőćăâěńìŋő,¸ ′ i = z_{is}[(^1_{zis} )¸_i − (^1_{zrs} )¸_r] ≻ 0.

Ĺğ ŋőàňăńìŋőáâĺ áĺňŕńěłá-âăąńĺæ áńěďãěâ, çâő ŋă łăęďőľ ĺâěàăæĺĺ ćěďãéăï áâàőłă ¸_r ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺ ŕőńőęĺâěńìŋă, çâő á ãçěâőň ŋěàăćěŋáâć z_{0s} < 0 ĺ z_{rs} > 0 ćńěçěâ

¸_0 − (z^{os}z_{rs} )¸_r ≻ ¸_0;

â.ě. ńěłáĺłőčàăäĺçěáłőě ćőğàăáâăŋĺě ŋãńěćőľ áâàőłĺ. Śńěďőćăâěńìŋő, ć åőďě àăąőâë ăńčőàĺâňă áĺňŕńěłá-âăąńĺæë, ă ğŋăçĺâ ĺ ąăğĺáë, ŋě ŕőćâőàïîâáï, çâő čăàăŋâĺàãěâ łőŋěçŋőáâì ńěłáĺłőčàăäĺçěáłőčő áĺňŕńěłá-ňěâőďă.

Ŋěáňőâàï ŋă áâőńì ćăęŋőě áćőľáâćő, ŋă ŕàăłâĺłě ďăŋŋëľ ăńčőàĺâň ŋě ŕàĺňěŋïěâáï ĺğ-ğă őâŋőáĺâěńìŋő ąőńěě áńőęŋőčő ŕàăćĺńă ćëąőàă ćěďãéěľ áâàőłĺ. Ŋăň ęě ãáâăŋőćńěŋŋőě áćőľáâćő ńěłáĺłőčàăäĺçěáłőčő áĺňŕńěłá-ňěâőďă ŕőğćőńïěâ âěŕěàì ćěàŋãâìáï ł őáâăćńěŋŋőňã ąěğ őâćěâă ćőŕàőáã ő áãéěáâćőćăŋĺĺ ŕàïňő ĺ ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňőčő ąăğĺáă.

Şâćěàęďěŋĺě 2.4 Ěáńĺ ğăďăçă ŃŔ (2.1){(2.3) àăğàěèĺňă, âő

ã ŋěě áãéěáâćãěâ ŕàïňő ĺ ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňëľ ąăğĺá.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ĺğ àăğàěèĺňőáâĺ ğăďăçĺ áńěďãěâ áãéěáâćő-

ćăŋĺě ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ, â.ě. Q ≠ ∅, çâő áőčńăáŋő Śńěďáâćĺî (Ńěňňë 1) ćńěçěâ áãéěáâćőćăŋĺě ąăğĺáŋőčő ďőŕãáâĺňőčő àěèěŋĺï. Śĺňŕńěłá-âăąńĺæă, áőőâćěâáâćãîéăï íâőňã ą.ď.à., ąãďãçĺ ŕàïňő ďőŕãáâĺňőľ, ć áńãçăě ŋěőąåőďĺňőáâĺ (â.ě. ěáńĺ őŋă ŋě ïćńïěâáï ŋőàňăńìŋőľ) ňőęěâ ąëâì ŕőáàěďáâćőň ŕěàěŋãňěàăæĺĺ ŕěàěňěŋŋëå (á áőőâćěâáâćãîéěľ ŕěàěáâăŋőćłőľ áâőńąæőć) ŕàěőąàăğőćăŋă ć ŋőàňăńìŋãî. Ŋăçăć ćëçĺáńěŋĺï á íâőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë, ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺľ áĺňŕńěłá-ňěâőď çěàěğ łőŋěçŋőě çĺáńő ĺâěàăæĺľ ğăćěàèĺâ àăąőâã, őąŋăàãęĺć ŋă èăčě 1 ğăłńîçĺâěńìŋőľ ĺâěàăæĺĺ, çâő âěłãéăï áĺňŕńěłá-âăąńĺæă ïćńïěâáï ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňőľ. Ć áĺńã àăğàěèĺňőáâĺ ğăďăçĺ őłőŋçăŋĺě àăąőâë ŋă èăčě 3 ŋěćőğňőęŋő. Ąăğĺá, łőâőàőňã áőőâćěâáâćãěâ ŕőńãçěŋŋăï áĺňŕńěłá-âăąńĺæă, ĺ ąãďěâ ïćńïâìáï ŕàïňő ĺ ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňëň.

Šěŕěàì őáâăěâáï àăááňőâàěâì ŕőáńěďŋĺľ áãéěáâćěŋŋëľ ćőŕàőá, łăáăîéĺľáï àăąőâë áĺňŕńěłá-ăńčőàĺâňă | íâő ŋăåőęďěŋĺě ŋăçăńìŋőľ ŕàïňő ďőŕãáâĺňőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë.

2.8 Ćëŕőńŋěŋĺě 0-čő èăčă

Ďńï ŕőĺáłă ŕàïňő ďőŕãáâĺňőčő ąăğĺáă ğăďăçĺ (2.1){(2.3) ĺ áőőâćěâáâćãîéěľ ŕàïňő ďőŕãáâĺňőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë àăááňőâàĺň áńěďãîéãî ćáŕőňőčăâěńìŋãî ğăďăçã: = m∑ i=1 x_{n+i} → min

a_ix + x_{n+i} = b_i; i = 1; : : :; m;

x_j ≥ 0; j = 1; : : :; n + m:

Ŕěàěňěŋŋëě x_j; j = n + 1; : : :; n + m; ŕàĺŋïâő ŋăğëćăâì ĺáłãááâćěŋŋëňĺ. Ąěğ őčàăŋĺçěŋĺï őąéŋőáâĺ ňőęŋő áçĺâăâì, çâő b_i ≥ 0; i = 1; : : :; m. Ć âăłőň áńãçăě ćěłâőà x ∈ R^{n+m} á łőňŕőŋěŋâăňĺ x_j = 0; j = 1; : : :; n; ĺ x_{n+i} = b_i; i = 1; : : :; m; ïćńïěâáï ąăğĺáŋëň ďőŕãáâĺňëň àěèěŋĺěň ğăďăçĺ, łőâőàőě áőőâćěâáâćãěâ "ĺáłãááâćěŋŋőňã"ąăğĺáã B = I (â.ě. ff(i) = n + i; i = 1; : : :; m). Łàőňě âőčő, ŋă ňŋőęěáâćě ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ æěńěćăï äãŋłæĺï őčàăŋĺçěŋă áŋĺğã ŋãńěň. Śńěďőćăâěńìŋő, ğăďăçă àăğàěèĺňă ĺ min ≥ 0. Ěě àěèěŋĺě ňőęěâ ąëâì ŕőńãçěŋő áĺňŕńěłáňěâőďőň (á ŕàĺćńěçěŋĺěň, ŕàĺ ŋěőąåőďĺňőáâĺ, "ŋěğăæĺłńĺćăîéĺåáï"ćăàĺăŋâőć íâőčő ňěâőďă), ĺáŕőńìğãï ć łăçěáâćě ŋăçăńìŋőčő ŕàïňő ďőŕãáâĺňëľ ĺáłãááâćěŋŋëľ ąăğĺá ("ňěâőď ĺáłãááâćěŋŋőčő ąăğĺáă").

Ćőğňőęŋë ďćă áńãçăï:

1) min > 0. İâő őğŋăçăěâ, çâő ĺáåőďŋăï ğăďăçă (2.1){(2.3) ŋě ĺňěěâ ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ, â.ě. őčàăŋĺçěŋĺï íâőľ ğăďăçĺ ŋěáőćňěáâŋë ĺ ğăďăçă ŋěàăğàěèĺňă;

2) min = 0. Ć âăłőň áńãçăě ć ŕőńãçěŋŋőň őŕâĺňăńìŋőň àěèěŋĺĺ ćáě ĺáłãááâćěŋŋëě ŕěàěňěŋŋëě àăćŋë ŋãńî. Ŕàĺ íâőň ŋě ĺáłńîçăěâáï, çâő ŋěłőâőàëě ĺğ ŋĺå őáâăîâáï ć çĺáńě ąăğĺáŋëå. Ĺğ ŕőńãçěŋŋőľ ŋă ğăłńîçĺâěńìŋőľ ĺâěàăæĺĺ ŕàïňő ďőŕãáâĺňőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë ňőęěâ ąëâì ŕőńãçěŋă ŋăçăńìŋăï ŕàïňő ďőŕãáâĺňăï áĺňŕńěłá-âăąńĺæă ďńï ĺáåőďŋőľ ğăďăçĺ (2.1){(2.3).

Ďńï íâőčő ŕàěęďě ćáěčő ãďăńĺň ĺğ âăąńĺæë ćáě áâőńąæë, áőőâćěâáâćãîéĺě ĺáłãááâćěŋŋëň ŕěàěňěŋŋëň, ă íńěňěŋâë ŋãńěćőľ áâàőłĺ ćàěňěŋŋő ŕőńőęĺň àăćŋëňĺ 0. Ďăńìŋěľèĺě ďěľáâćĺï ąãďãâ ğăćĺáĺâì őâ ŕàĺáãâáâćĺï ĺáłãááâćěŋŋëå ŕěàěňěŋŋëå ć çĺáńě ąăğĺáŋëå.

Ŕãáâì ŕěàěňěŋŋăï x_j; čďě j > n, ïćńïěâáï ąăğĺáŋőľ ĺ áőőâćěâáâćãěâ r-ľ áâàőłě áĺňŕńěłá-âăąńĺæë. Šőčďă z_{r0} = 0, ŕőáłőńìłã ć ąăğĺáŋőň àěèěŋĺĺ x_j = z_{r0} ĺ ćáě ĺáłãááâćěŋŋëě ŕěàěňěŋŋëě ć őŕâĺňăńìŋőň àěèěŋĺĺ àăćŋë 0.

Ěáńĺ z_{rj} = 0 ďńï ćáěå j = 1; : : :; n, âő ňë ĺňěěň ŋãńěćãî áâàőłã, łőâőàãî ĺğ âăąńĺæë ňőęŋő ŕàőáâő ãďăńĺâì. Ŋăńĺçĺě âăłőľ áâàőłĺ áćĺďěâěńìáâćãěâ ő ńĺŋěľŋőľ ğăćĺáĺňőáâĺ ãàăćŋěŋĺľ áĺáâěňë (2.2), çâő ďěńăěâ ćőğňőęŋëň ãďăńěŋĺě çăáâĺ ãàăćŋěŋĺľ ąěğ ãéěàąă ďńï áãéěáâćă ďěńă. Ŕőďőąŋăï áĺâãăæĺï ŕő ŋěőąåőďĺňőáâĺ ąãďěâ ćőğŋĺłăâì, ěáńĺ ć áőćňěáâŋőľ ĺáåőďŋőľ áĺáâěňě őčàăŋĺçěŋĺľ (2.2){(2.3) àăŋč ňăâàĺæë A ňěŋìèě çĺáńă ãàăćŋěŋĺľ, rangA < m.

Őáâăěâáï àăááňőâàěâì áńãçăľ, łőčďă ć r-ľ áâàőłě ĺňěîâáï ŋěŋãńěćëě íńěňěŋâë. Ŕãáâì z_{rs} ≠ 0; 1 ≤ s ≤ n. Ćëŕőńŋĺň íńěňěŋâăàŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě âăąńĺæë á ćěďãéĺň íńěňěŋâőň z_{rs}, â.ě. őďĺŋ èăč ňěâőďă ĺáłńîçěŋĺï Čăãááă-Ęőàďăŋă. Ććĺďã âőčő, çâő z_{r0} = 0, ŕàĺ íâőň ŕàěőąàăğőćăŋĺĺ íńěňěŋâë ŋãńěćőčő áâőńąæă ŋě ĺğňěŋïîâáï, ć çăáâŋőáâĺ, áőåàăŋïěâáï ĺå ŋěőâàĺæăâěńìŋőáâì. Řőńì ąăğĺáŋőľ ŕěàěňěŋŋőľ, áőőâćěâáâćãîéěľ r-ľ áâàőłě, ąãďěâ âěŕěàì ćëŕőńŋïâì ŕěàěňěŋŋăï őáŋőćŋőľ ğăďăçĺ x_s, â.ě. ff(r) ŕőńăčăěâáï àăćŋëň s, ă ĺáłãááâćěŋŋăï ŕěàěňěŋŋăï x_j ĺğ çĺáńă ąăğĺáŋëå ( ĺ ćőőąéě ĺğ àăááňőâàěŋĺï) őłăğëćăěâáï ĺáłńîçěŋŋőľ.

Ďěľáâćĺï, ŕőďőąŋëě őŕĺáăŋŋëň ćëèě, ŕàőďěńăěň ć őâŋőèěŋĺĺ ćáěå ĺáłãááâćěŋŋëå ŕěàěňěŋŋëå, őáâăćèĺåáï ąăğĺáŋëňĺ. Ŕőáńě íâőčő ć ŋãńěćőľ áâàőłě âăąńĺæë ğăŕĺáëćăěň łőíääĺæĺěŋâë æěńěćőľ äãŋłæĺĺ ĺáåőďŋőľ ğăďăçĺ, ćëàăęěŋŋőľ âőńìłő çěàěğ ŋěąăğĺáŋëě ŕěàěňěŋŋëě. Ŋă íâőň ŕàőæěáá ŕőáâàőěŋĺï ŋăçăńìŋőľ ŕàïňő ďőŕãáâĺňőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë ďńï őáŋőćŋőľ ğăďăçĺ (2.1){(2.3), ă ćňěáâě á ŋĺň ĺ 0-ľ èăč áĺňŕńěłá-ăńčőàĺâňă, ňőęŋő áçĺâăâì ğăćěàèěŋŋëň.

Ćëèěőŕĺáăŋŋëľ áŕőáőą ćëŕőńŋěŋĺï 0-čő èăčă őąëçŋő ŋăğëćăîâ ŕěàćëň íâăŕőň áĺňŕńěłá-ňěâőďă, ă ňěâőď ć æěńőň | ďćãåíâăŕŋëň áĺňŕńěłá-ňěâőďőň.

2.9 Ňőďĺäĺæĺàőćăŋŋëľ áĺňŕńěłá-ňěâőď

Ŕàĺ àěăńĺğăæĺĺ áĺňŕńěłá-ăńčőàĺâňă ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ć âőň ćĺďě, łăł íâő őŕĺáăŋő ćëèě, ŋăň ŋă łăęďőľ ĺâěàăæĺĺ âàěąőćăńőáì ąë ŕěàěáçĺâëćăâì ćáî áĺňŕńěłá-âăąńĺæã àăğňěàă (m + 1) × (n + 1). Ŕàĺ ćŋĺňăâěńìŋőň ăŋăńĺğě ăńčőàĺâňă ńěčłő ğăňěâĺâì, çâő íâőčő ňőęŋő ĺğąěęăâì, ěáńĺ åàăŋĺâì ĺ áőőâćěâáâćãîéĺň őąàăğőň ŕàěőąàăğőćëćăâì ňăâàĺæã ňěŋìèěčő àăğňěàă (m+1)×(m+1) (ŕàĺ ãáńőćĺĺ m ≪ n, çâő ŋă ŕàăłâĺłě ąëćăěâ ďőćőńìŋő çăáâő).

Ŕãáâì A | àăáèĺàěŋŋăï ňăâàĺæă ãáńőćĺľ ğăďăçĺ: A = ( 0 c_B c_N b B N ) ; čďě B | ąăğĺá. Šőčďă áĺňŕńěłá-âăąńĺæă T, áőőâćěâáâćãîéăï ąăğĺáã B, ĺňěěâ ćĺď T = ( −c_BB^{−1}b 0 c_N − c_BB^{−1}N B^{−1}b I B^{−1}N ) : Ńěčłő ŕàőćěàĺâì, çâő T = MA; (2.7) čďě M = ( 1 −c_BB^{−1} 0 B^{−1} )

| ňăâàĺæă, őąàăâŋăï ł àăáèĺàěŋŋőľ ąăğĺáŋőľ B = ( 1 c_B 0 B ) : Šăłĺň őąàăğőň, áőčńăáŋő (2.7) ďńï ćëçĺáńěŋĺï íńěňěŋâőć áĺňŕńěłá-âăąńĺæë ŋăàïďã á A ďőáâăâőçŋő ğŋăâì ňăâàĺæã M. Śĺňŕńěłáâăąńĺæă T^′, ŕőńãçăěňăï ć àěğãńìâăâě ŕàěőąàăğőćăŋĺï âěłãéěľ âăąńĺæë T ŋă èăčě 4 ććĺďã ğăňěŋë őďŋőčő ĺğ ąăğĺáŋëå áâőńąæőć ff(r) := s, áćïğăŋă á ŋěľ áőőâŋőèěŋĺěň T^′ = M_{rs}T, čďě

M_{rs} =

1 0 : : : —_{0r} : : : 0 0 1 : : : —_{1r} : : : 0 : : : : : : : : : : : : 0 0 : : : —_{mr} : : : 1

—_{ir} = −z_{is}=z_{rs}; ŕàĺ i ≠ r; —_{rr} = 1=z_{rs}; z_{is} | íńěňěŋâë ćěďãéěčő áâőńąæă áĺňŕńěłá-âăąńĺæë T. (Ğďěáì ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő ŋãňěàăæĺï áâàőł ĺ áâőńąæőć ňăâàĺæë M_{rs}, łăł ĺ ďàãčĺå ňăâàĺæ íâőčő ŕãŋłâă, ŋăçĺŋăěâáï á 0). Śńěďőćăâěńìŋő, T^′ = M^′A, čďě

M^′ = M_{rs}M: (2.8)

Šăłĺň őąàăğőň, ćňěáâő ćëçĺáńěŋĺï ćáěľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë T ňőęŋő őčàăŋĺçĺâìáï ŕěàěáçěâőň ŋă łăęďőľ ĺâěàăæĺĺ ńĺèì ňăâàĺæë M ć áőőâćěâáâćĺě á äőàňãńőľ (2.8) ĺ åàăŋěŋĺěň ňăâàĺæë A, ŕàĺąěčăï ł äőàňãńě (2.7) ďńï ćëçĺáńěŋĺï âěå ĺńĺ ĺŋëå íńěňěŋâőć áĺňŕńěłá-âăąńĺæë ńĺèì ŕő ňěàě ŋěőąåőďĺňőáâĺ.

Řěăńìŋëě ŕàěĺňãéěáâćă ŕőďőąŋőľ ňőďĺäĺłăæĺĺ őéãâĺňő ŕàőïćńïîâáï ć âěå áńãçăïå, łőčďă ć ğăďăçě çĺáńő ŕěàěňěŋŋëå n ğŋăçĺâěńìŋő ąőńìèě çĺáńă őčàăŋĺçěŋĺľ m ĺ ňăâàĺæă A, łăł ŕàĺŋïâő čőćőàĺâì, ïćńïěâáï áĺńìŋő àăğàěęěŋŋőľ, â.ě. áőďěàęĺâ őâŋőáĺâěńìŋő ňăńő ŋěŋãńěćëå íńěňěŋâőć, çâő ŕőğćőńïěâ åàăŋĺâì ěě ć őçěŋì łőňŕăłâŋőň ćĺďě.

2.10 Ďćőľáâćěŋŋőáâì ć ńĺŋěľŋőň ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺĺ

Ć ğăďăçě ŃŔ ěáâì ĺŋâěàěáŋëě ăáŕěłâë, áćïğăŋŋëě á ŕőŋïâĺěň ďćőľáâćěŋŋőáâĺ ĺ ĺňěîéĺě ćăęŋőě âěőàěâĺçěáłőě ĺ ŕàăłâĺçěáłőě ğŋăçěŋĺě. Ł àăááňőâàěŋĺî íâőčő ŕőŋïâĺï ňë ĺ ŕěàěľďěň.

Ďńï ğăďăçĺ ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋŋĺï (2.1)-(2.3) ć łăŋőŋĺçěáłőľ äőàňě àăááňőâàĺň äãŋłæĺî Ńăčàăŋęă w′ = cx + u(b − Ax), łőâőàăï ŕàĺ äĺłáĺàőćăŋŋőň ćěłâőàě-áâàőłě u = (u_1; : : :; u_m) áőćŕăďăěâ ŋă ňŋőęěáâćě ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ Q á æěńěćőľ äãŋłæĺěľ w = cx. Śńěďőćăâěńìŋő, ŕàĺ x ∈ Q ĺ c − uA ≥ 0 ĺňěěň w = cx+u(b − Ax) = ub+(c − uA)x ≥ ub, â.ě. ćěńĺçĺŋă ub ïćńïěâáï ć íâőň áńãçăě őæěŋłőľ áŋĺğã ďńï őŕâĺňăńìŋőčő ğŋăçěŋĺï æěńěćőľ äãŋłæĺĺ ğăďăçĺ (2.1)-(2.3). Ŕőĺáł ŋăĺńãçèěľ ŋĺęŋěľ őæěŋłĺ ŕàĺćőďĺâ ł ğăďăçě z = ub −→ max_u (Ď)

uA ≤ c;

łőâőàăï ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ğăďăçã ŃŔ őâŋőáĺâěńìŋő u ∈ R^m. Ŕőńãçěŋŋăï âăłĺň őąàăğőň ğăďăçă (Ď) ŋăğëćăěâáï ďćőľáâćěŋŋőľ ł ĺáåőďŋőľ ğăďăçě (2.1){(2.3), łőâőàăï ć áćőî őçěàěďì ŋăğëćăěâáï ŕàïňőľ. Ěáńĺ ĺáåőďŋăï (ŕàïňăï) ğăďăçă ŃŔ ďăŋă ć őąéěľ äőàňě, âő ďćőľáâćěŋŋăï ğăďăçă őŕàěďěńïěâáï áńěďãîéĺň őąàăğőň:

Ŕàïňăï Ďćőľáâćěŋŋăï ğăďăçă ğăďăçă min n∑ j=1 c_jx_j max m∑ i=1 b_iu_i

a_ix ≥ b_i i ∈ I_1 u_i ≥ 0 a_ix = b_i i ∈ I_2 u_i − áćőą. x_j ≥ 0 j ∈ J_1 uA_j ≤ c_j x_j − áćőą. j ∈ J_2 uA_j = c_j

čďě a_i = (a_{i1}; : : :; a_{in}) | i-ï áâàőłă ňăâàĺæë A, A_j = (a_{1j}; : : :; a_{mj})^T | j-ľ áâőńąěæ ňăâàĺæë A, I_1 ∪ I_2 = {1; : : :; m}; I_1 ∩ I_2 = ∅; J_1 ∪ J_2 = {1; : : :; n}; J_1 ∩ J_2 = ∅:

Ćăęŋőľ çěàâőľ őâŋőèěŋĺï ďćőľáâćěŋŋőáâĺ ïćńïěâáï áĺňňěâàĺï, ćëàăęăîéăïáï ć âőň, çâő ğăďăçă, ďćőľáâćěŋŋăï ł ďćőľáâćěŋŋőľ ğăďăçě ŃŔ, áőćŕăďăěâ á ŕàïňőľ ğăďăçěľ ŃŔ. Ć áăňőň ďěńě, ğăŕĺèěň ďćőľáâćěŋŋãî ğăďăçã ć ćĺďě min m∑ i=1 (−b_i)u_i

(−A^T_j )u^T ≥ −c_j; j ∈ J_1;

(−A^T_j )u^T = −c_j; j ∈ J_2;

u_i ≥ 0; i ∈ I_1;

u_i − áćőą.; i ∈ I_2 ĺ, àăááňăâàĺćăï ěě łăł ŕàïňãî, ćőáŕőńìğãěňáï ŕàĺćěďěŋŋëňĺ ćëèě ŕàăćĺńăňĺ ĺ áäőàňãńĺàãěň ďćőľáâćěŋŋãî ł ŋěľ ğăďăçã: max n∑ j=1 (−c_j)x_j

x_j ≥ 0; j ∈ J_1; x_j − áćőą.; j ∈ J_2;

x^T (−a^T_i ) ≤ −b_i; i ∈ I_1; x^T (−a^T_i ) = −b_i; i ∈ I_2:

Ŋěâàãďŋő ćĺďěâì, çâő ŕőńãçěŋŋăï ğăďăçă áőćŕăďăěâ á ĺáåőďŋőľ ŕàïňőľ ğăďăçěľ. Šăłĺň őąàăğőň, ňőęŋő áçĺâăâì, çâő ćáě ğăďăçĺ ŃŔ àăğąĺćăîâáï ŋă ŕăàë ćğăĺňŋő ďćőľáâćěŋŋëå ğăďăç. Ĺğ ŕàőáâëå, ŋő ďőáâăâőçŋő ćăęŋëå áćőľáâć ćğăĺňŋő ďćőľáâćěŋŋëå ğăďăç őâňěâĺň áńěďãîéĺě.

Śćőľáâćő 2.1 Ěáńĺ x ĺ u { ďőŕãáâĺňëě àěèěŋĺï áőőâćěâ-

áâćěŋŋő ŕàïňőľ ĺ ďćőľáâćěŋŋőľ ğăďăçĺ, âő w(x) ≥ z(u).

Ć çăáâŋőň áńãçăě, łőčďă ŕàïňăï ğăďăçă ďăŋă ć łăŋőŋĺçěáłőľ äőàňě, ŕàĺćěďěŋŋőě ćëèě ŋěàăćěŋáâćő ĺáŕőńìğőćăńőáì äăłâĺçěáłĺ ďńï őŕàěďěńěŋĺï ďćőľáâćěŋŋőľ ğăďăçĺ. Ć őąéěň áńãçăě őŋő âăłęě ńěčłő ŕàőćěàïěâáï:

w(x) = cx ≥ n∑ j=1 (uA_j)x_j = m∑ i=1 u_i(a_ix) ≥ ub = z(u):

Śćőľáâćő 2.2 Ěáńĺ x ĺ u | ďőŕãáâĺňëě àěèěŋĺï áőőâćěâ-

áâćěŋŋő ŕàïňőľ ĺ ďćőľáâćěŋŋőľ ğăďăçĺ ĺ w(x) = z(u), âő x ĺ u { őŕâĺňăńìŋëě àěèěŋĺï áőőâćěâáâćãîéĺå ğăďăç.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕãáâì x { ŕàőĺğćőńìŋőě ďőŕãáâĺňőě àěèěŋĺě

ŕàïňőľ ğăďăçĺ. Šőčďă, ãçĺâëćăï Śćőľáâćő 2.1, ĺňěěň w(x) ≥ z(u) = w(x), çâő ĺ őğŋăçăěâ őŕâĺňăńìŋőáâì x. Ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň ãáâăŋăćńĺćăěâáï őŕâĺňăńìŋőáâì u.

Ťãŋďăňěŋâăńìŋëľ åăàăłâěà ĺňěîâ ďćě àăááňăâàĺćăěňëě ŋĺęě âěőàěňë ďćőľáâćěŋŋőáâĺ.

Šěőàěňă 2.2 (Ŕěàćăï âěőàěňă ďćőľáâćěŋŋőáâĺ.) Ŕàïňăï ĺ

ďćőľáâćěŋŋăï ł ŋěľ ğăďăçĺ ńĺąő őďŋőćàěňěŋŋő àăğàěèĺňë, ńĺąő őďŋőćàěňěŋŋő ŋěàăğàěèĺňë. Ŕàĺ íâőň ć ŕěàćőň áńãçăě őŕâĺňăńìŋëě ğŋăçěŋĺï æěńěćëå äãŋłæĺľ íâĺå ğăďăç áőćŕăďăîâ, ă ćő ćâőàőň áńãçăě, ŕő łàăľŋěľ ňěàě, őďŋă ĺğ ğăďăç ŋěàăğàěèĺňă ć áĺńã ŋěáőćňěáâŋőáâĺ ěě őčàăŋĺçěŋĺľ.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ąěğ őàčăŋĺçěŋĺï őąéŋőáâĺ ňőęŋő áçĺâăâì,

çâő ŕàïňăï ğăďăçă ŕàěďáâăćńěŋă ć łăŋőŋĺçěáłőľ äőàňě (2.1){(2.3), ă ďćőľáâćěŋŋăï ł ŋěľ ĺňěěâ ćĺď (Ď). Ŕãáâì ğăďăçă (2.1){(2.3) àăğàěèĺňă ĺ B { ěě ŕàïňő ĺ ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňëľ ąăğĺá, áãéěáâćőćăŋĺě łőâőàőčő čăàăŋâĺàãěâáï Şâćěàęďěŋĺěň 5. Śőčńăáŋő őŕàěďěńěŋĺî ŕàïňőľ ĺ ďćőľáâćěŋŋőľ ďőŕãáâĺňőáâĺ ĺňěîâ ňěáâő ŋěàăćěŋáâćă B^{−1}b ≥ 0 ĺ c_N − c_BB^{−1}N ≥ 0. Ŕěàćőě ĺğ íâĺå ŋěàăćěŋáâć, łăł ĺğćěáâŋő, áćĺďěâěńìáâćãěâ ő âőň, çâő ąăğĺáŋőě àěèěŋĺě x á łőňŕőŋěŋâăňĺ x_B = B^{−1}b; x_N = 0 ïćńïěâáï ďőŕãáâĺňëň àěèěŋĺěň ğăďăçĺ (2.1){(2.3). Ĺğ ćâőàőčő ŋěàăćěŋáâćă áńěďãěâ, çâő ćěłâőà u = c_BB^{−1} ïćńïěâáï ďőŕãáâĺňëň àěèěŋĺěň ďćőľáâćěŋŋőľ ğăďăçĺ (Ď), ŕőáłőńìłã uB = c_B; c_N − uN ≥ 0 ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, uA ≤ c.

Ďńï ãłăğăŋŋëå ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ x ĺ u áőőâćěâáâćěŋŋő ŕàïňőľ ĺ ďćőľáâćěŋŋőľ ğăďăçĺ ĺňěîâ ňěáâő àăćěŋáâćă

w(x) = c_Bx_B = c_BB^{−1}b = ub = z(u);

çâő áőčńăáŋő Śćőľáâćã 2.2 őğŋăçăěâ őŕâĺňăńìŋőáâì íâĺå àěèěŋĺľ. Šăłĺň őąàăğőň, ŕàěďŕőńőęĺć àăğàěèĺňőáâì ŕàïňőľ ğăďăçĺ, ňë ďőłăğăńĺ àăğàěèĺňőáâì ďćőľáâćěŋŋőľ ł ŋěľ ğăďăçĺ ĺ áőćŕăďěŋĺě őŕâĺňăńìŋëå ğŋăçěŋĺľ æěńěćëå äãŋłæĺľ íâĺå ğăďăç. Ć ćĺďã áĺňňěâàĺçŋőáâĺ áĺâãăæĺĺ ĺğ àăğàěèĺňőáâĺ ďćőľáâćěŋŋőľ ğăďăçĺ ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň áńěďãěâ àăğàěèĺňőáâì ŕàïňőľ ğăďăçĺ ĺ áőćŕăďěŋĺě őŕâĺňăńìŋëå ğŋăçěŋĺľ æěńěćëå äãŋłæĺľ.

Ďńï ğăćěàèěŋĺï ďőłăğăâěńìáâćă âěőàěňë őáâăěâáï ńĺèì ŕőłăğăâì, çâő ğăďăçĺ àăğàěèĺňë, ěáńĺ ĺå őčàăŋĺçěŋĺï áőćňěáâŋë. Ŕőáńěďŋěě ńěčłő áńěďãěâ ĺğ Śćőľáâćă 2.1 ĺ łàĺâěàĺï àăğàěèĺňőáâĺ ğăďăçĺ ŃŔ. Ć áăňőň ďěńě, ŕãáâì u | ŋěłőâőàőě ďőŕãáâĺňőě àěèěŋĺě ďćőľáâćěŋŋőľ ğăďăçĺ (Ď). Šőčďă ŕő Śćőľáâćã 2.1 ďńï ńîąőčő ďőŕãáâĺňőčő àěèěŋĺï x ğăďăçĺ (2.1){(2.3) ĺňěěâ ňěáâő ŋěàăćěŋáâćő w(x) ≥ z(u), â.ě. æěńěćăï äãŋłæĺï ŕàïňőľ ğăďăçĺ őčàăŋĺçěŋă áŋĺğã ŋă (ŋěŕãáâőň) ňŋőęěáâćě ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ, çâő áőčńăáŋő Šěőàěňě 2.1 ćńěçěâ àăğàěèĺňőáâì ğăďăçĺ (2.1){(2.3). Ĺğ íâőčő ďăńěě áńěďãěâ àăğàěèĺňőáâì ĺ ďćőľáâćěŋŋőľ ğăďăçĺ. Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

Ć äőàňãńĺàőćłě áńěďãîéěľ âěőàěňë ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ŕàïňăï ĺ ďćőľáâćěŋŋăï ğăďăçĺ ğăďăŋë ć őąéěľ äőàňě.

Šěőàěňă 2.3 (Ćâőàăï âěőàěňă ďćőľáâćěŋŋőáâĺ ĺńĺ âěőàěňă ő

ďőŕőńŋïîéěľ ŋěęěáâłőáâĺ). Ďőŕãáâĺňëě àěèěŋĺï x ĺ u áőőâćěâáâćěŋŋő ŕàïňőľ ĺ ďćőľáâćěŋŋőľ ğăďăçĺ őŕâĺňăńìŋë âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă

u_i(a_ix − b_i) = 0 ďńï ćáěå i; (2.9)

(c_j − uA_j )x_j = 0 ďńï ćáěå j: (2.10)

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ććěďěň őąőğŋăçěŋĺï fi_i = u_i(a_ix − b_i); ff_j =

(c_j − uA_j)x_j ĺ ğăňěâĺň, çâő ĺğ ďőŕãáâĺňőáâĺ àěèěŋĺľ x ĺ u áńěďãěâ ŋěàăćěŋáâćő fi_i ≥ 0 ďńï ćáěå i ĺ ff_j ≥ 0 ďńï ćáěå j. Őâáîďă ć áćőî őçěàěďì áńěďãěâ, çâő àăćěŋáâćő ∑ i fi_i +^∑_j ff_j = 0

ĺňěěâ ňěáâő, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ ćëŕőńŋïîâáï àăćěŋáâćă (2.9) ĺ (2.10). Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, cx−ub = 0 ć âőň ĺ âőńìłő ć âőň áńãçăě, ěáńĺ x ĺ u { őŕâĺňăńìŋëě àěèěŋĺï ğăďăç. Ŋăłőŋěæ, çâőąë ğăćěàèĺâì ďőłăğăâěńìáâćő, ł áłăğăŋŋőňã ďőáâăâőçŋő ďőąăćĺâì, çâő áŕàăćěďńĺćő àăćěŋáâćő ∑ i fi_i +^∑_j ff_j = cx − ub;

ŕàőćěàïěňőě ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő. Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

Ŕőńěğŋëň (ĺ ćŕőńŋě őçěćĺďŋëň) áńěďáâćĺěň ŕőáńěďŋěľ âěőàěňë ïćńïěâáï, ŋăŕàĺňěà, áńěďãîéěě ãâćěàęďěŋĺě. Ěáńĺ ŋěłőâőàăï ŋěőâàĺæăâěńìŋăï ŕěàěňěŋŋăï ŕàïňőľ (áőőâćěâáâćěŋŋő, ďćőľáâćěŋŋőľ) ğăďăçĺ ŕàĺŋĺňăěâ ŕőńőęĺâěńìŋőě ğŋăçěŋĺě ć łăłőňŋĺąãďì őŕâĺňăńìŋőň àěèěŋĺĺ ďăŋŋőľ ğăďăçĺ, âő áőőâćěâáâćãîéěě őčàăŋĺçěŋĺě-ŋěàăćěŋáâćő ďćőľáâćěŋŋőľ (áőőâćěâáâćěŋŋő, ŕàïňőľ) ğăďăçĺ ćëŕőńŋïěâáï ć ćĺďě àăćěŋáâćă ďńï ńîąőčő őŕâĺňăńìŋőčő àěèěŋĺï íâőľ ğăďăçĺ.

Ćőğćàăéăïáì ł ŕěàćőľ âěőàěňě ďćőľáâćěŋŋőáâĺ ĺ ěě ďőłăğăâěńìáâćã, ňë ćĺďĺň, çâő, àěèăï ğăďăçã (2.1){(2.3) áĺňŕńěłá-ňě-âőďőň, ňë őďŋőćàěňěŋŋő á ěě őŕâĺňăńìŋëň àěèěŋĺěň ŕőńãçăěň âăłęě ĺ őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ďćőľáâćěŋŋőľ ğăďăçĺ (Ď) ĺńĺ ãáâăŋăćńĺćăěň ŋěàăğàěèĺňőáâì őąěĺå ğăďăç. İâő ŕőğćőńïěâ őŕàěďěńĺâì ďàãčőľ ňěâőď àěèěŋĺï ğăďăçĺ ŃŔ, ă ĺňěŋŋő, ďćőľáâćěŋŋëľ áĺňŕńěłá-ňěâőď. Ć áćïğĺ á íâĺň ĺáåőďŋëľ áĺňŕńěłá-ňěâőď ŕàĺŋïâő ŋăğëćăâì ŕàïňëň.

2.11 Ďćőľáâćěŋŋëľ áĺňŕńěłá-ňěâőď

Ć ŕàĺćěďěŋŋőň ŋĺęě őŕĺáăŋĺĺ ăńčőàĺâňă íâőčő ňěâőďă ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő ĺáŕőńìğãěâáï âă ęě áăňăï äőàňă áĺňŕńěłá-âăąńĺæë ĺ âő ęě áăňőě ěě íńěňěŋâăàŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě. Ŕőď ff(i); i = 1; : : :; m; łăł ĺ ŕàěęďě, ŕőŋĺňăěâáï ŋăąőà ŋőňěàőć ąăğĺáŋëå áâőńąæőć (ŕěàěňěŋŋëå).

0) Ŋăçăâì á ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë. 1) Ěáńĺ áĺňŕńěłá-âăąńĺæă ŕàïňő ďőŕãáâĺňă, â.ě.

z_{i0} ≥ 0; i = 1; : : :; m, âő ŁŐŊĚŰ (ŕőńãçěŋő őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě).

2) Ćëąàăâì ćěďãéãî áâàőłã r : z_{r0} < 0; r ≥ 1. 3) Ěáńĺ {j | z_{rj} < 0; j ≥ 1} ≠ ∅; âő ćëąàăâì

ćěďãéĺľ áâőńąěæ s:

z_{0s} |z_{rs}| = min { z_{0j} |z_{rj}| | z^{rj} < 0; j ≥ 1 } ; ĺŋăçě ŁŐŊĚŰ (ğăďăçă ŋěàăğàěèĺňă).

4) Ŕàěőąàăğőćăâì áĺňŕńěłá-âăąńĺæã, ŕőńőęĺâì ff(r) := s ĺ ŕěàěľâĺ ŋă èăč 1.

Ğăňěçăŋĺï.

1. Ďőłăğăâěńìáâćő âőčő, çâő ďćőľáâćěŋŋăï ďőŕãáâĺňőáâì áĺňŕńěłá-âăąńĺæë ć àěğãńìâăâě ěě ŕàěőąàăğőćăŋĺï ŋă èăčě 4 áőåàăŋïěâáï, ňőęěâ ąëâì ćëŕőńŋěŋő ăŋăńőčĺçŋő âőňã, łăł ŕàőćőďĺńőáì àăŋěě ďőłăğăâěńìáâćő áőåàăŋěŋĺï ŕàïňőľ ďőŕãáâĺňőáâĺ ć áńãçăě ŕàïňőčő áĺňŕńěłá-ňěâőďă. Šăłĺň őąàăğőň, ěáńĺ ć ŕàïňőň áĺňŕńěłá-ňěâőďě ĺďěâ æěńěŋăŕàăćńěŋŋëľ ŕěàěąőà ŕàïňő ďőŕãáâĺňëå ąăğĺáőć, âő ć ďćőľáâćěŋŋőň áĺňńěłá-ňěâőďě | ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňëå ąăğĺáőć. Űěńì ć őąőĺå áńãçăïå őďŋă ĺ âă ęě | ŋăľâĺ ŕàïňő ĺ ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňëľ ąăğĺá.

2. Ěáńĺ ŋă èăčě 3 ĺňěěň z_{rj} ≥ 0; j = 1; : : :; n; âő íâő őğŋăçăěâ, çâő ğăďăçă ŋěàăğàěèĺňă ććĺďã ŋěáőćňěáâŋőáâĺ őčàăŋĺçěŋĺľ. Ć áăňőň ďěńě, r-ľ áâàőłě áĺňŕńěłá-âăąńĺæë áőőâćěâáâćãěâ ãàăćŋěŋĺě áĺáâěňë (2:2^{′′})_n ∑ j=1 z_{rj}x_j = z_{r0};

ĺğ łőâőàőčő ŕàĺ x ≥ 0 áńěďãěâ z_{r0} ≥ 0. Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, áőčńăáŋő ŕàăćĺńã ćëąőàă ćěďãéěľ áâàőłĺ z_{r0} < 0: İâĺ ďćă ŕàőâĺćőàěçăéĺå ďàãčã ŋěàăćěŋáâćă áćĺďěâěńìáâćãîâ őą őâáãâáâćĺĺ ã áĺáâěňë (2:2^{′′}) ŋěőâàĺæăâěńìŋëå àěèěŋĺľ, â.ě. ő ŋěáőćňěáâŋőáâĺ őčàăŋĺçěŋĺľ ğăďăçĺ (2.1){(2.3).

3. Ŕő ŕőćőďã ćëŕőńŋěŋĺï èăčă 0 ňë ŋě ąãďěň ŕàĺćőďĺâì őąéĺå àěæěŕâőć, ă őčàăŋĺçĺňáï ãłăğăŋĺěň ŋă àïď áńãçăěć, łőčďă ćőŕàőá ő ŋăåőęďěŋĺĺ ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňőčő ąăğĺáă àěèăěâáï ďőáâăâőçŋő ŕàőáâő.

ă) Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő âàěąãěâáï àěèĺâì ğăďăçã ŃŔ min{cx | Ax ≤ b; x ≥ 0} á ŋěőâàĺæăâěńìŋëň ćěłâőàőň c. Ś ŕőňőéìî ććěďěŋĺï ďőŕőńŋĺâěńìŋëå ŕěàěňěŋŋëå y = (y_1; : : :; y_m)^T ğăďăçă ňőęěâ ąëâì ŕàěőąàăğőćăŋă ć łăŋőŋĺçěáłãî äőàňã min{cx | Ax + y = b; x ≥ 0; y ≥ 0}: Őçěćĺďŋő, ąăğĺá, őąàăğőćăŋŋëľ ŕőáńěďŋĺňĺ m áâőńąæăňĺ ňăâàĺæë [A; I] áĺáâěňë őčàăŋĺçěŋĺľ ŋőćőľ ğăďăçĺ, ïćńïěâáï ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňëň ĺ ĺâěàăæĺĺ ďćőľáâćěŋŋőčő áĺňŕńěłá-ňěâőďă ňőęŋő ŋăçĺŋăâì á áĺňŕńěłá-âăąńĺæë [ 0 c 0 b A I ] : ą) Ňőęěâ áńőęĺâìáï âăłăï áĺâãăæĺï, łőčďă ŕőáńě ŕőńãçěŋĺï őŕâĺňăńìŋőčő àěèěŋĺï ğăďăçĺ (2.1){(2.3) ĺ áőőâćěâáćãîéěčő ŕàïňő ĺ ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňőčő ąăğĺáă B ňë åőâěńĺ ąë ŕőńãçĺâì őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ á ĺğňěŋěŋŋëňĺ ŕàăćëňĺ çăáâïňĺ b^′ áĺáâěňë őčàăŋĺçěŋĺľ (2.2). Ŋěâàãďŋő ćĺďěâì, çâő ďńï ĺğňěŋěŋŋőľ ğăďăçĺ ąăğĺá B ïćńïěâáï âăłęě ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňëň ĺ ňőęěâ ąëâì ĺáŕőńìğőćăŋ ć łăçěáâćě ŋăçăńìŋőčő ďńï àěèěŋĺï ğăďăçĺ ďćőľáâćěŋŋëň áĺňŕńěłá-ňěâőďőň.

ć) Ŕàĺěň, ĺáŕőńìğőćăŋŋëľ ć áńãçăě ă) ďńï ŕőńãçěŋĺï ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë, ňőęěâ ąëâì àăáŕàőáâàăŋěŋ ŋă áĺâãăæĺĺ, łőčďă ł őčàăŋĺçěŋĺïň ğăďăçĺ ŃŔ, ďńï łőâőàőľ ĺğćěáâŋă ŋěłőâőàăï ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňăï áĺňŕńěłá-âăąńĺæă, ďőąăćńïîâáï ŋőćëě őčàăŋĺçěŋĺï. İâă ćőğňőęŋőáâì ĺáŕőńìğãěâáï ŕàĺ àěèěŋĺĺ ğăďăç æěńőçĺáńěŋŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ňěâőďăňĺ őâáěçěŋĺï (ő çěň ąőńěě ŕőďàőąŋő àěçì ąãďěâ ĺďâĺ ŕőğęě).

4. Ŕő ŕőćőďã łőŋěçŋőáâĺ ďćőľáâćěŋŋőčő áĺňŕńěłá-ăńčőàĺâňă ňőčãâ ąëâì, äăłâĺçěáłĺ, ŕőćâőàěŋë á ěáâěáâćěŋŋëňĺ ŕőŕàăćłăňĺ ćáě ćëáłăğëćăŋĺï, áďěńăŋŋëě àăŋěě ŕő ćőŕàőáã ő łőŋěçŋőáâĺ ŕàïňőčő áĺňŕńěłá-ňěâőďă. Ć çăáâŋőáâĺ, ěáńĺ ďćőľáâćěŋŋăï ğăďăçă (Ď) ŋěćëàőęďěŋŋă, âő ăńčőàĺâň łőŋěçěŋ ŕàĺ ńîąőň ãâőçŋěŋĺĺ ŕàăćĺń ćëąőàă ćěďãéěčő íńěňěŋâă. Őâňěâĺň ŕàĺ íâőň, çâő ć áńãçăě ŋěćëàőęďěŋŋőľ ğăďăçĺ (Ď) ć łăęďőľ ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæě íńěňěŋâë z_{0j} ďńï ŋőňěàőć j ŋěąăğĺáŋëå ŕěàěňěŋŋëå ďőńęŋë ąëâì ŕőńőęĺâěńìŋëňĺ, â.ě. |{j | z_{0j} > 0; j ≥ 1}| = n − m.

Ć áńãçăě ćëàőęďěŋŋőľ ğăďăçĺ łőŋěçŋőáâì ďćőľáâćěŋŋőčő áĺňŕńěłá-ňěâőďă ňőęěâ ąëâì őąěáŕěçěŋă ğă áçěâ ĺáŕőńìğőćăŋĺï âěå ęě áŕőáőąőć, çâő ĺ ć áńãçăě ŕàïňőčő áĺňŕńěłá-ňěâőďă, ć çăáâŋőáâĺ, ğă áçěâ ŋěłőâőàőčő ăŋăńőčă ŕàăćĺńă Ąńíŋďă ĺńĺ ğă áçěâ ńěłáĺłőčàăäĺçěáłőľ ŕàőæěďãàë.

Řăğďěń 3. Ğăďăçĺ ŋěńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï

Ć ďăŋŋőň àăğďěńě àăááňăâàĺćăîâáï ğăďăçĺ ŕőĺáłă íłáâàěňãňă ŕàőĺğćőńìŋőľ äãŋłæĺĺ ŋă ňŋőęěáâćě âőçěł, ãďőćńěâćőàïîéĺå áĺáâěňě őčàăŋĺçěŋĺľ, ćáě ĺńĺ çăáâì ĺğ łőâőàëå ğăďăîâáï ŋěńĺŋěľŋëňĺ äãŋłæĺïňĺ. Ąãďãâ ŕőńãçěŋë ŋěőąåőďĺňëě ãáńőćĺï ńőłăńìŋőčő íłáâàěňãňă, łőâőàëě ïćńïîâáï áńěďáâćĺěň őąéěľ âěőàĺĺ ńőłăńìŋëå íłáâàěňãňőć. Ďńï ğăďăç ćëŕãłńőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ąãďãâ ďőłăğăŋë ŋěőąåőďĺňëě ĺ ďőáâăâőçŋëě ãáńőćĺï čńőąăńìŋőčő íłáâàěňãňă.

Šěőàĺï ńőłăńìŋëå íłáâàěňãňőć ŕàĺňěŋĺňă ďńï ĺááńěďőćăŋĺï őŕâĺňĺğăæĺőŋŋëå ğăďăç łăł ć łőŋěçŋőňěàŋőň áńãçăě, âăł ĺ ďńï ğăďăç ŕőĺáłă íłáâàěňãňă ć äãŋłæĺőŋăńìŋëå ŕàőáâàăŋáâćăå. Ňë őčàăŋĺçĺňáï łőŋěçŋőňěàŋëňĺ ğăďăçăňĺ. Şáńőćĺï íłáâàěňãňă ďńï ğăďăç á őčàăŋĺçěŋĺïňĺ ąãďãâ ŕőńãçěŋë á ŕőňőéìî âěőàěňë Ďãąőćĺæłőčő-Ňĺńîâĺŋă, ďńï ďőłăğăâěńìáâćă łőâőàőľ ŕőŋăďőąïâáï íńěňěŋâăàŋëě áćěďěŋĺï ĺğ âěőàĺĺ ćëŕãłńëå ňŋőęěáâć. Łàăâłőě ĺğńőęěŋĺě íâőľ âěőàĺĺ ďăŋő ć ŕěàćëå ŕăàăčàăäăå ŋăáâőïéěčő àăğďěńă.

3.1 Šěőàěňë őâďěńĺňőáâĺ

Ć âěőàĺĺ íłáâàěňăńìŋëå ğăďăç äãŋďăňěŋâăńìŋãî àőńì ĺčàăîâ âěőàěňë őâďěńĺňőáâĺ. Őáŋőćŋőě áőďěàęăŋĺě íâĺå âěőàěň áćőďĺâáï ł âőňã, çâő ďńï ďćãå ćëŕãłńëå ňŋőęěáâć X ĺ Y ãâćěàęďăěâáï áãéěáâćőćăŋĺě čĺŕěàŕńőáłőáâĺ, âăłőľ, çâő ňŋőęěáâćő X ŋăåőďĺâáï ć őďŋőň ĺğ ŕőńãŕàőáâàăŋáâć, őŕàěďěńïěňëå íâőľ čĺŕěàŕńőáłőáâìî, ă ňŋőęěáâćő Y | ć ďàãčőň. Ć íâőň áńãçăě čőćőàïâ, çâő ďăŋŋăï čĺŕěàŕńőáłőáâì őâďěńïěâ íâĺ ňŋőęěáâćă ďàãč őâ ďàã- čă. Šěőàěňă 3.1 Ŕãáâì X { ćëŕãłńőě ňŋőęěáâćő, x_0 ∉ X: Šőčďă

áãéěáâćãîâ çĺáńő › > 0 ĺ ŋěŋãńěćőľ ćěłâőà a ∈ R^n âăłĺě, çâő

⟨a; x⟩ ≤ ⟨a; x_0⟩ − › (3.1)

ďńï ćáěå x ĺğ X:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ćőğìňěň ŕàőĺğćőńìŋãî âőçłã x^′ ∈ X ĺ àăá-

áňőâàĺň ňŋőęěáâćő

X^′ = X ∩ {x ∈ R^n | ‖x − x_0‖ ≤ ‖x^′ − x_0‖}:

İâő ňŋőęěáâćő ŋěŕãáâő (âăł łăł őŋő áőďěàęĺâ x^′), ğăňłŋãâő ĺ őčàăŋĺçěŋő. Ŕőíâőňã ŋěŕàěàëćŋăï äãŋłæĺï f(x) = ‖x − x_0‖ ďőáâĺčăěâ ŋă ŋěň áćőěčő ňĺŋĺňãňă. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, áãéěáâćãěâ âőçłă z ∈ X^′ ⊂ X âăłăï, çâő ĺğ ãáńőćĺï x ∈ X^′ áńěďãěâ ‖x − x_0‖ ≥ ‖z − x_0‖:

Ŕőŋïâŋő, çâő íâő ŋěàăćěŋáâćő áŕàăćěďńĺćő ĺ ďńï âőçěł x ĺğ ňŋőęěáâćă X \ X^′, âăł łăł ďńï ŋĺå ŕő ŕőáâàőěŋĺî ňŋőęěáâćă X^′ ĺňěěň ‖x − x_0‖ > ‖x^′ − x_0‖ ≥ ‖z − x_0‖:

Ŕãáâì x { ŋěłőâőàăï âőçłă ĺğ ňŋőęěáâćă X. Šőčďă ŕàĺ ńîąőň – ∈ [0; 1] âőçłă y = –x + (1 − –)z ŕàĺŋăďńěęĺâ X ĺ, łăł ňë ãáâăŋőćĺńĺ ćëèě, ‖y − x_0‖^2 ≥ ‖z − x_0‖^2:

İâő ŋěàăćěŋáâćő ňőęŋő ŕěàěŕĺáăâì âăł: ‖z − x_0‖^2 ≤ ‖–(x − z) + z − x_0‖^2 = = –^2‖x − z‖^2 + 2–⟨x − z; z − x_0⟩ + ‖z − x_0‖^2:

Šőčďă ďńï ńîąőčő – ∈ [0; 1] áŕàăćěďńĺćő áőőâŋőèěŋĺě –^2‖x − z‖^2 + 2–⟨x − z; z − x_0⟩ ≥ 0:

İâő ćőğňőęŋő ńĺèì, ěáńĺ ⟨x − z; z − x_0⟩ ≥ 0: Ŕőńőęĺň a = x_0 − z (àĺá. 1) ĺ › = ‖a‖^2: Ŕő ãáńőćĺî x_0 ∉ X; ŕőíâőňã a ≠ 0: Šăł łăł ⟨a; x−z⟩ ≤ 0; âő ⟨a; x⟩+⟨a; x_0 −z⟩−⟨a; x_0⟩ ≤ 0 ĺ ⟨a; x⟩ ≤ ⟨a; x_0⟩−›: Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

Řĺá. 1. Šőçłă x_0 áĺńìŋő őâďěńěŋă őâ ňŋőęěáâćă X

Şáâăŋőćńěŋŋëľ äăłâ ŋăğëćăîâ áĺńìŋőľ őâďěńĺňőáâìî ćëŕãłńőčő ňŋőęěáâćă X őâ ŋě ŕàĺŋăďńěęăéěľ ěčő ğăňëłăŋĺî âőçłĺ x_0: Šěàňĺŋ őâďěńĺňőáâì őâàăęăěâ čěőňěâàĺçěáłãî áãâì ŋěàăćěŋáâćă (3.1), łőâőàőě ŕőłăğëćăěâ, çâő ňőęŋő âăł ŕàőćěáâĺ čĺŕěàŕńőáłőáâì, çâő âőçłă x_0 ĺ ňŋőęěáâćő X őłăęãâáï ńěęăéĺňĺ ŕő àăğŋëě áâőàőŋë őâ ŋěě. Ă áĺńìŋăï őâďěńĺňőáâì őğŋăçăěâ, çâő àăááâőïŋĺě ňěęďã âőçłăňĺ ňŋőęěáâćă X ĺ âőçłőľ x_0 ąőńìèě ŋěłőâőàőčő ŕőńőęĺâěńìŋőčő çĺáńă.

Ěáńĺ âőçłă x_0 ŋăåőďĺâáï ŋă čàăŋĺæě ćëŕãłńőčő ňŋőęěáâćă X; âő ěě ŋěńìğï áĺńìŋő őâďěńĺâì őâ X: Ć íâőň áńãçăě ňőęŋő ŕőáâàőĺâì čĺŕěàŕńőáłőáâì, ŕàőåőďïéãî çěàěğ x_0 âăł, çâő ćáě ňŋőęěáâćő X őłăęěâáï ŕő őďŋã áâőàőŋã őâ ãłăğăŋŋőľ čĺŕěàŕńőáłőáâĺ. İâő ãâćěàęďěŋĺě őáŋőćëćăěâáï ŋă âőň, çâő ďńï ćëŕãłńőčő ňŋőęěáâćă X áŕàăćěďńĺćő àăćěŋáâćő intX = intX. Ć áĺńã íâőčő, ěáńĺ âőçłă x_0 | čàăŋĺçŋăï ďńï ňŋőęěáâćă X, âő x_0 ŋě ňőęěâ ąëâì ćŋãâàěŋŋěľ âőçłőľ ďńï ňŋőęěáâćă X.

Šěőàěňă 3.2 Ŕãáâì X { ćëŕãłńőě ňŋőęěáâćő, x_0 ∉ X: Šőčďă

áãéěáâćãěâ ŋěŋãńěćőľ ćěłâőà a ∈ R^n âăłőľ, çâő ⟨a; x⟩ ≤ ⟨a; x_0⟩ ďńï ćáěå x ∈ X:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕőłăęěň áŋăçăńă, çâő ďńï ńîąőčő ćëŕãłńő-

čő ňŋőęěáâćă X ćěàŋő ćłńîçěŋĺě: intX ⊂ X. Ŕãáâì z ∈ intX. Šőčďă áãéěáâćãěâ áĺňŕńěłá, ćŋãâàĺ łőâőàőčő ŋăåőďĺâáï âőçłă z;

ă ćěàèĺŋë áĺňŕńěłáă a^1; : : :; a^{n+1} ŕàĺŋăďńěęăâ ňŋőęěáâćã intX. Ććĺďã ŋěŕàěàëćŋőáâĺ àăááâőïŋĺľ őâ âőçłĺ z ďő čàăŋěľ áĺňŕńěłáă, łăł äãŋłæĺľ łőőàďĺŋăâ ěčő ćěàèĺŋ, ŋăľďěâáï " > 0; âăłőě, çâő ĺğňěŋěŋĺě ŕőńőęěŋĺï ćěàèĺŋ ć ŕàěďěńăå őłàěáâŋőáâěľ B(a^k; ") ŋě ŕàĺćőďĺâ ł "ćëåőďã"âőçłĺ z ğă ŕàěďěńë "áňěéěŋŋőčő"áĺňŕńěłáă. Ć łăęďőľ ĺğ ãłăğăŋŋëå őłàěáâŋőáâěľ ňőęěâ ąëâì ćëąàăŋă âőçłă b^k; ŕàĺŋăďńěęăéăï ňŋőęěáâćã X; ŕőáłőńìłã a^k ∈ X: Ć áĺńã ćëŕãłńőáâĺ, ňŋőęěáâćő X áőďěàęĺâ ćěáì áĺňŕńěłá á ćěàèĺŋăňĺ ć âőçłăå b^k ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, âőçłã z: Šăłĺň őąàăğőň ňë ŕőłăğăńĺ, çâő intX ⊂ X.

Ŕő ãáńőćĺî x_0 ∉ X: Śńěďőćăâěńìŋő, x_0 ∉ intX ĺ łăęďăï őłàěáâŋőáâì âőçłĺ x_0 áőďěàęĺâ âőçłĺ, ŋě ŕàĺŋăďńěęăéĺě ňŋőęěáâćã X. Ŕőíâőňã ŋăľďěâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì âőçěł {x^k} âăłăï, çâő x^k → x_0 ĺ x^k ∉ X: Ĺğ âěőàěňë 1 ćëâěłăěâ, çâő ďńï łăęďőčő k ŋăľďěâáï ŋěŋãńěćőľ ćěłâőà a^k âăłőľ, çâő ⟨a^k; x⟩ < ⟨a^k; x^k⟩ ďńï ńîąőčő x ∈ X: Ąěğ őčàăŋĺçěŋĺï őąéŋőáâĺ ňőęŋő áçĺâăâì, çâő ďńï ćáěå k áŕàăćěďńĺćő ‖a^k‖ = 1: Ĺğ âěőàěňë Ćěľěàèâàăááă áńěďãěâ, çâő áãéěáâćãěâ ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì {a^{kl} }, áåőďïéăïáï ł ŋěłőâőàőňã ćěłâőàã a; ‖a‖ = 1: Šăł łăł ⟨a^{kl} ; x⟩ < ⟨a^{kl} ; x^{kl} ⟩ ŕàĺ ćáěå x ∈ X; âő ŕàĺ l → ∞ ć ŕàěďěńě ŕőńãçĺň ⟨a; x⟩ ≤ ⟨a; x_0⟩ ďńï ćáěå x ∈ X: Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

Šěőàěňă 3.3 Ŕãáâì X ĺ Y { ćëŕãłńëě ňŋőęěáâćă, ŋě ĺňěî-

éĺě őąéĺå âőçěł. Šőčďă áãéěáâćãěâ ŋěŋãńěćőľ ćěłâőà a ∈ R^n âăłőľ, çâő ⟨a; x⟩ ≤ ⟨a; y⟩ ďńï ćáěå x ∈ X ĺ y ∈ Y:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Řăááňőâàĺň ňŋőęěáâćő Z = X −Y âőçěł ćĺďă z = x − y; čďě x ∈ X ĺ y ∈ Y: Ńěčłő ŕőłăğăâì, çâő őŋő ćëŕãłńő. Ŕő ãáńőćĺî âěőàěňë ã ňŋőęěáâć X ĺ Y ŋěâ őąéĺå âőçěł. İâő ğŋăçĺâ, çâő ňŋőęěáâćő Z ŋě áőďěàęĺâ âőçłĺ 0. Ŕőíâőňã ć áĺńã âěőàěňë 3.2 âőçłã 0 ňőęŋő őâďěńĺâì őâ ňŋőęěáâćă Z, âő ěáâì ŋăľďěâáï ŋěŋãńěćőľ ćěłâőà a âăłőľ, çâő

⟨a; z⟩ ≤ ⟨a; 0⟩ = 0 ďńï ćáěå z ∈ Z:

Ĺğ őŕàěďěńěŋĺï ňŋőęěáâćă Z ŕőńãçăěň

⟨a; x⟩ ≤ ⟨a; y⟩ ďńï ćáěå x ∈ X ĺ y ∈ Y:

Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

Šěőàěňă 3.4 Ŕãáâì X; Y { ćëŕãłńëě ğăňłŋãâëě ňŋőęěáâćă,

ŕěàěáěçěŋĺě łőâőàëå ŕãáâő,ĺ ňŋőęěáâćő X őčàăŋĺçěŋő. Šőčďă áãéěáâćãîâ çĺáńő › > 0 ĺ ŋěŋãńěćőľ ćěłâőà a ∈ R^n âăłĺě, çâő ⟨a; x⟩ ≤ ⟨a; y⟩ − › ďńï ćáěå x ∈ X ĺ y ∈ Y:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Łăł ĺ ć ŕàěďëďãéěľ âěőàěňě, àăááňőâàĺň

ćëŕãłńőě ňŋőęěáâćő Z = X − Y: Ŕőłăęěň, çâő őŋő ğăňłŋãâő. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ŕãáâì z^k = x^k − y^k → z_0 ŕàĺ k → ∞; čďě x^k ∈ X; y^k ∈ Y: Şąěďĺňáï, çâő z_0 ∈ Z: Šăł łăł ňŋőęěáâćő X { łőňŕăłâ, âő ňőęŋő áçĺâăâì, çâő x^k → x_0 ŕàĺ k → ∞; ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, y^k → y_0 = x_0 −z_0 ŕàĺ k → ∞: Őâáîďă, ŕőáłőńìłã ňŋőęěáâćă X ĺ Y ğăňłŋãâë ĺ âőçłă x_0 ŕàĺŋăďńěęĺâ ŕěàćőňã, ă y_0 { ćâőàőňã ĺğ ŋĺå, áńěďãěâ, çâő z_0 ŕàĺŋăďńěęĺâ Z: Šăłĺň őąàăğőň, ňŋőęěáâćő Z áőďěàęĺâ áćőĺ ŕàěďěńìŋëě âőçłĺ, âő ěáâì ïćńïěâáï ğăňłŋãâëň. Ŕőáłőńìłã ňŋőęěáâćă X ĺ Y ŋě ĺňěîâ őąéĺå âőçěł, âő ćëŕãłńőě ğăňłŋãâőě ňŋőęěáâćő Z ŋě áőďěàęĺâ ŋãńï. Šőčďă ŕő âěőàěňě 3.1

Řĺá. 2. Ňŋőęěáâćă X ĺ Y áĺńìŋő őâďěńěŋë ďàãč őâ ďàãčă ŋăľďãâáï ŋěŋãńěćőľ ćěłâőà a ĺ çĺáńő › > 0 âăłĺě, çâő

⟨a; z⟩ ≤ ⟨a; 0⟩ − › = −›

ďńï ńîąőčő z ∈ Z ĺńĺ ⟨a; x⟩ ≤ ⟨a; y⟩ − › ďńï ćáěå x ∈ X ĺ y ∈ Y (àĺá. 2). Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

Śńěďãîéĺľ ŕàĺňěà (àĺá. 3) ŕőłăğëćăěâ, çâő ěáńĺ ňŋőęěáâćă X ĺ Y ŋěőčàăŋĺçěŋë, âő áĺńìŋő őâďěńïîéěľ čĺŕěàŕńőáłőáâĺ ňőęěâ ŋě áãéěáâćőćăâì, ă ňŋőęěáâćő Z = X − Y ňőęěâ őłăğăâìáï őâłàëâëň. Ŕãáâì X = {x ∈ R^2 | x_2 ≥ 1=x_1; x_1 > 0}; Y = {x ∈ R^2 | x_2 = 0}. Ć íâőň áńãçăě Z = {x ∈ R^2 | x_2 > 0} ĺ âàěąãěňăï čĺŕěàŕńőáłőáâì őâáãâáâćãěâ.

Řĺá. 3. Łőŋâàŕàĺňěà

3.2 Ćëŕãłńëě łőŋãáë

Őáőąãî àőńì ć âěőàĺĺ íłáâàěňăńìŋëå ğăďăç ŕàĺ ŋăńĺçĺĺ őčàăŋĺçěŋĺľ ĺčàăîâ ćëŕãłńëě ňŋőęěáâćă áŕěæĺăńìŋőčő ćĺďă | ćëŕãłńëě łőŋãáë. Ŋĺęě ŕàĺćőďïâáï őŕàěďěńěŋĺï ĺ őáŋőćŋëě áćőľáâćă ćëŕãłńëå łőŋãáőć.

Őŕàěďěńěŋĺě 3.1 Łőŋãáőň ŋăğëćăěâáï ňŋőęěáâćő K; áőďěà-

ęăéěě ćňěáâě á ńîąőľ áćőěľ âőçłőľ x ćáě âőçłĺ –x ŕàĺ – > 0:

Ěáńĺ âăłőě ňŋőęěáâćő ćëŕãłńő, ěčő ŋăğëćăîâ ćëŕãłńëň łőŋãáőň, ěáńĺ ğăňłŋãâő { ğăňłŋãâëň łőŋãáőň. Ŕěàěáěçěŋĺě łőŋãáőć ïćńïěâáï łőŋãáőň. Ćáě ŕàőáâàăŋáâćő R^n, łăł ĺ ńîąőě ŕőďŕàőáâàăŋáâćő, ïćńïěâáï łőŋãáőň. Őçěćĺďŋő, çâő łőŋãáăňĺ ïćńïîâáï ňŋőęěáâćă {x ∈ R^n | Ax ≤ 0} ĺ {y ∈ R^n | y = Ax; x ≥ 0}: Ćáě íâĺ łőŋãáë ïćńïîâáï ćëŕãłńëňĺ ĺ ğăňłŋãâëňĺ ňŋőęěáâćăňĺ.

Őŕàěďěńěŋĺě 3.2 Ňŋőęěáâćő K^∗ = {a ∈ R^n | ⟨a; x⟩ ≥ 0; ∀x ∈ K} ŋăğőćěň áőŕàïęěŋŋëň ł ňŋőęěáâćã K.

Řĺá. 4. Śőŕàïęěŋŋëě łőŋãáë

Ńěčłő ŕàőćěàĺâì, çâő ňŋőęěáâćő K^∗ ïćńïěâáï łőŋãáőň ďńï ńîąőčő ňŋőęěáâćă K. Ŕőíâőňã ć ďăńìŋěľèěň K^∗ ąãďěň ŋăğëćăâì áőŕàïęěŋŋëň łőŋãáőň. Őçěćĺďŋő, çâő łőŋãá K^∗ ïćńïěâáï ćëŕãłńëň ŋěğăćĺáĺňő őâ âőčő, őąńăďăěâ íâĺň áćőľáâćőň ĺáåőďŋëě ňŋőęěáâćő ĺńĺ ŋěâ (àĺá. 4).

Ńěňňă 3.1 Ŕãáâì K ŕàőĺğćőńìŋëľ łőŋãá. Šőčďă K^∗ { ğăňłŋã-

âëľ łőŋãá.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Řăááňőâàĺň áåőďïéãîáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì {a^k}; a^k ∈ K^∗: Ŕãáâì ćěłâőà a ïćńïěâáï ŕàěďěńőň íâőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ. Šőčďă ĺğ ŋěàăćěŋáâć ⟨a^k; x⟩ ≥ 0 ŕàĺ ńîąëå k ĺ x ∈ K ĺ ŋěŕàěàëćŋőáâĺ áłăńïàŋőčő ŕàőĺğćěďěŋĺï áńěďãěâ ŋěàăćěŋáâćő ⟨a; x⟩ ≥ 0 ŕàĺ x ∈ K: Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ńěňňă 3.2 Ŕãáâì K ŕàőĺğćőńìŋëľ łőŋãá. Šőčďă K^∗ = (K)^∗:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ćłńîçěŋĺě (K)^∗ ⊆ K^∗ ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő áńě-

ďãěâ ĺğ őŕàěďěńěŋĺï áőŕàïęěŋŋőčő łőŋãáă. Őąàăâŋőě ćłńîçěŋĺě K^∗ ⊆ (K)^∗; łăł ĺ ć ńěňňě 3.1, áńěďãěâ ĺğ ŋěŕàěàëćŋőáâĺ áłăńïàŋőčő ŕàőĺğćěďěŋĺï. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ńěňňă 3.3 Ŕãáâì K ŕàőĺğćőńìŋëľ łőŋãá. Ěáńĺ ďńï ńîąőčő x ∈ K ćëŕőńŋïěâáï ŋěàăćěŋáâćő ⟨a; x⟩ ≥ const; âő a ∈ K^∗:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő a ∉ K^∗: Šőčďă ďńï ŋěłő-

âőàőčő x_0 ∈ K ďőńęŋő ćëŕőńŋïâìáï ŋěàăćěŋáâćő ⟨a; x_0⟩ < 0. Ĺğ őŕàěďěńěŋĺï łőŋãáă ŕőńãçăěň, çâő ⟨a; –x_0⟩ < 0 ďńï ńîąőčő – > 0 ĺ ⟨a; –x_0⟩ → −∞ ŕàĺ – → +∞: Ŕőáłőńìłã ŕő ãáńőćĺî ńěňňë ⟨a; x⟩ ≥ const ďńï ćáěå x ∈ K; âő ŕőńãçăěň ŕàőâĺćőàěçĺě. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ńěňňă 3.4 Ŕãáâì K ŕàőĺğćőńìŋëľ ćëŕãłńëľ łőŋãá. Šőčďă K^{∗∗} = K: Ďőłăğăâěńìáâćő. Ńěčłő ŕàőćěàĺâì, çâő ńîąăï âőçłă ĺğ K

ŕàĺŋăďńěęĺâ K^{∗∗}. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ćőğìňěň ŕàőĺğćőńìŋãî âőçłã x ĺğ K. Ŕő őŕàěďěńěŋĺî áőŕàïęěŋŋőčő łőŋãáă (K)^∗ ďńï ńîąőľ âőçłĺ a ∈ (K)^∗ áŕàăćěďńĺćő ⟨a; x⟩ ≥ 0. Ŋő íâő ĺ őğŋăçăěâ, çâő x áőďěàęĺâáï ć łőŋãáě K^{∗∗}: Őâáîďă ĺ ńěňňë 3.2 ćëâěłăěâ, çâő x ŕàĺŋăďńěęĺâ K^{∗∗}:

Ŕőłăęěň âěŕěàì, çâő ŋĺłăłĺå ĺŋëå âőçěł, łàőňě ŕàĺŋăďńěęăéĺå K, łőŋãá K^{∗∗} áőďěàęăâì ŋě ňőęěâ. Ďőŕãáâĺň, çâő áãéěáâćãěâ x_0 ∈ K^{∗∗} \ K: Ŕőáłőńìłã ňŋőęěáâćő K ćëŕãłńő ĺ ğăňłŋãâő, âő ŕő âěőàěňě 3.1 ŋăľďãâáï ćěłâőà a ≠ 0 ĺ çĺáńő › > 0 âăłĺě, çâő ⟨a; x⟩ ≤ ⟨a; x_0⟩ − › ŕàĺ ńîąëå x ∈ K: Šőčďă ďńï ćěłâőàă a = −a ŕőńãçĺň ⟨a; x⟩ ≥ const ďńï x ∈ K: Őâáîďă, ć áĺńã ńěňňë 3.3, ćëâěłăěâ a ∈ K^∗ = K^∗: Śńěďőćăâěńìŋő, ďńï x_0 łăł âőçłĺ łőŋãáă K^{∗∗} ďőńęŋő ćëŕőńŋïâáï ŋěàăćěŋáâćő ⟨a; x_0⟩ ≥ 0. Šăł łăł łőŋãá K ğăňłŋãâ ĺ, ğŋăçĺâ, ćłńîçăěâ âőçłã 0, âő, ŕőńăčăï x = 0; ŕőńãçĺň ⟨a; x_0⟩ ≤ −› < 0: Ŕàőâĺćőàěçĺě. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ńěňňă 3.5 Ěáńĺ K_1 ĺ K_2 { ćëŕãłńëě łőŋãáë, âő K_1 + K_2 {

ćëŕãłńëľ łőŋãá ĺ (K_1 + K_2)^∗ = K^∗_1 ∩ K^∗_2 :

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ćëŕãłńőáâì łőŋãáă K_1 + K_2 ńěčłő áńěďãěâ

ĺğ őŕàěďěńěŋĺľ.

Ŕőłăęěň, çâő ćëŕőńŋïěâáï ćłńîçěŋĺě (K_1 + K_2)^∗ ⊆ K^∗_1 ∩ K^∗_2 : Ŕãáâì a ∈ (K_1 + K_2)^∗. İâő ğŋăçĺâ, çâő

⟨a; x_1 + x_2⟩ ≥ 0 ŕàĺ ńîąëå x_1 ∈ K_1; x_2 ∈ K_2:

Řăááňőâàĺň ŕăàë âőçěł (–x_1; x_2) ĺ (x_1; –x_2): Šőčďă ŕàĺ – → 0 ĺğ ŕàěďëďãéěčő ŋěàăćěŋáâćă ŕőńãçĺň

⟨a; x_1⟩ ≥ 0; ⟨a; x_2⟩ ≥ 0 ŕàĺ ćáěå x_1 ∈ K_1; x_2 ∈ K_2;

â. ě. a ∈ K^∗_1 ∩ K^∗_2 :

Ŕőłăęěň őąàăâŋőě ćłńîçěŋĺě. Ŕãáâì a ∈ K^∗_1 ∩ K^∗_2 : Šőčďă ďńï ńîąëå x_1 ∈ K_1; x_2 ∈ K_2 ćëŕőńŋěŋë ŋěàăćěŋáâćă

⟨a; x_1⟩ ≥ 0; ⟨a; x_2⟩ ≥ 0:

Śłńăďëćăï ĺå, ŕőńãçĺň ⟨a; x_1 + x_2⟩ ≥ 0: Śńěďőćăâěńìŋő, a ŕàĺŋăďńěęĺâ łőŋãáã (K_1 + K_2)^∗. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ńěňňă 3.6 Ěáńĺ K_1 ĺ K_2 { ćëŕãłńëě ğăňłŋãâëě łőŋãáë, âő

(K_1 ∩ K_2)^∗ = K^∗_1 + K^∗_2 :

Ďőłăğăâěńìáâćő. Řăááňőâàĺň łőŋãá (K_1 ∩ K_2)^∗: Ć áĺńã ńěňňë

3.4 ĺ ğăňłŋãâőáâĺ K_1 ĺ K_2 őŋ áőćŕăďăěâ á łőŋãáőň (K^{∗∗}_1 ∩ K^{∗∗}_2 )^∗: Ŕő ńěňňě 3.5 íâőâ łőŋãá ŕàěďáâăćĺň ć ćĺďě ((K^∗_1 + K^∗_2 )^∗)^∗: Ŋăłőŋěæ, ŕàĺňěŋïï ńěňňã 3.4, ŕőńãçĺň âàěąãěňőě àăćěŋáâćő. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Śńěďãîéăï âěőàěňă ĺňěěâ ŕěàćőáâěŕěŋŋőě ğŋăçěŋĺě ĺ ŕőâàěąãěâáï ć ďăńìŋěľèěň ŕàĺ ďőłăğăâěńìáâćě ŋěőąåőďĺňëå ãáńőćĺľ íłáâàěňãňă. Őŋă áćőďĺâ ãáńőćĺě ŕãáâőâë ŕěàěáěçěŋĺï ćëŕãłńëå łőŋãáőć ł áãéěáâćőćăŋĺî ŋěâàĺćĺăńìŋőčő àěèěŋĺï ŋěłőâőàőčő ńĺŋěľŋőčő ãàăćŋěŋĺï ďńï ćěłâőàőć ĺğ áőŕàïęěŋŋëå łőŋãáőć.

Šěőàěňă 3.5 (Ďãąőćĺæłőčő { Ňĺńîâĺŋă) Ŕãáâì K_1; : : :; K_m {

ŋěŕãáâëě ćëŕãłńëě łőŋãáë. 1. Ěáńĺ ⋂m i=1 K_i = ∅, âő áãéěáâćãîâ ćěłâőàë a_i ∈ K^∗_i ; ŋě ćáě àăćŋëě ŋãńî ĺ ãďőćńěâćőàïîéĺě àăćěŋáâćã

a_1 + ::: + a_m = 0: (3.2)

2. Ěáńĺ áãéěáâćãîâ ćěłâőàë a_i ∈ K^∗_i ; ŋě ćáě àăćŋëě ŋãńî ĺ ãďőćńěâćőàïîéĺě àăćěŋáâćã (3.2), âő

K_1 ∩ intK_2 ∩ ::: ∩ intK_m = ∅:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ďőłăęěň ŕěàćãî çăáâì âěőàěňë. Řăááňő-

âàĺň ŕàőáâàăŋáâćő (R^n)^m; íńěňěŋâăňĺ łőâőàőčő ïćńïîâáï ćěłâőàë ćĺďă (x_1; : : :; x_m), čďě x_i ∈ R^n: Ŕő őŕàěďěńěŋĺî áłăńïàŋőčő ŕàőĺğćěďěŋĺï ćěłâőàőć ĺňěěň

⟨(a_1; :::; a_m); (x_1; :::; x_m)⟩ = ⟨a_1; x_1⟩ + ::: + ⟨a_m; x_m⟩:

Ŕãáâì ∼ K= K1 × ::: × Km;^∼P = {( m x; :::; x)|x ∈ R^n}:

Ňŋőęěáâćő^∼P ïćńïěâáï ďĺăčőŋăńìî ŕàőáâàăŋáâćă (R^n)^m: Őçěćĺďŋő, çâő ňŋőęěáâćă^∼K;^∼P | ćëŕãłńëě łőŋãáë ć (R^n)^m ĺ^∼K ∩^∼P = ∅: Ć áĺńã âěőàěňë 3.3 áãéěáâćãîâ ćěłâőàë a_1; : : :; a_m ∈ R^n, ŋě ćáě àăćŋëě ŋãńî, âăłĺě, çâő

⟨a_1; x⟩ + ::: + ⟨a_m; x⟩ ≤ ⟨a_1; x_1⟩ + ::: + ⟨a_m; x_m⟩

ďńï ćáěå x ∈ R^n ĺ x_i ∈ K_i; i = 1; : : :; m: Ťĺłáĺàãï x_1; : : :; x_{i−1}; x_{i+1}; : : :; x_m ŕőńãçĺň ⟨a_i; x_i⟩ ≥ const ďńï x_i ∈ K_i: Ć áĺńã ńěňňë 3.3 íâő őğŋăçăěâ, çâő a_i ∈ K^∗_i : Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, őçěćĺďŋő, çâő

⟨a_1 + ::: + a_m; x⟩ ≤ const ďńï x ∈ R^n:

İâő ŋěàăćěŋáâćő ćőğňőęŋő ńĺèì ć âőň áńãçăě, łőčďă

a_1 + ::: + a_m = 0;

çâő ĺ âàěąőćăńőáì ďőłăğăâì.

Ďőłăęěň ćâőàãî çăáâì âěőàěňë. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő áãéěáâćãěâ ćěłâőà^∼x∈ K_1 ∩ intK_2 ∩ ::: ∩ intK_m: Šőčďă ⟨a_1 + ::: +a_m;^∼x ⟩ = 0 ĺ ć áĺńã őŕàěďěńěŋĺï a_i ćëŕőńŋěŋë ŋěàăćěŋáâćă ⟨a_i;^∼x⟩ ≥ 0 ďńï i = 1; : : :; m: Őâáîďă áńěďãěâ, çâő ⟨a_i;^∼x⟩ = 0 ďńï i = 1; : : :; m: Ŕő ãáńőćĺî ŋě ćáě a_i àăćŋë ŋãńî, áńěďőćăâěńìŋő, ŕő łàăľŋěľ ňěàě ďćă ĺğ ŋĺå ŋě ŋãńěćëě. Śńěďőćăâěńìŋő, åőâï ąë őďĺŋ ĺğ ŋĺå ńěęĺâ ć őďŋőň ĺğ áőŕàïęěŋŋëå łőŋãáőć K^∗_2 ; : : :; K^∗_m. Ąěğ őčàăŋĺçěŋĺï őąéŋőáâĺ ňőęŋő áçĺâăâì, çâő íâő ćěłâőà a_2: Šőčďă ⟨a_2; x⟩ ≥ 0 ďńï ćáěå x ∈ K_2 ĺ ⟨a_2;^∼x⟩ = 0: Šăł łăł^∼x∈ intK_2, âő ňĺŋĺňãň ńĺŋěľŋőľ äãŋłæĺĺ ⟨a_2; ·⟩, ŋě àăćŋőľ âőęďěáâćěŋŋő ŋãńî, ďőáâĺčăěâáï ćő ćŋãâàěŋŋěľ âőçłě K_2: Ŕőńãçĺńĺ ŕàőâĺćőàěçĺě. Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

3.3 Ŋěőąåőďĺňëě ãáńőćĺï íłáâàěňãňă

Ć íâőň ŕăàăčàăäě ŕàĺćőďĺâáï ŋěőąåőďĺňőě ãáńőćĺě ňĺŋĺňãňă äãŋłæĺĺ f(x) ŋă ŋěłőâőàőň ňŋőęěáâćě ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ

Q; łőâőàőě ïćńïěâáï ŕěàěáěçěŋĺěň łőŋěçŋőčő ŋăąőàă ŕőďňŋőęěáâć ŕàőáâàăŋáâćă R^n: Ŋĺłăłĺå ďàãčĺå ďőŕőńŋĺâěńìŋëå őčàăŋĺçěŋĺľ ŋă äãŋłæĺî f(x) ĺ ňŋőęěáâćő Q ŋě ŋăłńăďëćăěâáï. Ŕőíâőňã ŋěőąåőďĺňőě ãáńőćĺě, ő łőâőàőň ĺďěâ àěçì, ĺňěěâ çàěğćëçăľŋő őąéĺľ åăàăłâěà. Őďŋăłő, ŕàĺ ŋăńĺçĺĺ ďőŕőńŋĺâěńìŋëå ŕàěďŕőńőęěŋĺľ, ŋă ěčő őáŋőćě ãďăěâáï ŕőáâàőĺâì ąőńěě áőďěàęăâěńìŋëě ćăàĺăŋâë ŋěőąåőďĺňëå ãáńőćĺľ ňĺŋĺňãňă ďńï ňŋőčĺå łńăááőć ğăďăç á ŋěńĺŋěľŋëňĺ őčàăŋĺçěŋĺïňĺ ć ćĺďě ŋěàăćěŋáâć ĺ àăćěŋáâć.

Ŕãáâì G ⊂ R^n; x; x_0 ∈ R^n; x ≠ 0:

Őŕàěďěńěŋĺě 3.3 Ćěłâőà x { ćŋãâàěŋŋěě ŋăŕàăćńěŋĺě ďńï ňŋő-

ęěáâćă G ĺğ âőçłĺ x_0, ěáńĺ áãéěáâćãîâ őâłàëâăï őłàěáâŋőáâì V_x ćěłâőàă x ĺ çĺáńő › > 0 âăłĺě, çâő ŕàĺ ćáěå x^′ ∈ V_x ĺ ›^′ ∈ (0; ›) âőçłă x_0 + ›^′x^′ ŕàĺŋăďńěęĺâ G:

Ĺáåőďï ĺğ őŕàěďěńěŋĺï łőŋãáă ĺ őŕàěďěńěŋĺï 3.3, ńěčłő ďőłăğăâì áńěďãîéĺě áćőľáâćă.

Śćőľáâćő 3.1 Ěáńĺ ćěłâőà x | ćŋãâàěŋŋěě ŋăŕàăćńěŋĺě ďńï

ňŋőęěáâćă G ĺğ âőçłĺ x_0 ĺ V_x | őâłàëâăï őłàěáâŋőáâì ćěłâőàă x ĺğ őŕàěďěńěŋĺï 3.3, âő

1) Ďńï ńîąőčő – > 0 ćěłâőà –x ïćńïěâáï ćŋãâàěŋŋĺň ŋăŕàăćńěŋĺěň ďńï ňŋőęěáâćă G ĺğ âőçłĺ x_0:

2) Ńîąőľ ćěłâőà x^′ ĺğ őłàěáâŋőáâĺ V_x ïćńïěâáï ćŋãâàěŋŋĺň ŋăŕàăćńěŋĺěň ďńï ňŋőęěáâćă G ĺğ âőçłĺ x_0:

3) Ňŋőęěáâćő intG ŋě ŕãáâő.

Śćőľáâćő 3.2 Ěáńĺ V_x | őâłàëâőě ćëŕãłńőě ňŋőęěáâćő, âő K^′ = {–x^′ | – > 0; x^′ ∈ V_x} | őâłàëâëľ ćëŕãłńëľ łőŋãá. Ěáńĺ x^′ ∈ K^′; âő ćěłâőà x^′ | ćŋãâàěŋŋěě ŋăŕàăćńěŋĺě ďńï ňŋőęěáâćă G ĺğ âőçłĺ x_0:

Śćőľáâćő 3.3 Ěáńĺ ćěłâőà x | ćŋãâàěŋŋěě ŋăŕàăćńěŋĺě ďńï

ňŋőęěáâćă G ĺğ âőçłĺ x_0; âő áãéěáâćãěâ őâłàëâëľ ćëŕãłńëľ łőŋãá K; áőďěàęăéĺľ x; ĺ őłàěáâŋőáâì ŋãńï B(0; ›) âăłĺě, çâő x_0 + K ∩ B(0; ›) ⊆ G:

Śćőľáâćő 3.4 Ŕãáâì K | őâłàëâëľ ćëŕãłńëľ łőŋãá, áőďěà-

ęăéĺľ ćěłâőà x, ĺ B(0; ›) | őłàěáâŋőáâì ŋãńï. Ěáńĺ x_0 + K ∩ B(0; ›) ⊆ G; âő ćěłâőà x | ćŋãâàěŋŋěě ŋăŕàăćńěŋĺě ďńï ňŋőęěáâćă G ĺğ âőçłĺ x_0:

Řĺá. 5. Ćěłâőà x | ćŋãâàěŋŋěě ŋăŕàăćńěŋĺě ďńï G ĺğ âőçłĺ x_0

Šăłĺň őąàăğőň, x | ćŋãâàěŋŋěě ŋăŕàăćńěŋĺě ďńï ňŋőęěáâćă G ĺğ âőçłĺ x_0 âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă áãéěáâćãěâ őâłàëâëľ ćëŕãłńëľ łőŋãá K, áőďěàęăéĺľ ćěłâőà x, ĺ őłàěáâŋőáâì ŋãńï V âăłĺě, çâő x_0 + K ∩ V ⊆ G (àĺá. 5).

Őŕàěďěńěŋĺě 3.4 Ćěłâőà x { ŕàěďěńìŋőě ŋăŕàăćńěŋĺě ďńï ňŋő-

ęěáâćă G ĺğ âőçłĺ x_0, ěáńĺ ďńï ńîąőľ őłàěáâŋőáâĺ V_x âőçłĺ x ĺ çĺáńă › > 0 ŋăľďãâáï x^′ ∈ V_x ĺ ›^′ ĺğ ĺŋâěàćăńă (0; ›) âăłĺě, çâő x_0 + ›^′x^′ ∈ G:

Śćőľáâćő 3.5 Ěáńĺ ćěłâőà x | ŕàěďěńìŋőě ŋăŕàăćńěŋĺě ďńï

ňŋőęěáâćă G ĺğ âőçłĺ x_0, âő

1) ďńï ńîąőčő – > 0 ćěłâőà –x âăłęě ŕàěďěńìŋőě ŋăŕàăćńěŋĺě ďńï ňŋőęěáâćă G ĺğ âőçłĺ x_0:

2) ďńï ńîąőčő őâłàëâőčő łőŋãáă K; áőďěàęăéěčő âőçłã x; ĺ ńîąőľ őłàěáâŋőáâĺ ŋãńï V; áàěďĺ âőçěł ňŋőęěáâćă x_0 + K ∩ V ěáâì âőçłĺ ĺğ ňŋőęěáâćă G:

Śćőľáâćő 3.6 Ěáńĺ ďńï ńîąőčő őâłàëâőčő łőŋãáă K; áőďěàęă-

éěčő âőçłã x; ĺ ńîąőľ őłàěáâŋőáâĺ ŋãńï V; áàěďĺ âőçěł ňŋőęěáâćă x_0 + K ∩ V ěáâì âőçłĺ ĺğ ňŋőęěáâćă G; âő ćěłâőà x | ŕàěďěńìŋőě ŋăŕàăćńěŋĺě ďńï ňŋőęěáâćă G ĺğ âőçłĺ x_0:

Śćőľáâćő 3.7 Ěáńĺ ćěłâőà x | ćŋãâàěŋŋěě ŋăŕàăćńěŋĺě ďńï

ňŋőęěáâćă G ĺğ âőçłĺ x_0; âő x âăłęě ïćńïěâáï ĺ ŕàěďěńìŋëň ŋăŕàăćńěŋĺěň ďńï ňŋőęěáâćă G ĺğ âőçłĺ x_0:

Řĺá. 6. Ćěłâőà x | ŕàěďěńìŋőě ŋăŕàăćńěŋĺě ďńï G ĺğ âőçłĺ x_0.

Ĺğ áćőľáâć 3.5 ĺ 3.6 áńěďãěâ, çâő ćěłâőà x | ŕàěďěńìŋőě ŋăŕàăćńěŋĺě ďńï ňŋőęěáâćă G ĺğ âőçłĺ x_0 âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ďńï ńîąőčő őâłàëâőčő łőŋãáă K; áőďěàęăéěčő âőçłã x; ĺ ńîąőľ őłàěáâŋőáâĺ ŋãńï V; áàěďĺ âőçěł ňŋőęěáâćă x_0 +K ∩V ěáâì âőçłĺ ĺğ ňŋőęěáâćă G (àĺá. 6).

Ŕãáâì G_i; i = 1; : : :; m + 1; ŋěŕãáâëě ŕőďňŋőęěáâćă ŕàőáâàăŋáâćă R^n: Řăááňőâàĺň ğăďăçã:

min_{x∈Q} f(x); Q =

m+1⋂ i=1 G_i: (3.3)

Ğăďăćăï ňŋőęěáâćő ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ Q ŕőďőąŋëň őąàăğőň, ňë ŕőńãçĺň ŋěőąåőďĺňőě ãáńőćĺě ňĺŋĺňãňă ďńï ğăďăçĺ (3.3) ć äőàňě, ãďőąŋőľ ďńï ŕàĺňěŋěŋĺï ł ğăďăçăň á őčàăŋĺçěŋĺïňĺ ć ćĺďě ŋěàăćěŋáâć ĺ àăćěŋáâć.

Ŕãáâì G_0 = {x | f(x) < f(x_0)}; `_i { ňŋőęěáâćő ćŋãâàěŋŋĺå ŋăŕàăćńěŋĺľ ďńï G_i ĺğ âőçłĺ x_0, i = 0; 1; : : :; m: Őçěćĺďŋő, çâő ćŋãâàěŋŋĺě ŋăŕàăćńěŋĺï ďńï G_i ĺğ âőçłĺ x_0 ňőčãâ áãéěáâćőćăâì (ŋő ŋě őąïğăâěńìŋő áãéěáâćãîâ) âőńìłő ć âőň áńãçăě, łőčďă ŋěŕãáâő ňŋőęěáâćő intG_i: Ěáńĺ ňŋőęěáâćő `_i ŋě ŕãáâő, âő ĺğ Śćőľáâćă 3.1 áńěďãěâ, çâő őŋő ïćńïěâáï őâłàëâëň łőŋãáőň. Ąőńěě âőčő, łőčďă x_0 ∈ intG_i; łőŋãá `_i áőćŕăďăěâ á ŕàőáâàăŋáâćőň R^n: Őąőğŋăçĺň çěàěğ `_{m+1} { ňŋőęěáâćő ŕàěďěńìŋëå ŋăŕàăćńěŋĺľ ďńï G_{m+1} ĺğ âőçłĺ x_0: Łăł áńěďãěâ ĺğ áćőľáâćă 3.5, ňŋőęěáâćő `_{m+1} âăłęě ïćńïěâáï łőŋãáőň.

Šěőàěňă 3.6 (Ŋěőąåőďĺňőě ãáńőćĺě íłáâàěňãňă) Ěáńĺ x_0 |

őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ (3:3), âő

m+1⋂ i=0 `_i = ∅:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő âěőàěňă ŋě ćěàŋă, âő ěáâì

áãéěáâćãěâ íńěňěŋâ e, ŕàĺŋăďńěęăéĺľ ňŋőęěáâćã ∩^{m+1}_{i=0} `_i: Šőčďă ŕő őŕàěďěńěŋĺî ćŋãâàěŋŋěčő ŋăŕàăćńěŋĺï ďńï ňŋőęěáâć G_i; i = 0; : : :; m; áãéěáâćãîâ őâłàëâëě łőŋãáë K_i, łăęďëľ ĺğ łőâőàëå áőďěàęĺâ ćěłâőà e, ĺ őłàěáâŋőáâĺ ŋãńï V_i âăłĺě, çâő x_0 +K_i ∩V_i ⊂ G_i ďńï łăęďőčő i = 0; : : :; m: Ŕőíâőňã

x_0 + (∩^m_{i=0}K_i) ∩ (∩^m_{i=0}V_i) ⊂ (∩^m_{i=0}G_i):

Šăłĺň őąàăğőň, áãéěáâćãîâ őâłàëâëľ łőŋãá K = ∩^m_{i=0}K_i, áőďěàęăéĺľ ćěłâőà e, ĺ őłàěáâŋőáâì ŋãńï V = ∩^m_{i=0}V_i âăłĺě, çâő

x_0 + K ∩ V ⊂ (∩^m_{i=0}G_i):

Šăł łăł e âăłęě íńěňěŋâ ĺ łőŋãáă `_{m+1}, âő (x_0+K∩V )∩G_{m+1} ≠ ∅: Ćëąěàěň x^′ ∈ (x_0 + K ∩ V ) ∩ G_{m+1}: Šőčďă x^′ ∈ G_i; i = 0; : : :; m + 1; ĺ, ć çăáâŋőáâĺ, x^′ ∈ G_0; âő ěáâì f(x^′) < f(x_0): Ŋő íâő ŋěćőğňőęŋő, âăł łăł x_0 | őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ (3:3):

3.4 Őąőąéěŋŋőě ŕàăćĺńő ňŋőęĺâěńěľ Ńăčàăŋęă

Ąőńěě áőďěàęăâěńìŋëě ŋěőąåőďĺňëě ãáńőćĺï ňĺŋĺňãňă ňőčãâ ąëâì ŕőńãçěŋë, łőčďă x_0 | ńőłăńìŋëľ íłáâàěňãň ğăďăçĺ (3:3); ďńï łőâőàőčő łőŋãáë `_i; i = 0; 1; : : :; m + 1; ŋěŕãáâë ĺ ćëŕãłńë. Šőčďă ŕő âěőàěňě Ďãąőćĺæłőčő-Ňĺńîâĺŋă áãéěáâćãîâ ŋě àăćŋëě ŋãńî őďŋőćàěňěŋŋő ćěłâőàë c_i ∈ `^∗_i ; i = 0; 1; : : :; m+1; âăłĺě, çâő c_0 +: : :+c_{m+1} = 0: İâő ďőáâăâőçŋő őąéěě ãáńőćĺě íłáâàěňãňă ďńï ğăďăç á őčàăŋĺçěŋĺïňĺ ãâőçŋïěâáï ć ďăŋŋőň ŕăàăčàăäě.

Řăááňőâàĺň áńěďãîéãî ğăďăçã:

min f(x); (3.4) ’_i(x) ≤ 0; i = 1; : : :; s; (3.5) ’_i(x) = 0; i = s + 1; : : :; k; (3.6) x ∈ G ⊂ R^n: (3.7)

Śçĺâăěň, çâő äãŋłæĺĺ f; ’_i { ŋěŕàěàëćŋő ďĺääěàěŋæĺàãěňë, G { ćëŕãłńőě, ğăňłŋãâőě ňŋőęěáâćő, intG ≠ ∅: Łăł ŕàăćĺńő, ňŋőęěáâćő G ĺňěěâ ŕàőáâãî áâàãłâãàã. Ŋăŕàĺňěà, G = {x | x_i ≥ 0; i = 1; : : :; n}:

Ŕőłăęěň, çâő ŕàĺ íâĺå ŕàěďŕőńőęěŋĺïå ňőęŋő ćőáŕőńìğőćăâìáï ŋěőąåőďĺňëň ãáńőćĺěň íłáâàěňãňă ĺğ âěőàěňë 3.6 ĺ âěőàěňőľ Ďãąőćĺæłőčő-Ňĺńîâĺŋă. Ďńï íâőčő ŕàěďáâăćĺň ğăďăçã (3.4)-(3.7) ć ćĺďě ğăďăçĺ (3:3); ććěďï áńěďãîéĺě ňŋőęěáâćă G_0 = {x | f(x) < f(x_0)}, G_i = {x | ’_i(x) ≤ 0}; i = 1; : : :; s; G_m = G; G_{m+1} = {x | ’_i(x) = 0; i = s+1; : : :; k}, čďě m = s+1 ĺ x_0 | ďőŕãáâĺňőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ (3.4)-(3.7). Ďőłăğăâěńìáâćő ŋěŕãáâőâë ĺ ćëŕãłńőáâĺ łőŋãáőć `_i; i = 0; : : :; m + 1; őáŋőćëćăěâáï ŋă áńěďãîéĺå ãâćěàęďěŋĺïå.

Ńěňňă 3.7 Ŕãáâì f(x) | ŋěŕàěàëćŋő-ďĺääěàěŋæĺàãěňăï äãŋł-

æĺï ĺ f^′(x_0) ≠ 0: Šőčďă łőŋãá `_0 ïćńïěâáï őâłàëâëň ćëŕãłńëň ňŋőęěáâćőň ĺ

`_0 = {e ∈ R^n | ⟨f^′(x_0); e⟩ < 0}:

Ńěňňă 3.8 Ŕãáâì ’_i(x) | ŋěŕàěàëćŋő-ďĺääěàěŋæĺàãěňăï äãŋł-

æĺï, ďńï łőâőàőľ áŕàăćěďńĺćő ńĺąő ’_i(x_0) < 0; ńĺąő ’^′_i(x_0) ≠ 0: Šőčďă łőŋãá `_i ïćńïěâáï őâłàëâëň ćëŕãłńëň ňŋőęěáâćőň ĺ

`_i = { R^n; ěáńĺ ’_i(x_0) < 0;

{e ∈ R^n | ⟨’^′_i(x_0); e⟩ < 0}; ěáńĺ ’_i(x_0) = 0:

Ńěňňă 3.9 Ŕãáâì G | ćëŕãłńőě ňŋőęěáâćő ĺğ R^n, intG ≠ ∅ ĺ x_0 ∈ G: Šőčďă łőŋãá `_m ïćńïěâáï őâłàëâëň ćëŕãłńëň ňŋőęěáâćőň ĺ

`_m = {e ∈ R^n | e = (x − x_0); > 0; x ∈ intG}: Ğăňěâĺň, çâő ěáńĺ x_0 ∈ intG; âő `_m = R^n:

Ńěňňă 3.10 Ŕãáâì ’_i(x); i = s + 1; : : :; k; | ŋěŕàěàëćŋő-ďĺääě-

àěŋæĺàãěňëě äãŋłæĺĺ. Šőčďă łőŋãá `_{m+1} ïćńïěâáï ğăňłŋãâëň ćëŕãłńëň ňŋőęěáâćőň ĺ

`_{m+1} = {e ∈ R^n | ⟨’^′_i(x_0); e⟩ = 0; i = s + 1; : : :; k}: Ďőłăğăâěńìáâćő ńěňň 3.7-3.10 ňőęŋő ŋăľâĺ ć [1].

Šěőàěňă 3.7 (Őąőąéěŋŋőě ŕàăćĺńő ňŋőęĺâěńěľ Ńăčàăŋęă) Ŕãáâì x_0 | őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ (3.4)-(3.7). Šőčďă áãéěáâćãîâ ćěńĺçĺŋë –^0_i ; i = 0; : : :; k; ŋě ćáě àăćŋëě ŋãńî, âăłĺě, çâő –^0_i ≥ 0; i = 0; : : :; s;

–^0_i ’_i(x_0) = 0; i = 1; : : :; s; ⟨–^0f^′(x_0) + k∑ i=1 –^0_i ’^′_i(x_0); x − x_0⟩ ≥ 0 ďńï ńîąőčő x ĺğ G: (Ćěńĺçĺŋë –^0_i ŕàĺŋïâő ŋăğëćăâì ňŋőęĺâěńïňĺ Ńăčàăŋęă.)

Ďőłăğăâěńìáâćő. Şąěďĺňáï áŋăçăńă, çâő ąěğ őčàăŋĺçěŋĺï őąé-

ŋőáâĺ ňőęŋő ŕàěďŕőńăčăâì ćëŕőńŋěŋŋëňĺ áńěďãîéĺě ãáńőćĺï:

1) f^′(x_0) ≠ 0, 2) ďńï ńîąőčő i = 1; : : :; s; ńĺąő ’_i(x_0) < 0; ńĺąő ’^′_i(x_0) ≠ 0: Ďěľáâćĺâěńìŋő, ŕãáâì f^′(x_0) = 0: Šőčďă âěőàěňă ćěàŋă ŕàĺ –^0 = 1; –^0_i = 0; i ≥ 1: Ŕàěďŕőńőęĺň âěŕěàì, çâő ’_i(x_0) = 0 ĺ ’^′_i(x_0) = 0 ŕàĺ ŋěłőâőàőň i = 1; : : :; s: Šőčďă âěőàěňă ćěàŋă ŕàĺ –^0_i = 1; –^0_j = 0; j ≠ i:

Ĺğ ńěňň 3.7-3.10 áńěďãěâ, çâő łőŋãáë ćŋãâàěŋŋĺå ĺ ŕàěďěńìŋëå ŋăŕàăćńěŋĺľ ĺğ âőçłĺ x_0 ćëčńïďïâ áńěďãîéĺň őąàăğőň:

`_0 = {e ∈ R^n | ⟨f^′(x_0); e⟩ < 0};

ďńï ńîąőčő i=1,. . . ,s

`_i = { R^n; ěáńĺ ’_i(x_0) < 0;

{e ∈ R^n | ⟨’^′_i(x_0); e⟩ < 0}; ěáńĺ ’_i(x_0) = 0;

`_m = {e ∈ R^n | e = (x − x_0); > 0; x ∈ intG};

`_{m+1} = {e ∈ R^n | ⟨’^′_i(x_0); e⟩ = 0; i = s + 1; : : :; k; }:

Ćáě íâĺ łőŋãáë ŋěŕãáâë ĺ ćëŕãłńë. Šăł łăł x_0 | őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ (3.4)-(3.7), âő ∩^{m+1}_{i=0} `_i = ∅: Šőčďă ĺğ âěőàěňë Ďãąőćĺæłőčő-Ňĺńîâĺŋă áńěďãěâ, çâő áãéěáâćãîâ ŋě àăćŋëě ŋãńî őďŋőćàěňěŋŋő ćěłâőàë c_i ∈ `^∗_i ; i = 0; : : :; m + 1 âăłĺě, çâő c_0 + c_1 + ::: + c_{m+1} = 0:

Ŕőáňőâàĺň, çâő ŕàěďáâăćńïîâ áőąőľ ć àăááňăâàĺćăěňőň áńãçăě áőŕàïęěŋŋëě łőŋãáë. Ŕàěęďě ćáěčő ŕőłăęěň, çâő

`^∗_0 = {c_0 | c_0 = −–_0f^′(x_0); –_0 ≥ 0}:

Ĺğ őŕàěďěńěŋĺï áőŕàïęěŋŋőčő łőŋãáă áńěďãěâ, çâő c_0 ŕàĺŋăďńěęĺâ `^∗_0 âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ďńï ńîąőčő e ∈ `_0 ćěàŋő ⟨c_0; e⟩ ≥ 0. Őâáîďă ŕőńãçăěň, çâő łőŋãá `^∗_0 áőďěàęĺâ ćáěćőğňőęŋëě ćěłâőàë ćĺďă −–_0f^′(x_0); čďě –_0 ≥ 0:

Ŕőłăęěň, çâő `^∗_0 ⊆ {c_0 | c_0 = −–_0f^′(x_0); –_0 ≥ 0}:

Ŕãáâì ćěłâőà c ŋě ŕàĺŋăďńěęĺâ ćëŕãłńőňã ğăňłŋãâőňã ňŋőęěáâćã {c_0 | c_0 = −–_0f^′(x_0); –_0 ≥ 0}: Šőčďă ŕő ŕěàćőľ âěőàěňě őâďěńĺňőáâĺ áãéěáâćãěâ ŋěŋãńěćőľ ćěłâőà e âăłőľ, çâő ⟨−–_0f^′(x_0); e⟩ > ⟨c; e⟩ ŕàĺ ńîąőň –_0 ≥ 0: Ŕőńăčăï –_0 = 0; ŕőńãçĺň ⟨c; e⟩ < 0. Ąãďãçĺ ŕőďěńěŋŋëň ŋă –_0 > 0 ŕàĺ –_0 → ∞ ŋěàăćěŋáâćő ďăěâ ⟨f^′(x_0); e⟩ ≤ 0: Ğŋăçĺâ, c ŋě ŕàĺŋăďńěęĺâ łőŋãáã `^∗_0:

Šőçŋő âăł ęě `^∗_i = {c_i | c_i = −–_i’^′_i(x_0); –_i ≥ 0} ďńï âěå i ≤ s, ŕàĺ łőâőàëå ’_i(x_0) = 0. Ěáńĺ ęě ’_i(x_0) < 0, âő `^∗_i = {0}. Śńěďőćăâěńìŋő, ŕàĺ ćáěå i ≤ s ĺňěěň

`^∗_i = {c_i | c_i = −–_i’^′_i(x_0); –_i ≥ 0; –_i’_i(x_0) = 0}: Ńěčłő ŕàőćěàĺâì, çâő

`^∗_{m+1} = {c_{m+1} | c_{m+1} = − k∑ i=s+1

–_i’^′_i(x_0)}:

Šăłĺň őąàăğőň, ãçĺâëćăï ŕőńãçěŋŋëě ŕàěďáâăćńěŋĺï áőŕàïęěŋŋëå łőŋãáőć ĺ àăćěŋáâćő c_0 + c_1 + ::: + c_{m+1} = 0 ŕőńãçăěň:

c_m = –^0f^′(x_0) + k∑ i=1 –^0_i ’^′_i(x_0) ∈ `^∗_m;

–^0_i ≥ 0; i = 0; : : :; s; –^0_i ’_i(x_0) = 0; i = 1; : : :; s;

čďě –^0_i ; i = 0; : : :; k; { ŋěłőâőàëě ňŋőęĺâěńĺ, łőâőàëě ŋě ďőńęŋë ąëâì àăćŋë ŋãńî őďŋőćàěňěŋŋő (ãáńőćĺě ŋěâàĺćĺăńìŋőáâĺ ŋăąőàă ćěłâőàőć c_i; 0 ≤ i ≤ m + 1).

Ŕő őŕàěďěńěŋĺî łőŋãá `^∗_m áőáâőĺâ ĺğ ćěłâőàőć c, ãďőćńěâćőàïîéĺå ŋěàăćěŋáâćã ⟨c; (x − x_0)⟩ ≥ 0 ŕàĺ ćáěå > 0 ĺ ńîąëå x ∈ intG. Šăł łăł ńîąăï âőçłă ćëŕãłńőčő ňŋőęěáâćă G ïćńïěâáï ŕàěďěńìŋőľ âőçłőľ ňŋőęěáâćă intG; âő ďńï c ∈ `^∗_m ŕàĺ ćáěå x ∈ G ćëŕőńŋïěâáï ⟨c; x − x_0⟩ ≥ 0 ĺ, áńěďőćăâěńìŋő,

⟨–^0f^′(x_0) + k∑ i=1 –^0_i ’^′_i(x_0); x − x_0⟩ ≥ 0

ďńï ńîąőčő x ĺğ G: Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

Ŋěőąåőďĺňëě ãáńőćĺï őŕâĺňăńìŋőáâĺ âěőàěňë 3.7 ŋăğëćăîâáï őąőąéěŋŋëň ŕàăćĺńőň ňŋőęĺâěńěľ Ńăčàăŋęă, ă ćěńĺçĺŋë –^0_i ; i = 0; : : :; k; | ňŋőęĺâěńïňĺ Ńăčàăŋęă. Ć âěőàěňě 3.7 ŋěńìğï ĺáłńîçĺâì áńãçăľ, łőčďă ňŋőęĺâěńì –^0 ŕàĺ čàăďĺěŋâě æěńěćőľ äãŋłæĺĺ f^′(x_0) àăćěŋ ŋãńî, ĺ âőčďă ŋěőąåőďĺňëě ãáńőćĺï íłáâàěňãňă ŋě ğăćĺáïâ őâ őŕâĺňĺğĺàãěňőľ äãŋłæĺĺ. Šăłĺě ğăďăçĺ ŋăğőćěň ćëàőęďěŋŋëňĺ ć âőçłě x_0: Őďĺŋ ĺğ áŕőáőąőć, ŕőğćőńïîéĺå ćëďěńïâì łńăááë ŋěćëàőęďěŋŋëå ğăďăç, ďăěâ âěőàěňă Ďãąőćĺæłőčő- Ňĺńîâĺŋă. Ěáńĺ –^0 = 0, âő c_0 = 0 ĺ c_1 + ::: + c_{m+1} = 0. Ĺğ ńěňň 3.7-3.10 áńěďãěâ, çâő łőŋãáë `_1; `_2; : : :; `_m | őâłàëâëě ňŋőęěáâćă. Śńěďőćăâěńìŋő, ŕő âěőàěňě Ďãąőćĺæłőčő-Ňĺńîâĺŋă ĺňěěň

`_1 ∩ `_2 ∩ ::: ∩ `_{m+1} = ∅:

Ğŋăçĺâ, ěáńĺ ŕěàěáěçěŋĺě ďăŋŋőčő ňŋőęěáâćă łőŋãáőć ŋěŕãáâő, âő àăćěŋáâćő –^0 = 0 ĺáłńîçăěâáï. Ŋăĺąőńěě ŕàőáâő ãáńőćĺï, čăàăŋâĺàãîéĺě őâńĺçĺě –^0 őâ ŋãńï ć őąőąéěŋŋőň ŕàăćĺńě ňŋőęĺâěńěľ Ńăčàăŋęă, ŕőńãçăîâáï ďńï âěå ğăďăç (3.4)-(3.7), ć łőâőàëå G = R^n.

Šěőàěňă 3.8. (Ŋěőąåőďĺňëě ãáńőćĺï Łãŋă-Šăłłěàă) Ŕãáâì x_0

{ őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ (3.4)-(3.7), G = R^n ĺ ňŋőęěáâćő {’^′_i(x_0) | ’_i(x_0) = 0} { ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňő. Šőčďă áãéěáâćãîâ ňŋőęĺâěńĺ –^0_i ; i = 1; : : :; k; âăłĺě, çâő:

–^0_i ≥ 0; i = 1; : : :; s; (3.8)

–^0_i ’_i(x_0) = 0; i = 1; : : :; s; (3.9)

f^′(x_0) + k∑ i=1 –^0_i ’^′_i(x_0) = 0: (3.10)

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ĺğ ãáńőćĺï G = R^n áńěďãěâ, çâő ŋěàăćěŋáâćő ⟨c; x − x_0⟩ ≥ 0 ňőęěâ ąëâì ćëŕőńŋěŋő ďńï ćáěå x ∈ G âőńìłő ŕàĺ c = 0. Śńěďőćăâěńìŋő, ŕő âěőàěňě 3.7 ĺňěěň

–^0f^′(x_0) + k∑ i=1 –^0_i ’^′_i(x_0) = 0: (3.11)

Ěáńĺ –^0 = 0, âő ∑k i=1 –^0_i ’^′_i(x_0) =^∑{–^0_i ’^′_i(x_0) | ’_i(x_0) = 0} = 0; çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ ãáńőćĺî âěőàěňë ő ńĺŋěľŋőľ ŋěğăćĺáĺňőáâĺ ňŋőęěáâćă {’^′_i(x_0) | ’_i(x_0) = 0}. Ŕőíâőňã őąě çăáâĺ àăćěŋáâćă (3.11) ňőęŋő àăğďěńĺâì ŋă –^0 > 0: Ŕőŋïâŋő, çâő ňŋőęĺâěńĺ –^0_i =–^0; i = 1; : : :; s; ãďőćńěâćőàïîâ ŋěőąåőďĺňëň ãáńőćĺïň (3.8)-(3.10). Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

Řăááňőâàĺň àăćěŋáâćă (3.9), (3.10) ĺ őčàăŋĺçěŋĺï ’_i(x_0) = 0; i = s+1; : : :; k: Őŋĺ őąàăğãîâ áĺáâěňã ĺğ k+n ãàăćŋěŋĺľ á k+n ŋěĺğćěáâŋëňĺ –^0_i ; i = 1; : : :; k; x_j; j = 1; : : :; n: Ĺáŕőńìğãï łăłőľŋĺąãďì çĺáńěŋŋëľ ňěâőď àěèěŋĺï ŕőďőąŋëå áĺáâěň, ňőęŋő ŋăľâĺ àěèěŋĺě (–^0; x_0): Őďŋăłő, ć áĺńã âőčő, çâő ãáńőćĺï (3.8)-(3.10) ŋě ïćńïîâáï ďőáâăâőçŋëňĺ ãáńőćĺïňĺ őŕâĺňăńìŋőáâĺ, âőçłă x_0 ňőęěâ ďăęě ŋě ąëâì ńőłăńìŋëň íłáâàěňãňőň ğăďăçĺ (3.4)-(3.7). Ŋěőąåőďĺňëě ĺ ďőáâăâőçŋëě ãáńőćĺï őŕâĺňăńìŋőáâĺ ãďăěâáï ŕőńãçĺâì ďńï ąőńěě ãğłĺå łńăááőć ŋěńĺŋěľŋëå ğăďăç. Ŋăŕàĺňěà, ďńï ğăďăç ćëŕãłńőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï, łőâőàëě àăááňăâàĺćăîâáï ŋĺęě.

3.5 Ŋěőąåőďĺňëě ĺ ďőáâăâőçŋëě ãáńőćĺï íłáâàěňãňă

Řăááňőâàĺň ğăďăçã ćëŕãłńőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ćĺďă

min f(x); (3.12)

’_i(x) ≤ 0; i = 1; :::; m; (3.13) x ∈ G ⊂ R^n; (3.14)

čďě G { ćëŕãłńőě ğăňłŋãâőě ňŋőęěáâćő, ĺňěîéěě ćŋãâàěŋŋĺě âőçłĺ, f; ’_i { ćëŕãłńëě äãŋłæĺĺ. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő x_0 ∈ G ĺ ďńï łăęďőľ ĺğ äãŋłæĺľ f(x) − f(x_0); ’_i(x); i = 1; :::; m; áãéěáâćãîâ ŋěŕãáâëě ŕőďňŋőęěáâćă ŕàőáâàăŋáâćă R^n, ŋă łőâőàëå őŋĺ ŕàĺŋĺňăîâ őâàĺæăâěńìŋëě ğŋăçěŋĺï. Łőŋãáë ćŋãâàěŋŋĺå ŋăŕàăćńěŋĺľ ĺğ âőçłĺ x_0 ďńï ňŋőęěáâć G_0 = {x ∈ R^n | f(x) < f(x_0)}; G_i = {x ∈ R^n | ’_i(x) ≤ 0}; i = 1; : : :; m; ĺ G ć ďăŋŋőň áńãçăě ćëčńïďïâ áńěďãîéĺň őąàăğőň:

`_0 = {e | e = (x − x_0); > 0; f(x) < f(x_0)};

`_i = { R^n; ěáńĺ ’_i(x_0) < 0;

{e | e = (x − x_0); > 0; ’_i(x) < 0}; ěáńĺ ’_i(x_0) = 0;

` = {e | e = (x − x_0); > 0; x ∈ intG}:

Łőŋãá ŕàěďěńìŋëå ŋăŕàăćńěŋĺľ ŕàĺ őâáãâáâćĺĺ őčàăŋĺçěŋĺľ { àăćěŋáâć ěáâì ćáě ŕàőáâàăŋáâćő R^n.

Őŕàěďěńěŋĺě 3.5 Ćěłâőà h ∈ R^n ŋăğëćăěâáï áãąčàăďĺěŋâőň

äãŋłæĺĺ f ć âőçłě x_0, ěáńĺ ďńï ńîąőčő x ∈ R^n áŕàăćěďńĺćő ŋěàăćěŋáâćő f(x) − f(x_0) ≥ ⟨h; x − x_0⟩:

Ňŋőęěáâćő ćáěå áãąčàăďĺěŋâőć äãŋłæĺĺ f ć âőçłě x_0 ąãďěň őąőğŋăçăâì @f(x_0) ĺ ŋăğëćăâì áãąďĺääěàěŋæĺăńőň f ć âőçłě x_0.

Ńěňňă 3.11 Łőŋãáë `^∗_0; `^∗_i ; i = 1; : : :; m; ğăďăîâáï àăćěŋáâćă- ňĺ `^∗_0 = {c_0 | c_0 = −–_0h; h ∈ @f(x_0); –_0 ≥ 0};

`^∗_i = {c_i | c_i = −–_ih; h ∈ @’_i(x_0); –_i ≥ 0; –_i’_i(x_0) = 0}; i = 1; : : :; m:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ćłńîçěŋĺě " ⊇ " ńěčłő áńěďãěâ ĺğ őŕàěďě-

ńěŋĺï áőŕàïęěŋŋőčő łőŋãáă ĺ áãąčàăďĺěŋâă. Ŕőłăęěň őąàăâŋőě ćłńîçěŋĺě. Ŕãáâì c_0 ∈ `^∗_0: Šőčďă ŕő őŕàěďěńěŋĺî áőŕàïęěŋŋőčő łőŋãáă ďńï ćáěå x, ãďőćńěâćőàïîéĺå ŋěàăćěŋáâćã f(x) < f(x_0), ĺ ćáěå > 0 áŕàăćěďńĺćő

⟨c_0; x − x_0⟩ ≥ 0:

Śńěďőćăâěńìŋő, ďńï ńîąőčő c_0 ∈ `^∗_0 ĺğ ŋěàăćěŋáâćă f(x) < f(x_0) áńěďãěâ ⟨c_0; x − x_0⟩ ≥ 0:

Řăááňőâàĺň ć ŕàőáâàăŋáâćě R^2 ňŋőęěáâćő

Y = {(y^1; y^2) | ∃x ∈ R^n : y^1 = ⟨c_0; x − x_0⟩; y^2 ≥ f(x) − f(x_0)}:

Ĺğ ćëŕãłńőáâĺ äãŋłæĺĺ f áńěďãěâ ćëŕãłńőáâì ňŋőęěáâćă Y: Šăł łăł c_0 ∈ `^∗_0; âő ňŋőęěáâćő Y ŋě ŕěàěáěłăěâáï á őâàĺæăâěńìŋëň őàâăŋâőň R^2_− = {¸ ∈ R^2 | ¸^1 < 0; ¸^2 < 0}:

Ŕő âěőàěňě 3.2 áãéěáâćãěâ ŋěŋãńěćőľ ćěłâőà — ∈ R^2 âăłőľ, çâő ŕàĺ ćáěå ¸ ∈ R^2_− ĺ ćáěå y ∈ Y (àĺá. 7) áŕàăćěďńĺćő

—^1¸^1 + —^2¸^2 ≤ —^1y^1 + —^2y^2:

Řĺá. 7. Ňŋőęěáâćă Y , R^2_− ĺ őâďěńïîéăï čĺŕěàŕńőáłőáâì

Ŕőńőęĺň y^1 = ⟨c_0; x − x_0⟩; y^2 = f(x) − f(x_0): Šőčďă ŕàĺ ńîąëå x ∈ R^n; ¸^1 < 0; ¸^2 < 0 ćěàŋő

—^1¸^1 + —^2¸^2 ≤ —^1⟨c_0; x − x_0⟩ + —^2(f(x) − f(x_0)):

İâő ćőğňőęŋő ńĺèì ć âőň áńãçăě, łőčďă —^1 ≥ 0; —^2 ≥ 0 ĺ ďńï ćáěå x ∈ R^n —^1⟨c_0; x − x_0⟩ + —^2(f(x) − f(x_0)) ≥ 0:

Ěáńĺ c_0 ≠ 0; âő íâő ŋěàăćěŋáâćő ňőęěâ ćëŕőńŋïâìáï ďńï ćáěå x ∈ R^n âőńìłő ŕàĺ —^2 > 0: Śńěďőćăâěńìŋő, f(x) − f(x_0) ≥ ⟨−—^1=—^2 c_0; x − x_0⟩ ďńï ćáěå x ∈ R^n: İâő őğŋăçăěâ, çâő ćěłâőà h = −—^1=—^2 c_0 ŕàĺŋăďńěęĺâ @f(x_0): Šăł łăł áãéěáâćãîâ âőçłĺ x, ć łőâőàëå f(x) < f(x_0), âő —^1 > 0: Ŕőíâőňã c_0 = −–_0h;

čďě –_0 = —^2=—^1 > 0:

Ăŋăńőčĺçŋő ãáâăŋăćńĺćăěâáï, çâő `^∗_i = {c_i | c_i = −–_ih; h ∈ @’_i(x_0); –_i ≥ 0} ć âőň áńãçăě, ěáńĺ ’_i(x_0) = 0 ŕàĺ i ≤ m. Şçĺâëćăï, çâő ĺğ ãáńőćĺï ’_i(x_0) < 0 ćëâěłăěâ àăćěŋáâćő `^∗_i = {0}; ŕőńãçăěň `^∗_i = {c_i | c_i = −–_ih; h ∈ @’_i(x_0); –_i ≥ 0; –_i’_i(x_0) = 0} ďńï ńîąőčő i = 1; :::; m: Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Őŕàěďěńěŋĺě 3.6 Ťãŋłæĺĺ

L(x; –) = f(x) + ⟨–; ’(x)⟩ = f(x) + m∑ i=1 –_i’_i(x) (3.15) ĺ L(x; –_0; –) = –_0f(x) + ⟨–; ’(x)⟩ = –_0f(x) + m∑ i=1 –_i’_i(x) (3.16)

ŋăğëćăîâáï áőőâćěâáâćěŋŋő äãŋłæĺěľ Ńăčàăŋęă ĺ őąőąéěŋŋőľ äãŋłæĺěľ Ńăčàăŋęă ďńï ğăďăçĺ (3.12)-(3.14).

Őŕàěďěńěŋĺě 3.7 Ŕăàã (x_0; –^0); čďě x_0 ∈ G; –^0 = (–^0_1; : : :; –^0_m) ≥

0; ŋăğőćěň áěďńőćőľ âőçłőľ äãŋłæĺĺ Ńăčàăŋęă, ěáńĺ ďńï ńîąëå x ∈ G; – ≥ 0 áŕàăćěďńĺćő ŋěàăćěŋáâćő

L(x; –^0) ≥ L(x_0; –^0) ≥ L(x_0; –):

Łăł áńěďãěâ ĺğ őŕàěďěńěŋĺï 3.7, áěďńőćăï âőçłă (x_0; –^0) ďőáâăćńïěâ ňĺŋĺňãň äãŋłæĺĺ Ńăčàăŋęă ŕő ŕěàěňěŋŋëň x ŕàĺ äĺłáĺàőćăŋŋőň ğŋăçěŋĺĺ – = –_0 ĺ ňăłáĺňãň ŕő ŕěàěňěŋŋëň – ŕàĺ äĺłáĺàőćăŋŋőň ğŋăçěŋĺĺ x = x_0 (àĺá. 8).

Řĺá. 8. Śěďńőćăï âőçłă äãŋłæĺĺ Ńăčàăŋęă

Şáńőćĺě Śńěľâěàă. Čőćőàïâ, çâő ďńï ğăďăçĺ (3.12)-(3.14) ćë-

ŕőńŋěŋő ãáńőćĺě Śńěľâěàă, ěáńĺ áãéěáâćãěâ x^′ ∈ G âăłőě, çâő

’_i(x^′) < 0 ďńï ćáěå i = 1; : : :; m:

Ěáńĺ ãáńőćĺě Śńěľâěàă ćëŕőńŋïěâáï, âő ňŋőęěáâćő ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ áőďěàęĺâ ćŋãâàěŋŋîî âőçłã. Őąàăâŋőě, ćőőąéě čőćőàï, ŋě ćěàŋő (àĺá. 9).

Šěőàěňă 3.9 (Łãŋă-Šăłłěàă) Ŕãáâì ćëŕőńŋěŋő ãáńőćĺě Śńěľ-

âěàă ĺ x_0 ∈ G. Šőčďă x_0 | àěèěŋĺě ğăďăçĺ (3.12)-(3.14) ć âőň ĺ âőńìłő ć âőň áńãçăě, łőčďă áãéěáâćãîâ ŋěőâàĺæăâěńìŋëě ňŋőęĺâěńĺ –^0_i ≥ 0; i = 1; :::; m; âăłĺě, çâő ŕăàă (x_0; –^0) ěáâì áěďńőćăï âőçłă äãŋłæĺĺ Ńăčàăŋęă L.

Řĺá. 9. Łőŋâàŕàĺňěà

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŋěőąåőďĺňőáâì. Ŕãáâì x_0 | őŕâĺňăńìŋőě àě-

èěŋĺě ğăďăçĺ (3.12)-(3.14). Šőčďă ∩^m_{i=0}`_i ∩ ` = ∅ ĺ ŕő âěőàěňě Ďãąőćĺæłőčő-Ňĺńîâĺŋă áãéěáâćãîâ ŋě ćáě àăćŋëě ŋãńî ćěłâőàë c_i ∈ `^∗_i ; i = 0; : : :; m; c ∈ `^∗ âăłĺě, çâő c_0 + c_1 + ::: + c_m + c = 0. Śńěďőćăâěńìŋő, c = − ∑m i=0 c_i. Šěŕěàì, ĺğ ŕàěďáâăćńěŋĺï łőŋãáőć `^∗_0; `^∗_i ; i = 1; : : :; m;, ŋăľďěŋŋőčő ć ńěňňě 3.11, áńěďãěâ, çâő áãéěáâćãîâ ŋě ćáě àăćŋëě ŋãńî ňŋőęĺâěńĺ –^0_i ≥ 0; i = 0; : : :; m; ĺ ŋě ćáě àăćŋëě ŋãńî ćěłâőàë h_i; i = 0; : : :; m; âăłĺě, çâő

–^0_i ≥ 0; i = 0; : : :; m;

–^0_i ’_i(x_0) = 0; i = 1; :::; m;

h_0 ∈ @f(x_0); h_i ∈ @’_i(x_0); i = 1; :::; m;

⟨–^0h_0 + m∑ i=1 –^0_i h_i; x − x_0⟩ ≥ 0

ďńï ńîąőčő x ĺğ G: Ćěłâőà –^0h_0 + ∑m i=1 –^0_i h_i ïćńïěâáï áãąčàăďĺěŋâőň äãŋłæĺĺ L(x; –_0; –^0) ć âőçłě x_0 ĺ á ãçěâőň ŕàěďëďãéĺå ŋěàăćěŋáâć ĺňěěň:

L(x; –^0; –^0) − L(x_0; –^0; –^0) ≥ ⟨–^0h_0 + m∑ i=1 –^0_i h_i; x − x_0⟩ ≥ 0;

ŕàĺ ćáěå x ∈ G: Ĺğ ŕőáńěďŋěčő ŋěàăćěŋáâćă áńěďãěâ, çâő ďńï ćáěå x ∈ G áŕàăćěďńĺćő

L(x; –^0; –^0) ≥ L(x_0; –^0; –^0):

Šăł łăł x_0 | őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ (3.12)-(3.14), âő ĺğ àăćěŋáâć –^0_i ’_i(x_0) = 0; i = 1; : : :; m; áńěďãěâ –^0f(x_0) ≥ –^0f(x_0) + ∑m i=1 –_i’_i(x_0) ďńï ńîąőčő – ≥ 0. Śńěďőćăâěńìŋő,

L(x; –^0; –^0) ≥ L(x_0; –^0; –^0) ≥ L(x_0; –^0; –)

ŕàĺ ńîąëå x ∈ G; – ≥ 0: Ěáńĺ –^0 ≠ 0; âő, ŕőďěńĺć íâĺ ŋěàăćěŋáâćă ŋă –^0, ŕőńãçăěň âàěąãěňőě. Ďőłăęěň, çâő –^0 ≠ 0. Ć áĺńã ãáńőćĺï Śńěľâěàă ŋăľďěâáï x^′ ∈ G âăłőě, çâő ’_i(x^′) < 0 ďńï i = 1; :::; m: Ŕőďáâăŋőćłă x = x^′ ć ŋěàăćěŋáâćő L(x; –^0; –^0) ≥ L(x_0; –^0; –^0) ďăěâ

–^0f(x_0) ≤ –^0f(x^′) + m∑ i=1 –^0_i ’_i(x^′);

őâłãďă ŕàĺ –^0 = 0 ć áĺńã ŋěàăćěŋáâć –^0_i ≥ 0; ’_i(x^′) < 0; i = 1; : : :; m áńěďőćăńő ąë, çâő ňŋőęĺâěńĺ –^0_i ; i = 1; : : :; m âőęě àăćŋë ŋãńî. İâő ŋěćőğňőęŋő, âăł łăł áàěďĺ çĺáěń –^0_i ; i = 0; : : :; m ďőńęŋë ąëâì ŕőńőęĺâěńìŋëě.

Ďőáâăâőçŋőáâì. Ŕőłăęěň, çâő áãéěáâćőćăŋĺě áěďńőćőľ âőçłĺ (x_0; –^0) äãŋłæĺĺ Ńăčàăŋęă L(x; –) ďőáâăâőçŋő ďńï őŕâĺňăńìŋőáâĺ x_0 ć ğăďăçě (3.12)-(3.14). Ŕő őŕàěďěńěŋĺî áěďńőćőľ âőçłĺ ĺňěěň

L(x_0; –) = f(x_0) + m∑ i=1 –_i’_i(x_0) ≤

≤ f(x_0) + m∑ i=1 –^0_i ’_i(x_0) = L(x_0; –^0) ďńï ćáěå – ≥ 0: Šőčďă m∑ i=1 –_i’_i(x_0) ≤ m∑ i=1 –^0_i ’_i(x_0): (3.17) Ğăňěâĺň, çâő ’_i(x_0) ≤ 0 ďńï ćáěå i = 1; : : :; m: Ć ŕàőâĺćŋőň áńã- çăě ∑m i=1 –_i’_i(x_0) ŋěőčàăŋĺçěŋă áćěàåã ŋă ňŋőęěáâćě ŋěőâàĺæăâěńìŋëå –, çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ ŋěàăćěŋáâćã (3.17). Śńěďőćăâěńìŋő, m∑ i=1 –^0_i ’_i(x_0) ≤ 0; (3.18) ĺ x_0 | ďőŕãáâĺňőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ. Ŕőńőęĺň ć ŋěàăćěŋáâćě (3.17) – = 0: Šőčďă ∑m i=1 –^0_i ’_i(x_0) ≥ 0: Şçĺâëćăï (3.18), ŕőńãçăěň m∑ i=1 –^0_i ’_i(x_0) = 0: (3.19) Ĺğ ŋěàăćěŋáâćă L(x; –^0) ≥ L(x_0; –^0) ĺ (3.19) áńěďãěâ, çâő L(x_0; –^0) = f(x_0) ≤ f(x) + m∑ i=1 –^0_i ’_i(x) ďńï ćáěå x ∈ G: Ěáńĺ âőçłă x ïćńïěâáï ďőŕãáâĺňëň àěèěŋĺěň ğăďăçĺ (3.12)-(3.14), âő f(x_0) ≤ f(x) + m∑ i=1 –^0_i ’_i(x) ≤ f(x):

Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

Řăğďěń 4. Ůĺáńěŋŋëě ňěâőďë ŋěńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï

Řăááňőâàĺň çĺáńěŋŋëě ňěâőďë àěèěŋĺï ğăďăçĺ ŕőĺáłă ąěğãáńőćŋőčő ňĺŋĺňãňă äãŋłæĺĺ f(x), ğăďăŋŋőľ ŋă ćáěň ŕàőáâàăŋáâćě R^n: Řěńăłáăæĺőŋŋëňĺ ŋăğëćăîâáï ňěâőďë, ć łőâőàëå áâàőĺâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ćěłâőàőć x^0; x^1; : : :; x^k; : : :; ãďőćńěâćőàïîéăï ãáńőćĺî f(x^0) ≥ f(x^1) ≥ ::: ≥ f(x^k) ≥ : : ::

Ć íâĺå ňěâőďăå ćěłâőàë x^k ćëçĺáńïîâáï ŕő äőàňãńě x^{k+1} = x^k + ¸_kp^k;

čďě p^k | ŋăŕàăćńěŋĺě áŕãáłă, ¸_k | ďńĺŋă èăčă ćďőńì íâőčő ŋăŕàăćńěŋĺï.

Ćăęŋěľèěľ åăàăłâěàĺáâĺłőľ çĺáńěŋŋëå ňěâőďőć ïćńïěâáï ĺå áłőàőáâì áåőďĺňőáâĺ. Ŕàĺ őæěŋłě łăçěáâćă ňěâőďă čőćőàïâ ő ńĺŋěľŋőľ áłőàőáâĺ áåőďĺňőáâĺ, ěáńĺ ďńï k = 0; 1; : : : ‖x^{k+1} − x^∗‖ ≤ q ‖x^k − x^∗‖ ĺńĺ ő áåőďĺňőáâĺ áő áłőàőáâìî čěőňěâàĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺĺ ‖x^k − x^∗‖ ≤ q^k ‖x^0 − x^∗‖;

čďě x^∗ | ňĺŋĺňãň äãŋłæĺĺ f(x), ă q | ŋěłőâőàăï łőŋáâăŋâă, 0 < q < 1. Śłőàőáâì áåőďĺňőáâĺ áćěàåńĺŋěľŋă, ěáńĺ ‖x^{k+1} − x^∗‖ ≤ q_k ‖x^k − x^∗‖;

čďě q_k → 0 ŕàĺ k → ∞; ĺ łćăďàăâĺçŋă, ěáńĺ ‖x^{k+1} − x^∗‖ ≤ C ‖x^k − x^∗‖^2; C ≥ 0:

Ăńčőàĺâňë ąěğãáńőćŋőľ ňĺŋĺňĺğăæĺĺ ŕàĺŋïâő ďěńĺâì ŋă łńăááë, ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ ňăłáĺňăńìŋőčő ŕőàïďłă ćëçĺáńïěňëå ŕàőĺğćőďŋëå ňĺŋĺňĺğĺàãěňőľ äãŋłæĺĺ. Ňěâőďë, ĺáŕőńìğãîéĺě âőńìłő ğŋăçěŋĺï áăňőľ æěńěćőľ äãŋłæĺĺ, őâŋőáïâ ł ňěâőďăň ŋãńěćőčő ŕőàïďłă. Ěáńĺ âàěąãěâáï ćëçĺáńěŋĺě ŕěàćëå ŕàőĺğćőďŋëå, âő ňë ĺňěěň ďěńő á ňěâőďăňĺ ŕěàćőčő ŕőàïďłă ĺ âăł ďăńěě.

4.1 Čàăďĺěŋâŋëě ňěâőďë

Ćěłâőà −f^′(x_k) ïćńïěâáï ŋăŕàăćńěŋĺěň ŋăĺáłőàěľèěčő ãąëćăŋĺï äãŋłæĺĺ f(x) ĺ ŋăğëćăěâáï ăŋâĺčàăďĺěŋâőň. Ćëąĺàăï ć łăçěáâćě ŋăŕàăćńěŋĺï áŕãáłă p^k ăŋâĺčàăďĺěŋâ äãŋłæĺĺ f(x) ć âőçłě x_k, ŕàĺåőďĺň ł ĺâěàăæĺőŋŋőňã ŕàőæěááã ćĺďă

x^{k+1} = x^k − ¸_kf^′(x_k); ¸_k ≥ 0:

Ćáě ĺâěàăæĺőŋŋëě ŕàőæěááë, ć łőâőàëå ŋăŕàăćńěŋĺě ďćĺęěŋĺï ŋă łăęďőň èăčě áőćŕăďăěâ á ăŋâĺčàăďĺěŋâőň (čàăďĺěŋâőň) äãŋłæĺĺ, ŋăğëćăîâáï čàăďĺěŋâŋëňĺ ňěâőďăňĺ ĺ őâńĺçăîâáï ďàãč őâ ďàãčă áŕőáőąăňĺ ćëąőàă ďńĺŋë èăčă ¸_k: Śãéěáâćãěâ ňŋőčő àăğńĺçŋëå áŕőáőąőć ćëąőàă ďńĺŋë èăčă ¸_k; ŋő ŋăĺąőńěě àăáŕàőáâàăŋěŋë âàĺ ĺğ ŋĺå. Ŕěàćëľ ŋăğëćăěâáï ňěâőďőň á ŕőáâőïŋŋëň èăčőň: ¸_k = ¸: Ćâőàőľ | ňěâőď á ďàőąńěŋĺěň èăčă. Őŋ áćïğăŋ á ŕàőćěàłőľ ŋă łăęďőň èăčě ŋěàăćěŋáâćă

f(x^k − ¸_k f^′(x^k)) − f(x^k) ≤ −› ¸_k ‖f^′(x^k)‖^2;

čďě › | ŋěłőâőàăï łőŋáâăŋâă ĺğ ĺŋâěàćăńă (0; 1).

Ć âàěâìěň ňěâőďě ŕàĺ ŕěàěåőďě ĺğ âőçłĺ x^k ć âőçłã x^{k+1} ňĺŋĺňĺğĺàãěâáï ŕő ¸ äãŋłæĺï f(x^k − ¸ f^′(x^k)) :

¸_k = arg min_{¸≥0} f(x^k − ¸ f^′(x^k)):

İâő ňěâőď ŋăĺáłőàěľèěčő áŕãáłă.

Śńěďãîéăï âěőàěňă áőďěàęĺâ ďőáâăâőçŋëě ãáńőćĺï áåőďĺňőáâĺ ňěâőďă á ŕőáâőïŋŋëň èăčőň.

Šěőàěňă 4.1 (Ŕěàćăï âěőàěňă áåőďĺňőáâĺ) Ŕãáâì äãŋłæĺï f

ďĺääěàěŋæĺàãěňă ć R^n, őčàăŋĺçěŋă áŋĺğã f(x) ≥ f^∗ > −∞; ćëŕőńŋïěâáï ãáńőćĺě Ńĺŕèĺæă ďńï čàăďĺěŋâă f^′(x) : ‖f^′(x) − f^′(y)‖ ≤ L ‖x − y‖ ĺ ďńĺŋă èăčă ¸ ãďőćńěâćőàïěâ ãáńőćĺî 0 < ¸ < 2=L: Šőčďă f^′(x^k) → 0 ŕàĺ k → ∞ ĺ f(x^{k+1}) ≤ f(x^k);

ŕàĺ ńîąőň ćëąőàě ŋăçăńìŋőčő ŕàĺąńĺęěŋĺï x_0:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ćőáŕőńìğãěňáï äőàňãńőľ łőŋěçŋëå ŕàĺàăéě- ŋĺľ f(x + y) = f(x) + 1∫ 0 ⟨f^′(x + fiy); y⟩ dfi;

łőâőàãî ŕěàěŕĺèěň ć áńěďãîéěň ćĺďě:

f(x + y) = f(x) + ⟨f^′(x); y⟩ + 1∫ 0 ⟨f^′(x + fiy) − f^′(x); y⟩ dfi:

Śďěńăěň ŕőďáâăŋőćłĺ x = x^k; y = −¸f^′(x^k): Šőčďă ĺğ ŋěàăćěŋáâćă Łőèĺ - Ąãŋïłőćáłőčő |⟨a; b⟩| ≤ ‖a‖ ‖b‖ ĺ ãáńőćĺï Ńĺŕèĺæă ŕőńãçĺň f(x^{k+1}) ≤ f(x^k) + ⟨f^′(x^k); −¸f^′(x^k)⟩+ + 1∫ 0 |⟨f^′(x^k − fi¸f^′(x^k)) − f^′(x^k); −¸f^′(x^k)⟩|dfi ≤

≤ f(x^k) − ¸ ‖f^′(x^k)‖^2+ + 1∫ 0 ‖f^′(x^k − fi¸f^′(x^k)) − f^′(x^k)‖‖¸f^′(x^k)‖dfi ≤

≤ f^′(x^k) − ¸ ‖f^′(x^k)‖^2 + 1∫ 0 L‖fi¸f^′(x^k)‖ ‖¸f^′(x^k)‖dfi =

= f(x^k) − ¸ ‖f^′(x^k)‖^2 + L¸^2 ‖f^′(x^k)‖^2 1∫ 0 fidfi =

= f(x^k) − ¸(1 − L¸=2)‖f^′(x^k)‖^2 = f(x^k) − ‚‖f^′(x^k)‖^2;

čďě ‚ = ¸(1 − L¸=2): Ĺğ ãáńőćĺľ âěőàěňë áńěďãěâ, çâő ‚ > 0 ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, f(x^{k+1}) ≤ f(x^k):

Łàőňě âőčő, ďńï ńîąőčő s ćëŕőńŋïěâáï ŋěàăćěŋáâćő:

f(x^{s+1}) ≤ f(x^0) − ‚ s∑ k=0 ‖f^′(x^k)‖^2:

Ŕőíâőňã, ãçĺâëćăï őčàăŋĺçěŋŋőáâì äãŋłæĺĺ f ŋă ňŋőęěáâćě R^n, ŕőńãçăěň őæěŋłã áćěàåã ďńï çăáâĺçŋëå áãňň: s∑ k=0 ‖f^′(x^k)‖^2 ≤ (f(x^0) − f(x^{s+1}))=‚ ≤ (f(x^0) − f^∗)=‚:

Őâłãďă ĺ áńěďãěâ áåőďĺňőáâì ł ŋãńî čàăďĺěŋâă f^′(x^k) ŕàĺ k → ∞: Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

Ć ãáńőćĺïå âěőàěňë 4.1 čàăďĺěŋâŋëľ ňěâőď őąěáŕěçĺćăěâ áåőďĺňőáâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ {f(x^k)} ńĺąő ł âőçŋőľ ŋĺęŋěľ čàăŋĺ inf_x f(x) (ěáńĺ äãŋłæĺï f(x) ŋě ĺňěěâ ňĺŋĺňãňă), ńĺąő ł ğŋăçěŋĺî f(x^∗); čďě x^∗ = lim_{k→∞} x^k ĺ f^′(x^∗) = 0 (ěáńĺ âăłőľ ŕàěďěń áãéěáâćãěâ). Śãéěáâćãîâ ŕàĺňěàë, łőčďă ć âőçłě x^∗ àěăńĺğãěâáï áěďńő, ă ŋě ňĺŋĺňãň. Šěň ŋě ňěŋěě, ŋă ŕàăłâĺłě ňěâőďë čàăďĺěŋâŋőčő áŕãáłă őąëçŋő őąåőďïâ áěďńőćëě âőçłĺ ĺ ŋăåőďïâ ńőłăńìŋëě ňĺŋĺňãňë æěńěćőľ äãŋłæĺĺ. Ďńï őæěŋłĺ áłőàőáâĺ áåőďĺňőáâĺ ňěâőďă ŕàěďŕőńőęěŋĺľ âěőàěňë 4.1 ŋěďőáâăâőçŋő. Śďěńăěň íâő ć áńãçăě, łőčďă f(x) | áĺńìŋő ćëŕãłńăï äãŋłæĺï.

Őŕàěďěńěŋĺě 4.1 Ďĺääěàěŋæĺàãěňăï äãŋłæĺï f ŋăğëćăěâáï áĺńì-

ŋő ćëŕãłńőľ (á łőŋáâăŋâőľ l > 0), ěáńĺ ďńï ńîąëå x ĺ y ĺğ R^n áŕàăćěďńĺćő f(x + y) ≥ f(x) + ⟨f^′(x); y⟩ + l‖y‖^2=2: (4.1) Ńěňňă 4.1 Ěáńĺ äãŋłæĺï f ïćńïěâáï áĺńìŋő ćëŕãłńőľ (á łőŋ-

áâăŋâőľ l > 0), âő őŋă ĺňěěâ čńőąăńìŋëľ ňĺŋĺňãň ŋă R^n.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ĺğ ãáńőćĺï (4.1) ĺ ŋěàăćěŋáâćă Łőèĺ - Ąã-

ŋïłőćáłőčő áńěďãěâ f(x + y) ≥ f(x) − ‖f^′(x)‖‖y‖ + l‖y‖^2=2:

Ŕãáâì r = 2‖f^′(x)‖=l: Ěáńĺ ‖y‖ > r, âő

f(x + y) ≥ f(x) + ‖y‖(l‖y‖=2 − ‖f^′(x)‖) > f(x): (4.2) Řăááňőâàĺň èăà B(x; r) á æěŋâàőň ć âőçłě x ĺ àăďĺãáă r: Ŕő âěőàěňě Ćěľěàèâàăááă ŋěŕàěàëćŋăï äãŋłæĺï f ďőáâĺčăěâ áćőěčő ňĺŋĺňãňă ŋă èăàě B(x; r) ć ŋěłőâőàőľ âőçłě x^∗. Ĺğ ŋěàăćěŋáâćă (4.2) áńěďãěâ, çâő x^∗ | ňĺŋĺňãň ŋă ćáěň R^n: Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ńěňňă 4.2 Ěáńĺ äãŋłæĺï f ïćńïěâáï áĺńìŋő ćëŕãłńőľ (á łőŋ-

áâăŋâőľ l > 0) ĺ x^∗ | ěě čńőąăńìŋëľ ňĺŋĺňãň, âő ďńï ńîąőčő x ∈ R^n ćëŕőńŋïěâáï ŋěàăćěŋáâćő ‖f^′(x)‖^2 ≥ 2l(f(x) − f(x^∗)): (4.3) Ďőłăğăâěńìáâćő. Šăł łăł äãŋłæĺï f áĺńìŋő ćëŕãłńăï, âő ŕőď-

áâăŋőćłă y = x^∗ − x ć (4.1) ďăěâ áńěďãîéěě ŋěàăćěŋáâćő f(x) − f(x^∗) + ⟨f^′(x); x^∗ − x⟩ + l‖x^∗ − x‖^2=2 ≤ 0:

Šăł łăł

⟨f^′(x)= √ 2l + √ l=2(x^∗ − x); f^′(x)= √ 2l + √ l=2(x^∗ − x)⟩ =

= ‖f^′(x)= √ 2l + √ l=2(x^∗ − x)‖^2 ≥ 0; âő ‖f^′(x)‖^2=2l + ⟨f^′(x); x^∗ − x⟩ + l‖x^∗ − x)‖^2=2 ≥ 0 ≥ ≥ f(x) − f(x^∗) + ⟨f^′(x); x^∗ − x⟩ + l‖x^∗ − x‖^2=2:

Ŕőáńě ŕàĺćěďěŋĺï ŕőďőąŋëå çńěŋőć ŕőńãçĺň âàěąãěňőě ŋěàăćěŋáâćő. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Šěőàěňă 4.2 (Ćâőàăï âěőàěňă áåőďĺňőáâĺ) Ŕãáâì äãŋłæĺï f

ďĺääěàěŋæĺàãěňă ć R^n, ïćńïěâáï áĺńìŋő ćëŕãłńőľ, ćëŕőńŋïěâáï ãáńőćĺě Ńĺŕèĺæă ďńï čàăďĺěŋâă f^′(x) : ‖f^′(x)−f^′(y)‖ ≤ L ‖x−y‖ ĺ ďńĺŋă èăčă ¸ ãďőćńěâćőàïěâ ãáńőćĺî 0 < ¸ < 2=L: Šőčďă x^k → x^∗ ŕàĺ k → ∞ ĺ ‖x^k − x^∗‖ ≤ Cq^k; 0 ≤ q < 1:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ćőáŕőńìğãěňáï ŋěàăćěŋáâćőň, ŕőńãçěŋŋëň

ŕàĺ ďőłăğăâěńìáâćě âěőàěňë 4.1: f(x^{k+1}) ≤ f(x^k) − ¸(1 − L¸=2)‖f^′(x^k)‖^2:

Ŕő ńěňňě 4.1 áãéěáâćãěâ čńőąăńìŋëľ ňĺŋĺňãň x^∗ äãŋłæĺĺ f: Ĺáŕőńìğãï (4.3), ŕőńãçĺň

f(x^{k+1}) ≤ f(x^k) − l¸(2 − L¸)(f(x^k) − f(x^∗)):

Ćëçĺâăï ĺğ őąěĺå çăáâěľ ŋěàăćěŋáâćă ćěńĺçĺŋã f(x^∗), ŕőńãçĺň f(x^{k+1}) − f(x^∗) ≤ (1 − l¸(2 − L¸))(f(x^k) − f(x^∗)): (4.4) Őąőğŋăçĺň çěàěğ q_1 łőíääĺæĺěŋâ ŕàĺ ćëàăęěŋĺĺ (f(x^k) − f(x^∗)): Ŕőŋïâŋő, çâő f(x^{k+1}) − f(x^∗) ≤ q^{k+1}_1 (f(x^0) − f(x^∗)): (4.5) Ŕàőćěàĺň, çâő q_1 ≥ 0: Ťãŋłæĺï f ïćńïěâáï áĺńìŋő ćëŕãłńőľ. Ğŋăçĺâ, őŋă ŋě ňőęěâ ąëâì łőŋáâăŋâőľ ĺ ĺňěěâáï ćőğňőęŋőáâì ćëąàăâì ŋăçăńìŋãî âőçłã x^0 âăł, çâőąë f(x^0) > f(x^∗) . Ĺğ ŋěàăćěŋáâćă (4.4) ŕàĺ k = 0 ĺňěěň

0 ≤ f(x^1) − f(x^∗) ≤ q_1(f(x^0) − f(x^∗));

őâłãďă ĺ áńěďãěâ âàěąãěňőě ŋěàăćěŋáâćő.

Šăł łăł q_1 < 1; âő f(x^k) → f(x^∗): Şçĺâëćăï, çâő f^′(x^∗) = 0; ĺğ (4.1) ŕàĺ ŕőďáâăŋőćłăå y = x^k − x^∗ ĺ x = x^∗ ŕőńãçĺň

(f(x^k) − f(x^∗)) ≥ l‖x^k − x^∗‖^2=2:

Śńěďőćăâěńìŋő,

‖x^k − x^∗‖^2 ≤ 2q^k_1 (f(x^0) − f(x^∗))=l:

Ŕőáńěďŋěě ŋěàăćěŋáâćő ćńěçěâ ńĺŋěľŋãî őæěŋłã áłőàőáâĺ áåőďĺňőáâĺ ňěâőďă ‖x^k − x^∗‖ ≤ Cq^k;

čďě C = √ 2(f(x^0) − f(x^∗))=l; q = √q_1; ă âăłęě áåőďĺňőáâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ {x^k} ł ěďĺŋáâćěŋŋőľ âőçłě ňĺŋĺňãňă x^∗: Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

4.2 Ňěâőď Ŋìîâőŋă

Ŕěàěľďěň ł ĺğńőęěŋĺî ňěâőďă ćâőàőčő ŕőàïďłă, ĺáŕőńìğãîéěčő ćâőàëě çăáâŋëě ŕàőĺğćőďŋëě ňĺŋĺňĺğĺàãěňőľ äãŋłæĺĺ f(x): İâőâ ňěâőď ïćńïěâáï ŕàïňëň őąőąéěŋĺěň ňěâőďă Ŋìîâőŋă ďńï őâëáłăŋĺï àěèěŋĺï áĺáâěňë ãàăćŋěŋĺľ ’(x) = 0; čďě ’ : R^n → R^n. Ćőğìňěň ńĺŋěľŋãî ăŕŕàőłáĺňăæĺî äãŋłæĺĺ ’(x) ć őłàěáâŋőáâĺ âőçłĺ x^k ĺ ŕěàěŕĺèĺň ãàăćŋěŋĺě ć áńěďãîéěň ćĺďě:

’(x) = ’(x^k) + ’^′(x^k)(x − x^k) + o(‖x − x^k‖) = 0:

Őâąàăáëćăï ŕőáńěďŋĺľ çńěŋ ć íâőň àăğńőęěŋĺĺ, ŕőńãçĺň ńĺŋěľŋãî áĺáâěňã ãàăćŋěŋĺľ őâŋőáĺâěńìŋő ŋőćőčő ŕàĺąńĺęěŋĺï x^{k+1}.

Šăłĺň őąàăğőň, ňěâőď Ŋìîâőŋă őâëáłăŋĺï àěèěŋĺï áĺáâěňë ãàăćŋěŋĺľ őŕĺáëćăěâáï áńěďãîéěľ äőàňãńőľ: x^{k+1} = x^k − (’^′(x^k))^{−1} ’(x^k):

Řăááňőâàĺň âěŕěàì áńãçăľ, łőčďă äãŋłæĺï ’(x) ïćńïěâáï čàăďĺěŋâőň ŋěłőâőàőľ äãŋłæĺĺ f(x): Ťőàňãńă ňěâőďă Ŋìîâőŋă ďńï àěèěŋĺï ãàăćŋěŋĺï f^′(x) = 0 ćëčńïďĺâ âăł: x^{k+1} = x^k − (f^{′′}(x^k))^{−1} f^′(x^k):

Ć íâőň áńãçăě ňěâőď Ŋìîâőŋă ňőęŋő ĺŋâěàŕàěâĺàőćăâì łăł ŕőĺáł âőçłĺ ňĺŋĺňãňă łćăďàăâĺçŋőľ ăŕŕàőłáĺňăæĺĺ äãŋłæĺĺ f(x) ć őłàěáâŋőáâĺ âőçłĺ x^k:

Ńěňňă 4.4 Ŕãáâì f | ďćăęďë ŋěŕàěàëćŋő ďĺääěàěŋæĺàãěňăï

äãŋłæĺï. Ěáńĺ f | áĺńìŋő ćëŕãłńăï äãŋłæĺï á łőŋáâăŋâőľ l, âő ćëŕőńŋïěâáï áńěďãîéěě ŋěàăćěŋáâćő: ‖[f^{′′}(x)]^{−1}‖ ≤ l^{−1}:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕőńìğãïáì âěőàěňőľ ő áàěďŋěň, ŕőńãçĺň áńě-

ďãîéĺě äőàňãńë ďńï łőŋěçŋëå ŕàĺàăéěŋĺľ äãŋłæĺĺ f:

f(x + y) − f(x) = 1∫ 0 ⟨f^′(x + ty); y⟩dt = ⟨f^′(x + fi_1y); y⟩ =

= ⟨f^′(x); y⟩ + ⟨f^{′′}(x + fi_2y)y; y⟩=2;

čďě 0 ≤ fi_1; fi_2 ≤ 1: Ćőáŕőńìğãěňáï ãáńőćĺěň áĺńìŋőľ ćëŕãłńőáâĺ ⟨f^{′′}(x + fi_2y)y; y⟩=2 = f(x + y) − f(x) − ⟨f^′(x); y⟩ ≥ l‖y‖^2=2:

Ğăňěŋïï y ŋă ty, ŕőńãçĺň: ⟨f^{′′}(x + fi_2ty)ty; ty⟩ ≥ l‖ty‖^2:

Śńěďőćăâěńìŋő, t^2⟨f^{′′}(x + fi_2ty)y; y⟩ ≥ t^2l‖y‖^2:

Ŕőďěńĺć ŋă t^2 ĺ ãáâàěňńïï t ł ŋãńî, ąãďěň ĺňěâì ⟨f^{′′}(x)y; y⟩ ≥ l‖y‖^2:

Ŕőńőęĺň y = (f^{′′}(x))^{−1}z ĺ, ĺáŕőńìğãï ŋěàăćěŋáâćő Łőèĺ-Ąãŋïłőćáłőčő, ŕőńãçĺň l‖(f^{′′}(x))^{−1}z‖ ≤ ‖z‖ ďńï ńîąőčő z: İâő őğŋăçăěâ, çâő ‖[f^{′′}(x)]^{−1}‖ ≤ l^{−1}:

Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ŕãáâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì {x^k} ŕőńãçěŋă á ŕőňőéìî ňěâőďă Ŋìîâőŋă ĺ âőçłă x^∗ | čńőąăńìŋëľ ňĺŋĺňãň äãŋłæĺĺ f. Ŋĺęěáńěďãîéăï âěőàěňă ãáâăŋăćńĺćăěâ ãáńőćĺï łćăďàăâĺçŋőľ áłőàőáâĺ áåőďĺňőáâĺ ňěâőďă.

Šěőàěňă 4.3 Ŕãáâì ďćăęďë ŋěŕàěàëćŋő ďĺääěàěŋæĺàãěňăï äãŋł-

æĺï f áĺńìŋő ćëŕãłńă (á łőŋáâăŋâőľ l > 0), ćâőàăï ŕàőĺğćőďŋăï ãďőćńěâćőàïěâ ãáńőćĺî Ńĺŕèĺæă

‖f^{′′}(x) − f^{′′}(y)‖ ≤ L ‖x − y‖; ďńï ńîąëå x; y ∈ R^n; ĺ q = L‖f^′(x^0)‖=2l^2 < 1: Šőčďă x^k → x^∗ ŕàĺ k → ∞ ĺ ňěâőď Ŋìîâőŋă ĺňěěâ łćăďàăâĺçŋãî áłőàőáâì áåőďĺňőáâĺ ‖x^k − x^∗‖ ≤ (2l=L)q^{2k}:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ćőáŕőńìğãěňáï áńěďãîéěľ äőàňãńőľ łőŋěç-

ŋëå ŕàĺàăéěŋĺľ:

g(x + y) = g(x) + ⟨g^′(x); y⟩ + 1∫ 0 (g^′(x + fiy) − g^′(x))dfi:

Ŕőďáâăćĺň ćňěáâő g ŕàőĺğćőďŋãî äãŋłæĺĺ f ĺ, ŕàĺňěŋïï ŋěàăćěŋáâćő Łőèĺ-Ąãŋïłőćáłőčő, ŕőńãçĺň

‖f^′(x + y) − f^′(x) − ⟨f^{′′}(x); y⟩‖ ≤ L‖y‖^2=2: Šőčďă ďńï x = x^k ĺ y = −[f^{′′}(x^k)]^{−1}f^′(x^k) ĺňěěň

‖f^′(x^{k+1})‖ ≤ (L=2)‖[f^{′′}(x^k)]^{−1}‖^2‖f^′(x^k)‖^2: Ŕàĺňěŋïï ńěňňã 4.4, ŕőńãçĺň ‖f^′(x^{k+1})‖ ≤ (L=2l^2)‖f^′(x^k)‖^2:

Ĺâěàĺàãï íâő ŋěàăćěŋáâćő ŕő k, ŕàĺåőďĺň ł ŋěàăćěŋáâćã ‖f^′(x^{k+1})‖ ≤ (2l^2=L) (L‖f^′(x^0)‖=2l^2 q )^{2k+1} :

Őáâăěâáï ŕőłăğăâì, çâő ‖f^′(x^{k+1})‖ ≥ l‖x^{k+1} − x^∗‖:

Ĺğ őŕàěďěńěŋĺï 4.1 áĺńìŋőľ-ćëŕãłńőáâĺ ĺňěěň ⟨f^′(x) − f^′(y); x − y⟩ ≥ l‖x − y‖^2:

Šőčďă ŕàĺ ŕőďáâăŋőćłě y = x^∗; x = x^{k+1}; ãçĺâëćăï àăćěŋáâćő f^′(x^∗) = 0; ŕőńãçĺň l‖x^{k+1} − x^∗‖^2 ≤ ⟨f^′(x^{k+1}); x^∗ − x^{k+1}⟩ ≤ ≤ ‖f^′(x^{k+1})‖ ‖x^∗ − x^{k+1}‖;

őâłãďă ĺ áńěďãěâ âàěąãěňőě ŋěàăćěŋáâćő. Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

4.3 Ňěâőď ćőğňőęŋëå ŋăŕàăćńěŋĺľ

Ŕàěďáâăćńěŋŋëľ ŋĺęě ăńčőàĺâň ŕàěďŋăğŋăçăěâáï ďńï ŕőĺáłă íłáâàěňãňă ŕàĺ ŋăńĺçĺĺ őčàăŋĺçěŋĺľ âőńìłő âĺŕă ŋěàăćěŋáâć. Řăááňőâàĺň ğăďăçã

min f(x) (4.6) ’_i(x) ≤ 0 i = 1; :::; m; (4.7) x ∈ R^n; (4.8) čďě f(x); ’_i(x) { čńăďłĺě ćëŕãłńëě äãŋłæĺĺ. Ććőďï ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ŕěàěňěŋŋãî ĺ őčàăŋĺçěŋĺě, ňőęŋő áďěńăâì äãŋłæĺőŋăń ğăďăçĺ ńĺŋěľŋëň:

min y (4.9) f(x) ≤ y (4.10) ’_i(x) ≤ 0 i = 1; :::; m; (4.11) x ∈ R^n; (4.12) Ŕőíâőňã ąěğ őčàăŋĺçěŋĺï őąéŋőáâĺ ąãďěň áçĺâăâì, çâő f(x) = ⟨c; x⟩: Ŕãáâì, łăł ĺ ŕàěęďě, Q = {x | ’_i(x) ≤ 0; i = 1; : : :; m} | ňŋőęěáâćő ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ ğăďăçĺ (4.6)-(4.8), J(x) = {i | ’_i(x) = 0}; ĺ ćëŕőńŋïěâáï ãáńőćĺě Śńěľâěàă.

Ŋěŋãńěćőľ ćěłâőà p ŋăğőćěň ćőğňőęŋëň ŋăŕàăćńěŋĺěň ďńï ňŋőęěáâćă Q ĺğ âőçłĺ x; ěáńĺ ŋăľďěâáï ¸_0 > 0 âăłőě, çâő ďńï ćáěå ¸ ∈ (0; ¸_0) âőçłă x + ¸p ŕàĺŋăďńěęĺâ Q:

Ŋěŋãńěćőľ ćěłâőà p ŋăğëćăěâáï ŋăŕàăćńěŋĺěň áŕãáłă ďńï ňŋőęěáâćă Q ĺğ âőçłĺ x; ěáńĺ p ćőğňőęŋőě ŋăŕàăćńěŋĺě ĺğ íâőľ âőçłĺ ĺ ⟨c; p⟩ < 0:

Ďńï äĺłáĺàőćăŋŋőľ âőçłĺ x ∈ Q àăááňőâàĺň ćáŕőňőčăâěńìŋãî ğăďăçã ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ∗ = min (4.13) ⟨c; p⟩ ≤ (4.14) ⟨’^′_i(x); p⟩ ≤ ďńï ćáěå i ∈ J(x); (4.15) | p_l |≤ 1; ďńï ćáěå l = 1; : : :; n: (4.16)

Şáńőćĺï (4.16) ŋăğëćăîâáï ãáńőćĺïňĺ ŋőàňĺàőćłĺ. Ĺğ ãáńőćĺľ (4.16) ĺ (4.14) áńěďãěâ, çâő æěńěćăï äãŋłæĺï (4.13) őčàăŋĺçěŋă áŋĺğã ŋă ňŋőęěáâćě ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ. Šőčďă ĺğ łàĺâěàĺï àăğàěèĺňőáâĺ ďńï ğăďăç ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï áńěďãěâ, çâő ŋăľďěâáï åőâï ąë őďŋő őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě (p^∗; ^∗) ğăďăçĺ (4.13)-(4.16). Ŋãńěćőě àěèěŋĺě p = 0; = 0 ïćńïěâáï ďőŕãáâĺňëň àěèěŋĺěň ćáŕőňőčăâěńìŋőľ ğăďăçĺ ĺ, ğŋăçĺâ, ^∗ ≤ 0:

Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ^∗ < 0: Šőčďă ⟨c; p^∗⟩ ≤ ^∗ < 0 ĺ ⟨’^′_i(x); p^∗⟩ ≤ ∗ < 0; i ∈ J(x): Śńěďőćăâěńìŋő, p^∗ ≠ 0 ĺ ďńï ńîąőčő ŋőňěàă i ∈ J(x) ĺňěěň

’_i(x + ¸p^∗) = ’_i(x + ¸p^∗) − ’_i(x) = ⟨’^′_i(x); p^∗⟩¸+

+o(¸) ≤ ¸(^∗ + o(¸)=¸) < 0

ďńï ćáěå ďőáâăâőçŋő ňăńëå ¸ > 0: Ěáńĺ i ∉ J(x), âő ěáâì ’_i(x) < 0, âő ć áĺńã ŋěŕàěàëćŋőáâĺ äãŋłæĺĺ ’_i ŋěàăćěŋáâćő ’_i(x + ¸p^∗) < 0 ąãďěâ ćëŕőńŋïâìáï ďńï ćáěå ďőáâăâőçŋő ňăńëå ¸ > 0: Ŕőíâőňã ŋăľďěâáï ¸_0 > 0 âăłőě, çâő x + ¸p^∗ ∈ Q ďńï ćáěå ¸ ∈ (0; ¸_0); ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, ćěłâőà p^∗ ïćńïěâáï ćőğňőęŋëň ŋăŕàăćńěŋĺěň ďńï ňŋőęěáâćă Q ĺğ âőçłĺ x: Ĺğ ŋěàăćěŋáâćă (4.14) ŕőńãçĺň, çâő p^∗ ïćńïěâáï âăłęě ĺ ŋăŕàăćńěŋĺěň áŕãáłă. Śńěďőćăâěńìŋő,

f(x + ¸p^∗) − f(x) = ⟨c; p^∗⟩¸ ≤ ^∗¸ < 0:

Ěáńĺ ^∗ = 0, âő ŋěńìğï ãâćěàęďăâì, çâő p^∗ ąãďěâ ćőğňőęŋëň ŋăŕàăćńěŋĺěň ĺńĺ ŋăŕàăćńěŋĺěň áŕãáłă ć âőçłě x: Ŋăŕàĺňěà, ňőęěâ őłăğăâìáï, çâő ⟨c; p^∗⟩ = 0 ĺńĺ ’^′_i(x) = 0 ďńï ŋěłőâőàőčő ŋőňěàă i ∈ J(x):

Ć áńãçăě őąéěľ ğăďăçĺ ŋěńĺŋěľŋŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ąěğ ďőŕőńŋĺâěńìŋëå ãáńőćĺľ âĺŕă ćëŕãłńőáâĺ àăćěŋáâćő ^∗ = 0 ïćńïěâáï ńĺèì ŋěőąåőďĺňëň ãáńőćĺěň ňĺŋĺňãňă. Ďńï ğăďăçĺ ćëŕãłńőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï (4.6)-(4.8) ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ ãáńőćĺï Śńěľâěàă ŕőáńěďŋěě àăćěŋáâćő ïćńïěâáï âăłęě ĺ ďőáâăâőçŋëň ãáńőćĺěň őŕâĺňăńìŋőáâĺ.

Šěőàěňă 4.4 (Łàĺâěàĺľ őŕâĺňăńìŋőáâĺ) Ŕãáâì (p^∗; ^∗) őŕâĺ-

ňăńìŋőě àěèěŋĺě ćáŕőňőčăâěńìŋőľ ğăďăçĺ ďńï x^∗ ∈ Q: Šőčďă ∗ = 0 ć âőň ĺ âőńìłő ć âőň áńãçăě, łőčďă x^∗ | őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ (4.6)-(4.8).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕőłăęěň ďőáâăâőçŋőáâì. Ŕãáâì x^∗ | őŕâĺ-

ňăńìŋőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ (4.6)-(4.8) ĺ ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ^∗ < 0: Šőčďă p^∗ ≠ 0: Řăááňőâàĺň ćěłâőà x^∗ + ¸p^∗ ĺ ćëąěàěň ğŋăçěŋĺě ¸ = ¸^∗ áńěďãîéĺň őąàăğőň.

Ěáńĺ i ∈ J(x^∗), âő ⟨’^′_i(x^∗); p^∗⟩ < 0: Śńěďőćăâěńìŋő, ’_i(x^∗ + ¸p^∗) < 0 ŕàĺ ćáěå ¸ ∈ (0; ¸_i) ďńï ďőáâăâőçŋő ňăńőčő ¸_i > 0:

Ěáńĺ i ∉ J(x^∗), âő ěáâì ’_i(x^∗) < 0, âő ć áĺńã ŋěŕàěàëćŋőáâĺ äãŋłæĺĺ ’_i(x) ŋěàăćěŋáâćő ’_i(x^∗ + ¸p^∗) < 0 áőåàăŋĺâáï ŕàĺ ćáěå ¸ ∈ (0; ¸_i) ďńï ďőáâăâőçŋő ňăńőčő ¸_i > 0: Ŕőńőęĺň ¸^∗ = min_{i=1;:::;m}{¸_i}: Šőčďă ďńï ńîąőčő ¸ ∈ (0; ¸^∗) ćěłâőà x^∗ +¸p^∗ ïćńïěâáï ďőŕãáâĺňëň àěèěŋĺěň ğăďăçĺ (4.6)-(4.8). Ĺğ ãáńőćĺï ⟨c; p^∗⟩ ≤ ^∗ < 0 ŕőńãçĺň f(x^∗ + ¸p^∗) < f(x^∗), ŕàĺ ¸ ∈ (0; ¸^∗); çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ őŕâĺňăńìŋőáâĺ x^∗:

Ďőłăęěň ŋěőąåőďĺňőáâì. Ŕãáâì x^∗ ŋě ïćńïěâáï őŕâĺňăńìŋëň àěèěŋĺěň ğăďăçĺ (4.6)-(4.8). Šőčďă áãéěáâćãěâ x ∈ Q, ďńï łőâőàőčő f(x) − f(x^∗) = ⟨c; x − x^∗⟩ < 0:

Ŕãáâì p = x − x^∗: Šőčďă ⟨c; p⟩ < 0. Ěáńĺ ’_i(x^∗) = 0; âő ěáâì i ∈ J(x^∗); âő ĺğ áńěďãîéěčő ŋěàăćěŋáâćă ďńï čńăďłĺå ćëŕãłńëå äãŋłæĺľ ’_i(x) ≥ ’_i(x^∗) + ⟨’^′_i(x^∗); x − x^∗⟩

ŕőńãçĺň ⟨’^′_i(x^∗); p⟩ ≤ 0: (4.17)

Ĺğ ãáńőćĺï Śńěľâěàă áńěďãěâ áãéěáâćőćăŋĺě ćěłâőàă^∼x; ďńï łőâőàőčő ’_i(^∼x) < 0; i = 1; : : :; m: Ŕãáâì^∼p=^∼x −x^∗: Ěáńĺ i ∈ J(x^∗); âő ăŋăńőčĺçŋő (4.17) ĺňěěň

⟨’^′_i(x^∗);^∼p⟩ < 0:

Ćëąěàěň p^∗ = p + ¸^∼p : Šőčďă ŕàĺ ďőáâăâőçŋő ňăńőň ¸ áŕàăćěďńĺćő ⟨c; p^∗⟩ < 0 ĺ ⟨’^′_i(x^∗); p^∗⟩ < 0 ďńï i ∈ J(x^∗): Őâáîďă ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ćëâěłăěâ, çâő ^∗ < 0: Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

Ěáńĺ ć àěèěŋĺĺ (p^∗; ^∗) ğăďăçĺ (4.13)-(4.16) ćěńĺçĺŋă ^∗ < 0 ňăńă ŕő ăąáőńîâŋőľ ćěńĺçĺŋě, âő íâő ňőęěâ ŕàĺćěáâĺ ł ğăňěďńěŋĺî áłőàőáâĺ áåőďĺňőáâĺ ňěâőďă ćőğňőęŋëå ŋăŕàăćńěŋĺľ. Ůâőąë ĺğąěęăâì íâĺå âàãďŋőáâěľ, áńěďãěâ ĺğňěŋĺâì ňŋőęěáâćő ŋőňěàőć J(x) ć őčàăŋĺçěŋĺĺ (4.15). Őŕĺèěň őďĺŋ ĺğ âăłĺå ŕőďåőďőć, ć łőâőàőň ĺáŕőńìğãěâáï áńěďãîéěě ňŋőęěáâćő ŋőňěàőć {i | −‹ < ’_i(x) ≤ 0}; čďě ‹|ŕőńőęĺâěńìŋőě çĺáńő. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, íâő ňŋőęěáâćő ŋőňěàőć őčàăŋĺçěŋĺľ ğăďăçĺ (4.6)-(4.8), łőâőàëě ć âőçłě x ćëŕőńŋïîâáï łăł àăćěŋáâćă á âőçŋőáâìî ďő ‹ > 0:

Ŕãáâì ‹_0 > 0 ĺ x_0 ∈ Q { ŋěłőâőàőě ŋăçăńìŋőě ŕàĺąńĺęěŋĺě. Ďőŕãáâĺň, çâő ĺğćěáâŋő k−ě ŕàĺąńĺęěŋĺě x^k ∈ Q ĺ ‹_k > 0: Ććěďěň ňŋőęěáâćă ŋőňěàőć

J^k = J(x^k; ‹_k) = {i | −‹_k < ’_i(x^k) ≤ 0};

J^k_0 = {i | ’_i(x^k) = 0}:

Řăááňőâàĺň áńěďãîéãî ğăďăçã ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï:

k = min (4.18) ⟨c; p⟩ ≤ (4.19) ⟨’^′_j(x^k); p⟩ ≤ ; ďńï ćáěå j ∈ J^k; (4.20) | p_l‖mid ≤ 1; ďńï ćáěå l = 1; : : :; n: (4.21)

Őąőğŋăçĺň íâã ğăďăçã P(x^k; J^k): Ŕàĺćěďěň őŕĺáăŋĺě őďŋőľ ĺâěàăæĺĺ ňěâőďă ćőğňőęŋëå ŋăŕàăćńěŋĺľ. Ŕãáâì (p^k; _k) | őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ P(x^k; J^k): Řăááňőâàĺň âàĺ áńãçăï:

1) Ěáńĺ _k ≤ −‹_k, âő ŕőńăčăěň ‹_{k+1} = ‹_k: 2) Ěáńĺ −‹_k < _k < 0, âő ŕőńăčăěň ‹_{k+1} = ‹_k=2: 3) Ěáńĺ _k = 0; âő ŋăľďěň àěèěŋĺě (p^k; _k) ğăďăçĺ P(x^k; J^k_0 ).

Ŕàĺ _k = 0 ćěłâőà x^k áőčńăáŋő łàĺâěàĺî őŕâĺňăńìŋőáâĺ ïćńïěâáï őŕâĺňăńìŋëň àěèěŋĺěň ğăďăçĺ (4.6)-(4.8). Ěáńĺ ęě _k < 0; âő ŕőńăčăěň ‹_{k+1} = ‹_k=2; p^k = p^k:

Łăł ãęě ãŕőňĺŋăńőáì ćëèě, ć áńãçăě _k = 0 ŋěńìğï ãâćěàęďăâì, çâő ćěłâőà p^k ïćńïěâáï ŋăŕàăćńěŋĺěň áŕãáłă. Ŕőíâőňã, àěèĺć ğăďăçã P(x^k; J^k_0 ); ŋă őáŋőćăŋĺĺ âěőàěňë 4.4 ňőęŋő őæěŋĺâì őŕâĺňăńìŋő ĺńĺ ŋěâ âěłãéěě ŕàĺąńĺęěŋĺě x^k: Ěáńĺ _k < 0; âő ć łăçěáâćě ŋăŕàăćńěŋĺï áŕãáłă ćëąĺàăěâáï ćěłâőà p^k:

Ďńĺŋă èăčă ¸_k őŕàěďěńïěâáï ŕő áńěďãîéěľ áåěňě. Ŕãáâì ¸_{ki} { ŋăĺňěŋìèĺľ ŕőńőęĺâěńìŋëľ łőàěŋì ãàăćŋěŋĺï ’_i(x^k + ¸ p^k) = 0: Šőčďă ŕőńăčăěň ¸_k = min_i ¸_{ki} ĺ

x^{k+1} = x^k + ¸_k p^k; J^{k+1} = J(x^{k+1}; ‹_{k+1}):

Šěőàěňă 4.5 Ŕãáâì ’_i(x) { čńăďłĺě ćëŕãłńëě äãŋłæĺĺ, ćëŕőń-

ŋěŋő ãáńőćĺě Śńěľâěàă ĺ ňŋőęěáâćő Q őčàăŋĺçěŋő. Šőčďă 1) ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì {f(x^k)} áåőďĺâáï ł ćěńĺçĺŋě f^∗ = min_{x∈Q} f(x); âő ěáâì f(x^k) = ⟨c; x^k⟩ → f^∗ ŕàĺ k → ∞; 2) ńîąăï ŕàěďěńìŋăï âőçłă x^∗ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ {x^k} ěáâì âőçłă ňĺŋĺňãňă äãŋłæĺĺ f(x) ŋă ňŋőęěáâćě ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ Q:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕő ŕőáâàőěŋĺî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì {f(x^k)}

ŋěćőğàăáâăîéăï ĺ, ć ćĺďã őčàăŋĺçěŋŋőáâĺ ňŋőęěáâćă Q; áãéěáâćãěâ ŕàěďěń ^f = lim_k f(x^k) ĺ

f(x^k) − f(x^{k+1}) → 0 ŕàĺ k → ∞: (4.22)

Ćěńĺçĺŋă ‹_k ŋă łăęďőň èăčě ńĺąő ďěńĺâáï ŕőŕőńăň, ńĺąő őáâăěâáï ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ. Ŕőłăęěň, çâő ‹ = lim_{k→∞} ‹_k = 0: Ŕàěďŕőńőęĺň ŕàőâĺćŋőě, âő ěáâì ‹ > 0: Šőčďă ŋăľďěâáï K_0 âăłőě, çâő ‹_k = ‹ ĺ _k ≤ −‹ ďńï ćáěå k > K_0. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ŋăçĺŋăï á ŋőňěàă K_0 ć ăńčőàĺâňě ćáěčďă àěăńĺğãěâáï ŕěàćëľ áńãçăľ ‹_k = ‹: Ćëąěàěň ŋěłőâőàãî áåőďïéãîáï ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì {x^{ki} ; p^{ki} } → (x^∗; p^∗). Šăłăï ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì áãéěáâćãěâ ć ćĺďã őčàăŋĺçěŋŋőáâĺ ňŋőęěáâćă Q ĺ ãáńőćĺï ŋőàňĺàőćłĺ (4.21). Ŕãáâì J^∗ = J(x^∗; ‹) = {j | −‹ < ’_j(x^∗) ≤ 0}:

Šőčďă ŕàĺ ŋěłőâőàőň K_1 > K_0 ďńï ćáěå k_i > K_1 áŕàăćěďńĺćő −‹ = −‹_{ki} < ’_j(x^{ki} ) ≤ 0 ďńï j ∈ J^∗: İâő őğŋăçăěâ, çâő J^∗ ⊆ J^{ki} ďńï ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå k_i: Śńěďőćăâěńìŋő,

⟨c; p^{ki}⟩ ≤ _{ki} ≤ −‹;

⟨’^′_j(x^{ki} ); p^{ki}⟩ ≤ _{ki} ≤ −‹; ďńï j ∈ J^∗:

Šőčďă ĺğ ŋěŕàěàëćŋőáâĺ äãŋłæĺľ ’^′_j(x) áńěďãěâ ⟨’^′_j(x^∗); p^∗⟩ ≤ −‹ ďńï j ∈ J^∗: Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, ’_j(x^∗) ≤ −‹ ďńï j ∉ J^∗: Őâáîďă ćëâěłăěâ, çâő áãéěáâćãěâ ¸^∗ > 0 âăłőě, çâő ’_j(x^∗ + ¸^∗ p^∗) < 0 ďńï ćáěå j: Ś ãçěâőň ŋěŕàěàëćŋőáâĺ äãŋłæĺľ ’_j íâő őğŋăçăěâ, çâő ’_j(x^{ki} + ¸^∗ p^{ki} ) < 0 ďńï ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå k_i ĺ ćáěå j: Šăłĺň őąàăğőň, őâáîďă áńěďãěâ, çâő ¸_{ki} > ¸^∗: Šőčďă f(x^{ki} ) − f(x^{ki+1}) = −¸_{ki} ⟨c; p^{ki}⟩ > ¸^∗‹ > 0; çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ (4.22). Śńěďőćăâěńìŋő, ‹ = 0:

Ŕőłăęěň, çâő ^f = f^∗: Ŕãáâì t_1 < t_2 < ::: < t_i < ::: { ŋőňěàă âěå ĺâěàăæĺľ, łőčďă ŕàőĺáåőďĺâ ďàőąńěŋĺě ćěńĺçĺŋë ‹_k: Ĺğ ŋěàăćěŋáâć −‹_{ti} < _{ti} ≤ 0 áńěďãěâ, çâő lim_{ti→∞} _{ti} = 0: Ňőęŋő áçĺâăâì, çâő x^{ti} → x^∗: Ŕãáâì ^f = f(x^∗) > f^∗: Šőčďă ĺğ łàĺâěàĺï őŕâĺňăńìŋőáâĺ áńěďãěâ, çâő áãéěáâćãîâ p^∗; ^∗ < 0 âăłĺě, çâő

⟨c; p^∗⟩ ≤ ^∗;

⟨’^′_j(x^∗); p^∗⟩ ≤ ^∗; ďńï j ∈ J^∗_0 = {i | ’_i(x^∗) = 0}:

Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, ŋăľďěâáï ff > 0 : ’_j(x^∗) < −ff ďńï ćáěå j ∉ J^∗_0 : Ĺğ ŋěŕàěàëćŋőľ ďĺääěàěŋæĺàãěňőáâĺ äãŋłæĺľ ’_j(x) áńěďãěâ, çâő ŋăľďěâáï ŋőňěà K âăłőľ, çâő ďńï ćáěå t_i > K

⟨c; p^∗⟩ < ^∗=2; (4.23)

⟨’^′_j(x^{ti} ); p^∗⟩ < ^∗=2; ďńï ćáěå j ∈ J^∗_0 ; (4.24)

’_j(x^{ti} ) < −ff; ďńï ćáěå j ∉ J^∗_0 : (4.25) Łàőňě âőčő, ĺğ áåőďĺňőáâĺ ł 0 ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ {‹_k} áńěďãěâ ŋěàăćěŋáâćő −ff ≤ −‹_{ti} ďńï ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå t_i: Ĺğ ŕőáńěďŋěčő ŋěàăćěŋáâćă ĺ ŋěàăćěŋáâćă (4.25) ĺňěěň J^{ti} ⊆ J^∗_0 ďńï ćáěå t_i ąőńìèĺå ŋěłőâőàőčő K_1 > K: Őâáîďă, á ãçěâőň ŋěàăćěŋáâć (4.23), (4.24) ĺ ćëąőàă p^∗; ŕőńãçăěň ⟨c; p^∗⟩ < ^∗=2;

⟨’^′_j(x^{ti} ); p^∗⟩ < ^∗=2; ďńï ćáěå j ∈ J^{ti} ;

‖p^∗_l ‖ ≤ 1; ďńï ćáěå l = 1; : : :; n: Šăłĺň őąàăğőň, t_i < ^∗=2 < 0;

ďńï ńîąőčő t_i > K_1; çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ áåőďĺňőáâĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ {_{ti} } ł ŋãńî. Śńěďőćăâěńìŋő, ^f = f(x^∗) = f^∗ = min_{x∈Q} f(x):

Ŕőáłőńìłã f(x^k) > f(x^{k+1}), âő ďńï ńîąőľ ŕàěďěńìŋőľ âőçłĺ x ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ {x^k} ĺňěěâ ňěáâő àăćěŋáâćő f(x) = f(x^∗):

Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

4.4 Ňěâőď èâàăäŋëå äãŋłæĺľ

Ŕőňĺňő ňěâőďă ćőğňőęŋëå ŋăŕàăćńěŋĺľ áãéěáâćãîâ ĺŋëě ňěâőďë ŕőĺáłă ãáńőćŋőčő íłáâàěňãňă. Őďŋĺň ĺğ ŋĺå ïćńïěâáï ňěâőď èâàăäŋëå äãŋłæĺľ. Őáŋőćŋăï ĺďěï ňěâőďă ğăłńîçăěâáï ć áćěďěŋĺĺ ĺáåőďŋőľ ğăďăçĺ f(x) → min_{x∈Q} (4.26)

Q = {x ∈ R^n | ’_i(x) ≤ 0; i = 1; :::; m} (4.27)

ł ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ğăďăç ňĺŋĺňĺğăæĺĺ

F_k(x) → min_{x∈Rn}; k = 1; 2; : : : (4.28)

čďě F_k(x) | ŋěłőâőàăï ćáŕőňőčăâěńìŋăï äãŋłæĺï, łőâőàăï ŕőďąĺàăěâáï âăł, çâőąë á àőáâőň ŋőňěàă k őŋă ňăńő őâńĺçăńăáì őâ ĺáåőďŋőľ äãŋłæĺĺ f(x) ŋă ňŋőęěáâćě Q ĺ ąëáâàő ćőğàăáâăńă ŋă ňŋőęěáâćě R^n \ Q. Ąëáâàëľ àőáâ äãŋłæĺĺ F_k(x) ćŋě Q ŕàĺćőďĺâ ł âőňã, çâő ŕàĺ ąőńìèĺå k ŋĺęŋïï čàăŋì íâőľ äãŋłæĺĺ ŋă R^n ąãďěâ ďőáâĺčăâìáï ć âőçłăå, ąńĺğłĺå ł ňŋőęěáâćã Q, ĺ àěèěŋĺě ğăďăçĺ (4.28) ąãďěâ ŕàĺąńĺęăâìáï ŕàĺ őŕàěďěńěŋŋëå ãáńőćĺïå ł àěèěŋĺî ĺáåőďŋőľ ğăďăçĺ (4.26)-(4.27). Ŕàĺ íâőň ĺňěěâáï ďőáâăâőçŋő ąőńìèőľ ŕàőĺğćőń ć ćëąőàě äãŋłæĺľ F_k(x). İâő ŕőğćőńïěâ ŕőďőąàăâì ŋăĺąőńěě ãďőąŋëľ ćĺď ňĺŋĺňĺğĺàãěňőľ äãŋłæĺĺ F_k(x) ĺ ŕàĺňěŋĺâì ąőńěě ŕàőáâëě ňěâőďë ąěğãáńőćŋőľ őŕâĺňĺğăæĺĺ.

Őŕàěďěńěŋĺě 4.2 Ťãŋłæĺï P_k(x) ŋăğëćăěâáï èâàăäŋőľ äãŋ-

łæĺěľ ňŋőęěáâćă Q, ěáńĺ P_k(x) ≥ 0 ďńï ńîąëå k = 1; 2; : : :; x ∈ R^n ĺ

lim_{k→∞} P_k(x) = { 0; ěáńĺ x ∈ Q +∞; ěáńĺ x =∈ Q:

Ĺğ íâőčő őŕàěďěńěŋĺï ćĺďŋő, çâő ŕàĺ ąőńìèĺå ŋőňěàăå k ğă ŋăàãèěŋĺě ãáńőćĺï x ∈ Q ŕàĺåőďĺâáï ŕńăâĺâì ąőńìèőľ èâàăä, ć âő ćàěňï łăł ŕàĺ x ∈ Q íâőâ èâàăä áâàěňĺâáï ł ŋãńî á àőáâőň k (àĺá. 10).

Řĺá. 10. Ÿâàăäŋëě äãŋłæĺĺ Ďńï ńîąőčő ňŋőęěáâćă Q ňőęŋő ãłăğăâì áłőńì ãčőďŋő ňŋőčő èâàăäŋëå äãŋłæĺľ. Ŕãáâì [a]_+ = max(0; a) ĺ g(x) = m∑ i=1 [’_i(x)]_+:

Šěŕěàì ňŋőęěáâćő ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ ŕàěďáâăćĺňő ć ćĺďě Q = {x ∈ R^n | g(x) ≤ 0};

ĺ èâàăäŋëňĺ äãŋłæĺïňĺ ïćńïîâáï, ŋăŕàĺňěà, áńěďãîéĺě:

kg(x); kg(x)^2; e^{kg(x)}=k; (1 + g(x))^k − 1:

Ŕãáâì èâàăäŋăï äãŋłæĺï P_k(x) ãęě ćëąàăŋă. Ŕőńőęĺň F_k(x) = f(x) + P_k(x); k = 1; 2; : : :

ĺ ąãďěň áçĺâăâì, çâő inf_{x∈Rn} F_k(x) > −∞; ďńï ćáěå k = 1; 2; : : : (4.29) Šőčďă ďńï łăęďőčő k ňőęŋő ŕőáâăàăâìáï ŋăľâĺ àěèěŋĺě ğăďăçĺ (4.28) ĺ ŕőńãçĺâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì őŕâĺňăńìŋëå àěèěŋĺľ.

Ł áőęăńěŋĺî, ŋĺęŋïï čàăŋì ć (4.29) ňőęěâ ďőáâĺčăâìáï ŋě ŕàĺ ćáěå k. Ŕőíâőňã ğăďăďĺňáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ›(k) âăłőľ, çâő ›(k) > 0; k = 1; 2; : : : ĺ ›(k) → 0 ŕàĺ k → ∞ ĺ á ŕőňőéìî łăłőčőńĺąő ňěâőďă ąěğãáńőćŋőľ őŕâĺňĺğăæĺĺ ŋăľďěň âőçłĺ x^k; k = 1; 2; : : : , ãďőćńěâćőàïîéĺě ãáńőćĺî

F^∗_k = inf_{x∈Rn} F_k(x) ≤ F_k(x^k) ≤ F^∗_k + ›(k): (4.30)

Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ćňěáâő âőçŋőčő àěèěŋĺï x^∗ ąãďěň ĺáłăâì ŕàĺąńĺęěŋŋőě àěèěŋĺě x^k á ŕőčàěèŋőáâìî, ŋě ŕàěćőáåőďïéěľ ›(k). Őâňěâĺň, çâő, ćőőąéě čőćőàï, x^k ňőęěâ ĺ ŋě ŕàĺŋăďńěęăâì Q. Ďăńìŋěľèěě ĺğńőęěŋĺě ãęě ŋě ğăćĺáĺâ őâ âőčő, łăłĺň ĺňěŋŋő ňěâőďőň ąãďěâ ŋăľďěŋă âőçłă x^k. Ŕőíâőňã ňë őčàăŋĺçĺňáï ŕàěďŕőńőęěŋĺěň ő áãéěáâćőćăŋĺĺ âăłőčő ňěâőďă ĺ ŕěàěľďěň ł ĺááńěďőćăŋĺî áåőďĺňőáâĺ ňěâőďă èâàăäŋëå äãŋłæĺľ.

Ŕãáâì èâàăäŋëě äãŋłæĺĺ P_k(x) ğăďăîâáï á ŕőňőéìî ćáŕőňőčăâěńìŋëå äãŋłæĺľ ˘_k(g) àăćěŋáâćăňĺ P_k(x) = ˘_k(g(x)) ĺ äãŋłæĺĺ ˘_k(g) âăłőćë, çâő a) ˘_k(g) őŕàěďěńěŋë ĺ ŋěŕàěàëćŋë ďńï ćáěå k = 1; 2; : : : ; b) ˘_k(g) ŕőńőęĺâěńìŋë, ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăîâ ŕő g ĺ lim_{k→∞} ˘_k(g) = +∞ ďńï g > 0;

c) ˘_k(g) áåőďïâáï ł 0 àăćŋőňěàŋő ŕàĺ k → ∞ ć őąńăáâĺ g ≤ 0: Šőčďă áńěďãîéăï âěőàěňă ďăěâ ďőáâăâőçŋëě ãáńőćĺï áåőďĺňőáâĺ ňěâőďă èâàăäŋëå äãŋłæĺľ.

Šěőàěňă 4.6 Ŕãáâì äãŋłæĺĺ f; g őŕàěďěńěŋë ĺ ŋěŕàěàëćŋë ŋă R^n; inf_{x∈R}n f(x) > −∞, èâàăäŋëě äãŋłæĺĺ ãďőćńěâćőàïîâ ãáńőćĺïň a) b) c) ĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì {x^k} őŕàěďěńïěâáï áőőâŋőèěŋĺïňĺ (4.30). Šőčďă 1) lim_{k→∞}f(x^k) ≤ f^∗ = inf_{x∈Q} f(x) ĺ lim_{k→∞}g(x^k) ≤ 0;

2) ěáńĺ x^∗ ŕàĺŋăďńěęĺâ ňŋőęěáâćã Lim{x^k} ŕàěďěńìŋëå âőçěł ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ {x^k}, âő x^∗ ∈ Q ĺ f(x^∗) = f^∗; 3) ěáńĺ ňŋőęěáâćő Q_{‹0} = {x ∈ R^n | g(x) ≤ ‹_0} őčàăŋĺçěŋő ďńï ŋěłőâőàőčő ‹_0 > 0 , âő lim_{k→∞} f(x^k) = f^∗ ĺ

ȷ(x^k; Q) = inf_{x∈Q} ‖x^k − x‖ → 0 ŕàĺ k → ∞:

Ďőłăğăâěńìáâćő. 1) Ŕő őŕàěďěńěŋĺî f^∗ áãéěáâćãěâ ŕőáńěďőćă-

âěńìŋőáâì {y^m}; y^m ∈ Q; ďńï łőâőàőľ f(y^m) → f^∗ ŕàĺ m → ∞: Šőčďă ďńï ńîąőčő › > 0 ŋăľďãâáï ŋőňěàă m_0; k_0 âăłĺě, çâő f(y^m) ≤ f^∗ + ›; ›(k) < › ŕàĺ m ≥ m_0; k ≥ k_0: Şçĺâëćăï g(y^m) ≤ 0 ĺ ãáńőćĺě c), ňőęŋő áçĺâăâì, çâő P_k(y^m) = ˘_k(g(y^m)) ≤ › ŕàĺ m ≥ m_0; k ≥ k_0: Ĺğ íâĺå ŋěàăćěŋáâć ĺ ãáńőćĺľ âěőàěňë ĺňěěň f(x^k) ≤ F_k(x^k) ≤ F^∗_k + ›(k) ≤ ≤ F_k(y^m) + › = f(y^m) + P_k(y^m) + › ≤ f^∗ + 3›:

Śńěďőćăâěńìŋő, lim_{k→∞}f(x^k) ≤ f^∗:

Ğăňěâĺň, çâő ŕàĺ k ≥ k_0 áŕàăćěďńĺćő ŋěàăćěŋáâćő ˘_k(g(x^k)) = F_k(x^k) − f(x^k) ≤ f^∗ + 3› − inf_{x∈Rn} f(x) < ∞:

Ŕőłăęěň, çâő őâáîďă áńěďãěâ ŋěàăćěŋáâćő lim_{k→∞}g(x^k) ≤ 0: Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ćěàŋő őąàăâŋőě ŋěàăćěŋáâćő. Šőčďă áãéěáâćãěâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì {x^{ks} }, ďńï łőâőàőľ g(x^{ks}) ≥ ¸ > 0 ďńï ćáěå s, ąőńìèĺå ŋěłőâőàőčő s_0: Ĺğ ãáńőćĺï b) ĺňěěň 0 < ˘_{ks} (¸) ≤ ˘_{ks} (g(x^{ks})) → +∞ ŕàĺ s → ∞: Ŕàőâĺćőàěçĺě.

2) Ŕãáâì x^∗ ∈ Lim{x^k}: Šőčďă áãéěáâćãěâ ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì {x^{ks} } áåőďïéăïáï ł x^∗: Ťãŋłæĺï g(x) ŋěŕàěàëćŋă ĺ, łăł ďőłăğăŋő àăŋěě, lim_{k→∞}g(x^k) ≤ 0. Ŕőíâőňã lim_{s→∞} g(x^{ks}) = g(x^∗) ≤ 0: Śńěďőćăâěńìŋő, x^∗ ∈ Q: Ĺğ ãáńőćĺľ âěőàěňë ĺňěěň f^∗ ≤ f(x^∗) = lim_{s→∞} f(x^{ks} ); ă ĺğ őŕàěďěńěŋĺï ćěàåŋěčő ŕàěďěńă áńěďãěâ őąàăâŋőě ŋěàăćěŋáâćő lim_{s→∞} f(x^{ks} ) ≤ lim_{k→∞}f(x^k) ≤ f^∗: Ŕőíâőňã f(x^∗) = f^∗:

3) Ďőłăęěň, çâő ĺğ ãáâăŋőćńěŋŋőčő ŋěàăćěŋáâćă lim_{k→∞}g(x^k) ≤ 0

áńěďãěâ ȷ(x^k; Q) → 0 ŕàĺ k → ∞: Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő áãéěáâćãěâ r > 0 âăłőě, çâő ďńï ńîąőčő s > 0 ŋăľďěâáï ŋőňěà k_s ≥ s, ďńï łőâőàőčő ȷ(x^{ks}; Q) > r: Řăááňőâàĺň ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì {x^{ks} }: Ĺğ ãáńőćĺï lim_{k→∞}g(x^k) ≤ 0 áńěďãěâ, çâő áãéěáâćãěâ ŋőňěà N_0 âă-

łőľ, çâő ďńï ńîąőčő k_s ≥ N_0 áŕàăćěďńĺćő g(x^{ks}) ≤ ‹_0: Šăł łăł ňŋőęěáâćő Q_{‹0} łőňŕăłâŋő, âő ąěğ őčàăŋĺçěŋĺï őąéŋőáâĺ ňőęŋő áçĺâăâì, çâő ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì {x^{ks} } áåőďĺâáï ł âőçłě x_0 ∈ Q_{‹0} : Ĺğ ŋěŕàěàëćŋőáâĺ äãŋłæĺĺ g(x) ŕőńãçĺň g(x_0) ≤ 0 ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, x_0 ∈ Q: Şçĺâëćăï łőňŕăłâŋőáâì ňŋőęěáâćă Q; á ŕőňőéìî ŋěàăćěŋáâćă âàěãčőńìŋĺłă ńěčłő ďőłăğăâì, çâő ďńï ńîąëå âőçěł x^′ ĺ x^{′′} áŕàăćěďńĺćő ŋěàăćěŋáâćő

|ȷ(x^′; Q) − ȷ(x^{′′}; Q)| ≤ ‖x^′ − x^{′′}‖:

Śńěďőćăâěńìŋő, äãŋłæĺï ȷ(x; Q) | ŋěŕàěàëćŋă. Šőčďă

ȷ(x^{ks} ; Q) → ȷ(x_0; Q) ŕàĺ s → ∞:

Ŕőíâőňã áŕàăćěďńĺćő ŋěàăćěŋáâćő ȷ(x_0; Q) ≥ r > 0: Ć âő ęě ćàěňï ćëèě ąëńő ďőłăğăŋő, çâő x_0 ∈ Q: Ŕőńãçĺńĺ ŕàőâĺćőàěçĺě. Ňë ŕőłăğăńĺ, çâő ĺğ ŋěàăćěŋáâćă lim_{k→∞}g(x^k) ≤ 0 áńěďãěâ ȷ(x^k; Q) → 0 ŕàĺ k → ∞: Ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň ňőęŋő ŕőłăğăâì, çâő ĺğ ŋěàăćěŋáâćă lim_{k→∞}g(x^k) ≤ 0 áńěďãěâ lim_{k→∞} f(x^k) = f^∗: Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

Ć ğăłńîçěŋĺě ğăňěâĺň, çâő ňěâőď èâàăäŋëå äãŋłæĺľ ć ŋěłőâőàőň áňëáńě ąńĺğőł ł ňěâőďã ňŋőęĺâěńěľ Ńăčàăŋęă. Ć áăňőň ďěńě, ŕàĺ áőáâăćńěŋĺĺ äãŋłæĺĺ Ńăčàăŋęă őčàăŋĺçěŋĺï ğăďăçĺ ğăŋőáïâáï ć æěńěćãî äãŋłæĺî á ŋěĺğćěáâŋëňĺ ňŋőęĺâěńïňĺ, çâő ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł èâàăä ğă ŋăàãèěŋĺě áőőâćěâáâćãîéĺå őčàăŋĺçěŋĺľ. Ďőáâőĺŋáâćőň ňěâőďă ňŋőęĺâěńěľ Ńăčàăŋęă ïćńïěâáï âő, çâő ć ŋěň őâáãâáâćãîâ ŋěőčàăŋĺçěŋŋő àăáâãéĺě łőíääĺæĺěŋâë âĺŕă èâàăäŋëå łőíääĺæĺěŋâőć. Ć âő ęě ćàěňï ňěâőď ňŋőęĺâěńěľ Ńăčàăŋęă ŕàěďŕőńăčăěâ áãéěáâćőćăŋĺě áěďńőćőľ âőçłĺ, ă ňěâőď èâàăäŋëå äãŋłæĺľ ňőęěâ ĺáŕőńìğőćăâìáï ďńï ąőńěě èĺàőłĺå łńăááőć ğăďăç ĺ ïćńïěâáï ąőńěě ãŋĺćěàáăńìŋëň.

Řăğďěń 5. Űěńőçĺáńěŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕàőčàăňňĺàőćă- ŋĺě Ďő áĺå ŕőà ŋăňĺ àăááňăâàĺćăńĺáì ğăďăçĺ, ďńï łőâőàëå ŋăńĺçĺě ã ňŋőęěáâćă ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ ŋěáłőńìłĺå łőňŕőŋěŋâ áćïğŋőáâĺ (ć çăáâŋőáâĺ, ĺğőńĺàőćăŋŋëå âőçěł) äăłâĺçěáłĺ áçĺâăńőáì ïćńěŋĺěň ăŋőňăńìŋëň, ĺ ŕőâőňã àăááňőâàěŋŋëě ňěâőďë àěèěŋĺï ŋă ŕőďőąŋëě áĺâãăæĺĺ ŋě ąëńĺ àăááçĺâăŋë. Őďŋăłő ć àăğńĺçŋëå ŕàĺńőęěŋĺïå ćőğŋĺłăîâ ğăďăçĺ, ć łőâőàëå çăáâì ŕěàěňěŋŋëå (ĺńĺ ćáě) őąïğăŋë ŕàĺŋĺňăâì ğŋăçěŋĺï ĺğ ŋěłőâőàőčő ďĺáłàěâŋőčő (çăáâő łőŋěçŋőčő) ňŋőęěáâćă. İâő ŕàĺćőďĺâ ł ŋěőąåőďĺňőáâĺ àăğàăąőâłĺ áŕěæĺăńìŋëå ňěâőďőć ďńï àěèěŋĺï ŕőďőąŋëå ğăďăç.

Ć íâőň àăğďěńě ąãďãâ àăááňőâàěŋë ğăďăçĺ æěńőçĺáńěŋŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï (ŰŃŔ), őâńĺçăîéĺěáï őâ őąëçŋëå (ŋěŕàěàëćŋëå) ğăďăç ŃŔ ŋăńĺçĺěň âàěąőćăŋĺï æěńőçĺáńěŋŋőáâĺ ŕěàěňěŋŋëå. Őďŋă ĺğ ćőğňőęŋëå őąéĺå äőàňãńĺàőćőł ğăďăçĺ ŰŃŔ âăłőćă:

cx → max (5.1)

Ax = b (5.2) x ≥ 0 (5.3)

x_j | æěńőě, j = 1; : : :; n: (5.4) Ŕőď ŃŔ-àěńăłáăæĺěľ ğăďăçĺ (5.1){(5.4) ąãďěň ŕőŋĺňăâì ğăďăçã ŃŔ (5.1){(5.3), ŕőńãçăěňãî ĺğ ĺáåőďŋőľ ğăďăçĺ ŰŃŔ ŕãâěň őâąàăáëćăŋĺï ãáńőćĺľ æěńőçĺáńěŋŋőáâĺ ŕěàěňěŋŋëå.

Őçěćĺďŋãî ĺďěî őłàãčńěŋĺï ŋěŕàěàëćŋőčő (â.ě. ŋěæěńőçĺáńěŋŋőčő) őŕâĺňăńìŋőčő àěèěŋĺï ŃŔ-àěńăłáăæĺĺ ďńï ŕőńãçěŋĺï àěèěŋĺï ğăďăçĺ ŰŃŔ ŋěńìğï ŕàĺğŋăâì ŕőďåőďïéěľ ďńï ćáěå áĺâãăæĺľ. Ŕàěęďě ćáěčő, ďăńěłő ŋě ćáěčďă ïáŋő, łăł ŕàőćěáâĺ őłàãčńěŋĺě ďő ďőŕãáâĺňőčő æěńőçĺáńěŋŋőčő àěèěŋĺï. Łàőňě âőčő, ńěčłő ŕőáâàőĺâì ŕàĺňěàë, ďńï łőâőàëå æěńőçĺáńěŋŋëľ őŕâĺňãň ąãďěâ áłőńì ãčőďŋő ďăńěł őâ ŋěŕàěàëćŋőčő łăł ŕő àăááâőïŋĺî ć R^n, âăł ĺ ŕő ğŋăçěŋĺî æěńěćőľ äãŋłæĺĺ.

Łăł ĺ ć áńãçăě ğăďăç ŃŔ, ďńï àěèěŋĺï ğăďăç ŰŃŔ ĺňěîâáï łőŋěçŋëě ăńčőàĺâňë, őďŋăłő őąéăï ğăďăçă ŰŃŔ őłăğëćăěâáï áãéěáâćěŋŋő âàãďŋěě ĺ ĺğćěáâŋëě ăńčőàĺâňë ďńï ŋěě ğŋăçĺâěńìŋő ňěŋěě íääěłâĺćŋë. Ć ŋăáâőïéěě ćàěňï ĺğćěáâŋë ďćă őáŋőćŋëå áěňěľáâćă ňěâőďőć àěèěŋĺï ğăďăç ŰŃŔ: ňěâőďë ćěâćěľ ĺ čàăŋĺæ ĺ ňěâőďë őâáěçěŋĺï. Ňë ŕőğŋăłőňĺňáï ğďěáì á ňěâőďăňĺ őâáěçěŋĺï, ŕőáłőńìłã őŋĺ ŕàěďáâăćńïîâ áőąőľ ďăńìŋěľèěě àăğćĺâĺě ãęě ĺğćěáâŋëå ŋăň ňěâőďőć ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï.

5.1 Őąéăï åăàăłâěàĺáâĺłă ňěâőďőć őâáěçěŋĺï

Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ňë àěèĺńĺ ŃŔ-àěńăłáăæĺî ďăŋŋőľ ğăďăçĺ ŰŃŔ, ŋăŕàĺňěà, á ŕőňőéìî łăłőčő-ńĺąő ćăàĺăŋâă áĺňŕńěłáňěâőďă ĺ ŋăèńĺ őŕâĺňăńìŋőě ąăğĺáŋőě àěèěŋĺě x^0. Ěáńĺ ŕőńãçěŋŋőě àěèěŋĺě ãďőćńěâćőàïěâ ãáńőćĺî æěńőçĺáńěŋŋőáâĺ, âő őŋő ĺ ïćńïěâáï őŕâĺňăńìŋëň àěèěŋĺěň àăááňăâàĺćăěňőľ ğăďăçĺ ŰŃŔ. Ěáńĺ ęě ŋě ćáě łőňŕőŋěŋâë x^0 æěńőçĺáńěŋŋë, âő äőàňĺàãěâáï ŋőćăï ğăďăçă ŃŔ ŕãâěň ďőąăćńěŋĺï ŋőćőčő őčàăŋĺçěŋĺï. Ďőąăćńïěňőě őčàăŋĺçěŋĺě (ŋăğëćăěňőě őâáěçěŋĺěň) ćëąĺàăěâáï âăł, çâő x^0 íâőňã őčàăŋĺçěŋĺî ŋě ãďőćńěâćőàïěâ (őâáěłăěâáï), ć âő ćàěňï łăł ćáě ďőŕãáâĺňëě àěèěŋĺï ğăďăçĺ ŰŃŔ őáâăîâáï ďőŕãáâĺňëňĺ àěèěŋĺïňĺ ŋőćőľ ğăďăçĺ ŃŔ. Ğăâěň àěèăěâáï ŋőćăï ğăďăçă ŃŔ ĺ ćëèě ãłăğăŋŋëě èăčĺ ŕőćâőàïîâáï ďő âěå ŕőà, ŕőłă ŋě ąãďěâ ŕőńãçěŋő àěèěŋĺě ğăďăçĺ ŰŃŔ, ńĺąő ŋě őąŋăàãęĺâáï ěě ŋěàăğàěèĺňőáâì. Ć őąéěň áńãçăě łőŋěçŋőáâì âăłőčő ŕàőæěááă ŋě čăàăŋâĺàãěâáï. Ĺáâőàĺçěáłĺ ŕěàćëň ăńčőàĺâňőň àăááňăâàĺćăěňőčő âĺŕă, łőŋěçŋőáâì łőâőàőčő ŕàĺ ďőáâăâőçŋő őąéĺå ŕàěďŕőńőęěŋĺïå ãáâăŋőćńěŋă, ąëń ŕěàćëľ (ĺńĺ æĺłńĺçěáłĺľ) ăńčőàĺâň Čőňőàĺ. Śăňă ĺďěï ňěâőďă ŕàĺŋăďńěęĺâ Ďăŋæĺčã.

5.2 Śŕőáőą ŕőáâàőěŋĺï őâáěçěŋĺľ

Śćőľáâćő ňěâőďă őâáěçěŋĺï ąëâì ĺńĺ ŋě ąëâì łőŋěçŋëň àěèăîéĺň őąàăğőň ğăćĺáĺâ őâ áŕőáőąă ŕőńãçěŋĺï őâáěçěŋĺľ. Ŕàĺćěďěň áåěňã ŕőáâàőěŋĺï ďőŕőńŋĺâěńìŋëå őčàăŋĺçěŋĺľ, łőâőàăï ĺáŕőńìğãěâáï ć ĺğńăčăěňëå ďăńěě ăńčőàĺâňăå Čőňőàĺ. Ć ěě őŕĺáăŋĺĺ ŕőáàěďáâćőň ⌊h⌋ őąőğŋăçăěâáï æěńăï çăáâì çĺáńă h, â.ě. ŋăĺąőńìèěě æěńőě, ŋě ŕàěćőáåőďïéěě h.

Ŕãáâì ńĺŋěľŋăï äãŋłæĺï

= d_0 −^∑_j d_jx_j (5.5)

ŕàĺŋĺňăěâ æěńëě ŋěőâàĺæăâěńìŋëě ğŋăçěŋĺï ŋă ňŋőęěáâćě ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ ğăďăçĺ (5.1){(5.4) ĺ h ≠ 0. Ěáńĺ h | æěńőě, âő ŋěőâàĺæăâěńìŋőáâĺ ŋě âàěąãěâáï. Šőčďă ďńï ńîąőčő x, ïćńïîéěčőáï ďőŕãáâĺňëň àěèěŋĺěň ğăďăçĺ (5.1){(5.4), ĺňěîâ ňěáâő áńěďãîéĺě áőőâŋőèěŋĺï:

h +^∑_j hd_jx_j = hd_0; (5:5^′)

⌊h⌋ +^∑_j ⌊hd_j ⌋x_j ≤ hd_0; (5.6)

⌊h⌋ +^∑_j ⌊hd_j⌋x_j ≤ ⌊hd_0⌋; (5.7) ∑ j (⌊hd_j⌋ − ⌊h⌋d_j )x_j ≤ ⌊hd_0⌋ − ⌊h⌋d_0: (5.8)

Ŋăłőŋěæ, ěáńĺ

u = (⌊hd_0⌋ − ⌊h⌋d_0) −^∑_j (⌊hd_j⌋ − ⌊h⌋d_j)x_j; (5.9) âő u ≥ 0; (5.10)

u | æěńőě. (5.11)

Ŕàĺćěďěň ŋěłőâőàëě ŕőïáŋěŋĺï ł ćëèěáłăğăŋŋőňã. Ŕàĺ ŕěàěåőďě őâ (5:5^′) ł (5:6) ĺáŕőńìğãěâáï ŋěőâàĺæăâěńìŋőáâì x_j ĺ . Ŕàĺ íâőň ć áńãçăě ⌊h⌋ = h ğŋăł ŋě ĺňěěâ ğŋăçěŋĺï, âăł łăł ŕěàćëě áńăčăěňëě ć (5:5^′) ĺ (5:6) áőćŕăďăîâ. Ŋěàăćěŋáâćő (5.8) ŕőńãçěŋő ĺğ (5.7) ŕãâěň ĺáłńîçěŋĺï á ĺáŕőńìğőćăŋĺěň (5.5). Ŋěàăćěŋáâćő (5.10) íłćĺćăńěŋâŋő (5.8). Ŕő ŕőćőďã (5.11) ďőáâăâőçŋő ğăňěâĺâì, çâő u ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ àăğŋőáâì ďćãå æěńëå çĺáěń, ă ĺňěŋŋő, ńěćőľ ĺ ŕàăćőľ çăáâĺ ŋěàăćěŋáâćă (5.7).

Šăłĺň őąàăğőň, ďőąăćńěŋĺě ãáńőćĺľ (5.9){(5.11) ł őčàăŋĺçěŋĺïň ğăďăçĺ (5.1){(5.4) ŕőàőęďăěâ ğăďăçã ŰŃŔ âőčő ęě ćĺďă ĺ íłćĺćăńěŋâŋãî ĺáåőďŋőľ. Ł ŋőćőľ ğăďăçě ŰŃŔ, ć áćőî őçěàěďì, ňőęěâ ąëâì ŕàĺňěŋěŋ âőâ ęě áăňëľ áŕőáőą ŕőàőęďěŋĺï ďőŕőńŋĺâěńìŋëå őčàăŋĺçěŋĺľ. Ŕőáâàőěŋĺě ãłăğăŋŋëå őčàăŋĺçěŋĺľ ďőńęŋő ąëâì łőŋłàěâĺğĺàőćăŋő âăł, çâőąë ňőęŋő ąëńő ŕőńãçĺâì ć łőŋěçŋőň áçěâě ğăďăçã ŰŃŔ, ŃŔ-àěńăłáăæĺï łőâőàőľ ĺňěńă ąë æěńőçĺáńěŋŋőě őŕâĺňăńìŋőě ąăğĺáŋőě àěèěŋĺě (ŕàĺ ãáńőćĺĺ, çâő ĺáåőďŋăï ğăďăçă ŰŃŔ àăğàěèĺňă).

Řěèěŋĺě ćőğŋĺłăîéĺå ć åőďě âăłőčő ŕàőæěááă ŃŔ-àěńăłáăæĺľ æěńěáőőąàăğŋő ŕàőćőďĺâì ďćőľáâćěŋŋëň áĺňŕńěłá-ňěâőďőň. İâő áćïğăŋő á âěň, çâő őçěàěďŋăï ğăďăçă ŃŔ ŕőńãçăěâáï ŕãâěň ďőąăćńěŋĺï ŋěłőâőàőčő őčàăŋĺçěŋĺï ŕőáńě âőčő łăł ąãďěâ ŋăľďěŋő őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ŕàěďëďãéěľ ğăďăçĺ. Ć íâőľ áĺâãăæĺĺ ŋě ćőğŋĺłăěâ łăłĺå-ńĺąő ğăâàãďŋěŋĺľ á ŋăåőęďěŋĺěň ŋăçăńìŋőčő ďćőľáâćěŋŋő ďőŕãáâĺňőčő ąăğĺáă ďńï ŋőćőľ ğăďăçĺ. Ŕàĺ íâőň á æěńìî őąěáŕěçěŋĺï łőŋěçŋőáâĺ ŕàőæěááă àěèěŋĺï łăęďőľ ĺğ ŃŔàěńăłáăæĺľ ĺ, ć łőŋæě łőŋæőć, áăňőľ ğăďăçĺ ŰŃŔ ŋăň ŕàĺďěâáï ćőáŕőńìğőćăâìáï ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺň ćăàĺăŋâőň ďćőľáâćěŋŋőčő áĺňŕńěłá-ňěâőďă.

5.3 Ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺľ ďćőľáâćěŋŋëľ áĺňŕńěłá-ňěâőď (LD-ňěâőď)

Őŕĺáăŋĺě ňěâőďă ŋăçŋěň á áĺňŕńěłá-âăąńĺæë, äőàňă łőâőàőľ ć ďăŋŋőň áńãçăě ąãďěâ őâńĺçăâìáï őâ ĺáŕőńìğőćăćèěľáï àăŋěě

(áň. àăğďěń 2).

Ŕãáâì ďńï àăááňăâàĺćăěňőčő ąăğĺáă B ňŋőęěáâćő ŋőňěàőć ŋěąăğĺáŋëå ŕěàěňěŋŋëå ěáâì S^′ = {fi(1); : : :; fi(l)}, l = n−m; ňŋőęěáâćő ŋőňěàőć ąăğĺáŋëå ŕěàěňěŋŋëå | S = {1; : : :; n} \ S^′. Ŕàěďáâăćńěŋĺě æěńěćőľ äãŋłæĺĺ (őąőğŋăçăěňőľ ŕőáàěďáâćőň x_0) ĺ ąăğĺáŋëå ŕěàěňěŋŋëå çěàěğ ŋěąăğĺáŋëě (ŕő áãéěáâćã, àěçì ĺďěâ ő áĺáâěňě (2:1^{′′}); (2:2^{′′}) ĺğ àăğďěńă 2) ąãďěň ğăŕĺáëćăâì áńěďãîéĺň őąàăğőň:

x_i = z_{i0} + l∑ j=1 z_{ij}(−x_{fi (j)}); i ∈ S ∪ {0}: (5.12)

Ł íâĺň ãàăćŋěŋĺïň ďőąăćĺň âăłęě âőęďěáâćěŋŋëě áőőâŋőèěŋĺï ćĺďă x_i = x_i ďńï ŋěąăğĺáŋëå ŕěàěňěŋŋëå

x_i = (−1)(−x_i); i ∈ S^′: (5.13)

Śĺňŕńěłá-âăąńĺæă ąãďěâ ŕàěďáâăćńïâì áőąőľ ňăâàĺæã łőíääĺæĺěŋâőć z_{ij} ŕàăćëå çăáâěľ ãàăćŋěŋĺľ áĺáâěňë (5.12){(5.13). Ć íâőľ âăąńĺæě łőńĺçěáâćő áâàőł àăćŋő n + 1; ŕő őďŋőľ áâàőłě ďńï łăęďőľ ŕěàěňěŋŋőľ, ćłńîçăï ĺ æěńěćãî äãŋłæĺî x_0. Ůĺáńő áâőńąæőć àăćŋő l + 1, ĺğ łőâőàëå 0-ľ áőďěàęĺâ áćőąőďŋëě çńěŋë ãàăćŋěŋĺľ, ă őáâăńìŋëě ŋăåőďïâáï ćő ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋőň áőőâćěâáâćĺĺ á ŋěąăğĺáŋëňĺ ŕěàěňěŋŋëňĺ, âăł çâő j-ňã áâőńąæã áőőâćěâáâćãěâ ŕěàěňěŋŋăï x_{fi (j)} (áő ğŋăłőň ňĺŋãá). Ŋăŕàĺňěà, ć áńãçăě fi(j) = m + j; j = 1; : : :; l; áĺňŕńěłá-âăąńĺæă ĺňěěâ ćĺď

1 −x_{m+1} : : : −x_n x_0 z_{00} z_{01} : : : z_{0l} . . . : : : . x_i z_{i0} z_{i1} : : : z_{il} . . . : : : .

x_{m+1} 0 −1 : : : 0 . . . : : : . x_n 0 0 : : : −1

Ŕőáàěďáâćőň ˛_j őąőğŋăçĺň j-ľ áâőńąěæ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë, â.ě.

˛_j = (z_{0j}; z_{1j}; : : :; z_{nj})^T ; j = 0; 1; : : :; l:

Šőčďă áĺáâěňă ãàăćŋěŋĺľ (5.12),(5.13) ňőęěâ ąëâì ŕàěďáâăćńěŋă őďŋĺň ćěłâőàŋëň ãàăćŋěŋĺěň

(x_0; x_1; : : :; x_n)^T = ˛_0 + l∑ j=1 ˛_j(−x_{fi (j)}): (5.14)

Ěáńĺ z_{rs} ≠ 0; r ∈ S; s ≥ 1; âő ňőęěâ ąëâì ćëŕőńŋěŋő íńěňěŋâăàŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě ąăğĺáă, ŕàĺ łőâőàőň ąăğĺáŋăï ŕěàěňěŋŋăï x_r ĺ ŋěąăğĺáŋăï ŕěàěňěŋŋăï x_{fi (s)} ŕőňěŋïîâáï àőńïňĺ. Ŕàĺ íâőň ŕàăćăï çăáâì ãàăćŋěŋĺï (5.14) ďőńęŋă ąëâì ŕàěőąàăğőćăŋă ĺ ćëàăęěŋă çěàěğ ŋőćëľ ŋăąőà ŋěąăğĺáŋëå ŕěàěňěŋŋëå. Ďńï íâőčő ćëàăğĺň ŕěàěňěŋŋãî x_{fi (s)} ĺğ r-čő ãàăćŋěŋĺï áĺáâěňë

x_{fi (s)} = 1z_{rs} (z_{r0} +^∑_{j≠s} z_{rj} (−x_{fi (j)}) − x_r)

ĺ ĺáłńîçĺň ěě ĺğ ŕàăćőľ çăáâĺ ć (5.14). Ŕőáńě ŕőďáâăŋőćłĺ ĺ ŕàĺćěďěŋĺï ŕőďőąŋëå ŕőńãçăěň

(x_0; x_1; : : :; x_n)^T = (˛_0 − z^{ro}z_{rs} ˛_s)+ ∑ j≠s

(˛_j − z^{rj}z_{rs} ˛_s)(−x_{fi (j)}) + ( −1 z_{rs} ˛^s)(−x^r):

Šăłĺň őąàăğőň, íńěňěŋâăàŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě ąăğĺáă, łőâőàőňã áőőâćěâáâćãěâ ğăňěŋă ŋěąăğĺáŋőľ ŕěàěňěŋŋőľ x_{fi (s)} ŋă x_r, â.ě. fi(s) := r, (ĺńĺ, çâő âő ęě áăňőě, ğăňěŋă ąăğĺáŋőľ ŕěàěňěŋŋőľ x_r ŋă x_{fi (s)}) ćńěçěâ ŕàěőąàăğőćăŋĺě áĺňŕńěłá-âăąńĺæë, őŕĺáëćăěňőě áåěňőľ:

˛_j ←− ˛_j − z^{rj}z_{rs} ˛_s; j ≠ s;

˛_s ←− (−1z_{rs} )˛_s:

(5.15)

Śĺňŕńěłá-âăąńĺæã ąãďěň ŋăğëćăâì ŋőàňăńìŋőľ, ěáńĺ łăęďëľ ěě áâőńąěæ ˛_j; j = 1; : : :; l ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺ ąőńìèě ŋãńï.

5.4 Őŕĺáăŋĺě LD-ňěâőďă

0) Ŋăçăâì á ŋőàňăńìŋőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë. 1) Ěáńĺ áĺňŕńěłá-âăąńĺæă ŕàïňő ďőŕãáâĺňă,

â.ě. z_{i0} ≥ 0; i = 1; : : :; n, âő ŁŐŊĚŰ (ŕőńãçěŋő őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě).

2) Ćëąàăâì ćěďãéãî áâàőłã r : z_{r0} < 0; r ≥ 1. 3) Ěáńĺ {j | z_{rj} < 0; j ≥ 1} ≠ ∅, âő ćëąàăâì ćěďãéĺľ áâőńąěæ s: 1 |z_{rs}|˛^s = lexmin{ 1 |z_{rj}|˛^j | z^{rj} < 0; j ≥ 1};

ĺŋăçě ŁŐŊĚŰ (ğăďăçă ŋěàăğàěèĺňă).

4) Ŕàěőąàăğőćăâì áĺňŕńěłá-âăąńĺæã, ŕőńőęĺâì fi(s) := r ĺ ŕěàěľâĺ ŋă èăč 1.

Ğăňěçăŋĺï.

1) Ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ ŕàěőąàăğőćăŋĺï (5.15) áőåàăŋïěâáï ŋőàňăńìŋőáâì áĺňŕńěłá-âăąńĺæë, çâő ňőęěâ ąëâì ďőłăğăŋő, ŕő áãéěáâćã, âěň ęě áŕőáőąőň, çâő ĺ ć áńãçăě ńěłáĺłőčàăäĺçěáłőčő ćăàĺăŋâă ŕàïňőčő áĺňŕńěłá-ňěâőďă.

2) Ŋãńěćőľ áâőńąěæ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë ŕàĺ łăęďőň ěě ŕàěőąàăğőćăŋĺĺ ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺ ãňěŋìèăěâáï:

˛_0 − z^{r0}z_{rs} ˛_s ≺ ˛_0;

âăł łăł z_{r0} < 0; z_{rs} < 0 ĺ ˛_s ≻ 0. İâő áćőľáâćő ćńěçěâ ŋěćőğňőęŋőáâì ŕőćâőàěŋĺï ąăğĺáőć, çâő őąěáŕěçĺćăěâ łőŋěçŋőáâì çĺáńă ĺâěàăæĺľ.

3) Ďőáâăâőçŋő őąéĺľ áŕőáőą ŕőńãçěŋĺï ŋőàňăńìŋőľ áĺňŕńěłáâăąńĺæë ŋă èăčě 0 áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň. Ŕãáâì ć ŕőńãçěŋŋőľ âěň ĺńĺ ĺŋëň áŕőáőąőň áĺňŕńěłá-âăąńĺæě áâőńąěæ ˛_s = lexmin{˛_j | j ≥ 1} ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺ őâàĺæăâěńěŋ ĺ ďńï ćáěå ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ ğăďăçĺ ćëŕőńŋïěâáï ŋěàăćěŋáâćő ∑ j∈S0 xj ≤ M. Šőčďă ďőąăćńěŋĺě őčàăŋĺçěŋĺï x_{n+1} = M + ∑ j∈S0(−xj) ≥ 0 ŋě ĺğňěŋïěâ ňŋőęěáâćă ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ. Ďőŕőńŋĺć (ćàěňěŋŋő) áĺňŕńěłáâăąńĺæã ŋőćőľ (n + 1)-ľ áâàőłőľ (M; 1; : : :; 1), áőőâćěâáâćãîéěľ ŕěàěňěŋŋőľ x_{n+1}, ĺ ŕàőĺğćěďï ŕàěőąàăğőćăŋĺě á ćěďãéĺň áâőńąæőň s ĺ ćěďãéěľ áâàőłőľ r = n + 1, ňë ŕőńãçĺň ŋőàňăńìŋãî áĺňŕńěłá-âăąńĺæã. Ŕőáńě íâőčő ďőąăćńěŋŋãî áâàőłã ňőęŋő ãďăńĺâì.

5.5 Őŕĺáăŋĺě ŕěàćőčő ăńčőàĺâňă Čőňőàĺ

0) Ŋăçăâì á ŋőàňăńìŋőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë (ďńï ğăďăçĺ (5.1){(5.3)). Ŕőńőęĺâì := 0:

1) Ěáńĺ áĺňŕńěłá-âăąńĺæă ŕàïňő ďőŕãáâĺňă ĺ ćáě íńěňěŋâë z_{i0}; i = 1; : : :; n; æěńëě, âő ŁŐŊĚŰ (ŕőńãçěŋő őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ (5.1){(5.4)).

2) Ěáńĺ áĺňŕńěłá-âăąńĺæă ŕàïňő ďőŕãáâĺňă, âő ćëąàăâì ňĺŋĺňăńìŋőě p ≥ 1; âăłőě, çâő z_{p0} | ŋěæěńőě, ŕőńőęĺâì := + 1. Śâàőłã á ŋőňěàőň p áçĺâăâì ŕàőĺğćőďïéěľ. İâőľ áâàőłě áőőâćěâáâćãěâ ãàăćŋěŋĺě

x_p = z_{p0} − l∑ j=1 z_{pj}x_{fi (j)};

ŕő łőâőàőňã áâàőĺâáï ďőŕőńŋĺâěńìŋőě őčàăŋĺçěŋĺě áőčńăáŋő őŕĺáăŋŋőňã ćëèě áŕőáőąã ŕàĺ h = 1 (àőńì ĺčàăěâ x_p):

x_{n+} = −f_{p0} − l∑ j=1 (−f_{pj} )x_{fi (j)} ≥ 0;

čďě f_{pj} | ďàőąŋăï çăáâì çĺáńă z_{pj} (z_{pj} = ⌊z_{pj} ⌋ + f_{pj}; 0 ≤ f_{pj} < 1).

Ł áĺňŕńěłá-âăąńĺæě ďőąăćńïěâáï (n + 1)-ï áâàőłă, áőőâćěâáâćãîéăï ďőŕőńŋĺâěńìŋőňã őčàăŋĺçěŋĺî (ąăğĺáŋőľ ŕěàěňěŋŋőľ x_{n+} ).

3) Ćëąàăâì ćěďãéãî áâàőłã r : z_{r0} < 0; r ≥ 1: 4) Ěáńĺ {j | z_{pj} < 0; j ≥ 1} ≠ ∅; âő ćëąàăâì ćěďãéĺľ áâőńąěæ s : 1 |z_{rs}|˛^s = lexmin{ 1 |z_{rj}|˛^j | z^{rj} < 0; j ≥ 1};

ĺŋăçě ŁŐŊĚŰ (âěłãéăï ğăďăçă ŃŔ, ă áńěďőćăâěńìŋő, ĺ ĺáåőďŋăï ğăďăçă ŰŃŔ, ŋěàăğàěèĺňă ććĺďã ŋěáőćňěáâŋőáâĺ ěě őčàăŋĺçěŋĺľ).

5) Ŕàěőąàăğőćăâì áĺňŕńěłá-âăąńĺæã;

ŕőńőęĺâì fi(s) := n + ĺ őâąàőáĺâì (n + 1)-î áâàőłã, ěáńĺ âăłőćăï ĺňěńăáì, ĺŋăçě fi(s) := r; ŕěàěľâĺ ŋă èăč 1.

Ğăňěçăŋĺï.

1) Ąăğĺáŋőě àěèěŋĺě x^0 = (z_{10}; : : :; z_{n0})^T ; áőőâćěâáâćãîéěě âěłãéěľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæě ć ňőňěŋâ ććěďěŋĺï ďőŕőńŋĺâěńìŋőčő őčàăŋĺçěŋĺï, ïćńïěâáï ďőŕãáâĺňëň àěèěŋĺěň ğăďăçĺ (5.1){(5.3) (ĺ őŕâĺňăńìŋëň àěèěŋĺěň áőőâćěâáâćãîéěľ ŃŔ-àěńăłáăæĺĺ). Ććĺďã âőčő, çâő z_{p0} | ŋěæěńőě, ĺňěěň f_{p0} > 0; x_{n+} (x^0) = −f_{p0} < 0 ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, x^0 ďőŕőńŋĺâěńìŋőňã őčàăŋĺçěŋĺî ŋě ãďőćńěâćőàïěâ, â.ě. őâáěłăěâáï.

2) Ěáńĺ ŋă èăčě 2 ąëńő ććěďěŋő ďőŕőńŋĺâěńìŋőě őčàăŋĺçěŋĺě, âő ŋă èăčě 3 ć łăçěáâćě ćěďãéěľ ąãďěâ ćëąàăŋă ěďĺŋáâćěŋŋő ćőğňőęŋăï (n + 1)-ï áâàőłă ĺ ć ŕàěőąàăğőćăŋŋőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæě íńěňěŋâ ĺğ ŕàőĺğćőďïéěľ áâàőłĺ ĺ ŋãńěćőčő áâőńąæă ŕàĺňěâ ğŋăçěŋĺě z^ŋ_{p0} = z_{p0} −^{zps}_{(−fps)} (−f_{p0}): Ć áńãçăě z_{ps} > 0 ĺňěěň z_{ps}=f_{ps} ≥ 1 ĺ z^ŋ_{p0} ≤ z_{p0} − f_{p0} = ⌊z_{p0}⌋; â.ě. z^ŋ_{p0} ≤ ⌊z_{p0}⌋ ≤ z_{p0}: Ŕőáłőńìłã z_{ps} ≠ 0 ĺ ˛_s ≻ 0, âő ŕőáńěďŋěě ãáńőćĺě z_{ps} > 0 ąãďěâ ćëŕőńŋěŋő, ěáńĺ z_{is} = 0 ŕàĺ i < p.

3) Ć àěğãńìâăâě ćëŕőńŋěŋĺï ĺâěàăæĺĺ, ŋă 2-ň èăčě łőâőàőľ ććőďĺńőáì ďőŕőńŋĺâěńìŋőě őčàăŋĺçěŋĺě, ćŋőćì ććěďěŋŋăï ŕěàěňěŋŋăï x_{n+} áâăŋőćĺâáï ŋěąăğĺáŋőľ, ă áőőâćěâáâćãîéăï ěľ áâàőłă ĺğ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë ãďăńïěâáï. İâő äăłâĺçěáłĺ őğŋăçăěâ, çâő ŋă ŕőáńěďãîéĺå ĺâěàăæĺïå ć áńãçăě ŕěàěåőďă ŕěàěňěŋŋőľ x_{n+} ć àăğàïď ąăğĺáŋëå, áőőâćěâáâćãîéěě íâőľ ŕěàěňěŋŋőľ ďőŕőńŋĺâěńìŋőě őčàăŋĺçěŋĺě x_{n+} ≥ 0 ŕěàěáâăěâ ãçĺâëćăâìáï, â.ě. őŋő őâąàăáëćăěâáï. Šăłĺň őąàăğőň, ňăłáĺňăńìŋőě çĺáńő ãçĺâëćăěňëå ďőŕőńŋĺâěńìŋëå őčàăŋĺçěŋĺľ ŋě ŕàěćőáåőďĺâ çĺáńă ŋěąăğĺáŋëå ŕěàěňěŋŋëå l.

5.6 Łőŋěçŋőáâì ŕěàćőčő ăńčőàĺâňă Čőňőàĺ

Ďőłăğăâěńìáâćő łőŋěçŋőáâĺ ăńčőàĺâňă ąãďěâ ŕàőćěďěŋő ŕàĺ áńěďãîéĺå ŕàěďŕőńőęěŋĺïå:

1) Ĺğćěáâŋă ŋěłőâőàăï (ãáńőćŋăï) ŋĺęŋïï čàăŋĺæă M ďńï őŕâĺňăńìŋőčő ğŋăçěŋĺï æěńěćőľ äãŋłæĺĺ x_0 (áőáâőïâěńìŋőáâì łőâőàőľ ĺňěěâ ňěáâő ć áńãçăě áãéěáâćőćăŋĺï őŕâĺňãňă). İâő ďăěâ ćőğňőęŋőáâì ŕàěłàăéăâì ćëçĺáńěŋĺï, ěáńĺ ć łăłőľ-âő ňőňěŋâ őłăęěâáï, çâő z_{00} < M.

2) Űěńěćăï äãŋłæĺï x_0 ŕàĺŋĺňăěâ æěńőçĺáńěŋŋëě ğŋăçěŋĺï ŋă ňŋőęěáâćě ďőŕãáâĺňëå àěèěŋĺľ ğăďăçĺ (5.1){(5.4). Ć íâőň áńãçăě ŋãńěćăï áâàőłă ŋăàăćŋě á ďàãčĺňĺ áâàőłăňĺ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë ňőęěâ (ĺ ąãďěâ) ĺáŕőńìğőćăâìáï ć łăçěáâćě ŕàőĺğćőďïéěľ.

Şáńőćĺňáï őâŋőáĺâěńìŋő âěàňĺŋőńőčĺĺ. Łăł ãęě ďěńăńőáì ćëèě, őďŋőłàăâŋőě ŕőáńěďőćăâěńìŋőě ćëŕőńŋěŋĺě èăčőć 1){5) ąãďěň ŋăğëćăâì ĺâěàăæĺěľ. Űěńěáőőąàăğŋő àăğńĺçăâì ĺâěàăæĺĺ ďćãå âĺŕőć. Ł ŕěàćőňã âĺŕã őâŋěáěň ĺâěàăæĺĺ, ŋă łőâőàëå ŋě ććőďĺâáï ďőŕőńŋĺâěńìŋőě őčàăŋĺçěŋĺě. İâő őąëçŋëě ĺâěàăæĺĺ LD-ňěâőďă ĺńĺ LD-ĺâěàăæĺĺ. Ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ ĺâěàăæĺľ ćâőàőčő âĺŕă ććőďĺâáï ďőŕőńŋĺâěńìŋőě őčàăŋĺçěŋĺě. Šăłĺě ĺâěàăæĺĺ ąãďěň ŋăğëćăâì őáőąëňĺ ĺńĺ ĺâěàăæĺïňĺ Čőňőàĺ.

Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ć ŕàőæěááě àěèěŋĺï ğăďăçĺ ďăŋŋëň ăńčőàĺâňőň ćëŕőńŋïěâáï ąěáłőŋěçŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺâěàăæĺľ.

İńěňěŋâë ĺ áâőńąæë áĺňŕńěłá-âăąńĺæë, ŕőńãçěŋŋőľ ć àěğãńìâăâě ćëŕőńŋěŋĺï ŕěàćëå t ĺâěàăæĺľ, ąãďěň őąőğŋăçăâì z^t_{ij} ĺ ˛^t_j áőőâćěâáâćěŋŋő (z^0_{ij} { íńěňěŋâë ŋăçăńìŋőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë). Ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ ĺâěàăæĺĺ ńîąőčő âĺŕă ŋãńěćőľ áâőńąěæ áĺňŕńěłáâăąńĺæë ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺ ãňěŋìèăěâáï (áň. ğăňěçăŋĺě 2 ł LDňěâőďã), â.ě.

˛^0 ≻ ˛^1_0 ≻ ˛^2_0 ≻ : : : ≻ ˛^t_0 ≻ ˛^{t+1}_0 ≻ : : : : (5.16)

Ěáńĺ ąë ć àăááňăâàĺćăěňőľ ąěáłőŋěçŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺâěàăæĺľ ąëńő łőŋěçŋőě çĺáńő őáőąëå ĺâěàăæĺľ, âő íâő ŕàőâĺćőàěçĺńő ąë ďőłăğăŋŋőľ àăŋěě łőŋěçŋőáâĺ LD-ňěâőďă, âăł łăł ć íâőň áńãçăě ŋăçĺŋăï á ŋěłőâőàőčő ňőňěŋâă àěèăńăáì ąë LD-ňěâőďőň őďŋă ĺ âă ęě ğăďăçă ŃŔ. Ŕőíâőňã ňőęŋő áçĺâăâì, çâő őáőąëå ĺâěàăæĺľ ć ŋăèěľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ąěáłőŋěçŋő ňŋőčő. Ŕãáâì t + 1; = 1; 2; : : :; | ŕőàïďłőćëě ŋőňěàă íâĺå ĺâěàăæĺľ. Ĺğ (5.16) áńěďãěâ

z^0_0 ≥ z^1_{00} ≥ z^2_{00} ≥ : : : ≥ z^t_{00} ≥ z^{t+1}_{00} ≥ : : : : (5.17)

Łàőňě âőčő, ŕő áďěńăŋŋőňã ŋăňĺ ďőŕãéěŋĺî őâŋőáĺâěńìŋő őčàăŋĺçěŋŋőáâĺ őŕâĺňăńìŋőčő ğŋăçěŋĺï x_0; z^t_{00} ≥ M.

Řăááňőâàĺň ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì

z^{t1}_{00}; z^{t2}_{00}; : : :; z^{tν}_{00}; : : : ; (5.18)

őąàăğőćăŋŋãî íńěňěŋâăňĺ z_{00} áĺňŕńěłá-âăąńĺæ, ïćńïîéĺåáï ćåőďŋëňĺ ďńï őáőąëå ĺâěàăæĺľ. Ěáńĺ z^{tν}_{00} | ŋěæěńőě, âő áőčńăáŋő ŕàăćĺńăň ăńčőàĺâňă ŋãńěćăï áâàőłă ŋă ĺâěàăæĺĺ t + 1 áâăŋěâ ŕàőĺğćőďïéěľ ĺ ąãďěň ĺňěâì z^{tν +1}_{00} ≤ ⌊z^{tν}_{00}⌋ < z^{tν}_{00} (áň. ğăňěçăŋĺě 2 ł őŕĺáăŋĺî ăńčőàĺâňă). Ŕőáłőńìłã z^{tν+1}_{00} ≤ z^{tν +1}_{00} , őâáîďă áńěďãěâ, çâő ć łăęďőň őâłàëâőň ĺŋâěàćăńě ćĺďă (z; z + 1), čďě z | æěńőě çĺáńő, ňőęěâ àăáŕőńăčăâìáï ŋě ąőńěě őďŋőčő çńěŋă ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ (5.18). Şçĺâëćăï ňőŋőâőŋŋőáâì ĺ őčàăŋĺçěŋŋőáâì íâőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ, ĺğ áłăğăŋŋőčő ćëâěłăěâ, çâő ŋăçĺŋăï á ŋěłőâőàőčő ňěáâă ćáě çńěŋë ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ (5.18) ĺ (5.17) ąãďãâ àăćŋë őďŋőňã ĺ âőňã ęě æěńőňã çĺáńã z_{00}, â.ě. ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì (5.17) áâăąĺńĺğĺàãěâáï. Őâáîďă, ć çăáâŋőáâĺ, áńěďãěâ, çâő ŋăçĺŋăï á íâőčő ňőňěŋâă ŋă ćáěå ŕőáńěďãîéĺå ĺâěàăæĺïå íńěňěŋâ z_{0s} ĺğ ćěďãéěčő áâőńąæă ĺ ŋãńěćőľ áâàőłĺ ąãďěâ àăćŋïâìáï ŋãńî. (Ŕőáńěďŋěě áćőľáâćő őąěáŕěçĺćăěâ ŕàĺňěŋĺňőáâì ãŕőňĺŋăćèěčőáï ćëèě ğăňěçăŋĺï 2 ł âőľ áĺâãăæĺĺ, łőčďă ŕěàćăï áâàőłă őłăğëćăěâáï ŕàőĺğćőďïéěľ).

Őąőğŋăçĺň çěàěğ T_0 ŋőňěà ĺâěàăæĺĺ, ŋăçĺŋăï á łőâőàőľ ďńï ćáěå ŕőáńěďãîéĺå ĺâěàăæĺľ t ĺňěěâ ňěáâő àăćěŋáâćő z^t_{00} = z_{00}. Šőčďă, ãçĺâëćăï (5.16), ąãďěň ĺňěâì

z^{T0}_{10} ≥ z^{T0+1}_{10} ≥ : : : ≥ z^t_{10} ≥ z^{t+1}_{10} ≥ : : : : (5.19)

Ŕàőćěďï ďăńěě àăááãęďěŋĺï, ăŋăńőčĺçŋëě ćëèěŕàĺćěďěŋŋëň, ňë ŕàĺďěň ł ćëćőďã ő âőň, çâő ŋăľďěâáï ŋőňěà T_1 ≥ T_0, ŋăçĺŋăï á łőâőàőčő, â.ě. ŕàĺ t ≥ T_1, ąãďěâ ćëŕőńŋïâìáï àăćěŋáâćő z^t_{10} = z_{10}, čďě z_{10} | ŋěłőâőàőě ŋěőâàĺæăâěńìŋőě æěńőě çĺáńő. (Őčàăŋĺçěŋŋőáâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ (5.19) ĺ ŋěőâàĺæăâěńìŋőáâì z_{10} áńěďãěâ ĺğ âőčő, çâő z^{tν}_{10} ≥ 0 ććĺďã ŕàïňőľ ďőŕãáâĺňőáâĺ áĺňŕńěłá-âăąńĺæ á ŋőňěàăňĺ t ).

Ŕàőďőńęăï àăááãęďěŋĺï, ňë ć łőŋěçŋőň áçěâě ďőłăęěň áãéěáâćőćăŋĺě âăłőčő ŋőňěàă T_n, çâő ŕàĺ ćáěå i = 1; : : :; n ĺ t ≥ T_n ąãďãâ ĺňěâì ňěáâő àăćěŋáâćă z^t_{i0} = z_{i0}, čďě z_{i0} | ŋěőâàĺæăâěńìŋëě æěńëě çĺáńă. Ŕőďőąŋëľ ćëćőď ŕàőâĺćőàěçĺâ áďěńăŋŋőňã ŋăňĺ ďőŕãéěŋĺî ő ąěáłőŋěçŋőáâĺ çĺáńă ĺâěàăæĺľ. Šěň áăňëň ďőłăğăŋă łőŋěçŋőáâì ŕěàćőčő ăńčőàĺâňă Čőňőàĺ.

5.7 Ŕőńŋőáâìî æěńőçĺáńěŋŋëľ ăńčőàĺâňă Čőňőàĺ

Ŋěĺğąěęŋëě ŕàĺ ňăèĺŋŋőľ àěăńĺğăæĺĺ őèĺąłĺ őłàãčńěŋĺï ďěńăîâ őŕĺáăŋŋëľ ćëèě ăńčőàĺâň ŋěãáâőľçĺćëň, ŕőáłőńìłã ŕàĺåőďĺâáï áâàőčő őâńĺçăâì æěńëě çĺáńă őâ ŋěæěńëå. Őďĺŋ ĺğ áŕőáőąőć ãáâàăŋĺâì őŕěàăæĺĺ őłàãčńěŋĺï, ă ćňěáâě á âěň ĺ ŋěãáâőľçĺćőáâì ăńčőàĺâňă, | íâő ŕőŕëâăâìáï ĺňěâì ďěńő á áĺňŕńěłáâăąńĺæăňĺ, ćáě íńěňěŋâë łőâőàëå æěńőçĺáńěŋŋë. Ĺňěŋŋő íâő ĺ ďěńăěâáï ć ŕőńŋőáâìî æěńőçĺáńěŋŋőň ăńčőàĺâňě Čőňőàĺ.

Ŋěâàãďŋő ćĺďěâì, çâő æěńőçĺáńěŋŋőáâì áĺňŕńěłá-âăąńĺæë ŕàĺ ěě ŕàěőąàăğőćăŋĺĺ ŋă őâďěńìŋőľ ĺâěàăæĺĺ ăńčőàĺâňă áőåàăŋĺâáï, ěáńĺ ćěďãéĺľ íńěňěŋâ z_{rs} íâőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï àăćěŋ −1. Ćěáì ćőŕàőá ć âőň, łăł őąěáŕěçĺâì ãłăğăŋŋőě àăćěŋáâćő.

5.8 Őŕĺáăŋĺě ŕőńŋőáâìî æěńőçĺáńěŋŋőčő ăńčőàĺâňă

0) Ŋăçăâì á ŋőàňăńìŋőľ æěńőçĺáńěŋŋőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë.

Ŕőńőęĺâì := 0:

1) Ěáńĺ áĺňŕńěłá-âăąńĺæă ŕàïňő ďőŕãáâĺňă, âő ŁŐŊĚŰ (ŕőńãçěŋő őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ).

2) Ćëąàăâì ňĺŋĺňăńìŋőě p ≥ 1; âăłőě, çâő z_{p0} < 0.

Ěáńĺ {j | z_{pj} < 0; j ≥ 1} = ∅; âő ŁŐŊĚŰ (ğăďăçă ŋěàăğàěèĺňă ććĺďã ŋěáőćňěáâŋőáâĺ őčàăŋĺçěŋĺľ). Śâàőłã á ŋőňěàőň p áçĺâăâì ŕàőĺğćőďïéěľ; := + 1. Ŕő ãàăćŋěŋĺî

x_p = z_{p0} − l∑ j=1 z_{pj}x_{fi (j)};

áőőâćěâáâćãîéěňã íâőľ áâàőłě, ććőďĺâáï ďőŕőńŋĺâěńìŋőě őčàăŋĺçěŋĺě áőčńăáŋő őŕĺáăŋŋőňã ćëèě áŕőáőąã ŕàĺ áŕěæĺăńìŋő ćëąàăŋŋőň h; 0 < h ≤ 1 (ŕàăćĺńő ćëąőàă h äőàňãńĺàãěâáï őâďěńìŋő):

x_{n+} = ⌊hz_{p0}⌋ − l∑ j=1 ⌊hz_{pj} ⌋x_{fi (j)} ≥ 0:

(Ŕàĺ h = 1 ďőŕőńŋĺâěńìŋőě őčàăŋĺçěŋĺě áőćŕăďăěâ á ŕàőĺğćőďïéĺň, ŕőáłőńìłã z_{pj} | æěńëě). Ł áĺňŕńěłá-âăąńĺæě ďőąăćńïěâáï (n + 1)-ï áâàőłă, áőőâćěâáâćãîéăï ććěďěŋŋőňã őčàăŋĺçěŋĺî (ąăğĺáŋőľ ŕěàěňěŋŋőľ x_{n+} ).

3) Ćëąàăâì (n + 1)-î áâàőłã ć łăçěáâćě ćěďãéěľ, r := n + 1: 4) Ćëąàăâì ćěďãéĺľ áâőńąěæ s : 1 |z_{rs}|˛^s = lexmin{ 1 |z_{rj}|˛^j | z^{pj} < 0; j ≥ 1}:

5) Ŕàěőąàăğőćăâì áĺňŕńěłá-âăąńĺæã;

ŕőńőęĺâì fi(s) := n + ĺ őâąàőáĺâì (n + 1)-î áâàőłã; ŕěàěľâĺ ŋă èăč 1.

Ŕàăćĺńő ćëąőàă h ďőńęŋő ąëâì ŋăæěńěŋő ŋă őąěáŕěçěŋĺě àăćěŋáâćă z_{rs} = −1, â.ě. ⌊hz_{ps}⌋ = −1. Ŕãáâì J_p = {j | z_{pj} < 0; j ≥ 1}: Šőčďă ŋãęŋőě ŋăň h ďőńęŋő ãďőćńěâćőàïâì ŕàĺ ŋěłőâőàőň s ∈ J_p áńěďãîéĺň âàěąőćăŋĺïň:

ă) ⌊hz_{ps}⌋ = −1, ą) ˛_s ≺^1_{|⌊hzpj⌋|} ˛_j; j ∈ J_p \ {s}:

Šăł łăł |⌊hz_{pj}⌋| ≥ 1 ŕàĺ h > 0 ĺ j ∈ J_p, âő ãáńőćĺě ą) ňőęěâ ćëŕőńŋïâìáï âőńìłő ć áńãçăě ˛_s = lexmin{˛_j | j ∈ J_p}: İâő őğŋăçăěâ, çâő ćěďãéĺľ áâőńąěæ, őŕàěďěńïěňëľ ŋă èăčě 4, ňőęěâ ąëâì ãłăğăŋ ďő ŕőáâàőěŋĺï ďőŕőńŋĺâěńìŋőčő őčàăŋĺçěŋĺï (ďő ćëąőàă h) áàăğã ŕőáńě âőčő, łăł áâăŋěâ ĺğćěáâŋă ŕàőĺğćőďïéăï áâàőłă.

Ěáńĺ őŕàěďěńĺâì ŋăâãàăńìŋëě çĺáńă —_j ; j ∈ J_p, ŕőńőęĺć —_s = 1 ĺ —_j = max{— | —˛_s ≺ ˛_j; — | æěńőě } ŕàĺ j ∈ J_p \ {s}; âő áäőàňãńĺàőćăŋŋëě ćëèě âàěąőćăŋĺï ąãďãâ íłćĺćăńěŋâŋë áńěďãîéĺň:

⌊hz_{pj} ⌋ ≥ −—_j ; j ∈ J_p:

Ć áĺńã æěńőçĺáńěŋŋőáâĺ —_j ŕőáńěďŋĺě ŋěàăćěŋáâćă íłćĺćăńěŋâ- ŋë hz_{pj} ≥ −—_j ; j ∈ J_p ĺńĺ, ãçĺâëćăï őâàĺæăâěńìŋőáâì z_{pj},

h ≤ −—_j =z_{pj}; j ∈ J_p:

Ěáâěáâćěŋŋő ŕőńőęĺâì

h = min{−—_j =z_{pj} | j ∈ J_p};

ćëąàăć ĺğ ćáěå ďőŕãáâĺňëå ğŋăçěŋĺľ ňăłáĺňăńìŋőě. Šăłőľ ćëąőà ïćńïěâáï ďőáâăâőçŋő őąőáŋőćăŋŋëň, ŕőáłőńìłã ą«őńìèĺň ğŋăçěŋĺïň h, łăł ŋěâàãďŋő ãąěďĺâìáï, áőőâćěâáâćãěâ ąőńěě áĺńìŋőě ńěłáĺłőčàăäĺçěáłőě ãňěŋìèěŋĺě ŋãńěćőčő áâőńąæă ć àěğãńìâăâě ŕàěőąàăğőćăŋĺï áĺňŕńěłá-âăąńĺæë.

Šăłĺň őąàăğőň, ŕàăćĺńő ćëąőàă h ňőęěâ ąëâì áäőàňãńĺàőćăŋő áńěďãîéĺň őąàăğőň:

1) Őŕàěďěńĺâì ŋőňěà s:

˛_s = lexmin{˛_j | j ∈ J_p}:

2) Őŕàěďěńĺâì ŋăâãàăńìŋëě çĺáńă —_j; j ∈ J_p :

—_s = 1;

—_j = max{— | —˛_s ≺ ˛_j; — | æěńőě }; j ∈ J_p \ {s}:

3) Ŕőńőęĺâì

h = min{−—_j =z_{pj} | j ∈ J_p}:

Ďőłăğăâěńìáâćő łőŋěçŋőáâĺ ăńčőàĺâňă ŕàőćőďĺâáï ŕàăłâĺçěáłĺ ŕàĺ âěå ęě ŕàěďŕőńőęěŋĺïå, łőâőàëě ąëńĺ áďěńăŋë ć áńãçăě ŕěàćőčő ăńčőàĺâňă Čőňőàĺ, á âőľ ńĺèì àăğŋĺæěľ, çâő ć ďăŋŋőň áńãçăě æěńőçĺáńěŋŋőáâì ğŋăçěŋĺľ æěńěćőľ äãŋłæĺĺ ïćńïěâáï áńěďáâćĺěň ąőńěě áĺńìŋőčő ďőŕãéěŋĺï ő æěńőçĺáńěŋŋőáâĺ ŋăçăńìŋőľ áĺňŕńěłá-âăąńĺæë.

Őŕĺàăïáì ŋă ńěłáĺłőčàăäĺçěáłãî ňőŋőâőŋŋőáâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ {˛^t_0}; łăł ĺ ŕàěęďě, ŕàĺåőďĺň ł ćëćőďã ő áâăąĺńĺğăæĺĺ ğŋăçěŋĺľ z^t_{00}, â.ě. z^t_{00} = z_{00} ŕàĺ t ≥ T_0.

Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă áâăąĺńĺğăæĺĺ ŕőáńěďãîéĺå łőňŕőŋěŋâ ćěłâőàă ˛^t_0 ďőáâăâőçŋő ğăňěâĺâì, çâő ć àěğãńìâăâě ćëŕőńŋěŋĺï ĺâěàăæĺĺ íńěňěŋâ z_{p0} ćőğàăáâăěâ (ğďěáì p | ŋőňěà ŕàőĺğćőďïéěľ áâàőłĺ). Őâáîďă, ć çăáâŋőáâĺ, áńěďãěâ, çâő ć áńãçăě z^{t+1}_{i0} = z^t_{i0} ŕàĺ i = 0; 1; : : :; k − 1; k-ï áâàőłă ŋă (t + 1)-ľ ĺâěàăæĺĺ ŋě ňőčńă ąëâì ŕàőĺğćőďïéěľ, âăł łăł ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ňë ąë ĺňěńĺ

˛^{t+1}_0 ≻ ˛^t_0: Ğŋăçĺâ, z^t_{k0} ≥ 0 ŋă ćáěå ĺâěàăæĺïå ŕőáńě áâăąĺńĺğăæĺĺ łőňŕőŋěŋâ ćěłâőàă ˛^t_0 á ŋőňěàăňĺ, ňěŋìèĺňĺ k. Şçĺâëćăï ďăńěě ńěłáĺłőčàăäĺçěáłãî ňőŋőâőŋŋőáâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ {˛^t_0} ĺ æěńőçĺáńěŋŋőáâì ćěńĺçĺŋ z^t_{k0}; ňěâőďőň ĺŋďãłæĺĺ ŕő k ďőłăğëćăěâáï áâăąĺńĺğăæĺï ćáěå łőňŕőŋěŋâ ćěłâőàă ˛^t_0. İâő ĺ ğăćěàèăěâ ďőłăğăâěńìáâćő łőŋěçŋőáâĺ ŕőńŋőáâìî æěńőçĺáńěŋŋőčő ăńčőàĺâňă Čőňőàĺ.

Śŕĺáőł ńĺâěàăâãàë

[1] Ćăáĺńìěć Ć.Ŕ. Ůĺáńěŋŋëě ňěâőďë àěèěŋĺï íłáâàěňăńìŋëå ğăďăç. Ň.: Ŋăãłă, 1980.

[2] Łăàňăŋőć Ć.Č. Ňăâěňăâĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě. Ň.: Ŋăãłă, 1986.

[3] Łőàąãâ Ă.Ă., Ťĺŋłěńìèâěľŋ đ.đ. Ďĺáłàěâŋőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě. Ň.: Ŋăãłă, 1969.

[4] Ňĺŋã Ň. Ňăâěňăâĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě. Šěőàĺï ĺ ăńčőàĺâňë. Ň.: Ŋăãłă, 1990.

[5] Ňőĺáěěć Ŋ.Ŋ., Ĺćăŋĺńőć đ.Ŕ., Śâőńïàőćă Ě.Ň. Ňěâőďë őŕâĺňĺğăæĺĺ. Ň.: Ŋăãłă, 1978.

[6]Śãåăàěć Ă.Č., Šĺňőåőć Ă.Ć., Ťěďőàőć Ć.Ć. Łãàá ňěâőďőć őŕâĺňĺğăæĺĺ. Ň.: Ŋăãłă, 1986.

[7] Ţã Š. Űěńőçĺáńěŋŋőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě ĺ ŕőâőłĺ ć áěâïå. Ň.: Ňĺà, 1974.

ŚŐĎĚŘĘĂŊĹĚ

Řăğďěń 1. Ććěďěŋĺě : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 3

Řăğďěń 2. Ńĺŋěľŋőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě : : : : : : : : : : : : : : : 8

2.1 Ąăğĺáŋëě àěèěŋĺï : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 9 2.2 Łàĺâěàĺľ àăğàěèĺňőáâĺ ğăďăçĺ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 11 2.3 Śĺňŕńěłá-âăąńĺæă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :14 2.4 İńěňěŋâăàŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě ąăğĺáă ĺ

áĺňŕńěłá-âăąńĺæë : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :17 2.5 Ăńčőàĺâň áĺňŕńěłá-ňěâőďă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 19 2.6 Ő łőŋěçŋőáâĺ áĺňŕńěłá-ňěâőďă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :21 2.7 Ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺľ áĺňŕńěłá-ňěâőď : : : : : : : : : : : : : : : : : : 22 2.8 Ćëŕőńŋěŋĺě 0-čő èăčă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 24 2.9 Ňőďĺäĺæĺàőćăŋŋëľ áĺňŕńěłá-ňěâőď : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 26 2.10 Ďćőľáâćěŋŋőáâì ć ńĺŋěľŋőň ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺĺ : : : : : : 28 2.11 Ďćőľáâćěŋŋëľ áĺňŕńěłá-ňěâőď : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 33

Řăğďěń 3. Ğăďăçĺ ŋěńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï 37

3.1 Šěőàěňë őâďěńĺňőáâĺ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :37 3.2 Ćëŕãłńëě łőŋãáë : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 42 3.3 Ŋěőąåőďĺňëě ãáńőćĺï íłáâàěňãňă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :47 3.4 Őąőąéěŋŋőě ŕàăćĺńő ňŋőęĺâěńěľ Ńăčàăŋęă : : : : : : : : : : :52 3.5 Ŋěőąåőďĺňëě ĺ ďőáâăâőçŋëě ãáńőćĺï íłáâàěňãňă : : : : : :57

Řăğďěń 4. Ůĺáńěŋŋëě ňěâőďë ŋěńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 65

4.1 Čàăďĺěŋâŋëě ňěâőďë : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :66 4.2 Ňěâőď Ŋìîâőŋă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 71 4.3 Ňěâőď ćőğňőęŋëå ŋăŕàăćńěŋĺľ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 75

4.4 Ňěâőď èâàăäŋëå äãŋłæĺľ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :81

Řăğďěń 5. Űěńőçĺáńěŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 88

5.1 Őąéăï åăàăłâěàĺáâĺłă ňěâőďőć őâáěçěŋĺï : : : : : : : : : : : : :89 5.2 Śŕőáőą ŕőáâàőěŋĺï őâáěçěŋĺľ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 90 5.3 Ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺľ ďćőľáâćěŋŋëľ áĺňŕńěłá-ňěâőď (LD-ňěâőď) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 91 5.4 Őŕĺáăŋĺě LD-ňěâőďă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :94 5.5 Őŕĺáăŋĺě ŕěàćőčő ăńčőàĺâňă Čőňőàĺ : : : : : : : : : : : : : : : : : : 95 5.6 Łőŋěçŋőáâì ŕěàćőčő ăńčőàĺâňă Čőňőàĺ : : : : : : : : : : : : : : : : 97 5.7 Ŕőńŋőáâìî æěńőçĺáńěŋŋëľ ăńčőàĺâňă Čőňőàĺ : : : : : : : : : 99 5.8 Őŕĺáăŋĺě ŕőńŋőáâìî æěńőçĺáńěŋŋőčő ăńčőàĺâňă : : : : : :100

Śŕĺáőł ńĺâěàăâãàë : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 103