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ОБ АСИМПТОТИКЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ, СВЯЗАННЫХ С (ВЫХОДОМ 
НЕДИСКРЕТНОГО СЛУЧАЙНОГО БЛУЖДАНИЯ ИЗ ИНТЕРВАЛА 

В. и. лотов 

Рассматривается случайное блуждание 5о, 151, 8г, ..., порожденное 
последовательностью сумм независимых одинаково распределенных слу-

чайных величин |1, ^2, . . « ^ о = О, 5„ = 2 1г, Р(з;) — Р(11< х). На про-

тяжении всей работы будет предполагаться, что Р{х) удовлетворяет двум 
условиям крамеровского типа: 

1) Р{х) имеет отличную от нуля абсолютно непрерывную компо­
ненту; 

2) 1п! 1̂ 1: < оо) < О, вир {Я: Ше-^^^ < с»} > 0. Пусть, кроме 

того, М |1 = 0. Для а > 0 и Ь > 0 введем = Жа, Ъ) ==1ат{к :8,,Ф 
^ [—а, Ь)} и функции 

Р^^\x)^•р{8п<x,N>п)^, Р^'\x) = Р{8^,<x,N=п). (1) 

Результаты работы позволяют получать полные асимптотические 
разложения распределений (1) в случае, когда а = а(п) ^ оо, Ъ — Ып)-* 

"О при п-*°° во всем спектре уклонений а+Ь = 0(п), а + Ь>С1/п. 
Отметим, что та же задача была решена ранее автором в [ 1 , 2] при до­
полнительных предположениях о рациональности функции М(е'*'Ь;?1 < ;0 ) 

Исследованию распределений граничных функционалов, связанных 
с выходом случайного блуждания из интервала, посвящено большое ко­
личество работ (библиографию, хотя и далеко не полную, можно найти 
в [2 ] ) . Хорошо известны постановки задач, приводящие к исследованиям 
такого типа. Вспомним, например, классическую задачу о разорении 
игрока. В настоящей статье метод асимптотического анализа, развитый 
в 2, 3] для решения аналогичной задачи в схеме блужданий по решет­
ке целых чисел, применяется к исследованию распределений в нашем 
случае. Изложение ведется кратко, подробности применения метода чи­
татель найдет в [3 ] . Основное место в работе Занимает получение асимп­
тотических представлений для производящих функций вида 2 2 " Р ( ' 5 л г ^ 
^А, ЛГ = п) и 2 2"Р (-̂ п е В, М';>п) (теоремы 1 — 3 и следствия из них). 
К полученным результатам непосредственно применим асимптотический 
анализ [2] включающий модификацию метода перевала, что позволяет 
сразу же выписать искомые полные асимптотические разложения. Неко­
торые из них приведены в теоремах 4 и 5. 

Обозначим г, (Я) = 1 — гМе'^^!; 
00 ь 

^о^гЛ\=-^+Ъ ] е^-аР^'\x), 1шЛ = 0, | 2 | < 1 ; 
о = 1 _ а 

'> Полное изложение метода содержится во второй части [3] (в печати). 



<?2 (2, Я) = 2 2» [ е'̂ с̂̂ /̂ "̂ (х) , 1 т Я = О, ! 2 К 1 . 

Из [5] известно, что при Ы < 1 , 1тХ = 0 

^л)^о(.2, м = ^ - ^ л г , x}-^2^г, К). (2) 

и если Гг(Я,) = Г2-(А,)гг+(Л) — каноническая У-факторизация в полосе 
|1тЯ1 < 6 Л 4 ] , то 

^, {г, к) = {к) [г71 (Я) (1 - ^, (г, Я)) 

и аналогично 

^, (2, Я ) = г , _ (Я) [гт1 (Я) (1 - ^, (2, я))]'-°"'-°>. 
Здесь, по определению, 

I е̂ ^̂ с̂ !; (х) = I е̂ '̂ й̂г; (ж) (уаг У < с», 1т Я = 0). 

оо 

Подставляя (4) в (3) и обозначая для / (Я) == ^ е^^'ёV{x) (уаг V 

1тЯ = 0) 

(3) 

(4) 

( - о о , - а ) . ВПк) = г,+ к[г7^{к)}{к) [Ь.оо) 

(5) 

Л/(Я) = г , . (Я ) [ г -ЧЯ)/ (Я ) ] 

получим 

Ог(г, к) = Ве{к) - ВАе{к) + ВАОМ Я), 
где е(Я) = 1. 

В дальнейшем будут использоваться следующие факты [4 ] . Пусть 
Я1(2) и Жг) —нули функции Гг(к), определенные в некоторой б-окрест-
ности точки 2 = 1, разрезанной по лучу 2 > 1 , такие, что Я1( 1 )=Я( 1 ) = 0 
и для 1 — б < 2 < 1 ЯДг) и Я(2) лежат на мнимой оси, причем ТтЯДг) > 
> 0 > 1 ш Я ( 2 ) . Для 2 е ^ в = { | 2 - 1 | < б } \ { г > 1} можно выписать раз­
ложения (везде имеются в виду главные значения (г — 1)''^): 

1Я(г) =-11>,1(2 - 1)*'^ + г|?2(2 - 1) - . . . ; гЯ,(2) = 11з.г(2 - 1 ) ' / ^+ 

+ грДг - 1) 4 - . . . ; = У27В|Г> 0. 

Существует б, > О такое, что положительная компонента Гг+{Я) ана­
литична в полуплоскости 1т Я > —б, и непрерывна на границе. Функции 

Чг (к) — ^ — ̂ (г) I аналитичны при 1т Я>—б, И непрерывны на гра­
нице, |2 — 1 | < б . Кроме того, функции Vг{к) и (г;ЛЯ)(Я Ч - я в л я ю т с я 
преобразованиями Фурье — Стилтьеса функций ограниченной вариации, 
все изменение которых сосредоточено на [О, <»). Точно так же отрица­
тельная компонента г^-(Я) аналитична при Т т Ж б , , функции и*^(Я) = 

• г^_(Я) \ ± 1 
_ ^' ^̂ '̂  аналитичны при 1 т Я < б , , непрерывны на границе, 

и функции иДЯ), (иДЯ)(Я — О ) " ' являются преобразованиями Фурье — 
Стиптьеса функций ограниченной вариации, все изменение Которых со­
средоточено на (—°°, 0) . 

Буквы б, б» означают везд^ достаточно малые (д. м.) положитель­
ные числа, возможно разные в различных формулировках. 

2* 1» 



Т е о р е м а ! . Существуют 8 и '{ такие, что при г^^а = {\г\
|2 — 11 < б), 1т Я = О м достаточно больших {д. б.) а и Ь 

^2(2, Я) = — 

гЗе равномерно в 2'в I (у) 

ц (2) - е ,Н, (2) _ ^^^у П,{г) ' 

Для доказательства понадобятся две леммы. 
00 

Лемма 1. Пусть при 1тЯ = 0 определена функция^{К) = | е^^(1и{х), 
—оо 

уагг;<оо, кроме того, при некотором 61 > О /(Я) аналитична в полосе 
О < 1т Я < б, и непрерывна на границе. Тогда найдутся у, б и О О 
такие, что 

^ / (^) = ' ^ ^ ' и Г ' Т ^ п ^ ^ ^ ^ + - (^)) [ ^ ' ' ' ' ^ « ^ (^ ) ' 1ш я = о, 2 ^ ^ а , 

« Ч (̂ )) Л , 

гЗе равномерно по х< —а и 2'& 
л. 1 ЙЭЛУ) (6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть для вещественных Я 

— ОО 

Тогда 

[ гГ2 (Я )/ (Я ) ] ( - - - " ) = 

^ ( _ о о , - а ) 

—оо 

= I" е'̂ ^йи;. (X) + ^ (Я^ (2) - I) I I е̂ ^̂ йш, (х) 
_ —оо 

—а 

( - о о , - а ) 

— ОО 

йх = + 
- а / 

- о о \ 

Если при 1т я = о .̂-̂ ^ 
- а / ж \а 

и, (Я) 5 е '^ Й а ' И х ) - ^ ( Я Л 2 ) - 0 I = I Л Э . Н , 
—оо / —оо - о о \ 
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то 

Оценка (б) следует из аналитичности функций мДЯ) и {иЛ'к){Х — 
при О < 1т Я < 61 и леммы 2 в [4 ] . Лемма доказана. 

Аналогично доказывается 
оо 

Лемма 2. Пусть при 1тЛ = О определена функция / (Я) = | е'^йг; (х), 
— оо 

у а г г < ° о ; кроме того, при некотором 61 > О /(Я) аналитична в полосе 
—б1<1тА ,<0 и непрерывна на границе. Тогда найдутся > О и б > 0 
такие, что 

ъ 

и равномерно по х'>Ъ и 

^^^^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Из (5) и лемм 1, 2 выводим 

^2(2 , Я) = (1 - и" (2) (2) + (2) Я , (2) (? , (2, К (2))) + 

+ (Я - Я (2)) с е^'^с^ф^" (х) + (Я (2) - 1̂ (2)) С е̂ -̂̂ йф̂ '̂ (X), (7) 

где равномерно по а; > & и 2 е 2 'в 

Значение ^Дг, ^1(2)) находится из (7) при 'к = 'К^{г). Имеем равно­
мерно в 2'б 

^ , ( 2 , Я , ( 2 ) ) _ „ ^ ( , ( , ) ) Ь _ ^ а + . ( , ) . ) . (8) 

Необходимая при получении (8) ограниченность в З'в функции 
йДг ) -Л ( 2 ) ) (1 -|х ' ' + ' ' ( 2 ) Я 2 ( 2 ) ) - ' при некотором б > 0 и д. б. аЛ-Ъ дока­
зывается, как и в [2 ] . Подстановка (8) в (7) завершает доказательство 
теоремы. 

Обозначим для Л с: [О, <») 

Г ( 2 , Л ) = 2 2 " Р ( 5 я - 6 е Л , Ж = п ) . 
п—Х 

Следствие!. Существуют б > 0 и > О такие, что равномерно по 
2 е и д. б. а и Ь 
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где I ̂ ^Ь (2, Ах) = V, (Я) {к (г)), 1 т Я = 0. 

Следствие 2. 

г5е VI = 
1 ( 2 - 1 ) 1 / 2 г=1 

Я , ( 2 ) - 1 

г ( 2 - 1 ) 1/2 

Из теоремы 1 и (4) следует 
Теорема 2. Для г е 5^6 и/'м некотором Ь, 1тк = 0 и д. б. а и Ь 

. , ( Я Л г ) ) ( 1 - Я , ( 2 ) ^ ° + * ( г ) ) 

где равномерно по х<—а и 2'б 

Следствие 3, Пусть для А с: (—с», 0) 

Г ( г М ) = 2 2"Р + а е Л, = п), 

тогЗа равномерно по 2'ь при д. б. а и Ъ 

о 
где I е'^'^р(2, Ах) = и, (Я) (К{г)), 1тк = 0. 

— оо 

Из теорем 1, 2 и соотношения (2) непосредственно следует при 
2 е 2 ' в и 1 т Я = 0 

0 ( 2 : л - ' / ( ^ 1 ' - > - ^ ) ° ( 1 - Я з ( . ) , Ь ( . ) ) 

^ ' . '•г ('̂ ) (Я) (Я - (г)) (Х^ (г)) (1 - Я^ (2) (2)) 

~ Г,_ {к) (Я - X (2)) VДк (2)) (1 - Я , (2) (2)) ~ 

/ОО —а \ 

Пусть для таких г ш К 
оо ' оо 

Я - Я (2) 
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— 0 0 / —оо 

Тогда для любого борелевского А <= [—а, Ъ) имеем из (9) 

5 (2, Л ) = 2 2"Р (8^^А,Н>п)=^ I йР^Р {х) -
А 

П = 0 . 

(Я^ ( 2 ) ) ( 1 - Я 2 ( 2 ) ( 1 » + Ь (2)) 

С {х - Ъ) е-'^^'^^ (1 - (г) ( г ) ) 
А 

I ; , (Л (2) ) ( 1 - Я , (2) }г"+* (2)) 
(10) 

Выделением особенностей функций У[^^ (Я) и использованием леммы 
2 [4] нетрудно далее получить равномерно по 2 е 2'й следующие асимп­
тотические представления {1=1, 2, 3): 

-г}.(г)х 
РЧ\х) = р'^^(г) + 

Я (2) 

Р'^{Х) = Р'^\2)-

7(4) (Я (2)) 

( И ) 

кроме того, равномерно по мнон<:естБам А <= [—а, Ъ) и г^^ь 

{К (2) - ; Я (2)) С (х) = О {е-'" + е-^^). (12) 

Функции р/Чг) и р^'^(2)от а; не зависят. Соотношения (10)—(12) 
позволяют получать асимптотические представления производящих функ­
ций 5(2, А) при любых ограничениях на Л [—а, 6). 

Т е о р е м а 3. Существуют б > 0 и > О такие, что равномерно по 
А с: [—а, Ъ) и г^З'ь при д. б. а и Ь 

8{г,А)= 2 2 " / ' ( 5 „ е Л ) -

11 е-*«^>^(гж(х« (2) (1 - Яз (2) (2)) 

п = 0 «, (Я^ (2))1;_,(Я(2))(Х^(2) - к (2))(1 - Я2(2) Ц'̂ +Ь (2)) 

и, (?.^ (2)) V^ {к (2)) (Я^ (2) - к (2)) (1 - Я , (2) 11°+'' (2)) ^ " >̂  (г) ' ' 
, 2' 

(13) 

I I °° Если '̂̂ Р I ^ I растет вместе с а+Ь, то слагаемое 2 2"Р (5„ е Л) = 

= ^ (а;)в (13) целесообразно для дальнейшего анализа заменять его 
А 

асимптотическим представлением в соответствии с ( И ) . 
Асимптотические разложения распределений (1) получаются теперь 

непосредственным применением теоремы 4 ( [2] ) и ее следствий к асимп-
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тотическим представлениям производящих функций, содержащимся в 
утверждениях следствий 1, 3 и теоремы 3. Для примера приведем неко­
торые из асимптотических разложений. 

Теорема 4. Пусть а = Х1^п, Ъ = Хг^1п, 0 < С , Ха ̂  С г < ° ° , Л ь с : 
<= [О, о о ) , Аг <=• (—оо, 0), тогда при любом целом д>1 

9—1 00 

Р(8^-Ь^А„М=.п) = 2^ш1^^1^ X 

X Р, , (1 ,0 , о, 0,Ь{.,А,)) + 0 { - ^ ^ 

9 - 1 

Р (5^у + а е л , ]У = п) = 2 
г=о' 

_ 1 -у 
,1+1/2 „г/2 X 

хР'нФ, 0,1,0,^{.,А,)) + 0( 1 ^ 
9+1/2 

функции Рн(ки к^, к,, к^, Р) и Р'н{к^, к^, к^, к^, Р) введены в [2] ; 

Роо(1, О, О, О, &(. , А^)) = Р;о(0, О, 1, О, А^)) = 0; 

Р^,{\, О, О, 0,Ъ{.,А^)) = Ъ{\,А^) | / - ^ 2 { [ ^ 1 ( ^ + 4 ) + X 

X е 

р ; о ( о , о , 1 , о , р ( . , ^ ) ) = р ( 1 , л , ) ) = - ^ / - ^ 2 

— х^{8 + \) + Х^(8-\-^ 

-2/а21Жз^(«4-1/2)+д:2(5+1)]' 

X 

- 2 / а 2 [ х ^ 8 + : « : 2 ( 5 + 1 / 2 ) ] 2 -2/о2[5С1(8+1)+Ж2 ( 8 + 1 / 2 ) ] 2 

Теорема 5. Пусть а = Х1Уп, Ь = Х2Уп, О < €1^X1, Х2<С2-<°°, А<= 
" с [—а, Ъ) и 8 и р | а ; | < С < о о равномерно по п, тогда при любом целом 

Р (5„ е л , < «) = 2 2 (Ргг ( 1 , О, 1, О, Р^) + 

Р'1\^) = {Х^ ( 2 ) - я (2)) (Я^(2)) 1;,(Я(2)) ; Р'1'{2) = Р'1Ч2)^, 
]е Ах 

Р„„ ( 1 , О, 1, О, Р^^) + ( 1 , О, 1, О, = 

- 2 / о 2 [ д : , ( 5 + 1 ) + Ж 2 8 1 2 , " ^ ' ' ' ' ^ ЕЖ1б+Ж2(8+1)]^ 

- 2 е 
- г/а* 1ж1(«+1)+ж2(«+1)]2 
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БОЛЬШИЕ УКЛОНЕНИЯ ДЛЯ ВИНЕРОВСКОГО ПРОЦЕССА 

А. А. МОГУЛЬСКИЙ 

I. Введение 

Пусть С(х, 1) — пространство непрерывных функций /(^); О ̂  У. < 
с равномерной нормой |/[| = вир Со^С(0, 1) — совокуп-

ность абсолютно непрерывных выходящих из нуля (/(0) = 0) функций 
^[^). Для /^Со положим 

1 

V{^)==^|г.\р{^)с1^•, (1) о 
для множества С е С ( 0 , 1) пусть 

если С П Со = 0 , то будем считать, по определению, У{С) = °°. 
Введем следующее условие: 

0 < У ( ё ) = У ( С ) = У ( С о ) < < » , (2) 

где С — замыкание множества С; Со — совокупность внутренних точек 
множества С Обозначим (лШ, стандартный винеровский про­
цесс. Известно [ 1 , 2] , что при г^°о справедливо соотношение, опреде­
ляющее «грубую» асимптотику вероятности Т?{(о ^ г • С): для любого мно­
жества С, удовлетворяющего (2), 

1 п Р ( ( о е г - С ) ~ - г ^ 7 ( С ) . (3) 

В частности, рассмотрим множества С вида 

С = СЛё, Ю = {!^С{0, 1); §{1)>}И)>ии); х ^ г < 1 } , (4) 

где к^ах, 1); Ы{§Ш-Ш); к^г^{}>0; 0 < х « = 1 . Довольно 
очевидно, что если множество С вида (4) удовлетворяет условию У ( 0 > 
> 0 (т. е. замыкание С не содержит /(4) = 0), то для него выполнены 
условия (2) и соотношение (3) имеет место. 

Рассмотрим вероятность 

Р ( с й е г - С ) (5) 

для множества С = §) вида (4). При г - > о о эта вероятность стре­
мится к 1 в случае, когда множество О содержит функцию = О, 
и к нулю, когда множество С не содержит ЬШ = 0. В первом случае 
естественной является задача изучения поведения 1 — Р ( с о е г - С ) = 
= Р(о) ^ г • О при г оо^ она исчерпывающим образом решена А. А. Бо-
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