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В ПРИНЦИПЕ ИНВАРИАНТНОСТИ 
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1. Введенне 
Пусть | 1 , . . . , |я — последовательность независимых случайных вели

чин таких, что М%{==0, 2В|{ = 1. (Здесь и далее, если не оговорено про
тивное, суммы произведения и максимумы берутся по переменной г, про
бегающей значения от 1 до ге). Обозначим 

и = 'кщ, {, = 0, = 5 > 2 , 

И построим на отрезке Ю, 1] непрерывную ломаную | с вершинами в точ-

ках |(^г)= ^ Ь • Цель данной работы — исследование оценок бли-
\1 / 

зости между распределениями в С (О, 1), порожденными процессом ^ и 
стандартным винеровским процессом и?. Для случая оценок, выраженных 
в терминах отношения Ляпунова Ь„ далее будут доказаны и усилены 
объявленные в [1] результаты. 

Предположим, что пространство С (О, 1) непрерывных функций на 
[О, 1] снабжено нормой т а х | ж (*) |, которая порождает в нем а-ал-
гебру борелевских множеств, а через 5^*' обозначим е — окрестность мно
жества В. Определим расстояние Леви — Прохорова Я(|, и?) между рас
пределениями процессов I и ш в пространстве С(0, 1), полагая Я(5, и?) < 
< Е, если для всех измеримых В 

Р ( | ^ Д) < Р(ы; е + 8, Пш ^ 5 ) < Р(| ^ + е. 
Под оценкой близости между распределениями | и ш наиболее ча

сто понимается оценка для расстояния Х(|, т). Первый такой результат 
принадлежит Ю. В. Прохорову [2 ] , который получил 

X IV) = О {Ы^' \ |2) при Хз ->0. 
Эта оценка была улучшена А. А. Боровковым [3] до 

Яаи;)<сХ^^^^+^ 2 < 5 < 3 , (1> 
где с — абсолютная постоянная. Большинство других результатов в этой 
задаче (см. библиографию в [3]) были получены в предположении, что 
^ 1 , . . . , |п одинаково распределены. Наилучшим из них будет, по-видимо
му, известный результат Комлоша, Майера и Тущнади [4] , из которого, 
в частности, вытекает (1) при всех 5 > 2, но с константой, зависящей от 
5 и распределения Уп%п. 

Если мы икеем оцейку для расстояния Леви — Прохорова Я ==Л(|, м?), 
то для любого измеримого множества В с границей 5 ' получаем 

А(5) ^ |Р(| е В ) - Р(ш е 5 ) I ̂  Р(м; е {В'У''^) +%. 

В частности, для липпшцевых множеств, т. е. для множеств, граница В' 
которых удовлетворяет условию 

Р ( ш М 5 ' ) « « ' ) ^ С в 8 У 8 > 0 , (2> 
справедливо А(5) < (Св+1)Я(|, ц>). (3> 

В [3] приведен пример, показывающий, что существует такое Во, что 
А{В,)^сЬ'/\) 

72 



в данной работе мы сократим разрыв между оценками (1) и (4). 
В теореме 1 будет приведена оценка снизу между распределениями, по
казывающая, что (1) неулучшаема, а в теореме 2 будет доказана оценка 
для Д(5) , из которой вытекает существование абсолютной постоянной с, 
для которой при X, ^ 1 

А ( 5 ) < . С в ( 1 + 1п(1 + Св^))Ь^^Ч1 + 1п(ЬГ^^^^^^^^ (5) 
что значительно точнее оценки, даваемой (1) и (3). Тем самым, в част
ности, будет доказано, что для А{В) можно получить качественно луч
шую оценку, чем вытекающую из (3). 

При доказательстве теоремы 2 используется слегка модифицирован
ный метод одного вероятностного пространства, предложенный А. В. Ско
роходом. 

1. Оценка снизу для расстояния Леви — Прохорова 

Обозначим 
е = ш а х { г / : 1 / < Е Р ( 1 1 ^ | > 1 / ) ] ; а|=В^г; 

а2 = шах а?; 6 = / а ^ (1 + 3 Ь (а-^))/8. 

Теорема 1. 1^Я(|, и;) > щах {е/2 - 46, б}. 
В силу неравенства Чебышева 

8 < т а х {у: у < Ь,у-^} = ^]'^'+'\ 

Если же подобрать такую схему серий, что 

то из теоремы при достаточно малых следует оценка Я ^сЬ^''^*"''^^ 
Конкретный пример распределений |< можно найти в [5 ] . 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Обозначим 

А(у) = {х^ао, ^):шз^x\x^и)-x{и-^)\>у} 
ж заметим, что 

(^(е))(е/г-4в) с: ^ (е - 2(е/2 - 46)) - Л (86). 

Таким образом, для доказательства неравенства 
Я > 8 / 2 - 4 б ^ (7) 

достаточно показать 
Р ( | е Л ( е ) ) ^ 8 / 2 , Р ( ш е Ж 8 б ) ) < 4 б . (8) 

Имеем 
Р(| ^АШ == 1 - Ш1 - Р(||Л > в)) > 1 - ехр (-БР(1|<1 > е ) > 1 - е - . 

Чтобы получить отсюда первое из неравенств в (8), достаточно заметить, 
что 8 < 1 в силу (6) при 5 = 2. 

Далее, 
Р (и; е Л (86)) < ЕР (1 и? {и) - ш (^^_1) 1 > 8 6 ) < ИФ» (880ГО, Ы 

где 
00 

ф„ (х) ^ (2/У2п) ^ е-У^Ыу < ( 2 / / 2 ^ ) х - 1 е - « ' / 2 . 
X 
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Пользуясь неравенствами 186)̂  и (86)^> Ог + Ог 1п Ог + 2ог 1п а-^, 
имеем 
2Фо (8баг"^) < 2 ( 2 / / 2 ^ ) (о /̂ст) ехр ( - (1/2) - (1/2) 1п оГ ' - 1п ст-з) < 

< 2 (2/>^2^) (а?/а)е-1/2а2 < (1/2) а < 46. 

Отсюда и из (9) следует второе неравенство в (8), что полностью доказы
вает (7). 

Докажем теперь, что 
Я ^ б . (10) 

Пусть а==<3]. Обозначим через В(у) множество всех траекторий хШ, 
у которых максимальное отклонение на отрезке ( ^ ; _ 1 , 1:^) от прямой, соеди
няющей (^^_1, x{^^-^)) и (?;, х(1^)), больше у. Заметим, что (5(2б))<*^ с: 5 (0) ; 
Р ( | е 5 ( 0 ) ) = 0. Таким образом, для доказательства (10) достаточно про
верить, что 

Р ( м ; е 5 ( 2 б ) ) ^ б . (И) 

В силу однородности процесса и) 
Р ( ш е 5 ( 2 б ) ) = Р ( шах \и;(1)-га-^1и{о^)\>28] = 

- Р ( т а х \ — Ш (1) 1 > 26о-1\

Поскольку распределение процесса ^V^.^) — ^^V^^) совпадает с распределе
нием броуновского моста ШоШ (у этих процессов совпадают корреляци
онные функции), то (см. [6 ] , с. 640) 

Р (и? е 5 (26)) = Р (тах | («) | > 2ба-1\ 2 2 ( - 1)'' ехр ( - 2 {2кЬа-^У) 

Соотношение (И) будет следовать теперь из неравенств 
2 

Р (ш е 5 (26)) > 2 2 (— 1)" ехр ( - 2 ( 2 Ш - 1 ) 2 ) = 2е-^^»а^'^ — 2е-^^^а^; 
Ь=1 

86 = УоЧ1 + 31п 0-^) ^ У12 а='/\ < 1. 
Из (7) и (И) вытекает утверждение теоремы. 

- у 

2. Оценки для липшицевых множеств 

При а > О обозначим 

^(о) = а(14-1п(1 + а-')) 
и заметим, что 

С в < ё^Св) < Св + 1 ; ^(Св) О при С в 0. 

Теорема 2. Яри О < а < 5ля любого множества В, удовлетворяю
щего (2), 

А (Я) ^ ^(Св)[84(Х4(а))*/*|1п аИ^̂  + 41а11п аР^̂  + 
+ 2бШг(а))'^Н1па\'^' + 2ЯДа)1. 

Следствие. При Ь« =̂  1 справедливо (5), точнее, 

А (Я) < 285^ (Св) (1 + 1п [ь-^'^)у^^-^)1^\ 

74 



Для доказательства следствия достаточно положить в теореме 2 
<1~е~^ЬУ\{-]-1п{Ь^^-^))~^^^^ и воспользоваться при 0 < г ^ 5 < 4 неравен
ствами 

из которых вытекает 
ЬЛа) ^ а 

4 - 8 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Пусть 7̂ 1 (д;), / ^ „ ( ж ) — функ
ции распределения случайных величин ^ 1 , . . . , ^„ соответственно. Зададим 
случайные величины | 1 , , . . , |„ на одном вероятностном пространстве с 
винеровским процессом шШ, 0 < ^ < о о , и независимой от нее последова
тельностью V = ( V I , . . . , Уп) независимых случайных величин, равномерно 
распределенных на [О, 1]. (Точнее, построим новую последовательность 
случайных величин, одинаково распределенную с первоначальной после
довательностью | 1 , . . . , |п. ) 

Пусть иг = РТ^ { V I ) . Поскольку М1гг = 0, положим Ь'г = (С̂ г ( V г ) ) , 

где С^{и) однозначно определяется как решение уравнений 

\ (12) 
и 

п и^V^ < О при щ Ф 0. Фиксируем некоторое число а > О и обозначим 
1 = а) множество тех I, для которых тах{|иг1, \и{\)>а. Определим 
последовательность независимых векторов ( ^ г , т, = Т. — Г , _ 1 ) , т^^0, То = 
= О, следующим образом: пусть | г = и,- и = О при г ̂  / , а в противном 
случае определим Т^ как первый после Т^-^ момент достижения процес
сом IV ОДНОГО из уровней ш{Тг-1) + щ и ю{Тг-1) + и положим | г = ш{Т^) — 
— гV^Т^-^). Поскольку щ имеет функцию распределения Ри а |< при 1^1 
определена так же, как в представлении Скорохода, то построенные нами 
^ 1 , . . . , обладают требуемыми свойствами. 

Заметим, что в силу свойств моментов остановки Гг (см. [7, 8]) при 
4{у) = Ш{хЦх)^В{Тп\у) 

Ша (V) < 8 2 М { I * ; I ̂  / } < (а); 
, « . (13) 

Ш{хг; 1^1\х} = - и т ; МГп = 2 М (||; I ^ / } < 1. 

Обозначим через |' ломаную с вершинами в точках (<„ ^'(?,) = ш(Г<)). 
В этом случае 

IV 111 -и ; 1 К 1 1 -

Из лемм 3 и 4 следует, что Р(11| — шИ > а к ) ^ при а = 

2 1 1 1 1 . 
г&1 

= бУб(1 + 6)|1пй (б + 7) + я + ^; р = {3 + М{ТМ)ае-\е а и Ь - фик
сированные числа, 6 > О, О < а < е~\ б и 'у определены в лемме 3. 

Подчеркнем, что величины а, 7, б и ^ зависят от V , но не зависят 
от IV. Поэтому для множества В, удовлетворяющего (2), справедливы со
отношения 

Р(| е Я ! У ) ^ Р(гг7 е Я^«) I V ) + р ^ Р(и; е Я ) + С^а + Р; 

Р(| е Я ) ^ Р(ш е Я ) + СМа + М ^ . 

Рассматривая вместо множества В его дополнение, получим аналогичные 
неравенства в обратную сторону. Таким образом, 

Д ( Я ) < С в М а + Мр. 

Полагая теперь Ь = 1п (1 + С^ )̂ и оценивая Ма и при помощи (13) 
и лемм 5, 6, получим требуемую в теореме оценку. 
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3. Вспомогательные утверждения 

Лемма 1. 
Р(т,- > < 4^^М(тЛV) ехр {-2^|м< - V^\-'). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Опуская временно индекс г, положим 

При тах{1гг1, |г;]}<а из [8] вытекает 

Р ( . > * IV) = А I ^ ' ° ( ^ е х р ( _ (2т + 1)= 2Х). 
т = 0 

Воспользовавшись неравенствами 1 з ш а ; 1 ^ 1 л : 1 и е -1x1 х\~^, получаем 

Р (т > ^ I г ) < 2 (/тг) е-^ I К, 

где 

А {т) = 1/[2 {2т + 1)2 1]; 2 А{т) < Л (0) + | Л (ж) < 1. 

Окончательно имеем 
V{•^>^\VX^п-'АК-'е-''^Ш^шЫ{\й\, \ь\}\и-у\е-Н-^ ^ 

Лемма 2. При х>у>а^ 

Р ^ т а х I Г г - М(Тг I V ) I > ж I г ) < 2(ей(у)/(а:у))»''У-Ь 

^т{Тп\у)у-Ч-У'^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку Т { > 0 и М { Т Л У ) < то из [91 
(см. теорему 4) и [10] следует 

Р(\15>а;| V) = Р шах 2 ( т ^ - М ( т Л г ) ) 
5=1 

< 2 ехр (х/г/ - (й {х)1у^ + х1у) 1п (хг//^ (г) + 1)) -Ь 2Р (1 Тг -
- М (тг IV) I > у I у )< 2 (ей! (у)/(хг/))*/У + 2 Р (я >у\\). 

Применяя далее лемму 1, получим требуемое утверждение. 
Лемма 3. При Ь > О, О < а ̂  е-\ 

Т == шах |М(Г^к) - ^^1, б = (1 + Ъ)[1ЫШЫа\ ^аЩпаП 
справедливо 

Р(̂ 1 ̂  шах 1Г<-^^1 > б 4--гк) ^ (2 + М(Г„к ) )аеЛ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся соотношением ^ 4- -у и при

меним лемму 2 цри у = б/((1 + &)Цпа|), х == б + заметив, что 
ху>еЧ{у); х/у>{\-\-Ь)\Ыаи 
г//2а^^(1 + 6)|1па1; 11п а! = - 1 п а ^ 1. 

Лемма 4. При \ х^ а^> 

Р ( 1 1 м ; - | ' 1 1 > б Г б ( 1 + 6)|1па|х-1-а1у)^ае'^ + Р ( { г > х Ь ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку \'{1д ю{Т^)^ то при | Г , - ; ( | < ж , 

ж > и ^ е (^^_1, <̂̂ ,) имеем 
\ш{1)~1'{1)\^Ы1)-т{и)\-^Ы1д~ю{ТМ + 

+ | 1 ' ( * г ) - Г ( 0 1 < 2 л ; + а, 
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где "П,' == И1а,х \и?{у) — Обозначим 

и заметим, что 

Таким образом, 
Р(11«7 

щ (х) = т а х \и;{у) — ш Цх) \ 

т а х т]̂  ̂  3 т а х (х) = Зт̂  (х). 
г 0<з<1/х 

••'II > Ьг + аЫ < ^{ц{х) > г) + Р(ц > хЫ. 

В силу известных свойств максимума винеровского процесса (см., 
например, [6 ] , с. 371) 

Пц{х) > 2 ) < (1 + 1/хтцМ > г ) < (1 + 1/х)2ФоЫУх) < 

^ (1 + ^/xШ2п)-^''^-'Уx ехр (-272х). 
Из последнего соотношения и а^(И-1/х) ^ 3/2 вытекает при 2 = 
= У6(1 + Ь)11па X требуемое утверждение. 

Лемма 5. М^:^2Я1(а). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Возможны два случая: 

О ^ < аЛРЛа)) или ОгШа)) < Р{{-а + 0) < 0. 

Рассмотрим первый из них и воспользуемся (12). Имеем 
М{1|,1; 1 е / } = 2 М { | , - ; Ь>а}<2т\гМ \Ь\>а}. 

Суммируя, получим требуемый результат. 
Лемма 6. Ш'^<8{8ЬМ)У^^ + ЬНМ. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим 

(14) 

2 т:1 
1=1 

-^з^шах \МТ^-^^ 

т- = М(Тг| V) — Мтг, VI = тах]М(Г^| V) — МГг| = т а х 

Заметим, что 

поскольку в силу (14) 
М Щ ; г е / } < М { | | ; а] + аМ{\1^\; 1 € = / } < З М { | | ; \1г\>а 

Чтобы оценить М-̂ !̂, воспользуемся тем фактом, что случайные вели
чины Хх, Хп независимы, так какТ{ зависит лишь от V,-, и Мтг = 0. 
Из [11, с. 3031 и (13) имеем 

< 8М11x11 < 8(В (2т;))^'' < 8 {Ма(у))1 /2 < 8 {Щ (а))^'^. 
Неравенство 1̂  ̂  ^1 + "̂ г немедленно дает требуемый результат. 
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