
3. Если определенная в замечании 2 точка в* не принадлежит Г, то 
критерий ^е* может не быть минимаксным в классе всех критериев 
уровня а. Действительно, пусть Г состоит из двух точек: 
= (1 , 1, О, О, О, . . . ) и 6 = (1 , - 1 , О, О, О, . . . ) . Тогда 8* == (1 ,0 ,0 ,0 ,0 , . . . ) Ф 
Ф Г. Легко видеть, что в этом случае наименее благоприятное распределе
ние на ^ приписывает равные вероятности точкам б» и бь, а потому в 
силу леммы Неймана — Пирсона наиболее мощный критерий уровня а 
совпадает с индикатором множества вида 

( 2 я ) - 1 / 2 е х р [ - (у^ - 1 ) ^ 2 - ( у , - 1 ) ^ 2 ] + ( 2 я ) - ^ 2 ^ х р [ - ^ ^ - 1 ) 2 / 2 - ( у ^ + 2 ) ^ 2 

2(2яГ1/2ехр [-УУ2-У112 

Аналогично предыдущему можно заметить, что критерий "фе* (С п̂) 
является асимптотически минимаксным в классе критериев 4'"°', где 
асимптотическая минимаксность понимается, как в теореме 4. Полагая 

с» 

§* {х) = 2 ^зё]{^)у критерий '^^*{^п) можно представить как индикатор 

множества 

I г=1 ] 
где Со. определяется в (15). 

В заключение рассмотрим одно приложение теоремы к задачам рас
познавания образов. Допустим, что требуется проверить гипотезу Н" про
тив гипотезы Ну^, где плотность 1 + п~^^^'\о{х) неизвестна и оценивается 
с помощью отдельной выборки объема т. Пользуясь известными оценка
ми для плотности, можно получить оценку 'Ут(ж) для '^о(ж) и построить 
для 70 «доверительный шар» Г™ в некоторого радиуса г с центром в 
точке "^т. Считая, что ш'! --^ 6 и "̂ 0 ^ Гтл? и применяя теорему, получим 
^ * = ~ ^ ^ " Т т ^ > так что асимптотически оптимальный в указанном 
выше смысле критерий будет иметь вид 
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ОБ УМЕРЕННО БОЛЬШИХ УКЛОНЕНИЯХ 
ОТ ИНВАРИАНТНОЙ МЕРЫ 

А. Л. МОГУЛЬСКИЙ 

1. Введение 

Пусть ^ — линейное пространство конечных мер \1, заданных на бо-
релевской о-алгебре ^ некоторого метрического пространства X, ^ с ^ — 
класс вероятностных мер на Рассмотрим случайный процесс | ( 0 , 
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о ^ I?, со значениями в X , траектории которого с вероятностью А изме
римы по Борелю. Пусть 

(Л) = I (У)) 

— часть времени 1̂ , которую процесс ^(у) провел в множестве А ^ ^ . 
Тогда в широких предположениях с вероятностью 1 случайные вероят-
ностные меры ^"'Р* при ^ оо слабо сходятся к некоторой неслучайной 
вероятностной мере Р. 

В работах [1—5] для различных конкретных процессов Ь,Ш получе
ны грубые теоремы о вероятностях больших (порядка 0(1)) уклонений 
случайной меры от меры Р. Именно при выполнении ряда условий 
справедливы следуюп];ие соотношения: 

I ) Иш 1п Р е с ) = — 1п{ / ((д,) для некоторого класса мно-
^-*<x> (хее 

жеств 0^^; ^ 
I I ) Иш 1п М е х р {< / , Рг>} = 5 (/) , где / = / (ж) пробегает про-

странство О измеримых ограниченных веп];ественных функций на X, 
< / , |1> = ^ / (ж) [А (с̂ ж) для ц^М. При этом функции /({х), \х^^ и 8{г), 
/ е / ) , связаны следующими соотношениями: 

/ {IX) - зпр { < / , г̂> - ^ ( / )}; Л (/) ^ зир { < / , }г> - / (^1)}. (1) 
/ е л це^' 

В настоящей статье рассматриваются умеренно большие уклонения 
(порядка о(1)) случайной меры !:~^Рг от Р. Следующие нестрогие рас
суждения приведут нас к соответствующим результатам. Как правило, 
минимум функции /(|х) равен О и достигается при |х = Р ; поэтому есте
ственно ожидать, что для любой меры | х е ^ о = { М ' ^ ^ : < 1 , р> = |11(Х) 
= 0) 

7 ( Р + а } х ) - а % ( ^ 1 ) + о (а ' ) при- а 0 . (2) 
Учитывая (1) , из (2) можно вывести, что для любой функции / е ^ о = 
= { / е 2 ) : < / , Р > = 0 } при справедливо ^ ( а / ) = а'5'о(/) + о ( а ' ) , 
и функции /о(М'), ц ^ ^ о ' , *5'о(/), / е ^ о , удовлетворяют соотношениям (1) . 
Аналогами соотношений I , I I естественным образом будут следующие 
соотношения {хЦ)/?11 о©, х{Ь) = О(^) при ? «э): 

!„) Иш 1п Р (а:-^ (г) {Рг - {Р) ^ О) ^ - ЫI, (^А) для некото-

рого класса множеств О^З^о; 

По) И т - ^ 1 п М е х р ( ^ < / , Р , > и 5 о ( / ) Д Л я / ^ Р о . 

В настоящей работе получены грубые предельные теоремы о веро
ятностях умеренно больших уклонений для однородных цепей Маркова 
и однородных марковских процессов в предположениях, близких к рас
смотренным ранее в [3] . При этом в основном использованы методы, раз
витые ранее в [1—5]. Отметим, что первой работой, где наряду с боль
шими рассматривались умеренно большие уклонения для случайных 
мер, является [23. 

2. Формулировки результатов в дискретном случае 

Пусть X — метрический компакт, ^1, . . . — однородная цепь Мар
кова со стационарным распределением Р. Пусть переходные вероятности 
Шх, йу) цени абсолютно непрерывны относительно Р (коротко П(ж, йу) < 
<.РЫу)) и переходные плотности я(х , 1/)=П(л;, йу)/Р{с1у) для всех х, 
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у удовлетворяют неравенствам 
0 < а ^ я ( ж ' у ) ^ Л < о о . (3) 

Отметим, что если предположить абсолютную непрерывность пере
ходных вероятностей относительно произвольной вероятностной меры (х, 
то из условия (3) для соответствующих плотностей будет следовать суще
ствование стационарного распределения Р такого, что выбранные относи
тельно него плотности переходных вероятностей будут удовлетворять. (3) 
[6] . Выбор плотностей я (ж, у) относительно Р удобен для дальнейпшх 
рассмотрений, так как в этом случае функцию у) =л{у, х) можно 
тоже интерпретировать как плотность переходных вероятностей относи
тельно Р некоторой цени (^*). 

Определим оператор П, отображающий пространство О ограничен
ных измеримых функций ^{x), х^Х, ъ себя, положив 

п/ (х) = I д (ж, у) т р (ау) =^ а,). 
Пусть, далее, 

П^̂ ^ {X, йу) = П {X, йу), П(''+1> {х, йу) = IП '̂̂ ^ {X, й^) П (2, йу); 

в сделанных предположениях [6, гл. V, § 7] последовательность мер 
п 

2 йу) — Р (йу)) сходится при 7 г - > о о по вариации равномерно 
по х^Х к некоторой мере, которую обозначим г{х, йу). Оператор 
1?/ (ж) — }{х) -\- ^ г {х, йу) / (у) осуществляет взаимно-однозначное ото
бражение гиперплоскости Оо = и^В : </, Р> = 0} в В, я для любой функ
ции / ^ / ) справедливо —П)/==/ , где / — тождественный оператор. 
Положим для /, ё^О (/, ё) = | / Н (/, / ) ^^ ' . Для функ
ции 1^0о положим 5 о ( / ) = 1/2-(11Л/11^-11ПД/!Р), и для меры р, ̂  5?о — 
= { р ^ ^ : < 1 , р> = р,(Х)"=0} примем 

1,(11)^ зир{</, ^ ^ > - 5 о ( / ) } • 

Выведем более удобную формулу 

~{т,{1 — 11)1{с{1—П*)т), если ц,<^Р,т= ^'^ 
^0 ([^) = дР ' (4) 

сю в противном случае, 

где оператор Не — соответствующий оператор Л для цепи ( | п ) с плот
ностями переходных вероятностей {х, у) = \ (а;, г)п{у, 2.)Р{йг); опе
ратор П* — соответствующий оператор П для цепи ( | п ) с плотностями 
п*{х, у) = п{у, х). 

Для того чтобы сформулировать теорему, необходимо еще задать то
пологию в пространстве ^ всех конечных мер на (Х, М). Пусть а = 
= (а) — совокупность всех конечных подалгебр а-алгебры Зададим 
топологию т в ^ с помощью семейства полунорм 

Ра(ц) = т а х 1 } г ( ^ ) | , а е А . (5) 

Таким образом, сходимости мер в топологии т соответствует сходимость 
значений мер на любом измеримом множестве. 

Напомним еще определение случайной меры 
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п-1 

г=0 

где бхЫу) — вероятностная мера, вырожденная в точке х^Х. 
Теорема 1. Пусть хЫ)/1/п хЫ)/п О при п 0 ° . Тогда для лю

бого X е X: 
а) для любого х-открытого множества I/ ^ Мо 

пш -^^-^п р « (х-' {п) (Рп - п Р ) ^ и ) > - 1п1 (6) 
п-*оо X (га) ц е У 

б) для любого х-замкнутого множества^ 11 

Ит зир 1п Р̂ с (а^"' («) ( Р п - пР) е С/) < - 1п{ 1^ (^); (7) 
п-»оо X {п) \1^17 

в) любой функции ^^^о 

И т 1п ехр </, Р п > | 5« (/). (8) 

Отметим, что топология т рассмотрена в [5], где получены теоремы 
о больших уклонениях (порядка 0(1)) для эмпирических мер в сепара-
^ельном полном метрическом пространстве. В работе [4] тоже, по суш;е-
ству, присутствует (в доказательствах) топология т; в основном же там 
используется топология, индуцированная нормой = ^^Р 1М'(-^)1» 

^1 е ^ — класс измеримых множеств, удовлетворяющий следующим двум 
условиям: 

а) все меры ^^^3^ однозначно определяются своими значениями 
на ^1-, 

б) для любого б > О найдутся конечные алгебры аи измеримых 
множеств с Р-мерой границы, равной нулю, и такие, что для любого мно
жества А е ^1 найдутся множества ^1 ^ « 1 и А^^ аг такие, что {А\А1) У 
и{АМ)^А2,РШ<б. 

Утверждать заранее, что найдется хотя бы одна такая норма ||*|^^, 
по-видимому, нельзя. В тех случаях, когда такая норма существует, ут
верждения теоремы 1 остаются справедливыми и для топологии, порож
денной этой нормой. 

3. Формулировки результатов в непрерывном случае 

Пусть X — метрический компакт, | ( ^ ) ; 0=^]^,— однородный марков
ский процесс с переходными вероятностями Р(^, х, д,у) и стационарным 
распределением РЫу). Пусть Р(^, х, йу) = р{г, х, у)Р{йу), и для всякого 
б > 0 найдутся числа а = а(б), А=А{6) такие, что для ^ ^ б , х, у^Х 

0<а^ри, X, уХА<оо, ( 9 ) 

Кроме того, пусть полугруппа операторов Гг/ (х) = ^ } (у) р {^, х, у) Р (йу) 
переводит пространство С непрерывных на X функций /(ж) в себя и силь
но непрерывна по * ((Гг) — полугруппа класса Со [7]) . В этих предполо
жениях (см. [8], с. 135) можно считать, что выборочные траектории про
цесса | (^) непрерывны справа и имеют пределы слева для всех ^>0; 
область определения ^ инфинитезимального оператора Ь полугруппы 
{Т{) плотна в С [7] . Далее, в сделанных предположениях (см. [61) после-

довательность мер [ (р (и, х, у) — 1)Р (йу) йи сходится при г оо по ва-
о 
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риации равномерно по х^Х к мере, которую мы обозначим г{х, йу). 
При этом оператор Щ {х) = \ (у) г (х, йу) отображает гиперплоскость-
Со = { / е С : < / , Р> = (/, 1 ) = 0 } в и для любой функции / ^ С о спра
ведливо ЬЩ = /. 

Для функций / из Со полож;им 
'5о(/) = - ( / , Л / ) , (10) 

и для любой меры р ^ ^ о = { М ' ^ ^ : < 1 , ц> = 0} примем 
/ о ( и ) = в и р { < / , } г > - 5 о ( / ) } . 

Формуле (4) будет соответствовать формула 

5-(«г, ЬЯсЬ*т), если « Р ж = т, 

сю, если [ г < / < Р , 

где — инфинитезимальный оператор процесса |*(^) с плотностью 
X, у) = р^, у, х), оператор 7?с — оператор В для процесса |с(<), ко

торому соответствует инфинитезимальный оператор Ьс = Ь + Ь*. 
Напомним определение случайной меры 

Рг {Ау) = I ^1{и) {Лу) йи. 
о 

В пространстве ^ будем рассматривать топологию т, введенную в 
разделе 2. _ 

Теорема 2. Пусть хШ/1/1 о^, хи)/1 О при ^. Тогда для любо
го х^Х: 

а) для любого х-открытого множества 

И т т { 1п {х-' Ц) (Р^ -1Р)^П)^- Ы I, (^^); 

б) для любого х-замкнутого множества 17 ^ а 
И т 8ир 1п Р̂ ^ (х'^ (г) (Р< - 1Р) е ^0 < -

в) для любой функции / е С о 

И т 1п е х р < / , Р , > | = (/)• 

4. Доказательство теоремы 1 

Лемма 1. Для любой функции ^^По найдутся числа 8о > О, А<оо 
и семейство функций /е ^ Во, О < е < 8о, такие, что при е О 

/е = е / + 8 7 . , (12) 

где зир /8(л:) <. А, и для гЫ)О, е(п)У/г-^оо при п-^оо для всех 

х^Х 

И т - 4 — 1п ехр {</е(„), Р„>} = (/)• (13) 
гг->оо ПЕ (п) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для / ^ По положим ф = Л/, и пусть 
/е = 1о^ (1 - еф)/(1 - еПф) - (1о§ (1 - 8ф ) / (1 - еПф), 1). (14) 
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Очевидно, что для достаточно малого е > О функция /е принадлежит Ва\ 
при 8 - ^ 0 выполнено (12) и (см. (14) и определение в разделе 1) 

- ( 1 0 ^ ( 1 - 8 ф ) / ( 1 - е П ф ) , 1) = 8='5'о(/) + О(е^). (15) 

В силу формулы (2.1) из [5] можно записать: 

иМ^'''''^-^{1п-г))^и{х), (16) 

где и{х) ^ I —гц>{х); у(я;) = 1 — еПф(а:); и){х) = ^Лx) + {\о%{и/V), 1). Из 
(16) получаем 

Поскольку при достаточно малых е > О справедливо для х^Х 
0 < мСа;) < °о, О < а < 1 ; ( ж Х Л < «о, 

то из (17) в силу (15) следует (13). Лемма доказана. 
Пусть а — произвольная конечная подалгебра ^, Во, а — та часть 

функций Во, которые измеримы относительно а, 
/ о . а ( [ А ) = зир { < / , ^ х > - ^ о ( / ) } -

Отправляясь от утверждения леммы 1 и повторяя рассуждения, которые 
использовались при доказательстве лемм 1.1, 1.2 в [4], можно показать, 
что для любых 8 > О , р е х ^ Х 

И т 1п (х'^ {п) р„ (Р» - пР - х {п) ь̂) < е) > /о .а Ы), (Щ 

где полунорма ра определена (5), и 

И т 8ир ~ 1п Р , (х"^ (п) {К - пР) ^ (в)) < в, (19) 
П->оо X (П) 

где Ф^ ( 5 ) = (ц е ^ 0 Ра \^') < 8 , ^О.а (ц') < «). 
Далее, отправляясь от (18) и (19) и повторяя рассуждения § 3 в [4] 

(см, также [51), получаем (6) и (7). Соотношение (8) следует из (6), (7) 
(см. [9]) . Теорема 1 доказана. 

Для вывода формулы (4) введем в Во скалярное произведение 

(/, ^)о = (л/, ад-(пя/, ин§); 
из неравенства Коши для / е / > о следует 11/11о = О ^ / = 0 . Операторы П* 
и Е*, Пс и Ее определены для цепей ( | * ) , (^п) , которые введены в раз
деле 2. Справедливы следуюш;ие соотношения: 

{Щ, §) = {}, и*ё); {Щ,ё)-=И,П*§), 

и скалярные произведения (•, •) и (•, Оо связаны соотношением 

. ( / , ^) = (/, ( / - П ) Л с ( / - П * ) ^ ) о . 

Далее, поскольку (/) = 1/2-Ц/Цо, то для р < Р при т=^д\у,/дР 
справедливо 

/о (IX) = зир { ( / , т)- 8, (/)} зир { ( / , ( / - П) Кс ( / - П*) т\ 1/2 -Ц / 

Из последнего следует первая часть (4). Если же р < / < Р , то вос
пользуемся неравенством Ц /Цо^-^^Ц/Г» где < «>, которое следует из 
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леммы 7.1 в [6, с. 203]. Из этого неравенства получаем 

^^/о Ы > / о Ы ^ зир { < / , р> - 1/2 . | / 

Поскольку для IX < \  Р  справедливо ГоСр) == «>, то вторая часть форму
лы (4) получена. 

5. Доказательство теоремы 2 

Лемма 2. Для любой функции / ^ Со найдутся числа 8о > О и Л < «з 
и семейство функций Д ^ Со, О < е ^ 8о, такие, что 

/е = 8 / + 8 7 е , (20) 

где зир | /е(х) \^А,и для еШ -> О, еШ1/^ °° при оо для всех х^Х 

Ит- |—1пМ^ехр{< /е (< ) , Р*)} = 5 о ( / ) , (21) 

где 8оЦ) определяется (10). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В непрерывном случае роль (16) будет играть 

соотношение 

ехр { - Р^У] и (1 (1)) = и {х), (22) 
которое имеет место для любой положительной функции и^З) [3]. Для 
заданной функции / ^ С о положим ф = / ? / е ^ и 

/. = -{Ш - 8<р))/(1 - 8ф) + {Ш - еф)/(1 - 8 ф ) , 1). 

Очевидно, что }г^Са и выполнено (20). Легко видеть, далее, что при 
е -^0 

( ^ ( 1 - 8 ф ) / ( 1 - 8 ф ) , 1 ) - - 8 ( Ь ф / ( 1 - 8 ф ) , 1) = б'5^о(/) + о(е ' ) . (23) 

В силу (22) 
М:е/^"^*^ (1 - 8ф ( I т (1 - 8ф (Х)) е-(^^ф/(1-^<Р).1)*, 

поэтому в силу (23) ползгчаем 

И ш - 4 - 1п М,е<'^'^'> (1 - 8ф ( I т = 8, (/). (24) 

Поскольку при достаточно малых 8 > О ( < 8 о ) справедливо О < а ^ 1 — 
— 8ф(аг) ^ Л < оо, то из (24) следует (21). Лемма 2 доказана. 

Далее доказательство теоремы 2 полностью совпадает с доказатель
ством теоремы 1. 

Формула (12) выводится аналогично формуле (4). Для этого нужно 
ввести скалярное умножение 

(/, ^ ) о - - [ ( / , ад + ( ? , / ? / ) ] , 

так что [см. (10)] (/) = 1/2-[|/|о, и воспользоваться соотношениями 
- ( / , я)о = (/, НЧЬ + Ь*)Н§); -(/, ?) = (/, ЬЕ,Ь*§)о. 
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ЛОКАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА 
ДЛЯ КРИТИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ [ВЕЛЛМАНА — ХАРРИСА 

С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ 

В. А. ТОПЧИЙ 

1. Введение 

В работе рассматриваются зависящие от возраста ветвящиеся про- , 
цессы (процессы Беллмана — Харриса) с дискретным временем | ( п ) , 
и = О, 1, . . . Случайные величины ^(тг) принимают целочисленные значе
ния, которые будем интерпретировать как размер популяции в момент 
времени п. Описание данных процессов см. в [1] или в [2] (модель 3). 

Пусть процесс %{п) определяется целочисленными случайными ве
личинами ц (продолжительность жизни частиц) с функцией распределе
ния Р{к) = Р{т] =^ к) (возможно 2^(0) О и ^ (число потомков) с произ
водящей функцией ^ (г) = 2 ^и'^^-

Введем обозначения: Р„(2) == Мг^'"^; /?„А == Р{ | (7г) == А;}; ^п^г)==^ — 
-Рп^); Р „ = Р „ ( 0 ) ; <?„ = (?п(0). Далее положим у 1 = / г ' ( 1 ) ; В = к"И); 

|х = Мл; р . = Мт1^ а = 5/2и,; и = Р{к) - Р{к - 0);д,,= 2 /,•; / (г*) = 
оо 

= 2 /л"^. Будем рассматривать критический случай, т. е. А = 1. Из 

результатов Б . А. Севастьянова [3] следует, что для вероятности продол
жения процесса выполняется равенство 

Ит<?„дг = 1/а (1) 

(при условии конечности третьих моментов у т] и ^ ) . Однако, как пока
зано М. И. Гольдштейном [4] , для справедливости (1) достаточно суще
ствования второго момента у ^ и выполнения условий кЧ1 — Р{к)]О 
при А; ->• оо и Р{0) = О (от последнего условия легко избавиться). Отме
тим, что используемый в данной статье метод позволяет дать другое 
доказательство результата Гольдштейна (в том числе и для процессов 
с произвольным распределением времени жизни частиц). 

В 1966 г. Кестеном, Неем и Спицером [5] для процессов Гальтона — 
Ватсона (последние совпадают с процессами Беллмана — Харриса при 
Р{т] = 1} = 1) была доказана 

Теорема 0,Пустъ ^(п) — процесс Гальтона — Ватсона; А = 1, В> О, 
М^^ 1п 5 < оо и наибольший общий делитель Ы. о. д.) в таких, что Ф О, 
равен й, тогда для любой константы О < с < оо 

И т пЧ'"'^'"'рпна = ^/а*». (2) 

Кроме того, 
к,п-*оо 
к/п<с 

зир п^рпк < оо, (3) 
к,п>1 
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