
Д о к а з а т е л ь с т в о . Справедливость оценки (9) непосредственно 
вытекает из лемм 1, 2 и 4, 

Утверждения теорем 1—4 следуют из леммы 5 и теорем 1—4 [3] 
соответственно. 

Замечание. Существует пример, обосновывающий наличие множите­
ля (Тз'^в оценках б„. 
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ОБ УСРЕДНЕНИИ НЕДИВЕРГЕНТНЫХ СЛУЧАЙНЫХ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ 

В. в. ЮРИНСКИЙ 

в работе рассматривается предельное поведение при е О решений 
краевых задач для уравнений 

где ; 

^гV = 2 ^1^) д^1)д^и) + 2 "^/^) ^^Г) + ^ (•^' ^^^^ 

V = V^{x)^, X = {х^'\, е 

а коэффициенты ац{х, у), . . . представляют собой гладкие случайные по­
ля, периодические по переменным у'-^\, у'"^ и удовлетворяющие по 
переменной г/'"' условию сильного перемешивания. 

Основные результаты работы — теоремы о сближении решений 
краевых задач для оператора Ьг с решениями I/ усредненных задач для 
оператора Ьо с гладкими и не зависящими от случая коэффициентами 
в том смысле, что 8ир|це(^ — ^ ( ^ ) I О по вероятности. Форл1улировки 
и доказательства этих теорем приведены в разделе 3. 

Усреднению недивергентных уравнений с неслучайными периодиче­
скими быстроосциллирующими коэффициентами посвящена работа [1] 
(другими путями этот результат получен в [2 ] ) . Метод усреднения для 
уравнений в дивергентной форме рассматривался, например, в [2, 3—10]. 

Ниже используется метод [2, 3, 10]. Основные трудности, связанные 
с его применением,— построение быстроосциллирующих поправок к ре­
шению усредненной задачи, представляющих собой решения вспомога­
тельных задач для главной части оператора Ьг. Построению этих попра­
вок посвящены разделы 1, 2, В разделе 4 результаты используются для 
изучения слабой сходимости распределений, связанных с оператором Ье 
диффузионных процессов к мере в пространстве непрерывных функций, 
порожденной усредненным оператором. 

Автор благодарен за консультации Т. И. Зеленяку и С. В. Ус­
пенскому. 
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1. Оценки периодических решений 
вспомогательных уравнений 

Пусть а = \\а{^{у)\\, I, / = 0, . . . , п, у = . . г / ^ " ' } , симметричная 
матрица, удовлетворяющая условию 

\уЛ 0 < а _ | 1 р < а , , ( ^ ) ^ < ^ > Г ^ > < а + | | р < о о , (1) 

где |||̂  = 1**^1*'', а повторение индексов здесь и далее подразумевает сум­
мирование от О до д. 

Коэффициенты ау предполагаются трижды непрерывно дифференци­
руемыми, причем для любого у 

|У,а,^(у)| <А, |V,V,а,,(у)1 < Л, 1V,V,V,„ау(у)1 < А, (2) 

где У^Ц) = дср/ду^^\ 
Функции, периодические с периодом 1 только по переменным . . . 

. . . , у^"', называются ниже 1-периодическими; (Г, 1)-периодическими на­
зываются функции 1-периодические и периодические с периодом Т по 

ф(^) = ф(1/<»' + 8оГ, + 8„ . . . ) , &^ = О, ± 1 . 

Если я,̂  (!", 1)-периодичны, уравнение 
V^VДа,,,x) = О (3) 

имеет (см., например, [11]) единственное (Г, 1)-периодическое решение, 
удовлетворяющее условию 

г 

о 
где использовано сокращение 

[ОД]" 
Воспользовавшись справедливым для гладких {Т, 1)-периодических 

функций тождеством 
г ^ т ^ 
\ ]" УгУ^ (а,•̂ ^̂ ) ф (г/) = ] Й1/1 1̂а|̂ У|У̂ ф (г/) 
о о 

в случае, когда ф не зависит от . . . , нетрудно убедиться, что 
] ^00^1(^)^6 зависит от у. Это позволяет в дальнейшем использовать бо­
лее удобное условие нормировки 

| ' и « о о Ы = 1, (4) 

также выделяющее (Г, 1)-периодическое решение (3) однозначно. 
Неравенство Гарнака (см., например, [12]) позволяет заключить, что 

(Г, 1)-периодическое решение задачи (3), (4) допускает оценки 
1/с ^ ц(^) < с. (5) 

Гладкость коэффициентов позволяет с помощью оценки Шаудера [13] 
дополнить (5) неравенствами 

|V^^x(^)I < с ; :V^V^^x(^)I<с. (6) 

Символом с здесь и далее обозначается любая положительная постоян­
ная, значение которой определяют только размерность и постоянные из 
условий (1), (2), но не Т, так что с + с = с, С ' С = = с и т . д. 
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в справедливости (5) можно убедиться также, воспользовавшись из­
вестными теоремами (см., например, [14]) о фундаментальных решениях 
уравнения И( = V,Л7Дау̂ )̂̂  через которые выражаются переходные плот­
ности случайного блуждания на торе [О, Т] X [О, 1 ] " с инфинитезималь-
ным оператором «у .̂У .̂, так как ц пропорциональна инвариантной плот-
лости этого блуждания. 

В дальнейшем переменная у̂ "̂  будет играть особую роль. В тех слу­
чаях, когда это необходимо подчеркнуть, будет использоваться сокра­
щение 

У = {у, V , У(=У^'") ^ Я\ уЩ) ^ Е\ 

Лемма 1. Пусть ц'^'^\ = 1, 2, —1-периодические функции, такие, что 
при 0< у <8 

причем ц̂ ^̂  допускают оценки (5), (6), а коэффициенты ау^ 1-периодич-
ны, удовлетворяют (1), (2) и при 1<у <8 — I , а<1 

Тогда 
а^' (у) - 4 Г (у)! < а, I V.аЙ^ СУ) - V . 4 ^ (у) I < «-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть р{у)=0 вне [ 1 , 5 — 1 ] , 0 = ^ р ( 1 / ) ^ 1 , 
р{у) = 1 при у ^12, 3-2\, \р'{у)\ \р"(у)\^с. Функция и(у) = 
= р{у){\1^^Чу) — 11^^''{у))/ц''^Чу) удовлетворяет равенству 

I ау I ' (а<,]> ((г<̂> - |х̂ >̂) р) ]" <1у [ {с^У^^и) = 
о о 

= - I ау I ' 11^%\]^У,иУ^и - ^ йу I ' V,- {а\]У^) (и^2) = 
о о 

8 

==-^ау^' ^^^'V^}^'^^иV^и, 
о 

которое получается интегрированием по частям с учетом 1-периодичности 
и финитности и. 

Левой части можно придать вид 

I ау I ' иV^V^ (4^> (̂г̂^̂  - и̂ ^̂ ) р) = + / . „ 
где 

о 

7,==|й4'иУ^У^ [р ( а 1 1 У ' ^ - а Й > У 

Первое слагаемое допускает оценку 
8 

1̂ 1 -иУ^'У^и•^Л9(4'-о^)^^'') 
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/8 \1 /2 /5 \1/3 / 8 ^ \1/2 

\о } \ / \ / 

где = УгфУгф.Эта оценка вытекает из близости а̂ \̂^ при р =7̂  О 
и (5), (6). 

Второе слагаемое удовлетворяет неравенству 

1/2! = 

/ \0<р<1 

/̂ \1/2 

\0<р<1 
так как р,̂ '\' — решения (3). При этом, поскольку и{у) обращается 
в нуль при у = 0, 5, 

I ау^ и^^с I <гу| 
0<р<1 0<р<1 

вследствие оценки Пуанкаре — Фридрихса. 
Эти оценки показывают, что 

8 

о 

Условие нормировки и близость коэффициентов а̂ ^̂  обеспечивают 
справедливость неравенства I м(у) I ^ са, 1 ^ 1 / ^ 5 — 1 , где 

й{у) = ^'аЦУ'^и{у)/Уа'^У'\у). 

Пусть й{у) = и{у) — и{у). Тогда 

] ' (у) < с I ' и% (у); и% = 2 ^V^V)^ 
г=1 

(этот вариант неравенства Пуанкаре — Фридрихса для периодических 
функций с ограниченным периодом и нз>1евым средним по ограниченной 
плотности нетрудно получить, например, выкладкой, аналогичной выводу 
неравенств Эрлинга в [15])^, 

Так как «поперечные» производные и и и совпадают, и.у = и.у ^ 
Поэтому 

8-1 - / 8 - 1 ^ \\1г /8-х N1/2 
1 йу]\и\{у)К 1 Лу] иЛ I ау\'\\

\

/ 8 - 1 

[I 
<.с8 1/2 

/ 8 - 1 \1/2 

Вместе с оценкой для \и\о приводит к неравенству 

8-1 

1 
из которого вытекает оценка леммы, если принять во внимание (5), (6) 
и неравенство 

I й^/^'|^x(^)-^^(2)|(у)<с. 
0<р<1 
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Можно проверить (например, повторяя рассуждения § 5 гл. I I I [131) 
для пространства (Г, 1)-периодических функций с нормой 
( I -{- и^У что условие разрешимости сопряженного к (3) уравне­
ния с {Т, 1)-периодическими коэффициентами 

^гуУ.Уд) = д (7) 
имеет вид 

т 
^ ау^'§11{у)=^0, (8) 
о 

где \1 есть (Г, 1)-периодическое решение (3), (4). При этом единствен­
ное решение можно выделить, например, условием 

1Гф = 0. (9) 
Если ё удовлетворяет условию Гёльдера, ф — классическое решение 

(7) (9). Ниже используется следствие леммы о возрастании 
[16, гл. 1, § 4]. 

Лемма 2. Пусть 1-периодическая функция ф удовлетворяет уравне­
нию И) при \у — уо\ 4:1: 

Ф(г) = ф+{/) — ф _ ( 0 ; Ф + ( 0 = з^Р ф ( Й , 

Ф _ ( / ) = Ы ф(у) . 
\у-Уо <1 

Существуют положительные постоянные с, я {их значение определя­
ется только размерностью и постоянными из (1), (2)) такие, что 

Ф(1)^с1^0; С?= вир \ё(у) 
У-Уо 

если только ФШ) <ФИ) а-^-х). _, 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть — такая постоянная, что при \у—уй\

< 4 г 
а«V,V^(С^^|^±ф) > 0 ; 

пусть ф о = (ф+ + ф - ) /2 . Величину очевидно, можно выбрать так, что 
О < < сС. Доказательство достаточно провести в случае, когда уо — О, 
Ф(^) > 4Р(?1 /х (ограничения на выбор х будут указаны; позже). . 

Пусть « > О настолько велико, что 5-емкость С, является для операто­
ра (7) верхней. В случае, когда 

СЛНо) > 142, Но = {у : щ{у) < фо, 1̂ 1 < / } , 
нужный результат получается путем применения леммы о возрастании 
[16] к функции 

и(у) = ф ( 0 - фо - Ф(Пх/4 + САу\\ 

Действительно, 
Н=^{у:и{у)<0,\у\<1}зНс. 

Поэтому СЛЮ > 142 и на основании леммы о возрастании 

вир и (5) X I + ^1) знр и (у). 
\у\<И 

В условиях леммы 

вир м { у ) < вир ф ( у ) - ф о - Ф ( 0 ' < / ' ^ + 4 т е 1 < ( 1 / 2 - Ь 2 х ) Ф ( г ) + 160^^; 
\у\<И \у\<И 

130 

Г 



вместе с тем 
зир и ( й > Ф (г)/2 — Ф (7) х /4 . 
\у\<1 

Следовательно, при н <• щ (значение Хо определяет постоянная С1 из лем­
мы о возрастании) 

> Ф(г)[(1 + С 1 ) ( 1 / 2 - х/4) - (1/2 + х7/4)] >Ф{1)/с, 
что дает нужную оценку. 

Если СаШо) < 142, выкладки достаточно повторить для функции 
й = 611^1^ — Ф ( 0 х / 4 + фо — ф(^), так как в этом случае 

У <1}^{У'- У <1]\Н, Н = {у1и{у)^0, \у\^1]^{у:ц>о^ц>{у), 
ш СЛЮ>1'-СЛНо)>142. 

Следствие 1. Если {Т, 1)-периодическая функция ф удовлетворяет 
уравнению й) сЛТ, 1)-периодической правой частью причем при 
О^у^Т, ^=5^0 лишь в (/.интервале» ^ = {у: О^у'^Ю, то 

Ф = Бпр ф (у) — Ш ф (1?) < сЛ 2̂ вир I ^ (у) |. 
у у у 

Действительно, в соответствии с принципом максимума ф достигает 
наибольшего и наименьшего значений на множестве, где §"^0. Поэтому 
для любой точки ^ е {у : О =^ ̂  ^ ]У} 

Ф(УЛ^ -Ь и) = Ф(4ГЛ^^ + п) = Ф, 
что и дает требуемую оценку. 

Следствие 2./7г/сть Ц)-~ 1-периодическое решение (7), причем при 
\у-уА^М Ш>1) ё(у) = 0. 

Тогда 
\V^Ч>^Уо)\<сМ'^^Ф, \ЧгЧзЧ>(Уо)\<сМ~'''Ф, 

где Ф = вир ф— 1п1 ф, а Х1 зависит только от размерности и 
У-Уо 

постоянных эллиптичности задачи. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ф(/ ) определена так же, как в лемме 2. 

При 4" < Ж 
Ф ( 4 * ) ^ ( 1 + х)Ф(4' ' -*), 

так как допущение противного с помощью леммы 2 приводит к равенст­
ву Ф(4''-*) = О и противоречию. Поэтому 

Ф ( 1 ) < с ( Ц - х ) Ф = сМ ' Ф , Х 1 > 0 . 

Функция ф + С0П81; также является решением (7). Это позволяет, вос­
пользовавшись гладкостью коэффициентов, получить требуемый резуль­
тат из оценки Шаудера [13 ] . 

2. Эргодичеекие свойства периодических решений 
вспомогательных уравнений 

В дальнейшем ац (у) = а ,̂ {у, о)), §(у) = ё {у, (о), у = {у, 'у] е . 
т — 1-периодические гладкие случайные поля на вероятностном про­
странстве <^, 81, Р>. Предполагается, кроме того, что при у ^ (а, р) слу­
чайные величины ац{у), §{у), у = {у\ измеримы относительно а-алгеб--
ры Ша, причем семейство {Ш^] допускает включение Ша ^ при (а, р) <= 
<= б) и удовлетворяет условию сильного перемешивания 

1Е^Т1-Ерт1) < а ( т ) , (10) 

где %, ||1 < 1, аЯа-измерима, ц, \ц\ 1,5йр+х-измерима. 
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По переменной у поля «у, § предполагаются однородными (достаточ­
но считать, что совместные распределения значений ау, § для некоторого 
набора точек ^ 1 , . . . , у^^ не меняются при целочисленном сдвиге у г по 
первой координате). 

Поле Лу удовлетворяет ограничениям (1), (2) с вероятностью 1; 
поле § с вероятностью 1 допускает оценки 

и б ) | + 2 | V . • я ( Й I < с Vу. (11) 

Пусть р{у) —^неслучайная функция такая, что 
0 < р ( 1 / ) ^ 1 , 1рЧ1 / ) Ц - | р " ( 1 / ) ! ^ с , р(^) = 0 

в окрестности у = 0, р(г/) = 1 при \у \ 1. Преобразование поля % в ок­
рестности гиперплоскостей у = кТ по формулам 

ау<у) = р{у - кТ)а,Лу) + (1 - р{у - кТ))а.Ьги (12) 

очевидно, сохраняет все описанные выше свойства, включая однородность 
(для сдвигов на кратные Т). При этом поле а допускает (Г, 1)-периоди-
ческое продолжение с каждого из «отрезков» [кТ, ( й ; + 1 ) Г ] Х [ 0 , П". 
В дальнейшем, когда речь идет о периодических продолжениях ау или 
ёГ, предполагается, что в случае необходимости а, § предварительно под­
вергаются преобразованию (12). 

Лемма 3. Пусть \1т—(Т, I)-периодическое решение (3), (4), отвеча­
ющее {Т, \)-периодическому продолжению а^^ с [О, Т] X [О, П". Сущест­
вуют пределы 

а^= ИтЕ7^^^(Г), 1 = 1 , 2 , 

где 
т 

^И) (у,) _ у - 1 I ' ^(г)^,^ ̂ у^^ ̂ (1) {у) = 1, ^(2) (у) = д (у), 
О 

Если коэффициент перемешивания в условии (10) допускает оценку 
а ( т ) ^ С1 ехр (—Сгт), (13) 

то для любого целого 8 < Т 
Р(|'у<="(Л/т^'КГ) - Е'^(^Ч5)/Е"^<^Ч5)I > с '(5- ' ' ' -\-8/Т + х))^ 

^с" е х р { - х { т Г ^ ' Ы-"ЧТ/8)}, 

где постоянные с ' , с" не зависят от Т или 8. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Т = к8-\-М, О ̂  Л / < 5, где к, 8 — це­

лые. Пусть 71(^), У = (у, 'У^ при /5 < I/ < (г + 1)5 совпадает с (5, 1)-пе-
рйодическим решением (3), (4) , отвечающ;им (5, 1)-периодическому про­
должению лу с «отрезка» ^^ = [81, 8{1 + 1)] X [О, 1]". Тогда на основании 
леммы 1 (с а = 0) 

/ > ( Г ) = (/^5)-^]' ау^'ё'''^{у) + г<^\ 
о 

где с вероятностью 1 \г^1Ц^с{8/Т-\-8~^^^). Но 

п I—1 

случайные величины Й'̂  ЗОТгд̂ ^̂ -̂ измеримы и (в силу однород­
ности) распределены как "^"45). Имеющиеся оценки для |Г и р, обеспе-
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чивают выполнение с вероятностью 1 неравенств 
г(2) 

Поэтому, в частности, 
Е'^ЩТ) = Е'̂ <^>(5) + 0(3-''' + 8/Т), 

откуда легко следует существование пределов С,-. Так как последователь­
ность ^1*^ удовлетворяет условию сильного перемешивания с коэффи­
циентом < с ехр (—5?), то оценки для вероятностей больших укло­
нении 

2 1?/к 
1=1 

г?'^^) < 4'̂  ехр { - а: К к Ц п к 

вытекают из результатов работы [17] . 
Замечание. Если случайные поля ау(х, у), §{х, у) гладко зависят от 

параметра х ^ В в том смысле, что с вероятностью 1 йу, § удов­
летворяют (1), (2), (11) при всех х с общими постоянными и для всех у 

Щ] у) — «у ( Р , г/У I < с I - -' * X — X 

Чиац (х, у) — ЧцЛг] {х', у)\^с 

ё(х^ у) — ё{х',у).\^с X — X 

30 ЗС у 

; 5 > 0 , 

то на основании леммы 1 средние леммы 3 с вероятностью 1 допускают 
оценку 

(г) X — X 

Отсюда, в частности, вытекает, что предельные значения Сгг(х) удовлет­
воряют условию Гёльдера. Кроме того, сходимость средних Еу̂ *̂  (Г) к их 
пределам равномерна на любом компакте. 

Лемма 4. Пусть Т = Ш{Ь, Н —целые), ац, § (Г, 1)-периодичны. Су­
ществует {Т, \)-периодическая функция ф такая, что с вероятностью 1 

8ир I Ф ( Й I < сТМ, зир | У,Ф (у) \ €N^^''^7^'"'^; 

зпр|V^V^Фб)|<^^V ' ' 'VЛ 

где ^1 — постоянная следствия 2, причем, если коэффициент перемеши­
вания (10) допускает оценку (13), для любого целого ^ < 
Р{8ир!ауV,V,ф _ ^ С^С^ > - ^'^''•\8) + 

+ с(5-'/^ + (Л^/5)-''')} ^ с ( М ) ехр {-(Л^/5)"'' 1п-''̂  N18). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (Г, 1)-периодические функции ^г(у) = 
= О вне 1-окрестности отрезка Дг = 1Ш, И + \ (г/) I -Ь | й' {у)\

о ^ ^ 1, 2 = ] • Пусть §1 — такие постоянные, что 
1=1 

1 

где Цт — {Т, 1 )-периодическое положительное решение сопряженного 
уравнения (3). Тогда задача 

т 
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однозначно разрешима в классе (Т, 1)-периодических функций и в силу 
следствия 1 допускает оценку 8ир1фг(^г)! ^ с./У .̂ 

Следствие 2 дает для производных оценку 

VгФ^ (у) \<,ст[1+ тт [{Ш - (ж - (/ + 1) Л^)+ 

где а"̂  шах(а, 0). Поэтому в каждой точке г/ ф = 2 Фг удовлетворяет 

неравенствам 
^(^>^у)\^сN^Т/N = сТN•, 

I V;•Ф {УЯ I У г У ] ф (у) | :< €N'1^(1 + Ш) < сМ' (1 + ] ^ ^1 (Г/Л^)' '̂ О-

Пусть (Т, 1)-периодическое решение р,т сопряженной задачи выде­
лено условием (4). Тогда оценки леммы 1 дают равенство 

О /о 

где рд̂  — (̂ V, 1)-периодическое решение (4), (3), отвечающее (Л'̂ , 1)-перио-
дическому продолжению (возможно, модифицированных по формулам 
(12)) коэффициентов ац с «отрезка» 1Ш, {1+ Х[0, 1]" , а остаток 
с вероятностью 1 оценивается неравенством |г<| ^ сМ~''^ Но по лемме 3 
при целом 8<Nшx= (^'/5)-*/* • 

> с' (5-^^^ + (5/ЛГ)1/* + 8/N^ < с" ехр { - (да)^ ' ' ' ' Ь'^^^ N/8 

что заканчивает доказательство. 

3. Теоремы об усреднении 

Пусть случайные поля «^(л;, у ) , Ъг {х,у), с (х,у), /{х,у), х = 

Д^^^ при фиксирован-
ном ^ 1-периодичны по переменные у^^\, г/^"', удовлетворяют услови­
ям эллиптичности (1) и гладкости по у (2), (11) (где § = Ъг, с, Неверо ­
ятностью 1 при всех X ^ С, э^ также условиям однородности и сильного 
перемешивания (10), (13), по переменной у'-^'К Пусть, кроме того, с веро­
ятностью 1 для всех у* 

2 I ац {х, Й — (ж', ̂ ) I + 21 ЧкЛгз {х'у) — ЧиЛг} р) | < С ' X — X' 

г,3 

к ^ ) — ^ (л:', у) х]- х' 0 < а < 1 , 
( И ) 

где ^, = д/ду'-^^—оператор дифференцирования по «быстрой» перемен­
ной у. 

Наложенные выше ограничения и условие 
с ( х , й < 0 Ух, у (15) 

с вероятностью 1 обеспечивают однозначную разрешимость [13] в классе 
С^+а{д) задачи Дарихле 

Ь^и^ = а^^ {х, х/е) ВгО^и^ + Ьг (х, х/е) ВгИ^^ с (х, х/е) и^, == 

_ = / ( ^ , ^ / е ) , и,\оа-^Ф(х), (16) 
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где Ф — неслучайная функция класса С^'^'^{дС); & — ограниченная об­
ласть с границей класса С^^"; В1 = д/дх'-"'* — оператор «медленного» диф­
ференцирования. 

В дальнейшем II — решение усредненной задачи Дирихле 
ь^и = и + ЬгВ^и + си = ] ; (17) 

и/да = Ф, 

где коэффициенты ац{х), Ъг{х), . . . получаются усреднением оц, . . . с по-
мош^ью следующей процедуры. 

Пусть |х* (^) ^ О — (Г, 1)-периодическое (см, разд. 1) решение урав­
нения I 

V^V^{а^^{x,у)цт) = 0, 

отвечающее (Г, 1)-периодическому продолжению коэффициентов ац{х, у) 
с «замороженным» аргументом х (при необходимости изменяются по 
формулам (12) так, чтобы сделать периодическое продолжение возмож­
ным). Среднее функции § определяется предельным переходом по фор­
мулам 

§(х) = о.,{х)1а^(х)- (х) И ш I I \^1(у)лу\ 

О, {х) = Иш ЕГ-^ Л у) {у) Лу. 
[0 ,3 ' ]Х[0 .1] " 

Пределы, участвующие в определении средних а.Дж), &{(а;), . . . , су­
ществуют вследствие леммы 3 и замечания 1 в разделе 2. Усредненные 
коэффициенты при х удовлетворяют условию Гёльдера с показателем 
а. Поэтому усредненная задача Дирихле (17) также однозначно разре­
шима в классе С^^". 

При наложенных выше ограничениях справедлива 
Теорема. 1. При 8 -> О случайная величина 

1г ^ зир 1 и^ (х) — 11(х)\^0 

по вероятности. 
Д о к а з а т е л ь с т в о основывается на представлении решения (ср. 

[2, 3, 6, Ш ) в форме и^ = 17+г\{х, х/&) + и},, где быстроосциллирую-
щая поправка ф выбирается так, чтобы устранить главный член правой 
части уравнения для Шг, о. 17 — решение усредненной задачи. 

В случае, когда быстроосциллирующими оказываются только коэф­
фициенты поправку ф можно построить, например, следующим спо­
собом. Пусть ^ А ( ^ ) , о ^ ^й(х) ^ 1 — финитные гладкие функции, состав­
ляющие разбиение единицы О (21?я=1) , причем носители имеют 
диаметр не более еТ {Т = Т{е) будет выбрано позже), кратность пересе­
чения носителей ограничена постоянной, не зависящей от е, и произ­
водные / - Г 0 порядка допускают оценку \В^'^%^\ сСеГ)"'. 

Пусть Хк — точка носителя С&»фгт (5̂ ) ~ описанная в лемме 4 (2Г, 1)-
периодическая функция, построенная по {2Т, 1)-периодическому продол­
жению коэффициентов (аг/,, у), §(у) = — а̂ п» (^ь, у ) (может быть, изме­
ненных по (12)) с «отрезка» [а, а + 2Г] X [О, 1 ] " , основание которого по­
крывает проекцию носителя ^^х/е) на ось у^^К 

В качестве поправки ф можно использовать функцию 

Ф Е й & ф1ж̂  Ш П^ПтП ( х , ) . 
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о (18) 

Действительно, при выполнении условий 

выражение &,Д(8^ф) + Сгб^ф, содержащее только функщ1Ю ф и ее произ­
водные первого порядка, с вероятностью 1 стремится к нулю равномерно 
по X ^О. 

Главный член ^е(«^ф) представляется в виде 

2 {х, х/е) VгV^Ф^т (х/е) Вфши + -
к 
= 2 1кац х/е) V гV^ф!т^ (х/е) ВфтО + г, 

к 
где с вероятностью 1 

I г К с {Ы1Т + ^V'" '"V^'^ + ( 8 Г ) " N'•^''^1^"'']. (19) 

При этом если ЭКе) — число в разбиении единицы С, то с вероят­
ностью не менее 

1 - сд1(е)|(ОТ)ехр(-(Л^/5)*/Пп-"'^]У/5), (20) 
при всех к {8<М<Т) остаток в представлении 

(хк, х/е) УгУ;ф!т (^/е) = — «гт (^ь, ^А) -(- «гт М + (ж) 
допускает оценку 

вир I Г;, (̂ ) I < с [8-^'^ + {8Ш)"'] + I (̂ 0 - Еу^'^ (5)/Е7^^> (5) |, (21) 

где, как отмечалось в замечании 1 (см. разд. 2) , последний член стре­
мится к нулю равномерно по ^ ^ С Кроме того, очевидно, ЭКе) < 
^ с ( еЯ-^"+" . 

Таким образом, с учетом гладкости коэффициентов исходной задачи 
по X, (14) и усредненного решения II при 

+ 8Ш + N1? + ТУ'̂ '̂ ^Г + 8"Г 

+ ( е Г ) - " - ' {Т1М) ехр [ - (Л^/5)^'* \хГ^"^ {N|8)\> О 
остаток в соотношении 

ац (х, х/е) ВгВ^ ( е » = — (а^^ {х, х/е) — «ьг Ы ) Вфг^! {х) -Ь ре 

удовлетворяет соотношению вир | рц (л;) | О по вероятности. 
X 

При одновременном выполнении (18), (22) уравнение для невязки 
«̂ е (предполагается, что младшие члены не имеют быстроосциллируюпщх 
коэффициентов) принимает вид 

ЬгЮг / — ацВгВ^и — ЪгВг11 — си-\- (агт — йгт) В^В^а^ + ре = ре-
На границе вир | и?е \^х&^КТ стремится к нулю с вероятностью 1. Поэто-

X 

му вир I I О по вероятности, 
с 
Остается заметить, что (18), (22) можно удовлетворить, выбирая 

Г ~ е~*, NТ^, 5 -^ ТУ*, где * —малое положительное число. 
В случае, когда коэффициенты при младших производных и свобод­

ный член также быстро осциллируют, в поправку добавляются члены 
вида _ 

1,1и^1^^В1и {хЛ, 2 С # ^ С 7 Сч). ЧкЧ>^'\ 

где ф строятся по ^ = . ] 
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Чтобы завершить доказательство теоремы 1, достаточно заметить, что 
вир 1е̂ ф1 О с вероятностью 1. 

Аналогично доказывается 
Теорема 2. При е О решение краевой задачи 

И т ие {х, г) = Ф^; Не \дв = О 

сближается с решением усредненной задачи 

в том смысле, что 8ир«,'5)1ме— 17\ по вероятности. 

4. Усреднение стохастических дифференциальных уравнений 

Результаты предыдущего раздела можно применить к изучению пре­
дельного поведения при в О распределений в пространстве непрерыв­
ных функций, порожденных решениями стохастических дифференциаль­
ных уравнений вида 

(О = Л1'^ (х, (О, хе ( 0 / е ) с1и^^'^ Ц) + (^е ( 0 . 
хе{г)/&)41;х^^\0) = х^'\ 

где повторение индексов подразумевает суммирование ях^ = {х^^\, Же"^}; 
независимые в совокупности винеровские_процессы 1 = 0, . . . , п, не 
зависят от случайных коэффициентов {х, у, (о),Ы'Чх, у, © ) ; коэффици­
енты А^^\ы по г/̂ "', . . ., у'-'^^ и удовлетворяют оговоренным 
в разделе 2 условиям перемешивания по г/̂ "'. Кроме того, коэффициенты 
А]^\, Ь̂ '̂  — ограниченные гладкие функции у, причем = ^Д^̂  удов­
летворяет условию сильной эллиптичности (1) ; как функции х эти коэф­
фициенты и их производные по т/̂ " удовлетворяют равномерному по у, (о 
условию Липшица. 

Из предположенной ограниченности коэффициентов вытекает оценка 

Ш\хЛ*-^Ю -ХМ)\^<С}1' 
с вероятностью 1 (М далее означает условное среднее при условии, что 
фиксированы случайные коэффициенты Ъ'-'К Эта оценка показывает 
(см., например, [18] , теорема 2 § 2, гл. I X ) , что с вероятностью 1 семей­
ство распределений, порожденных в пространстве непрерывных функ­
ций процессами х Е , слабо компактно. 

Пусть О — любая ограниченная область с гладкой границей, ф — 
финитная в О гладкая функция, Те — момент первого выхода из С. Тог­
да из результатов раздела 3 и [19] следует, что для всех а; из 6̂  

М-Ч>(^еИ)) I{•,^<^}^^ (х) 

по вероятности, где 17{х) — решение усредненной краевой задачи 

^ — 1~ _1_ ^ 

V Ь=о = Ф 0 ; V |эе = 0. 
Отсюда легко заключить, что для любого ; { > О, х ^ Т?""""* распределение 
хМ) в по вероятности сходится к распределению ^ 0 ^ ) — решения 
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стохастического уравнения 

' ( ^ ) = ^ ^ ^ ' ^ (О+ь^'^^^, 

где ]/~а — положительно определенная симметричная матрица, такая, 

что У^а ]/^а — а. Сходимость распределений по вероятности означает: 

^(Р1'\/^-')-^0 (23) 
по вероятности, где 8 — расстояние Леви — Прохорова между распреде­
лениями ХгШ И ̂ о(^) Ро В 

Выделяя ИЗ произвольной последовательности е„ IО подпоследова­
тельность Ео' , обладающую тем свойством, что с вероятностью 1 

для любого е X , е Г, где X, Т —счетные всюду плотные множества 
в ^?4 .= [0 , оо), можно, пользуясь установленной слабой компактностью 
с вероятностью 1 семейства распределений ХгИ) (в С[о, и. * < °°)» прове­
рить, что (̂ е̂̂ г, ^ о ] О с вероятностью 1, где — расстояние Леви— 

Прохорова между распределениями в С[о, «]• Отсюда следует, что 5^(9^1, 
^ о ) - > 0 по вероятности. 
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