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1. Введение 

Пусть Чх„}п>о — однородная неприводимая нециклическая цепь Мар­
кова с конечным множеством состояний Л''=Н, 2, М}, с матрицей 
переходных вероятиойтей Р == \'^РкзК.^&N и с однозначно определенным ста­
ционарным распределением л == (тси Лг, — , п^}, > О, к ^^С. Далее, 
пусть — независимое от семейство независимых случайных 
величин, одинаково распределенных в каждой последовательности [е ,̂- , 
Рк] {х) ~ Р ^х),к, / е Л'. Рассмотрим двумерный марковский процесс 
{Уп, Хп)п>о, эволюция которого задается начальным значением {О, Ко) 
и соотношением Уп+х = Уп + Распределение 5<„}„>о будет 
полностью определено, если заданы распределение и матрица А ([х) = 

—оо 

Маркова {х „ } . 

Назовем {Г „ } „ ^ о случайным блужданием на цепи 

Всюду в дальнейшем будем предполагать, ч т о М я Т ' 1 = ^^кРкзХ 

00 

X [ х<1Р]1} (ж)<0. Тогда случайная величина Т ^ вир Г» конечна с вероят-

ностью 1 при любом начальном состоянии Хо цепи [13, 
Пусть Ул кольцо квадратных матриц порядка элементы которых 

являются преобразованиями Фурье — Стилтьеса от непрерывных справа 
функций ограниченной вариации на вещественной осп. Обозначим через 

Ук+ подкольцо таких матриц Уя, для которых 

Уаг Ъ,^ (х) = О (Уаг Ь ;̂ (^) = 0\ к,}^/^. 
(-00,01 1(0,00 ; 

Пусть / обозначает единичную матрицу порядка N. 
О п р е д е л е н и е . Матрица 1—В^Уц допускает правую фактори­

зацию (п. ф.), если сушествуют элементы В-^ У^- ж В+ — I ^ VN+ такие, 
что I — В = В-В+. Если при этом существуют обратные элементы е 
е Уда-, — / е Уг^+, то говорят, что 7 — 5 допускает правую канони­
ческую факторизацию (п. к. ф.). Элемент называется положи­
тельной (отрицательной) компонентой факторизации. Для краткости в 
дальнейшем будем писать Рл(-) вместо Р(.- \^'к) и Мк(-) вместо 
М{-\щ^к),к^Ж 

Утверждение 1 (см. [4 ] ) , Матрица / —^(р,) е У̂ у допускает п. ф. 

/ - Л ( ц ) = Л _ ( | 1 М Д м , ) , 
где компоненты имеют следующие представления: 

(1) 

А^{^) = 1 - \ {х) , ащ+ {х) = 2 Рк (Уп-1 < О, Г „ < X, = /); 
п=1 
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) е^'^йаиз- {х) , а^Ь {х) = У^ Рк (Уп-1 <Уп< х, ^^п = ] ' ) , 
п=1 

где Уп = т а х Г^ , п ^ 1, 1/0 = - °°. 

Заметим, что при Т т р, < О 6.е1Л^{ц)^0, и в силу условия М„У1<0 
при 1 т }А ^ О (1е1; Л+Сц) 5^ 0. 

Утверждение 2 (см. [ 1 ] ) . При 1 т р, ^ О 

М.е'"'^ (^+( }* )ГМ+ ( 0 ) 1 , - 1 (2) 

где 1 — вектор-столбец порядка Л', элементы которого суть единицы. 
Возникает вопрос о возможности найти из формулы (2) распределе­

ние У в явном виде, если задана матрица ЛСц). Свотношения, определя­
ющие компоненты факторизации (1) (см. Утверждение 1), вообще гово­
ря, не могут служить эффективным средством отыскания матриц ^ + ( р ) , 
{А+<{11))~\м через 

(3) 

матрицу условных распределений, полностью определяющую матрицу 

^4(р), и зададим метрику р следуюгцим образом. Если Р'^^\х) = || ; ? Й 5 ^ ^ Й ? ( ^ ) | 

и Р^'Чх)^\\р[М?И\\, то 

р {Р'^\ = т а х Ь Р^) + т а х ^ - 1. 

где •) — расстояние по Леви. 
В предлагаемой работе рассматриваются два вопроса: 
1) указывается класс ^ матриц вида (3) всюду плотный в в смыс­

ле р-сходимости на множестве всех матриц вида (3) такой, что для Р 
матрица А+{ц) может быть найдена в явном виде. Теорему о непрерыв­
ной зависимости А+{ц) от Л (р ) , дополняющую этот подход, можно най­
ти в работе [ 3 ] ; 

2) дается применение результатов первой части в условиях одной си­
стемы массового обслуживания. Для случая Л^=1, который соответству­
ет случайному блужданию с независимыми одинаково распределенными 
слагаемыми, более сильные результаты получены А. А. Боровковым [ 2 ] . 

2. Об условиях явной разрешимости факторизации 

Нам потребуются следующие условия о матрицах Р{х) (или Л(ц ) ) : 
А^ распределения /^«(ж) не имеют сингулярных компонент и хоть 

одно из этих распределений, соответствующее р^ > О, имеет абсолютно 
непрерывную компоненту; 

Да) М < : оо для всех к, / е 
Аз) все распределения '̂̂ ,(0;) являются абсолютно непрерывными. 
Класс ^ матриц вида (3) описывается следующим образом: Р^Ж, 

если выполнены условия А^, Аз и хоть одна из матриц Л*(р,) в разложе­
нии 4 ( р ) = Л + ( р ) + Л - ( | 1 ) , 

Л+ (у.) = Ркз^е'^''<1Р^^{х) 
V 

РкЗ I е'^аР,^{х) 

является рациональной матрицей (т. е. матрицей, элементы которой — 
рациональные функции). 

140 



Для рациональности, скажем, А'^{\1) необходимо и достаточно, чтобы 
1 — Рнз{х) при х> О были представимы в виде 

(4) 
т 

где -Ркз, т^х) — полиномы от х', (Ху, т > 0 ; А;, / е Л ' (см. [2, с. 139]). Следуя 
[ 2 ] , выражения вида (4) будем называть экспоненциальными полиномами. 

Утверждение 3. Матрицами из 01 можно в смысле р-сходимости при­
близиться к любой матрице вида (3). Это непосредственно следует из 
соответствующего утверждения для случая N = \ [2, с. 139, 140]. 

Допустим, что наряду с (1) имеет место п. ф. матрицы I — А{\к): 

/ - Л ( р ) = 5 _ ( ^ 1 ) 5 + ( ц ) , 1 
5 + ( 1 о о ) = 7 , (1е1;5_((г):7^0 при I т ^ x < 0 , ( 5 ) 

В+ Ф О при 1 т р, ̂  0. 

Лемма 1. Пусть выполнены условия Л , , Аг. Тогда факторизация ( 5 ) 
единственна и В ±(р,) == Л±(р) . Этот факт является простым следствием из 
теоремы 2 в [ 3 ] . 

Теорема 1. Для того чтобы Л+(р) была рациональной матрицей, не­
обходимо, а если выполнены условия Аз и Аз, то достаточно, чтобы -4.+(р) 

была рациональной матрицей. Если при этом А '^(р)= '̂̂ ^^^ где 

суть несократимые отношения полиномов, к, / е Л", г(р) — наи­

меньшее общее кратное (и. о. к.) всех г^(^1) , Я —степень полинома 
г (р) , то функция (1е1;{(/ —Л((А))Г(|Л)} имеет в области 1 т { г < 0 ровно 

нулей и Л+(р ) = (Г(|1))~*Ж|1), где В{у1.) — матрица полиномов {.т. е. 
матрица, элементы которой являются полиномами). Способы отыскания 
матрицы 5 ( р ) содержатся в доказательстве. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Из тождества (1) сле­
дует, что при х> О 

РкЛ^- И) - (ай^+ (оо) - йй^ч {х)) — 

- Е ] ЙЯйт-(О {«т,-+(оо) - (Х)}. (6) 

Остается лишь заметить, что по предположению правая сторона (6) 
при всех к, ] ^/С есть экспоненциальный полином, тем самым р^<\
— Ри{х)) при л : > 0 является экспоненциальным полиномом. Стало быть, 

Л+ (р) = 
оо 

— рациональная матрица. Доказательство д о с т а т о ч н о с т и разобьем на 
несколько этапов. 

1. Если Л"*'(|л) = О, то .4+(р) ^ / и теорема доказана. Пусть теперь 
Л'*'(ц) ^ 0. Тогда матрица А'*'(:ц) допускает представление Л'*"(ц) = 
= (г(р,))~'• 119ь;(р)", где дй^(р) — полиномы. При сделанных предположе­
ниях матрица 

Г ( р ) = / ( р ) - ( / - Ж р ) ) , (7) 
где 

(и) = I ^ ^ 1 ^ -Ь диз (1 — б1^) .(Над (^1, . . . , л^), 

— символ Кронекера, допускает п. к. ф. с компонентами / ( р ) ^ _ ( р ) и 
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А+(.ц) (см. теорему 2 в [ 3 ] ) . Определим для С^У^тв.С=~Х 

X йаг^(1е*С(р).Так как 1па ( / - ^ ( р ) ) = О (см. [4] ) и ш(17(р) = 0, то 

1ад.Т = 0. Обозначим множители в произведении 

Г (р) = { / (р) [г (р) / - (р) II - г (р) А- (р ) ] {щ + 1 Г « } { ^ ^ ^ ^ ! ^ ^" 

через 3̂ 1 и Тг. Тогда 
т а П = -ЛЛГ. (8) 

Действительно, так как все нули г(р) лежат в области 1 т р < 0 , то 
Т2 — 1^Угг+, йеЬТз—^ ^У1+. Кроме того, (1е1,^2(р) имеет в области 
1 т р > 0 ВN нулей и йе1Т2{\1) -^ъ^-^ при |.р| <», Это значит, что 
т Д Т2 = В • N. Утверждение (8) тогда следует из равенства т й У = 

2. Покажем теперь^ что ^1(р) ^ Ут^-, йег^^Др) е У^. и (1е1;3?'1(р) 
имеет в области 1 т р < О ровно Л ' нулей. Разложим Л^'Ср) в виде 
Л - ( р ) = Л - ( 0 ) + ( / (р ) ) - *1 ) (р ) . Здесь 1 ) (р) ^ - Л р ) { Л - ( 0 ) - А - ( р ) } ^ У^_. 
В самом деле, 

Л р ) - ( / + 2 ( р ) ) Г а 1 а § ( я 1 , л^,), 
где 

Г = II6,^ + (1 - §1;)|; ^ = б х ^ • 

Умножение слева на ( /+2^(р ) ) меняет в матрице Тд.1&§Ыи ... 
..., Л1г){А~(0) — Л~(р)} лишь первую строку, элементы которой суть 

2 Я т Р т ^ 5 ( е " ^ - 1)с^Т'™^(о;) = гр 5 е'̂ *̂ ( 2 ад„,^7'т.-(^))^^, / е Л ' , 

так что в первой строке матрицы 1)(р) стоят элементы' 
/ N \ 

ЛтРт]Рт] 
{х) ах,' ] е ^^, 

\ т = 1 / которые при р -> О стремятся к пределам 

т=-1 г>г=1 

Стало быть, Д(р>еУ^у^. 
Покажем, что элементы матрицы /(р){г(р) /—1!5у(р)Ч — г (р )Л - (0)> 

суть полиномы. Умножение слева на / + 2 ( р ) меняет в матрице поли­
номов 

Т а1а§ ( Я 1 , . . . , л^) { г (р ) / - 11д,Дг)11 - г ( р М - ( 0 ) } (9) 
лишь первую строку, где при р = 0 стоят нули, так как пИ — АкО)) — 
= д ( / — Р ) = 0. Поэтому полиномы, стоящие в первой строке матрицы (9), 
делимы па &р. 

Матрица ^^Др) допускает представление 
Г Д р ) = Л р ) { г ( р ) / - 1!5«(р)11 - г ( р ) Л - ( 0 ) } {щ + - 0 ( р ) г ( р ) (1 [ х + 
так что Г , ( р ) 6^ У^-. и ае^ГДр) е У^,. 

3. Обозначим Л~ ( р ) = II/й^(р)!. Так как п р и 1 р | - ^ « > и 1 ш р ^ 0 , 

1/Г, (Ю I < ^ 

ае1 ^ 1 ( р ) - П (]ег ( / - А" (р)) 
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и существует пара индексов (йо, /о) такая, что |/^'о ('̂ ^ I ^ ' ' о ^ о ' и з 
тАТ'1 = — НМ следует, что 6.еЬУ^1(\1) имеет в области 1т р < О ровно 
ЯМ нулей, которые мы обозначим р1, рг, 'Рн̂ V. Очевидно, что функция 
(1е1{(/ —Л(р))г(р)} имеет в области 1 т р < 0 те же нули, что и 
аегГДр). 

4. Так как йеЬТх^ЦхУ == О, то существует вектор-столбец С1==(с11, . . . 
. . . , С1у)^ =7̂  О такой, что Т ' 1 ( р 1 ) с 1 = 0. Выбираем индекс /1 такой, что сщф 
Ф О, положим 

«1 (и) ^ {̂ 1^1 (Р - Р1)Г^ ^ 1 (̂ )̂ 1̂ 

и заменим в 7'1(р) /1-й столбец на а^{^, Находим новую матрицу ЛДр) == 
= ^°1(р)С1(р), где СДр) получена из / заменой /-го столбца на вектор 
^̂ х?! (м- ~ И'1)}~'̂  1̂- Функция йе1 ЛДр) имеет в области 1 т р < 0 ровно ЯМ — 1 

нулей. Далее, для некоторого вектора-столбца Сг = ( С 2 1 , . . . , Сг^У =5^ О име­
ем В^{^^с^^^ и можем найти матрицу СгСр) из 7 заменой /г-го столбца 
на вектор (сз; 2 (И̂  — Н-г) \^^НУ где /2 выбрано так, чтобы с^^^ Ф О.Положим 
ЛгСр) == Л1(р)С2(р). Продолжая эту конструкцию, получим, наконец, мат­
рицу Вн№(р) = ^ 1 ( р ) С 1 ( р ) . . . Сл^г(р), для которой (1е1}5л;^(р) в области 
1т р < О не имеет нулей, 5л^г(р) ^ У » - . 

5. Положим 5 ( р ) = (СДр) . . .Сл^V(р))-*. Имеем (г(р))""^5(р) - 7 е у^^, 
аеЬ { ( г (р ) ) - 'Л(р ) } - 1 е У,+, аее { ( К р ) ) - ' Ж р ) 1 при |р| —^ оо. Вид мат­
рицы (г(р))~*Л(р) зависит от нумерации нулей функции йе*3^1 (р) при 
1 т р < 0 и от вьхбора индексов / „ в конструкции матриц Сп(р). В силу 
леммы 1 можно найти такой набор матриц СДр), . . . , Сд^Ср), что 
( г ( р ) ) - ' Б ( р ) 7 при р - > 1 « > , т. е. (г(р))~*Л(.р) = Л+(р) . Теорема до­
казана. 

Теорема 2. Для того чтобы Л+(р) была представима в виде 

Лн.(р) = Ж р ) ( 7 - Л ( р ) ) с , 

где 7?(р) — рациональная матрица, с — константа, необходимо, а если вы­
полнены услоеия А% и А&, то и достаточно, чтобы А~{\С) была рациональ-

ной матрицей. Если при этом -4~(р) = - ц ^ ,̂ где _^ ^ суть несократимые 

отношения полиномов, к, / ^ Л * , г ( р ) — к . о. к. всеж г^'(р), Я —степень 
полинома г (р) , то функция (1е1{(7 —у4(р))г(р)} имеет в области 1 т р > 0 
ровно ЯМ — 1 нулей и 

Л(р) = Б(р)11бщ(1 - 6„ )я ; + б,ьяДгр)-М1г(р), 
где В{\х) — рациональная матрица. Спобобы отыскания матрицы В(р) со­
держатся в доказательстве. • 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2 но схеме весьма близко к дока­
зательству теоремы 1. Приведем поэтому только краткое доказательство. 

Н е о б х о д и м о с т ь . Из тождества (1) находим при х<0 равенства 

РкзРм (х) = «АЗ- (х)— 2 1 « А т - {х - Ь) аат-з+ (0. Л:. / ^ ^ » 

ИЗ которых, как и в доказательстве теоремы 1, следует утверждение. 
Д о с т а т о ч н о с т ь . Матрица .4~(р) допускает представление Л - ( р ) = 

= (г(р))~* 'НдуСр)!!, где дь^(р) —полиномы. Обозначив через Т^ и Тг мно­
жители в произведении 

Й р ) = ( ( г ( р ) ) - * ( г р - 1 г а { / ( р . ) [ г ( р ) 7 - г ( р Ы + ( р ) -
- : ' Ы р ) 1 1 ] ( 1 р - 1 ) - ^ > , 
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получим т ( 1 ^ 1 = —7?/У, т6.Т2 = ПМ. Нетрудно показать, что Т^{\1)— 
— У л г + , &е1Т2{\1) — 1 е У^^. Стало быть, по принципу аргумента функ­
ция {1е1;^2(р) имеет в области 1 т р > О ровно ЕМ нулей ро, р1, . . . , рл^г-1. 
Но Уд.е1Л[1) есть единственный нуль ро = г, так что йе* { ( / —Л(р)) X 
Х г ( р ) } имеет при 1 т р > 0 ИМ—Л нулей р1, рг, . . . , рн^г-ь Конструиру­
ем так же, как в доказательстве теоремы 1, последовательность рацио­
нальных матриц Со(р), СЛц), . . . , Сн1Уг_1(р) таких, что функ­
ция (1е1 {)5(р)Со(р)3^2(р)), где Ж р ) = Слпг_1(р)Сня^_г(р)... СДр), не имеет 
нулей в области 1 т р > О и что Д ( р ) ( / — ^ ( р ) ) — У 2 ^ + , с1е1.{Д(р)(/ — 
- Л ( р ) ) } - 1 е У , + , а е 1 ; Ш ( р ) ( / - Л ( р ) ) с } — > 1 при | р 1 - > о о , 1 т р > 0. 
В силу леммы 1 матрицы С„(р) можно конструировать так, чтобы Л(р )Х 
Х ( / —Л(р ) ) с—>- / при р - > Теорема 2 доказана. 

3. О явных формулах для распределения 
стационарного времени ожидания в одной системе 

массового обслуживания 

Рассмотрим случайное блуждание {и^п)п>о, определенное рекуррент­
ной формулой 

м;„ = т а х (о, и;„_1 -{- , » > 1 , 

при произвольных начальных условиях Хо и м̂ о, где = Хкз' — т^/*, 
и Т А? " — независимые неотрицательные случайные величины. Величину 
м;„ можно интерпретировать как время, которое ждал с момента прихода 
до начала своего обслуживания п-ш вызов, пришедший в систему <8М, 

I , 8М, 1>с полумарковским потоком вызовов и полумарковским режимом 
обслуживания. Здесь т^/* — время обслуживания л-го вызова, — вре­
мя между приходами (тг —1)-го и п-то вызова при условии, что х„-1 = 
х„ = 7. 

Нетрудно показать, что существует 

И т 2 ЛпР^{Шп<.х)= 2 ЛиР{У<,х\к^ = к), 

где У = 8ирУ„ — супремум частных сумм «обращенного» к {Г„ , х„} про-

цесса { У п , х„}„>о с матрицей эволюции 
А (р) а1а§ . . . , п^^) Л ' ' (р ) а1а§ (я^, . . . , л^), 

(см. [ 4 ] , ср. [2 , гл. 11). Поэтому представляет интерес найти явные фор­
мулы для распределения У, 

Обозначим 
1 (р) = 11/'«(р)11; • 

(Р) М {е'^'^^"*, X I = / 1 Хо к); 

(р) = М(6- '»^^^^, X I = 7) Хо = А;); к, / е ^ . 

В силу независимости Ть)** и т^)'* справедливо 

7к} ((А) = /1,4 (р) 7кз- {^^). Тк}± (^А) ^ У 1 ± ; ^ , / ^ /е. 
Если /^А5+(р) есть рациональная функция, то существует чисто мнимый 

полюс рГ, (главный полюс), обладающий тем свойством, что 1 т рлл.т < 
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^ Х т р й Ь /га = 1, 2, . . , , г, где ^^к^, ..рйз.г —все полюсы ^^+. 
В нашем случае лемма 1 из § 19 в книге [2] имеет следующий вид. 

Лемма 2. Если ^к]+ (М-) = '^'^^ ^^^^ несократимое отношение поли-

номов, к, ] ^ Л'̂ , то А^{\и) является рациональной матрицей 

А+ (р) ^ 

где 

г% (р) = '•?г,ч- П (М- - ^АА^,т) • ; (РА^М, • • •, 

— пересечение множества нулей функции Гу+Сц,) и множества нулей 
/«-(ц) (с учетом кратности); точка згожг/ пересечению не принад­
лежит. 

Замечание. Модификация примера на с, 148 в книге [2] показывает, 
что из рациональности А'^^\^) в общем не следует рациональность всех 
функций / у + ( р ) . Рациональность А'^{\)д влечет за собой рациональность 
Дз+(р), если / и - ( р ) имеет в нижней полуплоскости конечное число ну' 
лей, к,]^М. 

В качестве следствия леммы 2 и теоремы 1 мы получим следующий 
результат. 

Теорема 3. Пусть выполнены условия Аг, Аз. Для того чтобы Л'+(р) 
была рациональной матрицей, достаточно, чтобы рациональными были 

функции ДДр) , к, Если ^к}+{^^) = ~~^~7ТГ\^^^^ несократимое отно-

шение полиномов, 
^к) 

Лз (р) - (р) П {̂ А - ^к),ш) 
I т = 1 

—1 

— пересечение множества нулей Гу+(р) и множества нулей Д;_(р) 
(с учетом кратности); к, ]^Л'; г(р) — к. о. к. есеж Гь}(р); Я — сте­
пень полинома г (р) , то функция йеИС/ —Л(р) )г (р) } имеет в области 
1т р < О ровно ЯМ нулей и Л^+(р) = (г(р))~ 'Л(р) , где В — матрица 
полиномов, способы отыскания которой можно найти в доказательстве 
теоремы 1. _ 

ш[е'^^ Рациональность вектора — к , вообще говоря, не влечет за 
собой рациональность всех / у + ( р ) , как видно из утверждения 2 теоре­
мы 1 и замечания после леммы 2. 

Из теоремы 2 и аналога леммы 2 следует 
Теорема 4. Пусть выполнены условия Аг, Аз. Для того чтобы Л'+(р) 

была представима в виде Я+Ср) = ^ ? ( р ) ( / —Л^(р))с, где Ж р ) — рациональ­
ная матрица, с — константа, достаточно, чтобы рациональными были 
функции ^^ЛуС), к, ] ^Л. 

Автор признателен А. А. Боровкову за постановку задачи и ценные 
замечания. 
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К ПРОБЛЕМЕ МАРТИНГАЛОВ НА ПЛОСКОСТИ 

В. М. БОРОДИХИН 

В работе [1] Д. Струком и С. Вараданом была сформулирована и ре­
шена так называемая проблема мартингалов, эквивалентная существова­
нию и слабой единственности решения стохастического дифференциаль­
ного уравнения 

х{1)=^х-\-1ъ{и,х(и)) -\- \ (к, х (и)) ар (и), (1) 

где р — процесс броуновского движения на прямой, коэффициент Ь огра­
ничен и измерим, о ограничен и непрерывен. 

В работе [ 2 ] И. И. Гихман и Т. Е. Пясецкая доказали существоваш^е 
решения стохастического дифференциального уравнения, являющегося 
аналогом уравнения (1) для двупараметрических случайных процессов. 
В настоящей работе вводится аналог решения проблемы мартингалов для 
двупараметрических процессов, доказываются аналоги некоторых утверж­
дений из [1], в частности, устанавливается эквивалентность задания меры 
как решения проблемы мартингалов и как решения стохастического диф­
ференциального уравнения, рассмотренного в [ 2 ] . Из результатов работы 
[ 2 ] вытекает поэтому существование решения двупараметрической про­
блемы мартингалов для случая непрерывного и отграниченного от нуля 
и бесконечности коэффициента диффузии. Иная формулировка проблемы 
мартингалов рассмотрена К. Тюдором в [3]. 

1. О двумерных марковских моментах 

Обозначим {^, ^ ) измеримое пространство, где й = С , В!^) — 
пространство непрерывных функций со значениями в определенных 
на множестве 7 ? + = [О, оо)х[0, оо); ^ — наименьшая о-алгебра, относи­
тельно которой измеримы отображения Хг'.^-^ В'^, г е Хг (со) = о) (г). 
В дальнейшем значение траектории со ^ Й в точке 2 будет обозначаться 
х^Ссо) или со ) , индекс со иногда опускается, ^ рассматривается как 
полное сепарабельное метрическое пространство с топологией равномер-
ной сходимости на компактах ИЗ-П4. . 

Введем на В% следующие отношения, одно из которых задает упо­
рядочение В%. Пусть 2 {8, * ) , 2 ' = («', ^') е Л+ , тогда, по определению, 
г ^ %\и 5 ^ 5 ' и ^ ^ 2 < 2 ' , если 5 < §' или I ̂  I ' . Пусть 2о, 2^ е 

^0 ^ ^1- =̂  ^ {^г (•) ; 2о ^ 2 ̂  г^} будет обозначать наименьшую о-ал-
гебру, относительно которой измеримы функции Ого < 2 < 21. Если 

1̂ = (с»̂  оо), то эта а-алгебра будет обозначаться ЗГ^^. 

Аналогично = ст {лгг ( • ) ; 2о < 2 <( г^}. Пусть также = 

= о г | и Т\1Л\ Л — сг-алгебры, порожденные ука-
(<ц-й̂ <00 ^ ' [«0<Й8<ОО ' 

занными в скобках семействами множеств. Для некоторого %̂  е Л+ обо­
значим Ь е Л + : 2о ^ 2 } . Функцию ^ : й ^ Л+ назовем марков­
ским 2о-моментом, если 2о ^ ^ ( ш ) при всех со ^ Й и для любого 
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