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К ПРОБЛЕМЕ МАРТИНГАЛОВ НА ПЛОСКОСТИ 

В. М. БОРОДИХИН 

В работе [1] Д. Струком и С. Вараданом была сформулирована и ре­
шена так называемая проблема мартингалов, эквивалентная существова­
нию и слабой единственности решения стохастического дифференциаль­
ного уравнения 

* г 
х{1) = х-{-^Ь{и,х(и)) й и \  [ и ,  х  ( и ) )  ( и ) ,  (1) 

где р — процесс броуновского движения на прямой, коэффициент Ъ огра­
ничен и измерим, о ограничен и непрерывен. 

В работе [2] И. И. Гихман и Т. Е. Пясецкая доказали существование 
решения стохастического дифференциального уравнения, являющегося 
аналогом уравнения (1) для двунараметрических случайных процессов. 
В настоящей работе вводится аналог решения проблемы мартингалов для 
двунараметрических процессов, доказываются аналоги некоторых утверж­
дений из [1] , в частности, устанавливается эквивалентность задания меры 
как решения проблемы мартингалов и как решения стохастического диф­
ференциального уравнения, рассмотренного в [2] . Из результатов работы 
[2] вытекает поэтому существование решения двупараметрической про­
блемы мартингалов для случая непрерывного и отграниченного от нуля 
и бесконечности коэффициента диффузии. Иная формулировка проблемы 
мартингалов рассмотрена К. Тюдором в [3] . 

1. О двумерных марковских моментах 

Обозначим {^, ^ ) измеримое пространство, где Й = С , Я'^) — 
пространство непрерывных функций со значениями в К'^, определенных 
на множестве = [О, сх))х [О, оо); ^ — наименьшая о-алгебра, относи­
тельно которой измеримы отображения Хг'.О^-^ Я"^, 2 е Л+, Хг (со) = ш (г). 
В дальнейшем значение траектории м ^ Й в точке 2 будет обозначаться 
х^{(1)) или х{г, оо), индекс ю иногда опускается, ^ рассматривается как 
полное сепарабельное метрическое пространство с топологией равномер-
ной сходимости на компактах и з л + . 

Введем на Я% следующие отношения, одно из которых задает упо­
рядочение Я%. Пусть 2 ( 5 , 2 ' = {Б', V) е ЯХ, тогда, по определению, 
2 =^ г', если 5 ̂  5 ' и ^ ̂  1̂ '; 2 < 2 ' , если 5 < §' или Ь ^ I'. Пусть 2о, 2^ е Я\, 
2 о ^ ^ 1 - =̂  су{^г ( • ) ! ^ 0 ^ 2 ^ 2 1 } будет обозначать наименьшую а-ал-
гебру, относительно которой измеримы функции а̂ Л Ого < 2 < 2,. Если 
2^ = (с»^ оо), то эта а-алгебра будет обозначаться 

Аналогично = ст{л̂ г (•); ^о=^2 -=ч%}- Пусть также ^ 5 ^ = 
= а | ^ и ^Г(^^<)|; ^^ ^ ( , % ) | — а-алгебры, порожденные ука­

занными в скобках семействами множеств. Для некоторого 2^ е ?̂+ обо­
значим /г̂ ^ = (г е Д+ : 2 о 2 ) . Функцию 1,:0.-^Я% назовем марков­
ским 2о-моментом, если 2о ^ ^(ш) при всех о ^ Й и для любого 
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е / г^{(о е й : ^ 2 } е ^ ^ 0 . Для каждого марковского 2о-момента 
можно определить следующие а-алгебры: 

= | Л е : ^ П (С < 2 ) е для каждого 2 е / г ^ } ; 

| Л е : ̂ . П (С < 2 ) е для каждого г ^ 

Ниже доказываются две теоремы, обобщающие результат Д. Струка 
и С. Варадана [ 1 , теорема 0.1] на случай двунараметрических выбороч­
ных траекторий. 

Теорема!. Пусть Р — вероятностная мера на ( й , ^ ^ ' ' ) , е 
^—марковский го-момент. Тогда существует функция ^{(^^, А) такая, 
что: 

I ) <?(а), А) — вероятностная мера на {О,, ^^^) при каждом (л^И', 
II) ^^о^, измерима для каждого А^ ^ ^ о ; 
I I I ) А^ = ^, где 

А^ = {со' : ж(2, со') = я;(2, со) при 2о ^ 2 ^((в)}; 

-почти наверное (п. н.). 
Функцию (?(©, А), как обычно, будем называть условным регуляр­

ным распределением относительно меры Р, соответствующим а-алгебре 
(см. [43). 

Теорема 2 формулируется так же, как теорема 1, если в последней 
заменить на и А^ на Ва> = {(а': х{г, (х>')=х{г, ш) при 2 о < 
^ 2 ^ ^ ( ( й ) } . 

Для доказательства теоремы 1 введем некоторый вид срезки, сохра­
няющей непрерывность траектории: 

Хг (а>), если 2 <( г', 

X(8',^) + х^8,г') — X(а>.^') в противном случае; 

Гх1'=. 

или, иначе, 
Х2{а>), если 2^ ^ 2 , 

^(з',^)+ Я^(8Ц') —X^а',^'), если 2 ' < 2 . 

Легко понять, что для фиксированных г ' е /?+ и со ^ ^ функция (<5̂ ) 
непрерывна по 2, а при фиксированных 2 и со — по г' . 

Лемма 1. Пусть 2; — марковский го-момент. Тогда для любого г е /г^ 
отображение х1^^\о)) — измеримо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 17<=: Е"^ — произвольное открытое мно­
жество. Достаточно показать, что 

( ш : 4 ^ « ^ ( с о ) е ^ } П ( С < 2 ' ) е ^ ^ ? (2) 

при каждом г' е 1^^. Подмножества Л + вида (21, 22] = ( 5 , , «гЗ.Х (^1, У 
или [21, 22] =7̂  [«1, X [̂ 1, У , где г^ = {8^, ^1) ^ 22 = (̂ з,- ^2), будем назы­
вать прямоугольниками. Нетрудно видеть, что если 2^, 23 е / г ^ , . г ^ ^ й а , 
то (со : ^ е (21, 2 3 ] } е ^ [^ъ Ч)) ^ К1 • Обозначим -
счетное семейство прямоугольников, обладающее свойствами: 

а) Вгп,п^От.к=^!^,' пФк; 

б) и / > т . п = { 2 : 2 о < 2 < 2 ' } ; 
п = 1 

в) (Пат {От, п) ^ 
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Тогда, очевидно, при каждых Пт,п) ^ ^г?* ^ <̂ и̂ лУ непрерыв-
нести 0) по 2 имоет место соотношение 

к==г т=к п = 1 
оо оо оо 

= и п и {<"»'«етпае2)^,п), (З) 
й=1 т=к п = 1 1 - 1 

где 2т, п — одна из вершин От, п. Так как 

(21 < 2 ) ; {жг е С/} е си п р и 2 < 21, 21 < 2 ' ; 

{^(«1.<) + а̂ (в.«1) - ^(«1,*1) е е С1 ПрИ 21 < 2 , 21 < 2 ' , 

ТО {а;^'"'" е ^7} е при всех ттг, Из соотношения (3) вытекает 
теперь (2 ) и утверждение леммы 1. 

Следующая лемма аналогична лемме 0.1 [1] . 
Лемма 2 . Пусть е К%, ^ — марковский г^-момент. 
Обозначим 83̂ " = {С: С = {ш е ^ : (со) е Г 1 , (со) е Гз, . . . , 

л ; | д ( ш ) е Г й } ; 2 { е / г д , Г г ^ ^ д й ? ^==1, ^, = 1, 2, . . . } ; ^Е —о-алгебра 
борелевских подмножеств Е. Тогда, = а (§9^"), 

Доказательство лишь деталями отличается от доказательства лем­
мы 0,1 [1] . 

Доказательство теоремы 1 можно получить теперь очевидным видо­
изменением рассуждений в доказательстве леммы 0.2 и теоремы 0.2 [1], 
если й% ф', т% й Ч т ' ) , Ф* в обозначениях (1) заменить соответственно сле­
дующими: 
^ « 0 = О {Тг^^я'^); ф^о : О й^о таково, что если со''" ^ ф^" (со), то х{г, со"'») = 

X ( 2 , С0)У2 е /го ; 

если ^ — марковский 2о-момент, то ^^о:й->•/?+ таково, что 

(ф^о ( 0 ) ) ) = ^ (со) Усо е Й; ^^<' ( ^ = 

= {(0^0 е Й'о: ( 2 , со'о) = х1"<"'Ууг е /г^}; 

Ф^о: Й Й о̂ (С) таково, что а: ( 2 , ф^о (со)) = х1 (со) У 2 е /г^. 
Замечание 1, Теорема 1 остается справедливой, если марковский 

2о-момент определить следующими условиями: У 2 ^ / 2 ^ ( 0 ) : Цсо) ^ 2 } ^ 

и { й ) : С ( й ) ) < 2 } е 
Замечание 2. Доказательство теоремы 2 проводится аналогично дока­

зательству теоремы 1, если в качестве срезки вместо х1 (со) взять 
а^гЛгЧ'*^)' где 2 Д 2 ' = ( т ш ( 5 , 5 ' ) , т ш (̂ , г')). 

2. Свойства экспоненциальных мартингалов 

Для функции 6(2, (о), определенной на Л ^ Х Й со значениями в Л"̂  
или Е'^ ® введем следующее условие: 

(2о). Отображение ( 2 , со)-ч-6(2, со) измеримо относительно ^1^^Х^'^ 

и при фиксированном 2 е /г^отображение со 6(2, со) -измеримо. 
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Пусть функция а : X й Л' ' 0 Д*̂  удовлетворяет условию (2о) 
и ограничена: 3 Л > О такое, что 

О Я > ^ Л и Ч при всех (4) 

Пусть 2 = ( 5 , * ) ^ 2 ' = ( 5 ' , 5 = ( 2 , 2']. ДлЯ фуНКЦИИ 6 ( 2 ) , ЗЭДаН-
ной на В^+, обозначим 

е(В) = 0(2, 2'] = 6 ( 5 ' , г') - 0(5, Г) - 0 ( 5 ' , I) + 0(5, I). 

Функция 0(В), определенная на прямоугольниках вида (2, 2 ' ] , яв­
ляется аддитивной; продолжим ее по аддитивности на множество конеч­
ных объединений прямоугольников указанного вида. 

Случайный процесс (6(2, ю), 2 ^ / 2 , } со значениями в Д"*, заданный 
на вероятностном пространстве (О, Р) и согласованный с семей­
ством о-алгебр ( ^ 2 * , 2 е /гд), будем называть сильным экспоненциальным 
(или е-) мартингалом, связанным с функцией а(-), если он удовлетворя­
ет условию 

Е { Х и 2 ' ) / ^ ^ о } _ 1 Р . д . н. (5) 

при всех % е Л'*; 2, г' е 7̂ ^̂ , 2 ^ 2', где 

Л (2') = ехр |<Я, 0 ( 2 , 2']> - 4 /^Я, ^ [ ^ а (и) (6) 

Лемма 3. Пусть функция аЫ, со) удовлетворяет условиям (20) м (4); 
{0(2, со), 2 е /г^} — сепарабельный сильный е-мартингал, связанный с 
а( •). Тогда для любых 21, е 7̂ ,̂ 21 ̂  г^, и любого г > О 

с = 1/е + 1 (21, I = («г - «^(^г - ^ 1̂). 

где 

(7) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что при фиксированном 8 > $1 
0> ^ « { 1 *о1 — Р-мартингал, а при фиксированном 

{Х^1(5,1?), 5 ^ 5 1 } — Р-мартингал. Действительно,' пусть 
тогда Р-п. н. 

Е X^^ {8, П/ЗГ%] Е | е х р | < Л , 0 (21, 2] + 0((51, о , (5, ПЬ-

\1 ((«1.0.(«.*')] - ^ 1 / 

= х^,1(5,г)Е{х(:1'0(.,^')/,г^о,} = 

= (5, о • Е { Е {4^1-') (5, П1^'СЧЛ)]1Т'^^ = (5, 

Применяя теперь неравенства Дуба [5, гл. УП] так, как это делает­
ся, например, в [6], можно показать, что 

гР 1 вир Х"! (5, О > г 
\(в,*)е(г1,г2] 

- = 1 + 7 : ^ вир Е{Х1'(5,01п '*-Х^Ч^,0]- (8) 
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Заметим, что 1п{ ( а > 0: е""" ̂  ж"*" V я; ̂  7?) == 1/е. Отсюда следует, что 
Хп"*" а: < ж'̂ * ^,.->о. Поэтому (8) влечет за собой 

г . Р | зир Х ^ , 1 ( 5 , ^ ) > г 1 < ^ ( 1 + 8 и р Е { Х 1 ' ( 5 , 0 Р ' ^ 1 . (9) 

Далее, 

вир Е Ю ( « , 8ир Е [ е х р (1 + 1/е), 6(21,2)]) -

+ - 1 ( 1 / е + 1 / е 2 ) ^ Я , I « ( г г ) ^ ! ^ ^ ] } < е х р [ | - с Л | Я | 2 | ( 2 1 , 2 Л ) . (10) 
(21,2] 

Учитывая (9) и (10), имеем 

Р I зир 
(21,22] \  ^  I  

< Р | вир Х ^ ' ( 2 ) > е х р [ г | Я | - ^ ' л | ( 2 1 , 2 , ] | ] | 

е — 1- 1 + ехр • ехр — г Я + ^СА ЯР|(21,22]| 

1 Л I Я . I (21, 2^] I ] = ^ { е х р [ - г I А I + 4 - А I я Р • I (21, 2^] 

Тогда (11) влечет за собой 

ехр — г ( И ) 

П о л о ж и м ! Я - ( 1 + ^ , ) Л | 7 . , , , ^ ] | 

1 - ( " ^ 2 ] ' ^ ' Н ^ ^ ( - 2(1 + . ) Л | ( . , , . , ] | [• 

Отсюда следует (7). Лемма доказана. 
Лемма 4, В условиях леммы 3 ^лл любых Яо > О, Л > О семейство 

случайных величин 

{|0(21,2]|' '^^,1(2)},„.<,, 

равномерно интегрируемо. 
Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из леммы 2 [3] и следующих нера­

венств: 

Р 

< Р 

[ ЗНР |в (21,22] |^Х^1(2)>г '^ехр (ЯоГ)1< 
\2е(21,22] ^ ) 

•г ЗНр I 0 (21, 2] ^ ехр 1<Я, 0 (21, 2]>] > ОХр ( V ) 
1̂ 2̂ (̂ 1,22] 

< Р [ вир | 0 ( 2 1 , 2 2 ] | > г ] < - ^ ехр 
\2е(21,22] ] ' 1 

Следствие, л условиях леммы 3 УК^ В'^: 

I ) Е { < Я , 0 ( 2 1 , 2 2 ] > / ^ 5 } = . О Р-П.Н.; 

4й(1 + с ) Л | ( 2 ^ . 2 Л • 

I I ) Е < Я , 0 ( 2 1 , 2 2 ] > 2 - А , ^ а{и)-Хаи\К1 ^ 0 Р-н. н.; 
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I I I ) Е I 6(21, 22] I* ^ СI (21, 22] р, где С зависит лишь от А. 
Лемма 5. Пусть [6 ( 2 , ю), 2 е / г ^ } — Р-л. н. непрерывный сильный 

е-мартингал, связанный с а(-) . Тогда для любых двух марковских га-мо­
ментов ^1, ^2 таких, что для некоторого постоянного М 

го<и<и<Ш-1, М-1), 
справедливо соотношение 

Е{хЬ{1,)/Ге} = 1 Р - п . н . 

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем по схеме доказательства теоремы 3.1 
[1] . Для 2 = ( 5 , ^) , п^М примем обозначение 2^"' = ( 5 ^ " \, где 

^(п) = {[пз] + 1)/п, ^("> = {[пй + 1)/п. 

Тогда ^ Сз"'' ^ (^» -^)» и с помощью утверждения, аналогичного 
теореме 34, гл. I V [ 7 ] , можно показать, что ^^Г^ — марковские 2о-мо-
менты» 

Пусть Введем также обозначения: 

А^'' ^А(] (Й"^ = (к/п, 1/п)] е 

4 ' / , = Л^'^ П {̂ 2̂"̂  = ( р / « , д/^)} е (1{^(,%,г/п) и ^ ( р / п л / п ) } ; 

^р 'л = А ' ' ' П {{р/п, д/п) < е ^Й/п .5 /п). 

Здесь при каждом п^М {к/п, 1/п) = 2 ^ , г , (/?/?г, д/п) = 2 р _ д пробегают пря­
моугольник (2о, Ш, М)], причем г ^ 2 р , д. Если А — прямоугольник вида 
(г, г'] или хумма конечного числа таких прямоугольников, будем обо­
значать 

>(п) 

Хх (Л) = ехр 

При каждых {к, I) имеем 

<Я, 0 (Л)> _ 1 </х , I а (г^) 

ы р = : Г х? ' ' (2 ,+1, ,+1)сгр = 
^(п) 

Б к,1 
к,1 

к,1 кЛ к,1 

+ 4 ' " ' ( 2 . + 1 . 1 + 2 ) ЙР = . . . 

Х ^ ( Й " ^ Р + 

+ I Хя ((г^.Ь М ) ] и ( 2 , + !., , 2 , + 2 . ^ + 1 ] ) = 

^к+1Л 

151 



I I л^'^ к,1 

+ ^к,1, 

хк,1 
С х Г ( с П ^ р = I х Г ' й П ^ р . 

Суммируя по {к, I), получим 
(п) 

а значит, 

Так как 

Р 7 

Е 

л 

[Х^' 1 р -н . н. 

(12) 

вир IО Й"^] I > г ] < Р I вир I 0 (2, 2'] I 

4 Р | 811р | 0 (2о , 211 > Г/41 
12(,<2<(М.М) ] 

е — 1 ехр — 32й(1 + (г^, {М, М)] I ' 

Лп) 
. ТО „-1 равномерно интегрируемы, поэтому в (12) можно перей­

ти к пределу по п, откуда следует 

Е { Х ^ ( ^ / ^ 5 } = 1 Р - п . н . 

Лемма доказана. 
Следствие. Пусть X — ограниченный марковский го-момент, С̂» 

2 е / г ^ ] — Р - и . н. непрерывный сильный е-мартингал, связанный с а(-), 
— регулярное условное распределение относительно Р , соответствую­

щее ^1 . Тогда существует множество N ^ Р{Ю = 0 , такое, что для 
(и^М и к^К"^, {0(^(со), 2 ) , 2̂ ,/Е(И)} является сильным е-мартингалом, 
связанным с а{-), относительно меры ^е>. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (О, 0) < 21 < 22, В ^ 0^ , А ^ О^^^^^. 
Тогда, используя лемму 5, имеем 

Е ^ {Ъ ( « ) Е^-^ { 1 ^ (О)) Х1-''' (^ + г,)}} = Е ^ {Тлпв ( « ) х Г ' ^ (С + 2 ^ ) } = 

= Р{А(]В) = Е^{Iв{(о)^^{А)}. 

Таким образом, для любых 2 , ^ 2 2 , 'к^^В'', Л е ^ ^ + г ^ найдется 

N^,•X ^ Р (К^,) = О, такое, что для со ф 

Е^'^ (1л (со') Х^^'' а + г^)} = Осо (А). 

Завершается доказательство так же, как в теореме 3.1 [1]. 
Дополним определение сильного е-мартингала заданием условий на 

границе области / г^ . 
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Пусть х^К\и а. :̂ ?+xй̂ г̂'*®̂ г̂  а.г:в+ха-^ к^® 
удовлетворяют следующим условиям: 

(5о). а.Д^, (о) X 7* "-измеримо и при каждом фиксированном 

5 ^ 5о 2^(8,^)-измеримо. 

(^о). ««(^, О ) ^ X 7* измеримо и при каждом фиксированном 

*о ̂ ^(?,г)-измеримо. Пусть также а : Я\ Й - > Л'* (§) удовлетворяет 
условию (2о) и все эти функции — условию (4). Случайный процесс 
|9 (г, со), 2 е / г^^ ] будем называть сильным е-мартингалом относительно 
( 2 о , ж, а^^., а) и меры Р, если он удовлетворяет условиям (2о), [см. 
(5)], а также следующим: 

(5°) Р{0(2о )=а :} = 1; 

(5') {ГЙ^. {г,),т'и г > Ч) УЯ е - Р-мартингал; 

(5") {У'^%\),^?ос, 5 > 5о} Ук^К^- Р-мартингал, 
где 

у^12 (О = ехр |<я, е ( 5 , Г) - е ( 5 , )̂> - 1 < ?̂̂ , | ( « ) ̂ ^^^^ 

У^^;.\(б-) = ехр |<Я, 9 ( 5 ' , г ) - е ( 5 , г)>_-1<(^Я, | а . , ( 1 ; ) Я с г г ; ^ | ; 

Лемма 6. Если {9 ( 2 , о ) , 2 е /г^}— сильный е-мартингал относительно 
^г^, X, а^^,, а.1^, а^и меры V, то он является маргинальным е-мартингалом, 

т. е. при каокдом фиксированном &'> {У%\. (^о)' ^ ^ * о } — Р-леа/?-

тингал УХ^Д^ и при каждом фиксированном {У%1-г{^о)-> ^^оо^ 
8^80)—!?мартингал У Я ^ Л ^ При этом функции а .̂, а.<, фигурирующие 
в определении У%,8.{Ц, У%,\{8),имеют вид 

«о *о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим 2о = («о, ^о), 21 = («о, 22 = ( 5 , Ь')., 
где 5 ̂  5о, I' ^0- Тогда Р-п. н. 

Е {Г^;^. (го) /^2 .} = Е ехр <Я, 0 (5, О + е (5о , V) - 9 (5о, о - 9 (5, *о)> -

— - / я , с а,^. (у) + I [ а (м, 1̂ ) Яйм С̂УЧ Е {ехр [<Я, 9 (21 г ^ ) 

- 1 ^ Я , ( а {и, V) Хйиа1>у | ^ ^ ^ | ^5^"'^ = ехр 

-•^А, [а«. {V)ЫV Е | ехр 

| -<^Я, [а^д. (у) 

< Я , 9 ( 5 , * ) - 9 ( 5 , д > -

<Я, 9<б-о, ^ ' ) - 9 ( 5 о , ^ ) > -

5^1^ = ( д -

Лемма доказана. 
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Следуя [1], вероятностную меру Р на 
будем называть ре­

шением проблемы мартингалов для (г^, ж, а^^., а.^^, а ) , если процесс 
О (2, (й) := Хг(а)), г ^ 1^^^ является сильным е-мартингалом относительно 
(2(,, лг, а.ц, а) и меры Р. Следствия из леммы 4 и лемма 6 позволя­
ют утверждать, что решение проблемы мартингалов является таковым 
и в смысле определения 4 [3]. 

Чтобы описать решение проблемы мартингалов в терминах стохасти­
ческих дифференциальных уравнений, необходимо ввести стохастический 
интеграл относительно сильного е-мартингала. Делается это обычным об­
разом, как в [1] или [8]. Отображение ф : 7?̂ , X Й ^ Л^ называется 
предсказуемым, если оно измеримо относительно а-алгебры, порожденной 
множествами (г, г'] X А, где 2о < 2 < г', Л е 

Пусть {0(2, ( й ) , 2 е / г ^ , } — Р - п . н. непрерьпшый сильный е-март!]н-
гал, связанный с функцией а(-), удовлетворяющей условиям (2о) , (4). ^ 
Множество ^^о-предсказуемых функций ф, для которых Е <ф(гг), 
а (и) ф {и)У д>а<Соо при всех 2, 2о < 2, обозначим 2'^{а). 

Для простой функции 
п 

Ф ( 2 , (0) = 2 « г ( м ) / / ,^{г)^^'-{а) 
а=1 

(здесь а, измеримо относительно &^^^) стохастический интеграл определя­
ется равенством 

<Ф, сг0>(2) ^ I <ф(и), сг0(гг)> = 2 <аь 0 ( ( 2 г , г\] П (2о, 2 ] ) > . 

Так определенный интеграл линеен и обладает следующими свойства­
ми: для любых 2 , 2 ' е /г^ ,̂ 2 ^ 2 ' 

I ) Е { < Ф , Й 0 > ( 2 , 2 ' ) ] / С ^ ? } = 0 р - п . н . ; 

I I ) Е « ф , сг0>(2, 2 '02 = Е I {ц>{и), а{и)^{и)уаи. 
(2,2'3 

Поэтому интеграл <ф, Й0> можно распространить па все 2'\а) с сохране­
нием указанных свойств. С помощью леммы 5 и следствия из нее, а так­
же лемм 3, 4 можно доказать следующее свойство: 

I I I ) для любой ограниченной ф ^ ^ Ч а ) и любых 2 , г' е /г^^, 2 ^ 2 ' , 

Е е х р | < ф , гг0>(2, 2 ' ] - - ! I <ф(и), а ( и ) ф ( г г ) > с г и | ^ ^ ' / . - 1 Р-п. н. 

Так же как в [1], вводится векторный стохастический интеграл 

а {и) с?0 {и) от матричной ^ ^ о . предсказуемой функции а :/гц ХЙ->Л*^{8) 

^Я^, для которой 

Е I <Я, а*(м)а(м)сг(и)Я>йг^<сх> Д ' * У 2 е / , „ , 

где матрица о* транспонированная относительно о. Если а удовлетворя­
ет условию 3 5 > О 

п 
:.В\Х\^ У1^Д'^, (13) 

п 

ТО 
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I V ) интеграл т] (г) = | сг (и) 40 (и) также является сильным е-мартин-

галом, связанным с функцией о*ао, и обладает свойством <ф, ЛцУ = 
= <о*ф, йдУ. 

Введем, наконец, на одном вероятностном пространстве 
одно- и двупараметрические процессы броуновского движения. Двупара-
метрическим 2о-процессом броуновского движения будем называть функ­
цию Р (г, со):/г^ХЙ-»-Л*^, удовлетворяющую условию ( 2 0 ) , Р-п. н. непре­
рывную, такую, что при любых г^, 23 е / г^ , 2^ ^ 23, Г е 

р {р (2^) е г/^:;} = X 

X ехр 2 

Р { ^ ( 2 ) = 0; 2 е [5о, >х)) X ( и и Ы X [^0, «>)) = 1. 

2о-Процессом броуновского движения вдоль прямой 5 === 1̂ будем на­
зывать функцию Р^!- ( 2 , со): / -дХЙ-^-й '* на прямой 5 ̂  ^1, Р-п. п. непре­
рывную и удовлетворяющую условию ( 2 0 ) , такую, что при любых ^ 1̂ ^ 
< ^2, Г е 

р { Р . . ^ . ^^^^ I е . р { - \^^^^ф^ 
Р { ^ . ( 5 1 , д = 0} = 1. 

Теорема 3. Пусть ^ — вероятностная мера на (й , ^ ^ ° ) ; функции а, 
^-^0 симметричны, удовлетворяют условиям ( 2 0 ) , (?о), («о) соответ­

ственно, а также следующему условию: 

где 0< А' < А < оо_ Непрерывный (Р-н. н.) процесс [9 ( 2 , со), 2 е 7^ }̂ 
является сильным е-мартингалом относительно (2о, х, а^^., а.^^, а) и меры 
Р тогда и только тогда, когда существуют го-процессы броуновского дви­
жения Р̂ о-» Р-'о относительно Р такие, что: 

а) Р{0(5о, ^о) - а;} = 1; 

Ь) 9 (5о, О - 9 («о. ^ = I { V ) а^в,. {V),^> ^оР-п. н.; 

9 ( 5 , д - 9 (5о, *о) = I (г )̂ с̂ Р.̂ о (^г), 5 > 
«о 

2 

с) 9 (2о, 2 ] = I а (и) й|3 (г^), 2 е /^^Р-п. н., 

где а,о^^.,а.1^—положительно определенные симметричные квадратные 
корни из а, а^^., а.г^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу результатов [ 1] достаточно проверить 
справедливость условий «с» или (5). 

2 

Пусть 9 — сильный е-мартингал. Тогда положим р ( 2 ) = ] {и) Й9 {и). 

Нетрудно проверить, что [^{г),г^1г^] обладает свойствами: ^(г)— 
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Р-п. п. непрерывен с вероятностью 1, обращается в О на границе/г„-
Кроме того, для любых гу, 22 ^ / «о» ^ 2 3 , Я е 

Е (ехр (<Я, р (21, - у I М (21, 2 Л I / е:;} = Е 

(а~^ (и)) * а{и)а (и) • Ыи 

ехр <Я, р(21, 221> — 

(̂ 1-̂ 21 

1 Р-п. н. 

Отсюда следует, что ^ — 2о-процесс броуновского движения. Соотношение 
«с» доказывается так же, как в теореме 3.3 [1], с использованием свой­
ства I V . 

Обратно, если 6 удовлетворяет соотношениям «а», «Ь», «с», то он яв­
ляется сильным е-мартингалом ввиду I V и того, что р — сильный е-мар­
тингал, связанный с единичной матрицей (а^Е). 
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О КВАДРАТИЧЕСКОЙ ВАРИАЦИИ СЛУЧАЙНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

Г. п. КАРЕВ 

Пусть {^, Р) — вероятностное пространство, п = 0, 1, . . . 
. . . , — § — возрастающая последовательность а-алгебр, и для любого п 
Хп—^„-измеримая случайная величина такая, что Е\Хп\ <». Обозначим 

81 (Х) = Х 1 + ^ ( X , - X , _ 1 ) ^ 8^ (Х) = ХоЧ 2 ( X , - Х ,_1)^ 

Величина 8{Х) называется квадратической вариацией случайной последо­
вательности X = 

Свойства квадратической вариации мартингалов исследовались во 
многих работах (см. [1—?]). Так, Аустин [1] доказал, что если Х — Ь^-
ограниченный мартингал, то 

8{Х)<.оо почти всюду, (1) 

а Буркхольдер [2, 3] установил, что для любого Я > О 

Р (5 {X)> ;^)<у 8 и р Е I Х „ с = С0П81 < 3. (2) 

В данной статье мы укажем условия, при которых аналогичные со­
отношения выполняются для произвольных случайных последователь­
ностей. 
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