
удовлетворяет условиям (6); согласно (7), имеем 

Е а 
2 \ „2а 

1 — 4а (1 + М) ' 

а при а = 1/8(1 + М) получаем 

Е (X* < Я) ехр 
^8(1 + М)Я^ 

Отсюда следует ограниченность 

2 - х^у < 2 е 1/4(1+М) 

Е (X* < Я) ехр 1 
8 ( 1 + М ) Я 2 

так как на множестве {X* < Я). 
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ВЕРОЯТНОСТНЫЕ НЕРАВЕНСТВА 
ДЛЯ СУММ 1НЕЗАВИСИМЫХ (СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

СО ЗНАЧЕНИЯМИ В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

С. в. НАГАЕВ 

Пусть X I , Хг, . . . , Х„ — независимые случайные величины (с. в.), при
нимающие значения в сепарабельном банаховом пространстве В, 8^ = 

п 3 

= 2 ^г, ~ 2 -^г- Норму В пространстве в будем обозначать симво-
1 к+1 

ЛОМ I • I . 
Цель настоящей статьи — получение оценок для вероятностей 

Р(|5„| >и) (теоремы 1, 2, 3, следствие 3) . Эти оценки формулируются в 
несколько других терминах, нежели в работах [ 1 , 2 ] . Вместо Е|5„| ис
пользуется величина щ, которая определяется соотношением Р{\8п\> 
> щ) ^ а, где а — некоторая фиксированная постоянная. Ясно, что щ 
можно выбрать так, что Е\8п\/а,. 

Не столь очевидно то, что Е||5„| оценивается сверху в терминах Мо 
п 

И 2 Е X ^ р (следствие 5, см. также [10] ) . 
1 

Что касается применяемого нами метода доказательства, то он также 
отличается от методов [ 1 , 2 ] . Его можно рассматривать как модификацию 
метода, который использовался в работе [3, гл. V I , § 3 ] . 

Напомним, что с. в. X со значениями в В называется симметричной, 
если X и —X одинаково распределены. С. в. Х" называется симметриза-
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цией X, если Х^ = Х'~Х", где с. в. X' и X" независимы и ЫХ') = 
= их"). _ 

Положим Мп = т а х | 8^1 Мп = т а х | 5^^!. 

Предложение 1. Если Х 1 , Х^, Х „ симметричны, то 
Р ( Ж „ > 1 1 ) < 2 Р ( 1 5 „ 1 ^ и ) . (1) 

Это предложение является обобщением известного неравенства Леви. 
Доказательство можно найти, например, в [4, с, 27—28, и 5 ] . 

Предложение 2. Пусть X — любая с. в. со значениями в В. Тогда 

4 - Р ( | Х ^ | > 2 м ) < Р ( | Х 1 > и ) < Р ( | Х * | > и - 1 ; ) / Р ( | Х | < 1 ; ) . (2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Левая часть неравенства (2) доказывается точ
но так же, как в одномерном случае (см., например, [6, с. 2591). 

Докажем правую часть. Очевидно, IX '1 >\Х'\ \Х"\, где X ' и X" 
независимы и ЫХ') =Ь{Х"). 

С другой стороны, 

{|Х1 > и, \Х" \<р}<{\Х'\-\Х"\>и-и). 
Следовательно, 

V{т>и-V)>Р{\X\>ит\X\<V). 
Предложение доказано. 

Заметим, что правую часть (2) можно легко извлечь из более общего 
утверждения, содержащегося в работе [7 , с. 81 , леммы 4.1]. 

Предложение 3. Для любых неотрицательных 5 , ^, и 

V{Мп>^-]-8+и)^Р{Мп>^)Р(Мп>8) + ^!,Р{\X^\>и). (3) 
1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Не нарушая общности, можно считать, что 
Р<Ж„ > > 0. Положим х = тИк: \8^ ^Ь). Легко видеть, что 

Р ( М п > * Н - 5 + 1 г Х 2 [ Р Г т а х | 5 , , + 
1 ^<|х|<<+и 

X 

^ { ^ 8 + и\'Р{т: = к, 8г^^ах) + ^'Р{т: = к, | 5^ | > + м) ^ Л + 5 . (4) 
) 1 

Очевидно, \8зп^х\ |5,„1 + Поэтому 
{\81п + х\>{ + 8+и}^{\8^>Ь+8 + и-\х\}. 

Следовательно, {\8}п-\-х\ ^•^-8 + и, \х\^ 1; + и) ^ {\8^п\ з}. 
Используя предыдущее соотношение, заключаем, что 

га Л < 2 Р С ш а х \8к}\>8\Р{т ^ к)^Р{Мп>8)'Р{Мп>^), 
1 и<;Чп / 

поскольку 

и 

Р( тах 

п 

2 Р ( Т = / с ) = р{Мп>^). 

( 5 ) 

Оценим теперь В. Нетрудно видеть, что 
{г^к, \8^>{ + и}^{\Хи\>и}. (6) 

Сопоставляя неравенства (4) —(6) , получаем (3). Предложение 3 до
казано. 
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Отметим, что доказательство предлон^ения 3, по существу, совпадает 
с доказательством леммы 4.4 в работе [ 7 ] . 

Следствие 1. Для любых неотрицательных 5 , и 
п 

Р\Мп> г + 8 + и) {Мп>Ц Р {Мп> 812) + {\Х^\> и). (7) 
1 

_ Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, 1 I ^ 15̂ -1 + I I • Следовательно, 
Мп < 2Мп. Это означает, что 

^Шп> 8XVШп^8/2). 
Остается подставить эту оценку в правую часть (3). 
Предложение 4.Для любого целого т> 1 

Р [Мп > Ц < Р'" {Мп > Я/4^) - Ь Р {Мп < Х1Ш)-^ 2 Р ( I 1 > Шт). 
1 

Аналогичное неравенство получено в [ 3 , с. 4 5 4 ] для ограниченных с. в. 
со значениями в гильбертовом пространстве. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Полагая в (7) 1^{к — 5 = 'кИт, и = 
= 'к/2т, имеем 

п 

Р {Мп > Шт) < Р ( М „ > {к-1) Ш) Р {Мп > Я/4т) + 2 Р (| > Шт). 
1 

Пусть а = Р{Мп>Х/Ат); 6 = 2 Р ( | | > Я/2т) ; 
1 

а^ = 'Р{М^> кк/т). 

Тогда ^ аа^-1 + Ь, к>2. Отсюда 

ат < ^а™-^ + Ь 2 < «™ + Ь/{1 - а). 

С другой стороны, ат = РШп ^ я) . Предложение доказано. 
Следствие 2. Если Х^, / = 1, п, симметричны, то для любого целого 

т>1, такого, что ^?{\8^ ^ Х/Ат) < 1/2, 

Р ( I -^-п I > ?^)< З '̂Р™ ( I I > + 

+ (1 - 2Р (I 5 „ I > Я/4/^г))-^ 2 Р { I I > Х/2т). 
1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно заметить, что Р(15п1 
^ Р{М„ ^ Х ) и применить предложения 1 и 4. 

Теорема 1. Если ио> О и Ь> О таковы, что 

Р {Мп > ^о) < 1/6, А(/и1 < 1/36, 
то Уи> ио 

Ы2] 

X) 

1 Т{Мп>и)<^ ехр \  Со 

где Со = (1п 3 ) /2 „ Л = 2 Е Г. 

у1пз 11.3*+^Л,/и*, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно предложению 3, 
Р(Л/„ > Зи) < РЧЖ„ ^ и) + Аг1и\ 

Положим 
= З^^о, А; > 1, 8 = Л</г̂ 2, аи = Р {Мп > 

Тогда 
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ак < аи Л в /З^'" '^ (8) 
Пусть 

А;о-тах1га:32\/3^^-^>*<1/4}. 

Заметим, что функция 3^"~"' выпуклая. Поэтому 

т а х З-̂ 'в/З '̂̂ -̂ *̂ = т а х [эе, З^Ч/З^'""')*] < 1/4. (9) 

Положим Я/г = 3^ , &й = Ли'к)^. Тогда 

6 . < 6 ^ x + гЗ^'-^^"^^ 

поскольку Лй == 
Принимая во внимание (9), получаем &/г ̂  6^-1 + 1/4, 152/г^/1 ;о . 

Очевидно, Ъй = ЯоЛо ^ 1/2, а значит, и &ь < 1/2 для любого к < Ао. Это оз
начает, что для /с < А;о 

% < 3 " ^ 7 2 - (10) 

Пусть =^ и < а*. Тогда 

Р (Мп > и ) < Р ( М „ > 3 - 2 ' ~ 7 2 . 

Очевидно, 2̂ -̂* = 3*<'"^^""^У2 = {и^щУ''^^^"''42. 
Следовательно, Уа ̂  П},^^ 

Р {Ма > и) < 4 - ^ - ^0 (^^/"о)'"'1, (11) 

где Со = (1пЗ)/2. 
Рассмотрим теперь и>и}щ. Очевидно, V/г ^ 1 имеет место « п =^ а п - 1 . 

Следовательно, УА; > к^ 
< а , , а , _1 -|-- в/З '̂̂ -̂ *̂. 

Отсюда 

+ 2 < V з ^ ^ - ^ ^ ^ (12) 

^0+1 

2 - 2 < V з ^ ^ - ^ ^ = 2 ( з ^ « . / - 7 з ^ ' - ^ ^ (13) 

По определению /сд выполнено 3 " е > 1/4. Отсюда 
/ ° - ' » ' " > ь - " 7 2 . (14) 

В частности, 
з ' " « - ' ' ° < 1 / 3 . ( 1 5 ) . 

Из (10) и (15) следует, что 

З Ч О < 1 / 6 , (16) 
если Ао ̂  2. 

Комбинируя (13) и (16), заключаем, что при А о ^ 2 
2 ^ 6 / 5 - 3 " - ' > ' . (17) 
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Вследствие (10) и (14) й},^ ^ {е/3^о*у^\у 

Легко видеть, что У к > 

(18) 

ко{к-ко+1)>2{к-1), (19) 

если ко>2. С другой стороны, Ук>ко 
^ ( . - . 0 + 1 ) / 2 ^ ^ _ (20) 

Сравнивая неравенства (18)—(20), получаем 

4 ; " " ' " ' < г/3^^-'^\ > ко, ко > 2. (21) 

Из (12), (17) и (21) следует 
о^^Зе/З^"-»^', А:>А;о, А в ^ 2 . (22) 

Допустим теперь, что /со = 1. Согласно (8), 

% < « ? + е < 1 / 1 8 . (23) 

С другой стороны, в соответствии с определением к^ 
3*-'е > 1/4. (24) 

Следовательно, 3' < 4 • З'е ^ 9. (25) 
Сравнивая (23) и (25), заключаем, что 

З'а, < 1/2. (26) 
Из (13) и (25) следует 

^ К г / З ^ " - ' ) ' . (27) 

С другой стороны, согласно (24), 
3 - ' е > 1/4-3*. (28) 

Сопоставляя (23) и (28), получаем а 1 < 1 8 е / 3 ' . Так как 18Б =^ 1/2, то 
Ук> \т место неравенств'о 

4 < 9 8 / 3 * \) 

Комбинируя (12), (27) и (29), получаем 
аь<11б/3^''-*>', А;„ = 1, Л ;>1 . (30) 

Вследствие (22) и (30), заключаем, что Ук^ вьшолнено а» < Ие/З^*"*^*, 
если к > кй. Это означает, что 

Р ( М „ > и ь ) < 1 1 - 3 ' Л А 1 , к>ко. 

Если < М < ИА, ТО 
Р(М„ ^ и) ^ Р(М„ > щ.,) < 11 .3'+'Л,/и». (31) 

Неравенства ( И ) и (31) дают утверждение теоремы 1. 
Следетвие 3. Пусть X,-, / = 1, п, симметричны и М о > 0 , / > 0 таковы, 

что • 
Щ\8п\>щ)^И12, Л / " $ < 1 / 3 6 . 

Тогда У и > щ 

Р ( I 5 п ! > 1 ^ ) < - у "̂"Р ^ ~ (" / "о) ' " ' ) + 11 • 3*+М^/и*, 

г5е Со == (1п 2)/1п 3. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно неравенству (1), 
Р(Ж„ ^ щ)>2V{\8^ > щ) < 1/6. 

Таким образом, выполняются условия теоремы 1. Остается заметить, что 
Р{\8п\>л)^-РШп>п). 

Теорема 2 . Если щ и Ь удовлетворяют условиям 

Р ( I 1 > М о Х 1/24, Л; /1г^<1/36, 

то у и > щ 

Р ( I 5 „ I > и ) < ехр { - Со {{и - М о ) / 2 « о Г ' } + ^'^'АЧ2 (и' - щ)\ 

где Со = (1пЗ)/2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно первому из неравенств (2) 

, Р ( | 5 ^ ? ^ | > 2 и о ) < 2 Р ( | 5 , | > и о ) < 1 / 1 2 . 

(32) 

(33) 

Легко видеть, что > О 
Е I X ] \* < 2*Е IХ^ 

Поэтому 

Следовательно, 

Л | = | ] Е | Х | | ' < 2 % . (34) 

(35) А\1{2ио)' < 1/36. 

Применяя следствие 3, заключаем, что У и ^ 2 ц о 

Р (I I > < Т ^ ^ Р { - 0̂[̂ У'] + и • Ъ'-^'АУиК 

Отсюда согласно второму из неравенств (2) и неравенству (34) 

Р ( I 5 „ К ио) Р ( I 5 „ I > и ) < 4 - ехр { - Со ((и - ио)/2ао)'"'^^"') + 

+ З З . б Ы < / ( г г - 1 * о ) ' , 

где в ^ З и о . 
Остается воспользоваться оценкой 

Р ( I ^ „ К « о ) > 23/24 > 1/2. (36) 
Теорема 3. Пусть щ и 1: удовлетворяют условиям (32). Тогда для 

каждого целого т>1 существуют постоянные С о ( т ) , 0 1 ( 7 » ) , с^и, т) та
кие, что Уи> ( 8 т + 1)ио: 

1?{\8п\>и)^с^{т) ехр { - с̂  ( т ) {{и - щУн^У^^/^^^} + 
п 

+ (Ь, т) (АгЦи - ио)Т + ^^'Р{\Щ>{и- щ)/2т), (37) 
1 

Можно положить 

Со (т) = 2-^т (8т)-^'"'>^'"' 1п 3; С1 (т) = 2™; с^ (*, т) = (П- 3*+^. 2'*+'/7г0™. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно второму из неравенств (2), 

Р{\8„]>и)^^(\8'п\>и-щ)/Т{\8п\<щ). (38) 
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с другой стороны, в силу (33) у и ^ ( 8 т + 1)1^0 

Р (1 .9^ I Х и - ЫО)/4А^) < Р (15п I > 21*о) < 1/12. (39) 

Применяя теперь следствие 2, имеем 

Р ( I > 1* - и о ) < 2™Р'^ {.\8'п\^{и- Мо ) /4т) + 

+ 4 2 Р ( 1 ^ Л > ( ^ - ^ о ) / 2 » г ) . 
1 

В силу (35) и (39) для 2щ выполнены условия следствия 3. Поэтому 

Р ( I I - ио)1Ы) < ± ехр { - Со {{и - 1 го)/8иот)<^"2 ) /Ьз| ^ 

+ 11.3*+' (4 ;7г ) 'Л? / (м- Мо)*-

Сравнивая два последних неравенства, заключаем, что 

Р ( I I > гг - г/о) < 2™ ^^Р ^ - ^0 { { ^ - 1^о)/8г^о'^)^'"'^^'"' + 
+ И - 3^+1 ( 4 т ) ' А\1{и - и^^Т + 4 2 Р ( I X " - г^о)/2'г^)- (40) 

> ^ 1 

Неравенства (34), (36), (38), (40) и (а+Ь)™ ^ 2™-Ча"Ч-Ь") дают (37). 
Замечание 1. Если V^\8^ ^ Мо) < 1/24, но А^|и\ 1/36, нельзя сра

зу воспользоваться оценкой (37). В этом случае удобно положить = 
= (36Лг)'^^ Поскольку щ удовлетворяет условиям (32), Ум > (8пг -|- 1) ^о 

п 

Р ( I I > м ) < сз (^ ш) {АМТ + 4 2 Р (! > 4 ^ ( 8 ^ + 1)). 

Кроме (37), здесь использовано неравенство и—Мо > 8тм/(8те + 1), ко
торое справедливо Ум > ( 8 т 1) щ. 

С другой стороны, если и ^ Мо, то 

Р (I 5 „ I > м ) < 1 < ( « ; / м ) ' " ' < 36"^ (Л . /м ' ) " 

Положим 5 ' = 2 ЕIХ,- р. 
1 

Замечание 2 . Пусть 5 имеет тип 2, т. е. существует постоянная С 
такая, что Е\8п^^СВп для любых Хг, . . . , Х„ с нулевыми матема
тическими ожиданиями. Тогда Ио = (24С)*'"^5„ удовлетворяет условию 
Р ( | 5 „ 1 > М о ) < 1 / 2 4 . 

Применяя теперь неравенство (37), приходим к бесконечномерному 
аналогу оценки (47) из работы [8] с той разницей, что вместо Ы/ВпУ 
появляется (ц/5„)^'° .̂ От этого недостатка свободны неравенства, по
лученные в [ 1 , 2 ] . 

Теорема 4. Если Р ( | ^ „ ! >щ) < 1/24, то УЬ> \ постоян
ная аШ такая, что 

Е\8п\^ <а{г) тах [м$ , 36^^ 
В качестве аШ можно взять 

а {^) = (17/16со (2))(""з>^'"2р ^ _ ^ 3 ^ ^ 

+ (17 /16) ' - ' 1 6 - ' 3 6 - % {г, 2) -Ь (17 /4 ) ' 36 -\ 
где постоянные Со(2) и Сг(1, 2) те же, что в теореме 3. 

(41) 

Для симметричных Х{ несколько более общий результат ползгчен в [9, с. 8, 
неравенство 3.171. 

165 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим сначала, что выполнены оба 
условия (32). Полагая в (37) т = 2, имеем У а > 1 7 « о 

Р (15п 1 > 1 * ) < 4 ехр { - Со (2) {{и - М о ) / м о ) " ° } + 2) (Л*/(м - щ)'У + 
п 

2 Р ( | ^ . | > ( « - " О ) / 4 ) , (42) 

где « о = (1п 2)/1п 3. 
Очевидно, 

Нетрудно видеть, что 
1 ? " п 

(43) 

(44) 

Оценим теперь . Очевидно, и > 17«о =^ — Ио > 1био. Следователь-

но, Уи > 17ма 

Отсюда 

17 
м = м — + Мо < 5ё ( ^ ~ " о ) -

Г , " ' " \ , , ^ ^ < (17 /16 ) ' - ' Г ' ( 16мо ) - ' . 
( « - « о ) 

Так как 

то 

17«0 

Л{ < И о / 3 6 , 

' й ^ < ( 1 7 / 1 6 ) ' - Ч б - ' 3 6 - ^ Г ' м 5 . 
17и, ( « - « о ) 

2* 

(45) 

(46) 

Рассмотрим далее интеграл 
00 

/ = I а ' " ' ехр {— Со (2) ((м - Мо)/мо)""} (^и. 
о 

Очевидно,^ и > 17мо =^ м — мо > (1б/17)м. 
Следовательно, Ум > 17мо 

( м - М о ) " " > ( 1 6 / 1 7 ) г * " ' " . 

(47) 

Пользуясь данной оценкой, без труда получаем 
оо 

/ < м^ I м ' - ' ехр { - (16/17) с^ (2) м"«} йм - м$ (17/16со (2))*^"** Г (Нао). 
о 

Наконец, вследствие (47) 
(48) 

I ц * - ' Р ( I X ^ I > ( м - М о ) / 4 ) й м < ( 1 7 / 4 ) ' [ м ' - ' Р { \ Х ^ \ > и ) а и = 
11110 й 

= (17/4) '*- 'Е[Х^|'. (49) 

166 



в силу (45) и (49) 

2 ] ' м * - ' Р ( | Х ^ | > ( м - М о ) / 4 ) ^ м < ( 1 7 / 4 ) ' 3 6 - Ч . (50) 

Из (42), (46), (48) и (50) следует 
оо 

( ^ <и1 {а (17/16со (2))'/°'о г {Ца^) + 
17«о 

+ (17/16)*"' 1 б Г ' 3 6 - % {{, 2) + (17/4)' 3 6 - ' ) . (51) 

Комбинируя (43), (44) и (51), получаем 

Е\8п\'<а{1)и1 (52) 

если выполнены условия (32). 
Предположим теперь, что АМ > 1/36. Тогда щ = (36^;)'^' удов

летворяет условиям (32) и согласно (52) 
Е\8п\^<ШИ)Аг. (53) 

Из (52) и (53) следует утверждение теоремы. 
Следетвие 4. Для любого ^ > 1 

Е\8пГ < 12а(^) тах[2 (Е|5„|) ' , ЗД,]. 
Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Очевидно,. Р(||5'п1 > м ) < Е | 5 „ ! / м . Поэтому мож

но положить в (41) Мо = 24ЕI I, что и заканчивает доказательство. След
ствие 4 уточняет и обобщает теорему 2 из [ 2 ] . 

Следствие 5. Если Р{\8п\ ^ 1/24, то 

Е 1 5 „ р < а ( 2 ) т а х [ и ^ , 365^] ; (54) 
ЕI^„I < а'^Ч2) т а х [щ, 6В^. (55) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Неравенство (54) получается из (41) при 
^ = 2. Что касается неравенства (55), то оно следует из (54) и неравен
ства Е|^„| ^(Е|^„|^)*^ 

Математическое ожидание Е{8п\о используется в исследовани
ях, посвященных распределениям в банаховых пространствах (см., напри
мер, [ 1 , 2, 71). 

Следствие 5 показывает, что вместо него во многих слзгчаях можно 
пользоваться величиной щ. 
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