
ОДНА ОЦЕНКА ДЛЯ ПЛОТНОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ФУНКЦИОНАЛОВ ИНТЕГРАЛЬНОГО ТИПА 

А. Л. САХАНЕНКО 

1. Введение и основная идея доказательства 

В ряде работ (см., например, [ 1 , 2] и библиографию там) при изу
чении скорости сходимости распределений функционалов вида 

1 

/ ( ?п ) = 1/(1п(^), ^) сИ, 
о 

где {^„} — последовательность случайных ломаных, а / — измеримая по 
обеим переменным функция, в числе других ограничений на / требова
лось существование ограниченной плотности распределения / ( | ) , где 
I — предельный процесс. (В указанных работах | есть стандартный ви-
неровский процесс ю. Далее будем предполагать, что либо ^ = т, либо | 
есть «броуновский мост» т^, т. е. виперовский процесс ъс при условии 

= 0 . ) Другими словами, требовалось, чтобы 

Ь (/, I ) = 8ир /г"^Р (ж < / ( I X ж / ^ ) < оо. (1) 
а;,Л>о 

Естественно, возникает задача найти простые достаточные условия 
для выполнения (1). До последнего времени наиболее существенный ре
зультат в этом направлении принадлежал, по-видимому, С. Сойеру [1 ] , 
который по'Казал, что /у(/ , ш) < при 

1 

/ (ж, 1)^а {I) х^Л-Ь{1)х-\-с (О, О < [а^ {I) + &2 щ а1<оо. 
о 

Однако недавно (независимо от автора, объявивптего часть своих ре
зультатов в работе [3 ] ) И. С. Борисов [4] получил достаточные условия 
для выполнения (1) для функций вида 

}{х,г)=!{х). (2) 

Настоящая работа, а также [3] и соответствующие результаты в [4] 
появились как ответ па высказанную А. А. Боровковым гипотезу, что 
для выполнения (1) достаточно отделенности /Чж) от нудя в некоторой 
окрестности нуля. В частности, при существовании у /(ж) производной 
при и 1 ^ 6 , 6 > О, которая может менять знак только при х = 0, из [4] 
следует, что для выполнения (1) достаточно при некотором О О 

|/'(л;)1 > С е x р ( - . я V 2 ( 4 0 ) V ) при \х\ Ь. 

С другой стороны, там показано, что 
ЬЫ{х), 100) = ° ° , где й(а:) ==ехр (—я78ж^). 

Целью данной работы является получение о ц е н к и для ЬЦ, | ) , 
которая приводится в теореме в разделе 2 и доказывается в разделах 3 
и 4. Из этой теоремы, в частности, вытекает, что |) < оо, если при 

< 6, 6 > 0 , знак I {х, I) зависит только от знака ж, и для некоторого 

1/'(ж, 1)\>С\х\-ЧШ\{х, %) при / е > 1 1 , (3) 

где ^{х, ы;) = 1, 0(л;, Шо) =^\х\~^, а производные здесь и далее взяты по 
первому аргументу. О том, насколько этот результат близок к пеулуч-
шаемому, говорит тот факт, что 

Я Д :|) = оо, если \1'Ы)\/{\х\-Ч{хШх, |)) -> О при л ; 0 . 
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Последнее утверждение вытекает из результатов [4 ] , поскольку в данном 
случае 

Р ( т а х \1{{)\<,х\/ {х) - > оо при х->0. 

Результаты [4] существенно используют безграничную делимость 
т 

распределения | / ("̂  (^)) где т — первый момент достижения некото-
0 

рого уровня &, и не переносятся на функции, не удовлетворяющие (2). 
В данной работе получение оценок для ^) основано на следующем 
очевидном соотношении. 

Лемма 1. Пусть на вероятностном пространстве ^^X^2 задана слу
чайная величина Х = Х ( ( 0 1 , озг). Предположим, что условное распределе
ние случайной величины X при фиксированном (Ох имеет плотность, огра
ниченную константой 7 ( 0 ) 1 ) . Тогда случайная величина X имеет плот
ность, ограниченную константой 

В частности, отсюда легко получается (см. лемму 2), что если знак 
/ '(ж, I) постоянен и при некотором 67 > О 

\Г{х, г)\>с Ух У{^[0,1], 
то 

Щ, и;) < УЗ/2зхС-*; Ь( / , Шо) < 1/&/пС-\ 

Трудности при доказательстве основного результата возникают потому, 
что мы разрешаем производной менять знак и накладываем на нее огра
ничения только в некоторой окрестности нуля. 

2. Основные результаты 

Фиксируем О < Г ^ 1 и введем в рассмотрение непрерывные моно
тонно неубывающие функции своих аргументов 0<е{а)^а/2 и §{а, ^)> 
> О, определенные при 0 < а < У 7 ' и 0<^=^е^(а ) . Обозначим К{у, и, а) 
прямоугольник на плоскости {х, {) с вершинами в точках (у±е(а), и) 
и {у±е{а), и + е^{а)), и пусть Н{а) —множество всех точек {у, и),. \у \
< а —е(а) , 0=^гг=^Г, таких, что при всех {х, 1)^К{у, и, а) функция 
/'(а:, I) имеет постоянный знак и М'{х, ^)\ { — и). 

Символом а(а) обозначим первый момент достижения множества 
Ж а ) , а х (а )—первый люмент достижения одного из уровней ±а. Если 
а{а) де определен, то мы полагаем его равным бесконечности. Положим 

'&{Т, а, ю) = 1, а 0(Г, а, Шо)—тт{а-\1 — Т)"*''^}, причем считаем 
0(1 , а, то) = а~^. 

Теорема. Если при всех а^ (О, УТ") Р(а(а) < %{а)\х(а) ^ Т) = 1, то 

ь (/, I) < . ? Аа Техр 1 - 1 ^ - ^ ] «(:)з^(^' )̂ аг. 

Символ с здесь и далее заменяет некоторые положительные абсолютные 
постоянные. 

В частности, если в некоторой окрестности нуля {(ж, ;^):[ж1=^6, 
0 < ] ( ^ Г ) , & > О, знак ^'{x, I) зависит только от знака х, то, выбрав 8(а), 
можно положить при а ^ 6 

ё{а, и) =тш{\Г{х, 1)\:Ъ^\х\ и<{^Т} 

и ё{а, и) = §•(&, и) при а>Ь. Тогда условие теоремы будет выполнено 

181 



автоматически при Ж а ) = ' { ( а : , I) : \х\ а—е{а)}. Рассматривая в каче
стве примера функцию 

д {а, 1) = С ехр ( - С1аЧ1) \ ехр ( - п-'ПЫ^) Э (Г , а, 

при С > 0 , С о > 0 , к>а, 8(а) = 2Соа^, получим (3) и все результаты, 
объявленные в [31. 

3. Вспомогательные утверждения 

Лемма 2. Пусть — гауссовский процесс на [А, В\ ковариацион
ной функцией 

г{и, V) = М(|(а) - Ш^{и)){1Ы - М.1Ш ^ 0. 
Предположим, что знак функции / '(ж, I ) не зависит от {х, I) и для неко

торой функции дШ 
\Г{х,т>§{г)>^ у{х,г). 

в 

Тогда случайная величина ^ имеет плотность, ограниченную 
А 

в в 

константой (2яа^)~^''^, где == ]" | г (и, г;) ^ {и) § (у) (1иЛи. 
А А 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что нормально распределенная слу-
в 

чайная величина Т 1 — и гауссовский процесс ^{1;) =%{{) — 
А 
В • 

— а~^НШц, где к{^) = {и, I) § (и) Ли, независимы. При фиксированной 
А 

траектории ^Ш, плотности р{-) и р^(-) случайных величин и г{;(г]) ^ 
В 

= 1 / (с (О + сг~̂ /г. (Ь) г|, )̂ где — монотонная функция, удовлет-
А 

воряют соотношению р^{у) = р{'^~^{у))/\ур'('\р~^{у))\. Поскольку 
в В В 

то 
вир {у) < 8ир р {у) = {2пОц)-"' = {2па')-'^' ^ Г (О, 

у у 
и теперь из леммы 1 следует требуемая оценка. 

При О < ^ < Г < 1, 6̂ > О положим [х = т а х I ( I * ) I, 

Я(а, д;) == Р(;|х < я, 107(1)1 <5\юИ)=х). 
Как и прежде, Л{а) = ехр (—л^/8а^), а все производные взяты по первому 
аргументу. Обозначим 

X 

Ф {х, I) = {2т)-''^^ ехр (— хЧ21), Ф{х,1)^ | ф (у, О ^У-
— 00 

Лемма 3. При I < е'(а) < а74 и а^<Т 
Х'{а, х) < ^р{а, Т, .6) = са-Ч{а/УТ)~тт Н, да-\1 - Т)-^^'}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим 

д(а , л;, 2) = = ^ Р ( } х < а , ш ( Г ) < 2 | ш ( 0 = ж ) . 

182 



в этом случае ^' как функция от а тз % является плотностью совме
стного распределения \1 и т{Т) при условии == х. Из формулы (5.7) 
на с. 404 в [5] вытекает 

то 

д{а,х,г)= 2 [ф (г — а: + 4/ш, Г — г) — ф (г + ж + 2а + 4/га, Г — 0 ] . 

Применяя формулу суммирования Пуассона [5, с. 7101 при й 

(2 + а; 4- 2а) кл 

(1{а/УТ — {), имеем 

д (а, ж, 2) = 2 "̂"̂  
к=1 

(г — х) кп 
СОЗ 7Г-^ С 0 8 

2а 2а (4) 

Используя неравенства 1ж1 и к ! ^ а , нетрудно получить 

5' (а, ;г, 2 ) < с 2 ^""^ [«""^^^2 + а-^к + а " ' ] = Яг («)• 
к=1 

Поскольку ^ г ^ 1 и < 1, то из соотношений ^ 21 ^ = 
й==1 

- ( 1 - ^ ) - 1 , 2 ^ ^ ^ • " * = ( 1 - ^ ) ~ ' , 2 / г ( / г - 1 ) ( г ' " ' = 2 ( 1 - ( г ) - % ы т е к а е т , что 
дх{а) ^са~^(т—_(1)~^ ^ д2{а). Из ограничений на ^ и а следует й = 

(На/т/(На/Уг) < йЫ/т/й{2) < аа)/(Ц2) < 1, а потому 

?Ча, X, 2) < ^^(а) ^ са-*сг(а/УГ). (5) 
Формула полной вероятности по значению ш{Т) немедленно дает 

а 

1{а, ж) = I д{а,х, г) Р (] и;(1) | < б | Й ; ( Г ) = 2) б̂ з. 
—а 

Отсюда, из (5) и равенства д{а, х, ± а ) = 0 , вытекающего из (4), имеем 
а а 

Г {а, х)= ^ д' (а, х, 2) Фо (2) с̂ г < с а - ' й (а/ / г ) | Фо (2) (^2, (6) 
—а —а 

где Ф о ( 2 ) = Ф ( 2 + .б, 1 - Л - Ф ( 2 - б , 1 - Г ) . Из равенств Ф о ( 2 ) < 1 и 
Ф о ( 2 ) ^ 2б/У2л;(1 - Т) получаем 

I Фо ( 2 ) ^ 2 < т ш {2а, б а ( 1 - Г ) " ^ ' ' } . (7) 
—а 

С другой стороны, 
а оо 

I Фо (2) Й2 < I Фо (2) = 26. 
—а —оо 

Из последнего соотношения, (6) и (7) следует требуемое утверждение. 
Заметим, что при выполнении условий леммы 3 для всех А (=10, «>) 

Р{1Х^А, \1рЦ)\<б/Ш=-^х)<-р{\и;Ц)\<6/Ш=х) = 
= Ф О б - х , 1 - г ) - Ф ( - б - ж , 1 - ^ ) ^ т т { 1 , б К (8) 

Фиксируем е > О, *о > О и = (3/4)^0, и пусть т — первый после ^̂  
момент пересечения процессом ш(0 одного из уровней ± е . 

Лемма 4. При В <= [(7/8)^0, ° о ) и фо(^) = 288^-'ф(б, О справедливо 
неравенство 

Р ( | к ' ( ^ 1 ) 1 < е , т е Б ) < [ ф о ( 0 ^ ^ . 
'в 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть т"*" и т~ — первые после ?! моменты пе
ресечения процессом ш(^) уровней + е и — 8 соответственно. Из [5, с. 403] 
при и| < 6 и ^ > ^1 имеем 

{х, 1)^ Р (т+ < ^ I и? (^1) =х) =={г —х){1— ф (е — х, ^ — 
< 28 — ф ( 8 — д;, ^ — ^1). 

В силу симметрии и марковости процесса т получаем 
Р ( к (^1) I < 8 , т е 5 Х 2Р (I (^1) < 8 , т+ е 5 ) = 

- 2 \1^{х,г^)д{х,г)ахй1^2 Л 2 8 ( ^ - ^ 1 ) - ^ ф(^, ^1)Х 

X Ф (е — ж, ^ — ?1) д,хй1 = 48 ]" — ^1)~^ф (е, I) (И. 

Отсюда и из неравенства — ^ 7^"', справедливого при ^>(7/8)^о, 
следует требуемое утверждение. 

4. Доказательство основной теоремы 

Фиксируем числа у, 0 < Г « ^ 1 , к>0, ао > О, .6 > О, 0 < г о ^ 8 ^ = 
= 8^(ао), ^1 = (3/4)^0 и множества А<=[ао, оо) и 5 «=[(7/8)^0, ^о]. Как и 
ранее, положим а = а(ао) —первый момент достижения множества Жао), 
и пусть \^{^)= т а х |и?(и)|, = и>{а + — ир{(х), т а х \щ{и)\, 

Р — п е р в ы й момент достижения процессом границ множества К = 
= К{0, О, ао), а 7 определим как первый после ^1 момент достижения гра-

ниц множества К процессом ш^и). Обозначим / (и, У) = ] / (и? )̂ й?, 

Л = / ( 0 , а ) , Л = 7(а, а + ^ 1 ) , / з = / ( а + ^ 1 , 1 ) , / = / ( 0 , 1). 
Оценим сначала р{А, В) = / г - - Т ( й ) , где 

^ = {I^{у, у + Ю,'^^В, ^ г ( 0 ) е Л , |и;(1)1 < б ) . 

Из марковости процесса т следует 
а = {1, + 1, + 1,^{у, у + Ю, Р 1 < 8 , '^^В, ц{а + ^)^А, \М)\<^}. . 

При фиксированном значении 

нетрудно заметить следующее: во-первых, случайные величины Л, 7» 
и вектор (/2, 111) независимы; во-вторых, при условии \11< е значение /2 
не изменится, если стоящую под интегралом в /2 функцию / мы изменим 
при \х—1а{'а)\>е таким образом, чтобы у получившейся функции /о 
производная /о (л̂ ) О при всех х (а не только при \х — ю{а) \ ш ^^ 
^ (а, а + 8^) имела бы постоянный знак и удовлетворяла неравенству 

1а{х,1) ^ ^ («0^ * — О') (можно, например, положить /о (ж, *) = / ' ( " ' («)? О 
при \х—т{а)\> г); в-третьих, при ^ ^ [ 0 , ^ 1 ] процесс 1^1 (1̂ ) является га-
уссовским с корреляционной функцией Ли, у)=тш{и, V} — иVН^, а по
тому в силу леммы 2 распределение случайной величины 

^ = I /о ("' (О, о = I /о ("̂  (а) + (^1), а + )̂ 
а О 

имеет плотность, не превосходящую р (1^0) = (а^, ^^/2), поскольку 
в данном случае 
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> 2п§^ («о, 1/2) Л г {и, V) йийи > (1/16) йё'^ {а„ 1,/2). 

Из сказанного вытекает, что 
Р (Й I V , / 1 , /з) < зир V{I, = I,^{у,у + к),^^^<г\V)^ 

у 

< вир Р (/о е (у, I/ + /г) 1 V) < р ( д Л. 
у 

Следовательно, 
р{А, В) =^ к-'ШР^^\V, Д , / з ) ^ 

^р(^о)Р(1«^1(^1 )1<е, ^^В, ц ( а + ' ( ) е Л , |ц;(1)| < .б ) = 
= рЫо)тюИ,)\<е,х^В,1х{х)^А, \1аИ)\<ё. 

(Последнее равенство легко понять, если поменять интервалы (О, а\
(<х, а + ' у ] местами.) Используя марковость го, лемму 3 и (8) далее по
лучаем 

р {А, 5 ) < р Но) ^ I Р (I (*1) I < е, V) (т) е йх)у. 

Х Р ( ^ 1 ( т ) е Л , |и? (1 )|<б1т = <, ю{1)^x)<,^{и)^{^о.В)^{А), (9) 
где 

(Л) = т ш 11 г|) (а, Г, б) (̂ а, 1, б|; ^ («о, 5 ) - Р (| ш («1) | < 8 , т е 5 ) . 
(10) 

Оценим теперь ^?(Л, (О, е^)). Из неравенства р(^о)^р(^), справедли
вого при ;( < # 0 , и леммы 4 следует 

р(^о)<?(*оЛ(7/8)го, и х [ р(*)фо(«)^« при « „ < е ^ 
(7/8)^0 

Отсюда и из (9) легко получаем 

( 0 , 8 ^ ) ) = %р{А, [(7/8)^+^8^, ( 7 / 8 ) ^ 8 2 ) ) < 

< (Л) I р (2) {I) йх^^ {А) ^, («о). 

Из (9) и соотношений ^{и, 5 ) < 1 и | р (̂ ) Фо (г) йг'^р (е^) |фо (̂ ) = ср (е^) 
о о 

немедленно вытекает 
р{А, {е^}) < р ( 8 ' ) Ч ^ ( ^ ) < с<?а(йо)Ч^(^); 

/»о(Л) = р{А, (О, 8 ^ ] ) = /з(^, (О, 8 ^ ) ) + р{А, {е^}) ^ с^{А)^М.)• ( И ) 
Наконец, оценим ^?о((0, <»)). Поскольку непрерывная функция 

е2(а) 

(?о (а) = с I Г V (а, */2) ехр (— 8^ {а)121) й1 
о 

является монотонно убывающей по а, то можно разбить отрезок (О, УТ) 
на интервалы [а^.!, а,), 7 = 1 ,2 , . . . , где а., = УГ и а̂ -1 О при У таким 
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образом, что (?о(я^+1) ^ 2(?(а) при а^[а^+1, а^). Отсюда и из (10), ( И ) 
имеем 

<1 с^о(«)^(«^. ^ , б ) ^ « ^ ^ о ( б ) . (12) 

Заметим, что 
/ г 

г|;о (б) > с^о {УТ)1 1|) (а, Г, б) й а > с(?о ( / г ) т т { 1 , б } . 
о 

Это соотношение совместно с (10) и (11) дает 

РоШТ, о ° ) ) ^ сЧ^([УГ, о о ) ) ( ? о ( У Я ^ с ( ? о ( У Г ) т т { 1 , б ) ^ с^^Ш. 

Из последнего неравенства и (12) получаем 

;?о((0, оо)) = ;,„((0, У Л ) + рЛП, ^)) < сг|1о(б). 

Предыдуш;ую оценку можно переписать в виде 
Чо^У, к, б ) = / г - Т ( / е ( 1 / , у + Ю, |м;(1)1 < б ) <с1]}о(б). 

Утверждение теоремы следует теперь из очевидных соотношений: 
Ь (/, м?) = зпр И т до {у, / г , ^ б Х с Иш г|)о (б); 

Ь ( / , Шо) = вир Шк-'Р { I е (у, г/ + /г) 11 ш (1) 1]< б) -

= зпр 11^до(г/, ^, б) / [Ф(б, 1 ) - Ф ( - б , 1 ) ] < с П т ^ о ( б ) / б . 
2/,/1>0 б-»0 б-»0 

Пользуясь случаем, автор благодарит И. С. Борисова и участников 
семинара отдела теории вероятностей Института математики СО АН СССР 
за полезные обсуждения. 
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СИСТЕиМЫ С НЕСКОЛЬКИМИ ТИПАМИ ВЫЗОВОВ 

С. г. ФОСС 

Для некоторой одноканальной системы массового обслуживания, в ко
торую поступают вызовы п типов, указывается алгоритм очередности 
обслуживания вызовов, когда средняя суммарная стоимость простоя вы
зовов минимальна. Задача построения такого алгоритма рассматривалась 
в работах [ 1 , 2, 3] для системы обслуживания с пуассоновским входным 
потоком. 
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