
Н Е Р А В Е Н С Т В А Д Л Я С У М М СЛАБОЗАВИСИМЫХ С Л У Ч А Й Н Ы Х ВЕЛИЧИН 
И ОЦЕНКИ СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ В ПРИНЦИПЕ ИНВАРИАНТНОСТИ 

С. А. УТЕВ 

1. Введение 

Предлагаемая работа связана с аппроксимацией распределений ча­
стичных сумм последовательностей с перемешиванием нормальным за­
коном. 

Мы рассмотрим два вида перемешивания: 
а) сильное перемешивание (с. п.) [ 1 ] , 
б) равномерно сильное перемешивание (р. с. п.) [2 ] . 
В разделах 2—6 доказывается ряд утверждений, которые представ­

ляют собой обобщение неравенств, известных в случае сумм независи­
мых случайных величин и мартингалов, на суммы слабозависимых слу­
чайных величин. Здесь будут доказаны результаты, объявленные автором 
в [3—51. В разделе 6 приведено несколько применений полученных не­
равенств к усиленному закону больших чисел и сходимости рядов. 

В разделах 7, 8 на основе доказанных неравенств получены неулуч-
шаемые оценки в принципе инвариантности для слабостационарных 
последовательностей случайных величин с перемешиванием. Здесь будут 
использоваться аппроксимационные теоремы Беркеша и Филиппа 16] и 
неулучшаемые оценки в принципе инвариантности для независимых 
случайных величин, полученные А. И. Саханенко [71, [81. 

В § 2 введены основные обозначения. 

2. Обобщение моментного неравенства Розенталя 

Пусть — последовательность случайных величин со значени­
ем в сепарабельном гильбертовом пространстве Я и с нулевыми матема­
тическими ожиданиями, (х, у) и ^1—соответственно скалярное произ­
ведение и норма в Н. 

Для любых а-алгебр ж ^, заданных на одном вероятностном про­
странстве, положим 

а ( 5 ^ , < ? ) = вир 1 Р { Л Б ) -Р { Л )Р ( 5 ) 1 , 

Ф ( ^ , < ? ) = вир 1Р(5|Л)-Р(^?)|. 

Через М\м обозначать а-алгебру, -порожденную случайными 
величинами ^„ а < г ̂  &. Положим _ 

а ( п ) = зпр а ( М 1 , ЛГГ+»), , 

ф ( п ) - зир ф(М^, МГ+п), 

г=1 

1=1 
п 

б) - 2 II |{+б, В1 (6) = (П, б), 
г=1 

5 > О, (г) = 2 щхп {к ^ Л̂ : 2к > ^}, 



а (ф, = 2 Ф̂ ''̂ '<'> {Щ {к + 1)Л0-2, ф (0) = 1, 

се 
Ь (а, г, б) =: 2 {к) (к + ее (0) = 1, 

ею 

8 (а, г, б) = 2 а6/*^*^«)(А:), 

с (^)=/(г) (уа)-1)2^<*' -^(^)! , 

{Ь,{п,Ь),01{Ь)), если г > 2 . 

Теорема 2.1. При 1 < оо справедливо неравенство 
|Е|5„|'^сД^)а(ф, (2.1) 

г5е сЧг) = 16^<'>с(г). 
Теорема 2.2 ^слг* Н = Я^, то при г > 1 справедливо неравенство 

Ш8п\'^сМр'''"'Ь{а, I, 8)0Лп, б)^Ди, б) , (2.2) 

где с^Ш = т^^*Ч]И)Гса)е\' 
Следствие 2.1. ПустьМ = тах Е\11\К При 1:>1 справедливы не-

1<г<п 
равенства 

п г Iп \т 
Е 2 « г ^ г < С 1 ( г ) а ( ф , О М 2 4 , (2.3) 

Е|^„|'^сЛ^)а(ф, г)^V^^ (2.4) 

С.1едствие 2.2. Пусть М&= шах Н = К^. При 1>1 спра-
ведливы н/еравенства 

п < 
Е 

г = 1 
< / 7 ^ 0 / 2 ^ 2 (О 6 (а, ^, б)Ма 2 4 

\ г = 1 

Е|5„|'</?«*>^'с.(^)&(а, г, б) М,п*'\ 

(2.5) 

(2.6) 
При доказательстве (2.1), (2.2) мы сначала показываем справедли-

пость этих неравенств при целом четном порядке момента (раздел 3), 
а затем приводим некоторые результаты, которые позволяют в момент-
ном неравенстве Розенталя перейти с целого четного порядка момента 
на любой (раздел 4). Далее, нетрудно видеть, что для получения оценок 
в гильбертовом сепарабельном пространстве достаточно получить оцен­
ки в Н = Я^, не зависящие от размерности. Наконец, в случае целого 
четного порядка момента в неравенствах (2.3) — (2.6) можно значительно 
ослабить зависимость от коэффициентов перемешивания. 

По вышеизложенным причинам нам удобно вьщелить случай целого 
четного порядка момента и Я = 7?̂  в отдельную теорему. 

Теорема 2.3. Пусть х>г>2, где г—целое четное, Н — Я'. Спра­
ведливы неравенства 

Е ! 5 „ 1 '<Сз ( г ) а , ( ф , г, :г)Л.,«, (2.7) 
Ш8^У <р'''с,{г)а^{а, г, х)Аг,,. (2.8) 

При целом "четном г справедливы (2.1) и (2.2), где вместо констант 
сМ) и сг{г) можно поставить сИ) и еЧ^с{1). В (2.7), (2.8) 

« 1 (Ф, г, х) = ' 2 ф ' " ^ ( А : ) {к + с, (г) = 4г (г - 1) 3 ' - V ! , 

а, (а, г, :г) = 2 сс^-'-'* {к) {к + (г) = З̂ з (г). 
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1. Суммы независимых случайных величин и мартингалы. Неравен­
ство (2.1) при ^ ^ 2 для сумм независимых вещественных случайных ве­
личин получено в [9 ] , [10] (там же доказано обратное неравенство), при 
(5 ^ 2 в случае вещественного мартингала получено в [11], (Обобщения 
па более общие пространства и мартингалы, а также библиографию 
см. [12, 13, 14, 151.) Заметим, что порядок зависимости от ^(~(а^)') у нас 
такой же, как в [16]. 

2. Перемешивание. Для строго стационарных последовательностей 
вещественнозначных случайных величин, удовлетворяющих тем или 
иным дополнительным условиям типа перемешивания, сходные резуль­
таты с неравенствами (2.4) и (2.6) получены в [17, 18, 19, 20] (обобще­
ния см. [21 , 22], лемма 3.1, [23]) . Аналоги неравенств (2.7) и (2.8) в слу­
чае последовательности действительных случа11ных величин при целом 
четном порядке момента были объявлены в [24] (доказаны только при 
/^==4). Во всех этих ранее доказанных неравенствах нет явной зависимо­
сти от порядка момента и коэффициентов перемешивания, хотя неко­
торые из них в своих областях действуют точнее. Идеи доказательства 
при целом четном порядке момента восходят к С. Н. Берпштейну [25, 26, 
с. 154—155]. Более детально эти идеи были изложены впервые в [20, 
лемма 2.1]. Неравенство (2.1) объявлено в [4, 5 ] . 

3. Доказательство теоремы 2.3 (случай целого четного порядка момента) 
—> 

Сначала докажем несколько вспомогательных лемм. Через 1, обозна­
чим вектор из натуральных чисел (^1, . . . , г^). Положим 

1{п, 8, г) = {1,:1^к^п, к = 1, 8-, 0^1и-4-1 < г, А; = 2, . . . , §}, 

1о(п, 8, г) = и, е Ип, 8, г): существует к, что — = г}, (3.1) 

Ип, 8, Г, к) = {г'з ̂  Кп, 8, г): г'л — 1н-1 == г), к= 2, . .., з. 

Лемма 3 .1. Пусть 8, п, г^М, 8>2, а^>0, г = 1, . . . , п. Справедливы 
неравенства 

2 П «ъ- < 4 (. - 1) ( 2 а|)''' (г + 1У''-\) 

•5 / П \ 8 / 2 

2 . П « ъ - < 2 2 а П {г+1У^\) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим = О, ^ ^ О, 1> п. Следующие 
неравенства проверяются с помощью непосредственных вычислений, их 
доказательства будут опущены. 

п 

2 2 ага^< 2 4 , (3.4) 
г ]=г+г г = 1 

п 

2 2 ага^<(г-Ь 1) 2 4 , (3.5) 
г г<]<г+г г = 1 

/ п \ 3 / 2 

2 2 агаг+га,<(г+1)1/2 ^ 4 , (3.6) 
г г + г « ^ < г + 2 г \ г = 1 / 

/ п \ 3 / 2 

2 2 Ща^а^+г <{г + 1)1/2 2 4 , (3.7) 
г г-г<}<1 \ г = 1 / 

/ п \ 3 / 2 

а^а^ай<2(^+1)1/2 2 4 . (3.8) 
\ 1 = 1 / т.ах{}-%,к-})=г 
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/ п \8/2 
2 а̂ а̂ ай < 2 (г + 1)3/2 ^ а| , 

/ п 

2 (ага^) ... {ЩЩ) < П (Ьд + 1) 2 4 
о^^к-Ч-^Ч 

к=1,...,р 

(3.9) 

(3.10) 

Теперь мы можем приступить к доказательству требуемых нера­
венств. Сначала докажем (3.2). В силу (3.4) и (3.8) можно считать 8>А. 
Положим 

^к= 2 и^гр к =2, ,.,,8. 
7=1 

Давайте оценим Д . Если 5 четное, то 

^^2огй^г-1-г 
г ^ ^ < : . . . < г ^ ^ _ 2 < г ^ + 1 < . . . < г 8 ^ 

г д - г д _ Х « ' ' . д = 2 , . . . Л - 2 , ? 1 + 2 , . . . , 8 . 

В силу (3.4) И (3.10) находим, что 
/ П \ 8 / 2 

/ , < 4 ( г + 1)̂ ''̂ -М 2 4 . 
\ г = 1 

Из последнего неравенства следует (3.2) при четных 5. Случай нечетного 
5 отличается тем, что, оценивая Д , нужно выделить не пару ^ г ^ _ 1 ^ г ^ » 

а тройку '^г/г-г^г^-х^гй {^-^^ ^^к-1^Ч^^к + 1' ^^^^ к = 2) И ВОСПОЛЬЗО-
ваться вместо неравенства (3.4) неравенством (3.7) (или (3.6)). 

Теперь докажем (3.3). Если 5 четное, то неравенство следует из 
(3.10). Если 5 нечетное (в силу (3.9) можно считать 8>5), то 

2 П^ ,̂< V 

Чгз=Дп,3,г) 
п 
.7 = 1 

2 П-ь-
3=1 

Из последнего неравенства, (3.9) и (3.10) следует требуемый результат. 
Лемма доказана. 

Лемма 3.2. Пусть к, 8, ^^N, 2^ к ^8, д>0, 8а ̂ 6, х< б. Спра­
ведливы неравенства 

п 
1=1 1+и 

^-••(^+-\г + 1у-'Ь, (п ,б ) . 

2 
к-1 
п 
7=1 

3 
т т и 
}=к 

< сЬ^ (п, б). 
9Л 

где р,= {8 + х)/{}1-1), дп = (8 +х)/{8 •-к+I), с {8УА)'^''+'Чг+1У-\ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем справедливость первого неравенства. 

Так как 1 « 1 . . . [ ^ 1/5 2 I 1̂  то 
г = 1 

п 
1+и А = 1 1 1 + и -
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Имеем 

1 + и 2 1^ 
г8=Дп,8.г). 

< 5 - 1 / ( 1 + и ) 2 2 111р Г 1х+и + 1)^'^ = ^"'^'^"^ + 1)*-^ (П, б), 
?г=Х р=1 

так как |1|рГ1+,<Ц|2р|11:+б. 
Теперь докажем второе неравенство. Положим а=={Н—1)/8, Ъ = 

= {$ — к + 1)/8. Применяя неравенство Гельдера, мы получим 

2 
Чведп.в.г.Л) 

/1-1 
П 
3=1 

п 
9/1 

, 2 
\г.= 1(.71.8,г,к) 

Л - 1 

П 
1/а\ 

Рк } 

X 2 
\х^^Цп,8,г,к) 

X 

1/Ь\

(3.11) 
9Л 

Заметим, что в силу условий доказываемой леммы 
к-\ 

ПI ц 
3=1 ^ 

П 
7=Л 

1/а 

9Л 

Л - 1 

п 
3=1 

е 

п 

1/а 

1/Ь 

1 + У 

1+У 

(3.12) 

(3.13) 

где у = ар^ — I = Ьд^~ 1 = хЫ < бЛ. Учитывая (3.12), (3.13) и оценивая 
сомножители в правой части неравенства (3.11) так же, как и при дока­
зательстве предыдущего неравенства, мы получим требуемый результат. 
Лемма доказана. 

Лемма 3.3. При любых 6 ^ 0 , 2 < ^ < со справедливо неравенство 
^^(п, б ) < ( ( ? Л д , б))'^-. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать, что 
ЬМ, б) ^ (<?.(«, б ) ) ' / - . 

Так как мы имеем 
Е\XУ\<{Е\X\п^^ЧЕ\У\^У'% 

если только г, 5 > О, 1/г+ 1/» =^ 1, то при 

1/р + 1/д^1, р,я>0, 
(3.14) 

мы получим 

Ьг{п, б ) < 2 (Е11гГР^ '+*ЧЕигГ^У' ' '^* " ' '^ 
г=1 

Применяя неравенство Гельдера, мы находим 
/ п \1/а / п \1/Ь 

Ь Л б ) < 2 (Е 1 Г" Г'^^'^'^ 2 ( Е и , Г У ' - ' ^ ' ^ , (3.15) 
\,г=1 / \ г = 1 / 

1/а-Ы/6 = 1, й, 6 > 0 . 
Пусть справедливы неравенства 

л:/7<й) + б, 1;д<2 + б. (3.16) 
Тогда 

{п, б) < ( 2 ( Е I I , |»+бр'('4-б)(а,+ а) '̂̂ '̂  ^ 2 (Е | ^уьт*+бК2+б)у\ 
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Для доказательства требуемой леммы нужно, чтобы выполнялись соот­
ношения 

х1а со 
(* + 6)((о + б) 

Р1Ъ 2 
+ б) (2 -Ь б) 2 + б ' 

1 /а + 2/сйЬ = г/со. 

( 3 . 1 7 ) 

В итоге для доказательства леммы достаточно показать, что сущест­
вуют такие положительные х, V, р, д, а, Ь, что выполняются соотношения 
( 3 . 1 4 ) — ( 3 . 1 7 ) . Это проверяется элементарно. Лемд1а доказана. 

Теперь мы можем непосредственно приступить к доказательству 
теоремы. 

Введем обозначения: 
/ р \ 

х\\
\ г = 1 / 

1/2 
, X — {Х1, • • • , Хр), ^} 

={1^^\, / = 1, • • м п, \А \ мощность множества А. Для всяких 
конечных подмножеств натуральных чисел А м. В говорим, что А<В, ес-
ли х<у для любых-л; ^А и у^В. Через Л̂^ = (Л''1, . . . , Л̂ () обозначим на­
бор непустых подмножеств из { 1 , . . . , г} таких,'что N^<N^_^.^, 1 = 1, . . . 

. . ^ — 1, ж и V̂̂  = { 1 , . . . , г}. <2* есть совокупность всех таких наборов 
1=1 

—> —> -» 
Л'̂  при фиксированном ,̂ 1 ^ ^ < г. Через / г ( ? г ) обозначим вектор 
(/1, . . . , 7г) (соответственно (^1, . . . , д^)) такой, что 7 ь ^ { 1 , . . . , п) (д^^ 
е { 1 , . . . , р}), к — . . . , г. Через е обозначим перестановку множества 
{ 1 , . . . , г). В дальнейшем также будут использоваться обозначения ( 3 . 1 ) . 
Положим 

/ = { /г : ] \ к+и А; = 1, . . . , г - О, 
/ г = {]т: из 8(А;) < е(^) следует Д < /», 1 ̂  А;, 1 < г), 

—• 

= {дг. дг^гк) = де(2й-1), А; = 1, . . , , г / 2 } . 

Пусть 51г обозначает класс всех функций Л'̂  из / в ^^. Через Л'̂ й(7г) обо-
^ —̂  

значим к-е слева множество в наборе N^{}т)^^^. Положим для всякой 
перестановки 5 е ( Л ^ , ) = 2 2 П 

к=1 
Е ( • п ^ ; 

I 

р ( Л Г , ) = т т | # , 1 , Р(Л^,) = тахр(Л^Л/г ) ) . 

Сделаем несколько замечаний. 
1. %^ состоит из одной функции которая каждый вектор / г ^ / 

переводит в единственный набор У̂1 = ( { 1 , . . . , г}). Следовательно, для 
всякой е 

1=1 г в л ^ 1 ) = 2 2 -» —» 

2. Нетрудно видеть, что в силу построения 

^ 1 > . . . ^ г = 1 9 1 , . . - , 5 г / 2 = 1 

^ ( 9 г / 2 ) е ( ^ 2 ) ^ 
- • • ^Зг-1 ^Зг < 2 2 2 Р р(5г/2)р(9г/2)^(5г/2) 

' ' ' ^•''•-1 ^Зг-1 ЪЗг 
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Ли) 
н 

=̂̂ V̂ ,(̂ ,) 

а 

(3.18) 

О, 

(преобразования /г в соответствии с перестановкой е) 

< 2 2 2 е П 1 < 

В итоге имеем 
Е | 5 п | Г < г ! тахЯе(Л^1). 

8 

3 . Если р(Л ' 'Д/г)) = 1, то для такого /г 2 П 

так как Е|̂ ^̂  = О при 1 ^ / < гг, 1 < I < р. 
4 . Если_ '̂̂ (]У,) = 1, то Я,(]У1) = 0. В частности, так как ^{N^/2+1) = ! 

для всякой то 
5е(Ж;2 + 1 ) = 0 ( 3 . 1 9 ) 

для всех функций N^/г+^ и всех перестановок 
5. Идея доказательства теоремы заключается в построении по каж­

дой функции ( ^ г/2, функции не зависящ&й от 8 и такой, что 
вл^,)^вл^^+о + сИ, • ) , ( 3 . 2 0 ) 

где сЦ, •) в калгдом из случаев ( 2 . 1 ) , ( 2 . 2 ) , ( 2 . 7 ) , ( 2 . 8 ) отличается от 
правых частей соответствуюн^их неравенств лишь на константу, завися-
и;ую от { и г. 

Сначала построим по функции N^, 1^г/2, функцию N^+^. Зафикси­
руем вектор ]т^1. Пусть ему соответствует набор {N1, . . . , N^). Пололшм 
для всякого конечного подмножества натуральных чисел (если Ы 1 ^ 1 , 
полагаем Н{А) = 0 ) 

Н{А) = т а х т т ! ^ — г/|, /г(Л) = т а х { д : е 4 : Зг /еЛ, х—у = Н{А)), 

^Ш = {х^Аг. х<иА)}, г{А)={х^А: х>Ш)}. 
X 
Далее положим 

-* 
( 3 . 2 1 ) 

-» -» 
V = V Иг) = т а х Н {А^), к„ = к^ ( /г) = тт{к: Н {А^) = V, ! 1 > 1 } 

(так как 1^г/2, то суш,ествует такой, что |-^?г1|>1)- Пусть Л̂ й̂  — 
множество тех номеров из М,^^, которым соответствуют числа из Ж Л̂̂ ^̂ у 
Соответствеппо -Л̂ ;,̂  — миожество тех номеров из ^^о^ которым соответ­
ствуют числа из ^{^ко)- По построению каждое Л̂ о̂ и не пусто и 
^ко'<^к^ (если 1^,^^ = 1 , то построение очевидно). 

Осталось положить 

Функция ^ (̂+1 построена. 
Теперь перейдем к оценке разности ВЛ^г) — ВЛ^^^^С)- Поскольку 

|!а1 - 1611 =̂  ! а -6| , . то 

(л^) - В, (̂ Ун-х) < 2 2 П Е П 

— Е ц е ! : ' * ] е 

о / 
п . . I] 

о / 
('г̂ )̂  
г 

, , ( 3 . 2 2 ) 
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где У̂й, А;о, N'^^, N1 зависят от Заметим, что в (3.22) только такие 
слагаемые отличны от нуля, для которых 

М^'Д/^) )>1. (3.23) 

Зафиксируем вектор у,-, удовлетворяющий (3.23), и оценим оставшуюся 
сумму (индекс зависимости ко, N^^, от и опускаем). Положим 

кФк, 
X 

X Е п 
: ( 9 г ) \ - Е (90\ 

Наша цель оценить Т^. Рассмотрим сначала случай р. с. п. 
Лемма 3.4. Справедливо неравенство 

Ге<2ф^^^1(.) П е ( П \Щ] ( П \\Ь [ П \гн 

где 1/р1 +1/^1 = 1, р1, ? 1 > О, V определено при построении N1+1 
{см. (3.21)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нетрудно заметить, что достаточно ограни­
читься случаем, когда Е> ^ — простые случайные величины, причем мож­
но считать, что 

2 ^ ( / ь г 1 , « ) ^ ( Л ) , ^ е л ^ „ к ф к „ 

.(5г) (3.24) 

йе2 

где X , У, 2^ — некоторые конечные подмножества натуральных чисел, 

^а1'^а2 = -̂ 61̂ 62 ^й1^2 ^- Ф> если «1 Ф Оа, 61 Ф &2, 0̂1 ^ ^2- Подставляя 
(3.24) в выражение для Т^, после простых, но технически громоздких 
вычислений мы получим 

^ П Р { \ ) \ \ Р { в ^ с ^ ) - р ( Я , ) р { С а ) 1 ^ 2 Ьг(«, ъ,а, 1 ) , 

где а («1, . . . , ай^_1, а^^+г, .'.., а1), Ь^{а, Ъ, Л, дг) = Ц I ^ ( / г , 91, &) |Х 

X П 1 ^ ( / ь д ь ^ ) 1 П П | ( ^ ( А , ? ь « й ) 

Давайте оценим 2 -̂ е («, )̂ ??•)• Забудем на время про зависи-

мость функций "Ф" от а, 6, с? и вспомним, что на множестве Ме справед­
ливы равенства де{2Л) = де(гь-1), А: = 1, . . . , г/2. Исходя из этих соображе-



НИИ, мы находим, что 

1 ' е ( а , & , ^ , ? г ) - _ ^ 2 Ц|Ч^(/г,?г, •)! = 

(вспоминая неравенство Коши — Буняковского и учитывая, что переста­
новка есть взаимно-однозначное отображение) 

г/2 р / Р \1/2 
= П 2 1 ^ (7е(2«, ?, •) ^(/в(2/с-1), д, •) 1 < П Е (/Ч. ?, •) -

Положим 

•гел̂ ^ \д=1 / 

\Я=1 I 

•=0 
Вспоминая про зависимость Ч*" от а, 6, учитывая, что 2 ^%Уз = 

= 2 2 ДЛЯ ВСЯКИХ конечных множеств л и 5 , мы получим 

Т'е < П ( 2 ^ (а, А:) Р {А^\ ^1 (&) ̂ 2 (̂ ) I Р ( 5 ь С , ) -Р ( 5 , ) Р (С,) |.. 
ь=1, 1ае.х ] ьеу,йе2 

Учитывая, что в силу построения 

и используя технику, приведенную в лемме 1.1 [18] , мы находим 

2 Р ( Л ) ^ ( « . ^ ) - Е ( П 111.ч|У • 

2 Я1 (&) ^2 (^) 1 Р ( 5 б ^ ) - Р Р (С,) I < 2ф̂ Р̂1 (1̂ ) Г П 11, 1̂ X 

X 

где д 1 > 0 , 1//?! +1/^1 = 1. Из предыдущих формул и неравенства 
для Ге следует требуемый результат. Лемма доказана. В случае нера-

" ^ ' ь . ^ Чх-\'^к^\\\К\т 
. В случае (2.7) нужный 

"о 
3.22 

венства (2.1) лемма 3.4 с Рх^\^щ\\ 
отправной точкой при исследовании 
нам результат мы получим в нижеследующей лемме. 

Лемма 3.5. Цля всякого х'^т справедливо неравенство 

Г,<2ф1-(-1)/М1 ;)П П ^^'"\1нТ-

Д о к а з а т е л ь с т в о . При кФкщ имеем (ибо х'^Ш^\) в силу не­
равенства Гельдера 

(3.25) 
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Положим Я\ х1 , = дУС! — дС) и заметим, что 

+ 1/?! = 1, Рх, ? 1 > 0 , - / ? Г ^ < 1 - ( г - 1 ) / х , Рх Л^^ < х . 

Снова в силу неравенства Гельдера 

Ч Ц II < Ц Е^'11.^Г 

(3.26) 

«1 

Из неравенств (3.25) —(3.26) и леммы 3.4 следует требуемый результат. 
Лемма доказана. 

Теперь перейдем к оценки Г. в случае с. п. В силу неравенства 
Ю. А. Давыдовг^ [27, следствие; 23, Арреп(11х] 

Е 

<6а^- '̂'̂ 2-^^^2(1;)| П п Й (5г) I 

где />2, ^ 2 > О, Ург + 1/^2 ̂  1. Учитывая, что 

|Л /Л = />'-/2 и |Й'М<11^^!1, 7 = 1, ^ = ! , . . . , /> , 
мы находим в случае неравенства (2.2) 

к=1, \ге1Уд 

X п ц , (3.27) 
/ 3 

где = (IЛГ,„ I + 6)/| Лг;̂  |, = ( I Л ,̂„ I + 6)/| 
В случае неравенства (2.8) аналогично лемме 3.5 получим 

Ге < 6/?'-/2а1-'-/̂  (1̂ )11.11 Е^'* I 
к=1 ШNи 

(3.28) 

Итак, на основании лемм 3.4 и 3.5, неравенств (3.27), (3.28), (3.22) мы 
получили: 

к (2.7) 

ВА1^г)^6Л^г+г) + 2_^2 с^^'^'^-'^^Чи) А{Ь, ]У„ /V, 1); (3.29) 

к (2.8) 

В, {Щ < В, (Ж,+х) + бр'-/^ ^2 а ! - / - ( I ; ) А {{, N„1, I ) , • (3.30) 

к (2.1) 
В,Фг)<В,фг+г) + 2 2 Ф ^ М ^ ) ! ! Е ( П Ц?.', 

к=1, \г^Nь 
О кфк^ ^ 

X 

X 
I 

(3.31) 
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к ( 2 . 2 ) 

к=1, \г^^ь 
X 

X ц э7г п ( 3 . 3 2 ) 

где Л(^, 7У„ Ю = П П Е^^" 1н 

^1 I ^''О 1/1 ̂ ^0 I ' Р2 = Р1 + б/| Ко [ 

Я2='Р2+ б/|-Л й̂о|- Отметим, что Ри Рг, да, V, ко, У̂̂ о» ^а'о 
сят от ]'г посредством N'^+^. 

Мы перешли к заключительному этапу доказательства. Нз^жно оце­
нить суммы, стояпще в правых частях вышенаписанных неравенств. За-
Л1етим, что в оценках, относящихся к ( 2 . 7 ) и ( 2 . 8 ) , стоит фактически 
сумма вида 

Л{ц,ъ)=_^-^ г, ( . ( / . ) ) П ь,., 

где цМ > О, Ъг ^ О и по построению (см. ( 3 . 2 1 ) ) 

Н ( { / - I е Ш^,^ вг))) = V {Ъ) = шт , ] ^ - ]у. 

в нижеследующей лемме приведена оценка для А{г\, Ь). 
Лемма 3.6. При сформулированных условиях справедливо неравенство 

Л [У], Ъ) < г]{а){а + \У''-А ( 2 Ъ^У^' 12'+^ (г - 1) С^!^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем N1 такой, что р(.Д^г) > 1. Поло­
жим |Л\ = к=1, I, 6; = О, г =̂  О, 1>п. 

I{N^,а,Ъ) = {^^^Iо•.N^{и) = N^, ко{1г)=-Ъ, V{^^) = а). 
Имеем 

-4(11,ь)< 2\(а) 2 2 2 П П ь,,. 
а=о 

( 3 . 3 3 ) 

в силу построения мы находим, что 

2 й 1 1 ь , , < ( 2 П Ч ^ Д 
^к \ 

7=1 

Применяя к отдельным суммам правой части предыдущего неравенства 
лемму 3 . 1 , получим 

к=1 ^^-N^ 

( п \г/2 
24 ( / 
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Подставляя предыдущее неравенство в (3.33) и учитывая, что 
^^^(]{N^: Р (̂ У̂ ) > 1} I ^ С11\, мьг получим требуемое неравенство. Лемма 
доказана. 

Перейдем к оценке (3.31). Зафиксируем Л'̂ (, а, Ь, к такие, что 
^(Ж)>Д, О ^ а ^ д - 1 , 1=^&<г , 1 ^ / г ^ |ЛГб1 - 1 (как и ранее, |Л̂ а1 = 
= 5й ^ 2). Пусть Д обозначает сумму в правой части (3.31), Положим 

/ фг, а, Ь, к) = [и- N^ (/.) = Л^̂ , к^ Цг) = Ъ, V (Г.) = а, \N'ъ\ к, 

N^^^{и) = {N^,...,N'ъ,N'^...,Nг)\. 
Имеем 

п - 1 < \^Ъ\-^ 

Я < 2 2 Ф^'''(а) 2 2 2 П{1^,к,^^,Ь,а), (3.34) 

где р,г == \1Уь\/к, дн = рЛрк — 1), 

2 П е Ш 

й = 1 Л=1 

В{1, к, N1., &, а) = 

X П 

В силу построения получим 

/ ) ( ? , / г , ] У „ 6 , а ) < / П _̂  2 Е П 
I I \ 
11 V^=1 

X 

п „ « 2 

I н 

Рк 
П I I . 

1к X . 2 
7з^е2(п,8й,а,Л+1) 

Применяя лемму 3.2 к отдельным суммам правой части предыдущего 
леравенства, имеем . 

В (^ Л, Nи 6, «) < (а + 1)'""' (1 Л̂ И " 1) П ^ з , ('г), 
/1=1 

где 5а ̂  2, 2 '̂ й = -̂ Из леммы 3.3 следует 
/1=1 

^^=1 
П / > . , ( « ) < П ( т а х ( ^ , ( ^ ) , / > п ) Г ^ ' = <?г (п). 

/1=1 

Стгедовательно, 
1'(г, /г, Л ,̂ 6, а) < (а+1)'-Н|Л/б1 - 1)(?г(п). 

Из последнего неравенства и (3.34) находим 

Я < 2С^1|^ (г - 1) 2 ф1 /^ (а) (« + 1)''"'<?г ( « ) . (3.35) 
а=о 

Пусть теперь обозначает сумму в правой части (3.32). Аналогич­
но, как при оценивании (3.31), мы получим 

< 2е''С\-ЛгН (г - 1) рг1<, аб/(г+б) (д) + 1 ) ' - -2^ 3̂33̂  
\а=о / 

Из (3.29) —(3.32), леммы 3,6, неравенств (3.35), (3.36) имеем: 
к (2.7) _ _ 

5е (]У,) < в, (ЛГ,4.1) + С^й! (ф, г, X) Л . . ; 
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к (2.8) 

к (2.1) 

к (2.2) 

В, (Ж,) (Л^«+1) + ^Р^'^С^г^а^ (а, г, х) Аг,^, 

В г т < В, (М,^,) + О (ф, г) ̂ ^ (п), 

В, < В, + ф^г^р'-'^Ь (а, г, 6) ̂ ^ (/г, б), 

где С<Д = «2*+'' (г - 1) С111, С\^1 = 2С*1|г (г - 1). 
Суммируя вышеприведенные неравенства по I: и учитывая (3.18) и 

(3.19), мы получим требуемый результат. Теорема доказана. 

4. Переход в моментном неравенстве Розенталя 
с пелотч) четного порядка момента на любой порядок 

Пусть задан набор о-алгебр ^ ~ {^гУ1^1 и сепарабельное бана­
хово пространство В с нормой ИхИ. Будем говорить, что набор случайных 
величин 11 = {'П1}"=1 согласован с В), если т), принимают значения 
в В, измеримы относительно и = 0, г = 1, . . . , п. Положим 

Ь{^,8,Ц)= 2(Е||г1,Г+Т '̂+*>, (4.1> 
г = 1 

6)=Ш, б, т]); 

^ ^ ' ' ^ ^ " ^ ( 1 ^ , 6 , 11), 1 < ( ; < 2 . 

Лемма 4.1. Пусть для всякого набора случайных величин Ц — {'^^г}^=1^ 

согласованного с В), справедливо неравенство 

Е 
п 

г=1 
11г < С ( ? ( 1 7 , б. Л), 

где с> 1, 6> О, у ̂  1. Гог^а для всех Ь таких, что 1 < * < у, и всякого» 
набора случайных величин ф = {фг}?=1, согласованного с (^, В), спра­
ведливо неравенство 

г 
Е 

п 

г = 1 
<сг.16'.<?(г, б, ф). 

З а м е ч а н и е . Из теоремы 2.3 и леммы 4.1 следует справедливость 
теорем 2.1 и 2.2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 4 . 1 . Положим 
^ = ^ { ^ , б, ф), у == ф< = + 

Ч ,̂ = Г , - Е П , Т1,= У , - Е 7 , , Г, = ф,/(11ф,11 
Г,- = ф./(11фД> I/), г = 1, л. 

В силу неравенства выпуклости мы имеем 

у), 

Е 
п 

I1Ф^ 
1=1 

< 2 <-1 Е 
1=1 

+ Е 
п 

2т11 
1=1 

Применяя последовательно неравенства вогнутости и выпуклости, по­
лучим 

п / п 

Е < Е < 
1=1 \^=1 1 

< 2 - ' 
л *5 \ 

Е 2(|г1,р-Е|п,Р) 
1=1 

+ 2 Е | Л г Г 
\1=1 
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в силу неравенства Ляпунова 

» = 1 \ В ' 
В итоге иы имеем 

Е 
п 

1=1 

2(11г1,р_Е||г1,1Р) 
/ п 

+ 2 Е И , р . (4.2) 
\ г = 1 / / 

Пусть 2 , = «(Ит],!!'̂ " — Е11т1111'̂ ''), 1 = 1 , . . . , п, где е — единичный вектор в 
5 , 2 = { ^ г } ? = 1 , ^ = { ^ г } ? = 1 - Нвтрудно видсть, ЧТО 2 И согласованы с 
(^, В), и мы можем воспользоваться данным в теореме неравенством. 

Оценим последовательно все члены в правой части неравенства (4.2). 
в силу условий теоремы 

е | 2 <с.<?( ! ; , б, П 

А. Оценим Ыи, б, Т ) . Имеем 

Ь{р, б, ^ ) - 2 (Е1Ч',Г+*) ' ' /< ' '+*^<2'2 (Е|7'.|^''+<»")''/(''+б)«, 
» = 1 г = 1 

1'(< + б) . ^ 
где и = ^ !• Следовательно, 

.̂||(г+в)« ^ г/((»+«)>'-('+«))Е11ф.-11'+*, 

^(у, б, 2У"'""'^""^'^'^^^""''^ Ё {щыГУ^'^<2''^^^^, б, ф))''^ 
1=1 

Б. Пусть 1 ^ ^ < 1 ; < 2 . Тогда ^{V, 8, Ч^) = Ш, б, Ч )̂ и, следова­
тельно, 

Е 
« 4 = 1 

с.2^((?(^, б, ф))"''. (4.3) 

в . Пусть ^ < 2 ^ у . Учитывая А, б ) = ^ ( 2 , б, Ч )̂ 
< б, ф))*^', мы получим 

^{V, б, ч ' ) ^ 2ч^{^, б, ф)) ' / ' , 
т. е. верно (4.3), 

Г. Пусть 2 < г < у. Нетрудно видеть, что 
п 

В (^, ё) = 2 ( Е | Ч'.|2+е)̂ Л2+«> < 4 2 (Е1 г , < 
1=1 { = 1 

Следовательно, учитывая А, мы получим (4.3), 
Перейдем к оценке второго члена в правой части (4.2). В силу ус­

ловий теоремы 

Е 2 Щ < С - ( ? ( У , б, 2 ) . 
1=1 У 

А. Оценим //(у, б, г). Имеем 

» = 1 
Ь {V, б, 2 ) = 2 11Л4 Г - ЕII % 1*/' 1'+*) < 2 ^ 2 ( Е I Л| ||«^+«)/'')''/(''+^)^ 

1=1 
П 

1=1 
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Пусть и = -т-Ц-^тгг- Тогда, так как и> I , мы имеем 
и- ~г о м 

I {V, б, 2) < 2" + * 2 (Е I ||«''+б)и/г.) /̂(« + б)и _ 

= 2'+\^ (Е|| ^ 2''+'(?. 
г=1 

Б. Пусть 1 ^ ? < 1 ; < 2 . Тогда ^ { V , б, 2) = Ь{Р, б, 2). Следовательно, 

Е 2 2г 
г=1 

с.2'+'.^{^, б, ф). (4.4) 

В. Пусть I? ^ 2, ^ ^ 2. Поступая так же, как и при оценивании 

Ыи, б, 2) , и учитывая, что п ^ 2 ^ б ) ^ 2 1 ' ^ г Г < 2 1 "И 
' 2=1 \г=1 / 

/Л 5г 1, мы получим 
п 

В (2, б) ^ 4(1+*''̂ ' 2 (Е II У{ |р4б)/г)^2/(2+б) ^ ^(1+*/с)^(«2+6)/в-«+6» ^ 

Х 2 (Е|ф,|Г«)^''<^+^Ч4^^+'^''^^^^^ 

г=1 

1̂ 1 Следовательно, 
^ { V , б, 2) = шах {Ш, б, 2), ( / ) (2, б))"/') ^ 2''+'(?(?, б, ф). 

Тем самым в этом случае (4.4) доказано. 
Г. Пусть 2 < ;̂  у. Оценку ^{V, б, 2) мы уже провели. Оценим 

/ ) ( 2 , б). Имеем 

/ ) ( 2 , б)<4'^+*'^^2 ( Е |1Г,р+^> 'Т^^+^)< 
г=1 

4(1 + </г.)^2(*/г,-1) 2 (Е II ф| ||2+«)2/(2 + б) ̂  4(1+//г,)^2/г_ 
г=1 

Следовательно, и в этом случае: верно (4.4). 
Оценим последний член в правой части (4.2). Имеем 

2 Е|1г1^|р<2 2 ЩУ^Т<2^^^"-^^Ъ (ЕЦ ф, < 2(?^^ 
1=1 г=1 г=1 

Следовательно, 

2 '"^ 
\г=1 

< 2 ^ ( ? ( г , б, ф). (4.5) 

Подставляя (4.3) —(4.5) в (4.2), учитывая, что с ^ 1, после элементар­
ных вычислений мы получим требуемый результат. Теорема доказана. 

5. Неравенства типа неравенств Колмогорова для мартингалов 

Пусть 

Р(0 = Р ( ^ Р , 9 ) = зир 8 и р 1 ^ | ^ 1 Щ 1 , 

где э̂, д > 0 , 1/р + 1 / д ^ 1 . Пусть 1 = р/{р-\). Тогда Ь> 1 и 
оо 

= 6 ^ 0 . Положим 8 = 8 (р, д) = 2 Р (^ Р> ?)• 
1=1 

Теорема 5.1. Справедливо неравенство 
Р С тах 1 5И > :с\:-'Е 1 8п (О (1 + е) + (п, б) е (1 + 8)'а2 (О, (5.1) 

\1<«ь<п ; 
где аМ) = тах (1 , 2/^), а2(*) = (г - О'-'а^ЧО. 
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Пусть т] е Мх, ^ е а, & > 0 , 1 / а + 1 / & < 1 . Имеем ([18, лем­
ма 1.1; 25, с. 1028; 31; доказательство с вещественного случая на сепа­
рабельное гильбертово пространство переносится элементарно) 

|Е(т1, |) - (Ет1, Ег)\ 2<р*/Че)11т1!1а1|11ь, 
т.' е. 1̂ (1, р, д) < 2ф'^^(1). При тех же ограничениях и Я = [27, след.-
ствие; 23, Аррепйхх] 

|Е(г1, | ) - ( Е т 1 , Е|)| <%тШ)У-"''-"'\ц\а\1\ь, 

т. е. р(1, р, д) ^ бт^аШУ'^'"'^'^. Следовательно, мы получили 
Следствие 5 .1. При %>1 справедливо неравенство 

^(т&х\3и\>х]^ х-^Е \ 1 '% (1) (1 + е )̂ + х-% (п) 81 (1 + 81) ( 0 . 

и < . < п ) ^^^^ 

г5е 81= 2 2 Ф^*"'̂ ^*(0-
Следствие 5.2. Пусть Н == Я" . При ^ > 1, Ъ>0, справедливо нера­

венство 

Р С т а х 1 5 И > а ^ К ^~*Е I Г% {г) (1 + 8̂ ) + х'^Ц {щ б) (1 + 82)*% {I), 
^ (5.3) 

оо 
где 8, = Ы (8 ( а , б) - 1) = б/тг 2 а'̂ '''̂ *+*^ (/с). 

Неравенство (5.2) хорошо действует при 1^2 (при переходе к по­

следовательностям фактически требуется сходимость ряда 2 ф̂ ''̂  (О 1* 
г=1 / I 

Но в зоне 1 < ^ < 2 оно действует плохо, поэтому в разделе 6 будет при­
ведено неравенство, более удобное для наших целей, причем доказатель­
ство основано на срезке и неравенстве (5.2) при ^ = 2, что приводит 

оо 
опять же к ряду 2 ф̂ ''̂  (О- То же в некоторой мере относится и к не-

г=1 
равенству (5.3). Заметим, что иногда (особенно при исследовании пре­
дельных теорем типа усиленного закона больших чисел) лучше исполь­
зовать результаты, позволяющие перейти с моментного неравенства для суммы (типа Е 2 

1=1 

/ п \ р/2 
2 а! , /7 > 2) па моментное неравен-

\г=1 
р 

Е т а х 
1<А<п 1=1 ^г=1 / 

с 
ство для' максимума частичных сумм (соответственно к 

р/2 
, Р > 2 ) 

(см. 28, там же можно найти библиографию, связанную с этим направ­
лением). Неравенство (5.1) обобщает неравенство Колмогорова для мар­
тингалов (см. [29; 17, гл. 7; 30; 26, с. 331]; название взято из [31 , 
с. 137—138]). Несколько иные подходы, связанные со своими конкрет­
ными задачами, см. в [6, лемма 4.1.2; 32; 34; 33, лемма 3]. В случае 
1 ^ ;̂  ^ 2 близкие результаты получены в Г35]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5 . 1 . В случае ^ > 2 будем ис­
пользовать неравенство 

\8^^>\8к\Г-\-г\8^\'-К8,, 8г.-80, (5.4) 

в случае 1 ^ ^ < 2 — 
Ш'>2Н{Ш* + гШ-Ч8^, 8^-80). (5.5) 

Доказательство (5.4) и (5.5) с;ледует из элементарных неравенств 
(1 + у ) ' > 1 + а у при 1 у 1 < 1 , а > 1 и {\ > а{\ при 1 у 1 ^ 1 , 
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о ^ а < 1 и тождества 
3'п = 31 + 2 {8и, 8п - 8^,) + {8п - 8,)К 

Доказательство (5.1) приведем только при ^ ^ 2 , ибо при 1 < * ^ 2 до­
казательство аналогично. 

Пусть В,, = {\8^\ X, \8{\ X, г = 1, . . . , к — 1}. Так же как и при 
доказательстве (5.1) Колмогоровым в случае ^ = 2 и независимых сла­
гаемых (см. [29, с. 310—311; 17, с. 99—100]), из (5.4) мы получим 

Е1 1' > 2 Е ( 1 1 ' / (Б,) ) - ^ 2 Е ( 1 5 , Г ^ / (В,) ( 5 „ 8п - 5,)) > 
к=1 й=1 

п—т—к 
> (О — ^ 2 2 Е (фА, 

где со = ' 2 е ( 1 5 ' И * / ( 5 , ) ) , ф , = 1 5 , Г ' 5 . / ( 5 / . ) . 

Учитывая, что ф& е Мх, мы получим 

Е 1 > со - ^ 2 ' "2 Р (/) ( Е 1 8 , II %. 

к=1 }=1 

Переставляя суммы и применяя неравенство Гельдера, находим 
Е\8^'^^(д-^е(^^''Ч^^Ы, Ь)У'\ 

Воспользуемся элементарным неравенством 
ху < С'х^/а + с-''г/7&, 

где 1/а + 1/& = 1, х, у, а, Ъ, с>0 (ибо р, д > О, 1//? + 1Л = 1 ) . 
Имеем 

Е\8п\'>(й{\ ггс"/р) - (га, б) с ~ ' , 

но 00 ^ ж*Р (' т а х | б'?̂  | ^ ж .̂ Следовательно, 

Р( тах \8„\^х\^{Е\ + гЦ{п, 6)с-')х~*(1 - гес7^)'^ 

Выбирая подходящим образом с {с^ = г{1 + в)/р), мы получим требуе­
мое неравенство. Теорема доказана, 

6. Аналоги неравенства Нагаева — Фука 

Дополнительные обозначения взяты из разделов 4 (см. (4.1)), 5. 
Лемма 6.1. Пусть для всякого набора случайных величин ц = {'П{}7=1, 

согласованного с ( ^ , В), справедливо неравенство 

^x^^x~^^с•^{^, б . Г]), 

где 1"^ \, с ^ 1, Тогда для всякого набора ф = {фг}?=17 согласованного 
с (^, В), при 1 ̂  а> ^ ^ справедливы неравенства 

к 
V т а х 2 Чг г=1 

г5е (й < 2, м 

Р ( т а х 

/ п 

т а х ^ фг =1 -^х ^ фг =1 1 

1 
> < 3 - 2 ' . с 

1 / 

:^3'2*-а: '^•с--^ (о), б, ф), 

3 .2 ' . с (а ; - " / , ( (о , б, ф) + (1)(ф, б ) :^ -^^ ) , 

е^е © > 2. 
Лемма 6.2. Пусть V > 2. Если при всех Ь таких, что 2^1 для 

всякого набора ц — {11^^?= согласованного е (^, В) справедливо неря' 
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венство 

Р т а х 
г=1 ••х с^•^{^, Ь,у\)х \ (6.1) 

где Сг > 1, то для всякого набора ф = {фг}?=1, согласованного с (^, В), 
при всех 61 > 1/2Ь справедливо неравенство 

/ \ 

р т а х 2 фг 2 фг 
/ 

< 4*с^а;-*Ь (г, б ,̂ ф ) + 4''с,х-" (2) ( ф , 6))"̂ =̂ . (6.2) 

р шах 2 Фг 
г=1 
2 Фг 
г=1 

Лемма 6.3. Если справедливо (6.1) при всех 1'^2 и с%КА{Ы)^\
при всех I ^ 2, 61 ̂  ^/26 

>а ;^<4*С4ж "*Х(г , 61, ф ) + 

+ Л ехр - ре-^Ь-Ч-^'" {хУВ (ф, б))^^'^). 

Из теоремы 2.1, лемм 6.1—6.3 и следствия 5.1 в случае р.с.п. сле­
дует 

Теорема 6.1. Справедливы неравенства: 

1) Р ( т а х 1 I > с^а^ (ф, ^^) (п) х-^, (6.3) 

где 1 ^ г ̂  2; Сх — абсолютная постоянная; 

2) Р ( т а х I 5ь I > я ; ) < с^а(ф, ^) а^(ф, 2) {Ь^(п)х'"' + В\ьХ-^), (6.4) 

где 2^V ^1^, Сг зависит только от I; 

3) Р ( т а х 1 6"̂  I > сзх-'^г (п) + ехр (— с^ {хЮпУ'^), (6.5) 

где ^ ^ 2, ф ( 0 ̂  Лд', О < < 1; Сз, С4, зависят от Л, д. 
оо 

Положим е (а, б) = 2 аб/^«+б) (1), 

Из теоремы 2.2, лемм 6.1.—6.3 и следствия 5.2 в случае с. п. следует 
Теорема 6.2. Пусть Н = В^ и б > 0. Справедливы неравенства: 
1) Р ( т а х 1 ,̂1 ^ссХсчЬДга, б)ж-*е'+Ча, г, б), (6.6) 

где 1 ^ ^ ^ 2; Су зависит только от р; 

2) Р ( т а х 15-Л > ж ) < с,& (а, б) {Ъ (а, ,̂ б) -Ь 8̂  (ее, #, б)) (/г, б) + 

-|-1)?,(б)а;-0, (6.7) 

где 2<V Сг зависит от р и 1\ 
3) Р ( т а х I I > с^х-^Ь^ {п, б) + с^ ехр ( - с, (х/В,, (б))1/з), (6.8) 

где 1;>2, аИ) < Ад\ ̂  д < 1; Сз, С4, сз зависят от р, I, А, д, б. 
Из теорем 5.1, 6.1, 6.2 нетрудно получать достаточные условия для 

справедливости усиленного закона больших чисел (у. з. б. ч.) и сходимо­
сти рядов. Выпишем некоторые. Полол г̂им 

г{1) = т ш ( ^ , ^/2 + 1), 1 ] ^ ^ . 

Следствие 6.1. Пусть 1^ \. Если а(ф, ^)< <» м 2 Е ||„ |*п-''«) < ; оо^ 
п = 1 

то 8п/п О п. н. 
Следствие 6.2. Пусть Н = ДР и г> \. Если ЬЬ, б) < О, е(а, I, б ) < 

ОО 

< О и 2 II !|*+б 'г-'-(') < оо, 7-0 8^п -^0 п.н. 
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Следствие 6.3. Здесь Е г̂ могут и не равняться пулю. Если а(ф, 2) < 
< оо 1̂  сходятся ряды при некотором с > 0: 

Е Р ( 1 г 1 > с ) < 0 0 , 
г=1 

2 Е а ^ / ( 1 Е ^ 1 < с ) ) , 
1=1 

2 ^ ( Е ^ / ( 1 ё г 1 < с ) ) < о о , 

г = 1 

00 
г = 1 

ТО сходится ряд 2 ^- ^̂  
г = 1 

Следствие 6.4. Если для некоторого б 5= О 

2, 2 + б ) < о о , 
г=1 
оо 
2 (Е||П2+*)2^^^+*^<оо, 

1=1 

со 
то сходится ряд 2 ^- ^• 

1=1 Неравенства (6.4), (6.5), (6.7), (6.8)^ имеют общую природу, связан­
ную со следующим неравенством, известным в случае независимых сла­
гаемых и которое называется неравенством Нагаева — Фука (см. [36, 
следствие 41; название взято из [37, с. 2211; библиографию см. [12]): 

Р ( т а х \8^\'^х)^с^1% (п)х-^ + 2ехр 
1<й<п 

Как видно, даже в самом лучшем случае (неравенство (6.5)) экспонен­
циальный член у нас хуже. Это следует из того, что мы идем от момент-
ных неравенств к вероятностям больших уклонений, а не наоборот (см. 
[16, 36]) . Близкие результаты в случае последовательности случайных 
действительных величин и К * =^ 2 получены в [35] на основе метода 
мартингального разложения. Есть еще один подход, связанный с аппрок­
симацией Беркеша и Филиппа [ 6 ; 22, РгорозШоп 3.1]. 

Следствия 6.1—6.4 являгртся обобщением некоторых результатов 
Колмогорова, Брунка — Прохорова о достаточных условиях для выпол­
нения у. 3. б.ч. и сходимости рядов (библиографию см. [38, 12, 14, 15]). 
В случае перемешивания близкие результаты получены в [32, 35] (см. 
также [39, лемма 4.2.4, АррепсИх; 22, РгорозШоп 4.1). 

Доказательство леммы 6.1 очевидно. Достаточно провести срезку на 
уровне X. 

Доказательство леммы 6.2 за небольшими исключениями аналогич­
но доказательству леммы 4.1, 

Для доказательства леммы 6.3 достаточно проминимизировать ди­
сперсионный член в (6.2), т. е. найти 

т1АА\-\Ьи)\П{<р, б)) 

Доказательство следствий 6.1—6.4. Пусть 

V/2 

Хг = тах ̂  2 1п г = 1 , 2 , . . . 

Достаточно показать, что в случае у .з . б.ч, (см. [40, 14]) 

2 Р и > е 2 0 < о о , (6.9) 
г=1 
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а в случае сходимости рядов 

2 Р ( ^ г > 8 ) < о о (6.10) 

для всякого 8 > 0. 
Для проверки (6.9), (6.10) нужно использовать «подходящее» нера­

венство из теорем 6.1, 6.2, 5.1. 

7. Формулировка результатов о скорости сходимости 
в принципе инвариантности для слабостационарных последовательностей 

с перемешиванием 

Пусть {1г}^1 — слабостационарная последовательность случайных 
величин с нулевыми математическими ожиданиями и единичными ди­
сперсиями. Положим 

к 

'̂ й ~ 2 ~ '̂/га, 8^ = ^̂  = О, 
1=1 ' 

считаем, что 
оо 

0 < а = Е ^ ? - } - 2 2 Е^1Ег<оо. (7.1) 
г = 2 

Через Т1„ обозначим случайную ломаную с узлами в точках (*й, 8ц{па)~^'^, 
через IV — стандартный винеровский процесс, Рп — распределение т]„ в 
С[0,1], а — распределение и? в С(0,1]. Че{)ез ЫРп, И )̂ обозначим рас­
стояние Леви — Прохорова между мерами Р„ и \\х\\ в С10,1]. 

Теорема 7.1. Пусть для некоторого Ь, 2 < * < 5 справедливо ф(А;) ^ 
'^Ак-^ Аг = 1, 2, где §:>}Ы){Ци)-1), м = (2 + 50/2(5 - ^), / («)== 
= 2 т т {к^N:2к> и}. 
Тогда Ь {Рп, Щ < сЦ^^'+^\) 

где с зависит от А, §, {, о. 
Теорема 7.2. Пусть для некоторого {, 2 < ^ < 5, справедливо а{к)^ 

^Ак-^, А; = 1, 2, где ё ' > т а х ( б Г ^ (") (/" (") + ^0, б^-^ (20 ( / (20 + ба)), 
г̂  = тах(2^ , (2 + 5 г ) / 2 ( 5 - г ) ) , : 61 = ^ - 2 , ^,==И-2}Ш+Ни) 
определено ранее. Тогда 

ЫРп, Ю < сЛ,«<^-'^/^"+^>, (7.3) 
где с зависит от А, §, I, а. 

Пусть е > 0. 
Следствие 7.1. Если {^{к)^Ад'\, к = \, 2, . . . , то при 

2 < * < 5 справедливо (7.2). 
Следствие 7.2. Если а(А;) ^ Лд", О ^ д < 1, к = \, 2, то при 

2 < г < 5 справедливо (7.3). 
Следствие 7.3. Если ф(А;) < Л.А;~'""+*̂ \ при 2 < / ? < 4 справедли­

во (7.2). 
Следствие 7.4. Если а{к) ^ Ак-'-'^^+^\ при 3 ^ г ^ 4 справедли­

во (7.3). 
Задача о скорости сходимости в принципе инвариантности была по­

ставлена Ю. В. Прохоровым [41]. Окончательный по порядку малости 
результат для 2 < ^ 3 и независимых слагаемых получен А. А. Боров-
ковым [37]. В [42] задача решена в случае независимых и одинаково 
распределенных слагаемых. В [43] доказана неулучшаемость оценки 
А. А. Боровкова. В [44] продолжен результат из [37] в зону 3 < ^ < 5. 
В [7] объявлено о решений задачи в случае неодинаково распреде­
ленных независимых случайных величин. В случае 2 < ^ ^ 3 и строго 
стационарного процесса с геометрической скоростью убывания коэффи-

69 



циентов сильного перемешивания {аШ ^ Ад^, О < д < 1) объявлено [451 
о достижении степенного порядка оценки (7.3) (ге< -̂'̂ /̂ '̂+*Чп п). Грубые, 
но достаточные для применения к законам типа закона повторного лога-
рифд1а оценки см. в [39, 46] . 

8. Доказательство теорем 7.1 н 7.2 

Доказательство теорем мы будем вести одновременно и поэтапно: 
1) относится к р.с.п., 2) к с.п. Заметим, что из условий теоремы 7.1 
заведомо ^>12, т. е. (р{кХАк-^^, аналогично а{кХАк-^'"'^'-*-^\з по­
следних соотношений автоматически следует, что ряд (7.1) сходится. До­
кажем две вспомогательные леммы. 

Лемма 8.1. Если {Цг}^! слабостационарна, [Ец^ц,] ^ А\] — 

где р > 2 , то вир Е — ап 
Л=1 / 

< о о , где а = Ег\1 + 2^Ег\1Ц^. 

1=2 Д о к а з а т е л ь с т в о . Из тождества 
/ п \  п  

Е 2  =  п Е ц 1 +  2  2  Елх'п^ (дг - / -Ь 1) 
\г=1 / }=2 

следует, что 
/ п 

Е 2 % 
\г=1 / 

— па < г а 2 1Е111Г1Л + 2 2 ( / - 1 ) 1 Е а д - | . 
}=п+1 }=^1 

Из последнего неравенства и условий леммы следует требуемое утвер­
ждение. Лемма доказана. 

Лемма 8.2. Если I Ец^ц^ К Л |/ - г | > 3, то 
к + 1 к+1+тп 

8ир 2 2 1Ет14Т1,|<оо. 
к,1,т г=к з=к+1+1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, 
к+1 к+1+т к+1 к+1+т I 1+т 

2 2 1 Е г ] , г 1 , 1 < л 2 2 | 7 - ^ Г = ^ 2 2 = 
г=к5=к+1+1 г=кз=к+1+1 г=0 }=1+1 

1+т I 

= Л 2 2 -^(^Ч- 1 — г < ' ' < ^ + "г — I) = 
г—1 г=0 

1+т I 1+т 

==А 2 г -р2-^(^* + 1 < ^ < и + » г Х Л 2 
г=1 и=0 г=1 

Следовательно, 
к+1 к+1+т оо 

зир 2 2 |Ег1^г]^КЛ 2 ' ' ^ " ^ < о о • 

Лемма доказана. 
Положим 8„ = , г < 2 - ' ^ ' x ^ = Ь]'^^'^^\, что Л^ > 1, 8„. 
I . Нужен то.чько для с. п. Пусть 1 = 1, 2, . . . , п, 1̂°̂  = (11г1 ^ 

<Vпгп)-Е^^I{\^^\^Vпеп\ ^1^. Через Т1̂ '̂> обозначим слу-
г==1 

чайную ломаную с узлами 81^\п,о)-^'^). Учитывая, что 
2 Е ( I 1^ 1 > / Й 8 „ ) I < Л,8„ 

г=1 

МЫ получим 

Р(1т1п-?1^"^||>^*8п)< 2 Р ( ! 1 г 1 > е п / / ^ ) < Л в п . 
г=1 
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Следовательно, 

Щцп-ч1г'^1>А,еп)<А^Еп. (8.1) 

П. Второй этап. Положим 6"̂ ^̂  = 0, А; = 1, 2, . , . , тг, = ^,^1 X 

х{\1к\<уУ^)- 1и I < ^ Уп\ 2 где I / = Ь]" в слу-
г = 1 

чае р.с.п. ш у = п'^^^-'^'^ в случае С П . Через "П̂ ^ обозначим случайную 
ломануто с узлами {г^, '8^^\ап)~^'^). 

1) Из условий теоремы 7.1 следует, что 
оо 

а(ф, 0 = 2 Ф̂ /̂ '̂ '> (О {I + 1)^"<*>-2 < оо. 

Следовательно, используя ;(6.4) теоремы 6.1, получим 

/ п \т\ 

+ ^ - ' ^ ^ ( 2 Е а , - Е П ^ ] у 
Здесь и далее буквой с обозначаем различные постоянные, не зависящие 
от п. Из леммы 1 [44] мы получим, что 

п 
2 Е 
г = 1 
п 

\ г = 1 

*/2 

Следовательно, 

Р ( 1кп - Л̂п̂^ II > ?̂̂ *) < сВг'хг. (8.2) 
2) Пусть V = 1^, б = (^ -2 ) ( г (Г+1 ) ) -Ч Из условий теоремы 7.2 сле­

дует, что 
8(а, у, б) < оо, бСа, у, б) < оо. 

Следовательно, мы можем использовать неравенство (6.7) теоремы 6.2. 
Имеем 

Р (II ^ — 1 > я) < са-^/г-^/з X 
/ 1г 

X 2 
\ г = 1 

: (0) 
/ 'г 

+6 + 
е(0) 112 

Ьг — Ьг |2+б 
\ г = 1 ; 

Нетрудно видеть, что (8.3) 

„ - . / 2 2 I I |11> - ^|«^||:^., < сА,п^-^'' ( б п у ^ ) ^ 
г = 1 

Г = ( у + б - О у / ( у + б). 

Элементарными выкладками можно убедиться в том, что при 5 ̂  2 ,̂ 
0 < б 1 < ^ - 2 

п--^'\гпУ-пТ''~'^''''^"'^<.<^'. : (8.4) 
С другой стороны, 

г/г / 'г \ 
^(1) _ ^(0) 2 

2+6 
\ 4 = 1 1 

<сЛ]'/г(1-*''(2+б))«/2г^(2+б-*)»/(2+б)^ 

Опять же при 5 ^ 2 ? , б̂  ^ (г -2 ) (^(^ + 1))-* 
( 1 - ; / ( 2 + б 2 ) ) ^ 2 ( 2 + б 2 - ^ ) . / ( 2 + б 2 ) . + 1 (8.5) 
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Следовательно, из (8.3)—(8.5) мы получили 

I I I . Разбиение па блоки. Пусть 
1 = Ь + к, п = т1 + г, г = 

8 = 2 ( 5 - 0 / 3 ( ^ + 1 ) , к = п^, а < 3 / ( г + 1 ) - 8 , 
ь ь 

= 2 1(А-1)г+г, = 2 1(к-1)1+г^ 
г=1 1=1 

к к 
Ч'к'^ = 2 5(й-1)НЬ+1, ф& = 2 1{к—1)1+Ь + Ь 

(8.6) 

1=1 1=1 

Ч'"т+1 — 2 1т/+г, ^т+1 = 2 ?пг/+г, 
1=1 1=1 

к = 1, 2, ..,, т. 

Через Цп^ обозначим случайную ломаную с узлами {(ии 8^]^ (ап) ^^^) 
А; = 0, 1, . . . , ти, и при г > 0 с последней точкой ( 1 , ЗП\<УП)~^^^). 

1. Пусть м== (2 + 50/2(5 — 0 . В силу условий теоремы 

а (ф, и) = 2 Ф'̂ ^̂ "̂  (О + 
Из (6.4) мы получим 1=0 

т+1 
^{Ип^-П^'Ч>а)^ 2 Р ( т а х | ^ й , / - ' 5 1 У | > а ( п а ) 1 / ^ . ) < 

й=1 1^г<{ 
< с ( а - * Х ^ + а-'^(га/г)1-"''2). 

Так как Хг 8п, то для доказательства теоремы 7.1 достаточно показать, 
что 

{пПу-^!^ < 8;̂ +\) 
т. е. и ^ 2 + 3(^ —2) / (^+1 )б . Последнее проверяется элементарно. Сле­
довательно, 

Р ( I I - -^^^\>а)^(а-% + « - " е Г ' (8.8) 
2. Так же как и в случае р. с. п., но используя (6.7), мы получим 

при б == г - 2, с? = т а х (2^, (2 + 50/2(5 - 0 ) 

Р ( 11Ц"̂ ' - > а) < са-^ ( 2 II 1.̂ 5 + А^г'У 
\г=1 

Первый член предыдуп1;его неравенства, учитывая (8.4), оценивается так 
же, как на втором этапе. Следовательно, 

Р ( 1 4 Р - II > Пгп) < СЯ-%а1 

I V . Пусть Цп^ обозначает случайную ломаную с узлами 

2 {<УпГ^'^], к=0,1,...,т + \. 
V 1=1 / 

1. Из (6.4) мы получим 
Р(1Г1^'^ - 11 > а ) < С { а - % + а - " { к П Г ^ ' ) , 

(8.9) 

(8.10) 

где и определено на этапе I I I . 
2. Аналогично, как и в случае р.с.п., имеем при 6 = ^ — 2 , й = 

(2*, <̂  + ^"'> = шах 2 {5-1)) 
Р(1Ц1^' - Ц'п'' 1 > а ) < с{а-%г'п'' + ОГ'А', {кП)'^. (8.11) 
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V . Используя аппроксимаппонные теоремы Беркеша и Филиппа [6, 
теоремы 1 и 2] , не ограничивая общности, Д1ы получим, что в случае 
р. с. п. 

Р ( ! Ци^ - 4'^ 1 >сц>(к) пП)< сф (к) пП, (8.12) 

а в случае с. п. 

Чп Чп 
(1пп 

п 

^ спП (\^+п{а (к))^"" + I п-^\) 

где г\п — случайная ломаная с узлами 
1=1 

= 0, 1, . . . , Т"!̂ ^ независимы и распределены, как "Тг \ 
V I . Используя результат А. И. Саханенко [7, 81 и метод срезки, 

, мы получим предложенный в [44 
(8.14) 

где Цп — случайная ломаная с узлами Е Гг{оп)-''А,к = 0, 1, . . . 
\1 / 

т + 1 , У{ — независимые норма.чьно распределенные случайные ве-
/ т + 1 \ \2 

личины, Е7 , = 0, В У ^ ^ В Ч ^ ! " , д, = с ^ Е ^^^^\' 2 I>^^'^ 
V г=1 / \г=1 

г = 1 , 2 , . . . , те + 1. 
V I I . Для начала оценим 

1П+1 

1=1 

1. Пусть 8 ~ т'^^~^у Из (2.1) теоремы 2.1 следует яг+1 

1=1 

Учитывая (8.7 )̂  находим 
т + 1 

1=1 
(8.15) 

2. Учитывая (8.4) и (8.7), из неравенства (2.2) теоремы 2.2 мы полу-

2Ь, 2(^_ ^)у, б = г, 2, что 
т + 1 

^ - 3 / 2 2 Е |ч^11М '<с8^+'л| . 
1=1 

(8.16) 

V I I I . Оценим дисперсии. 
1. Сначала мы докажем, что 

к 

шах 
К Л < т + 1 1=1 

(8.17) 

Обозначим правую часть предыдущего неравенства за Д. Имеем 

/ 1 < 2 / г 2 Щп-''%1{\Ы<:Угг'Пп-'%1{\Ы>Уг^'''))\

+ I Е {п-'^Ча Ш > уп'П п-'%1 {\Ь\< Уп'^')) I + 

+ 1Е {п-"%1 Ш > уп'^') п-'%1 ( и , 1 > уп'П) |. 
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Оцепим, например, первое слагаемое в предыдущем неравенстве. Обозна­
чим его за и. Имеем 

1<г<,]<п 

Следовательно, в силу неравенства Гельдера 

Далее, в силу лемм 8.1 и 8.2 и условий доказываемой теоремы мы имеем 
'к \ 

2 О ^ г - Ыв т а х 
^1=1 

^с{1^-пН!1). (8.18) 

Следовательно, 

т а х ' 2 О'^'^'Ч -к1а < с (/ + пПП + пЬ1''). (8.19) 
\г=1 / 

2. Так же как и в случае р.с.п., справедливо (8,18). Докажем теперь 
аналог неравенства (8.17). Оценим тоже Д, Имеем при > О, Ир + 

- 4 : 1 Л < 1 , 
/г < с 2 а^-^^'-^'" (/ - I) Е}'' 1 п-^''Ь I* Е '̂̂  

Следовательно, в этом случае 

(п - 1 \ 
2 а1-1 /* -1 /Р (г ) Л<7г1/2-*/2Рг/1-</Р, 
г=0 У 

где у = -п}'*~^^^. Элементарными выкладками при р таком, что \/р>\Н-\-
+ (г - 2)1 а + 1 ) , получим 

п (8.20) 

причем, так как а{к)^Ак-' и ё•>2К^+1) (^—2) - ' (это следует из усло­
вий теоремы), мы сможем найти р такое, чтобы и 1 / р > 1 /^+(^—2) / (^+ 
+ 1) и \ \/1 — \/р>2/§. Следовательно, в случае с.п. 

гаах 
1<й.<:т+1 

/ к \ 

2 вч'!^^ 
\1 

с{1+ пкП + Агпг1 (1п /г)-^). (8.21) 

I X . Учитывая, что Ьг^оИ) (иначе теорема 7.1 тривиальна) и по 
построению 1 = о{п), к = о{1), мы получим 

ш+1 

2 Ш^'^ = В8п (1 + о (1)) = атг (1 + о (1)). 
г=1 

Следовательно, В (8.14) д^^^'^^^^схг в случае р. с. п. и дУ'-'^^^ ^сепА^ 
в случае с. п. 

X. Из (8.19) в случае р.с.п. и из (8.21) в случае с.п. и леммы 2 
[44] находим 

где в случае р. с. п. 
а^ = {1/п + кП + ЬТ)\\пЬ^ 

а в случае с. п. 
«1 = {1/п + к/1 + А^е1 (1п п)"^) 1п п. 

(8.22) 

(8.23) 

(8.24) 

X I . Учитывая, что расстояние Леви — Прохорова не больше, чем 
расстояние Ки-фана (см. лемма 1.2 [41]) , мы получим следующее. 
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1. Из формул (8.2), (8.8), (8.10), (8.12), (8.14), (8.22), (8.23) с уче­
том. I X следует, что для доказательства теоремы 7.1 осталось найти 
Ь = п°, о > О, при котором 

{к11Т^^^гТ'\{п11)Н-'<,Ьп, 

{Ип + кП + Ь\") 11п К 

^ = 2 7 Й Г ' 1 = п'"'^''-^ е = | [ ^ , е „ = г г ™ ' - ) . Таккак 
^^^^ то предыдущая система неравенств эквивалентна сле­

дующей: 
( о - 3 / ( г+ 1) + г)и12<Ы + 1 ) ( 2 - 0 / 2 ( ^ + 1), 

Ш - 2 ) / (^+ 1) + 8 ) - |га ^ (2 - 0/2(г + 1), (8.25) 

т а х ( 3 / ( г+ 1) - 1 - е, о - 3 / (^+ 1) + е ) < (2 - 0 / ( ^ + 1 ) . 

Условия теоремы 7.1 (т. е. выбор скорости убывания коэффициента р.с.п. 
подобраны так, чтобы при некоторых и ^ ^ , 8 > 0 , а > 0 выполнялось 

(8.25), (8.7) и Е ф̂ ^̂ '̂ "̂ (А;)(А: + 1)^"^"^-' <сх>, т. е. ё>]Ы)ЦЫ) - 1). Грубо 

говоря, мы, решая определенную систему неравенств, стремимся мини­
мизировать одно из неизвестных, а именно Мы не будем проводить 
здесь все необходимые выкладки, так как они элементарны, хотя и не­
сколько трудоемки. 

В частности, в (8.25) нужно взять о = (3(^ —2) /2 (^+1) + е ) " ' ^ . 
2. Так же как и в случае р. с. и., но используя формулы (8.1), (8.6), 

(8.9), (8.11), (8.13), (8.14), (8.22), (8.24), с учетом I X мы приходим к 
системе неравенств: 

(а - 3/(г + 1) + г)а/2 < (с̂  + 1)(2 - ИШ + 1), 

-ёЫ2 + 2 - 3 / (^+1) + 8 < ( 2 - 1), 

т а х (3 / (^+ 1) - 1 - 8 , а - Ъ/И + 1) + е Х (2 - ЬУИ + 1), 

где 6? = шах (2/, (2 + 5 0 / 2 ( 5 - 0 . Здесь берем а == (11^+8)(б^(г + 1))"*. 
Доказательство теорем завершено. 

З а м е ч а н и е . Используемый метод есть фактический метод Берн-
штейна [25]. В [47] отмечено, что оценка поряДка в центральной 
предельной теореме для стационарных последовательностей случайных 
величин с перемешиванием является пределом возможности этого метода. 
Вот почему мы приводим оценки лишь при ^ < 5, ибо при Ь>Ъ имеем 
8„ < П-^^К 
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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ В ДВУГРАНИЧНЫХ 
ЗАДАЧАХ 

ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХ БЛУЖДАНИЙ С НЕПРЕРЫВНЫМ ВРЕМЕНЕМ 

В. р. ХОДЖИБАЕВ 

Пусть |(0 , ^'>0, |(0) = о,—однородный процесс с независимыми 
приращениями и непрерывными справа выборочными траекториями, 
М^(1) == 0. При - а < О < & определим случайные величины 

Г = ш Н ^ : | ( 0 ^ ( - а , &)}, У = 1{Т). 

Рассмотрим следующие вероятности: 

Р ( У е 5 , Г < 0 , Б с : ( - о о , - а ] и[&, о о ) , 

и их интегральные преобразования 
оо 

I (2) 
оо 

о 

Целью работы является получение полных асимптотических разло­
жений (п. а. р.) вероятностей (1) при г-> <», если а = а{1)-^<х>, & = 

Изучению граничных функционалов от траекторий случайных про­
цессов с независимыми приращениями посвящена обширная литература. 
Приведем только некоторые публикации, относящиеся непосредственно 
к тематике пашей работы. Для случайных блужданий с дискретным 
временем и одной границей (а = оо) п. а. р. распределений граничных 
функционалов содержатся в [1—3 ] . Для таких же блужданий на отрезке 
п. а. р. граничных функционалов в наиболее общих предположениях ^най­
дены в [ 4—6] , В ряде случаев получены п. а. р. и для случайных блужда­
ний с непрерывным временем. В [7] при « = 5 = [&,<») и при выпол­
нении некоторых условий найдены асимптотическив_ формулы для 
Щи, В) и соответствующие п. а. р. При а = С1У ,̂ Ъ = Сг'^1;, * - > о о (в даль­
нейшем буквой С с индексами или без них обозначаются положительные 
постоянные), при выполнении условия Крамера найдены п. а. р. в [9] 
для распределения момента выхода процесса без положительных скачков 
через нижнюю границу и в [10]—для вероятностей Р ( Г < 0 , Р ( Г ^ 
> 6, Г < *) при условии, что положительные скачки процесса имеют рас­
пределение специального типа. Точные выражения для распределения Т 
при отсутствии положительных (отрицательных) скачков процесса в слу­
чае а = оо известны из [11, 12]. 

В разделе 1 настоящей работы найдены асимптотические представле­
ния преобразований (2) при а-»-*», &-»-«». При этом используются не­
которые результаты работы [7 ] , в связи с чем везде на процесс накла­
дываются следующие ограничения из [7] : 
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