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\г=1 / 
и теорема доказана . 

В заключение автор выражает глубокую признательность и бла
годарность Б , А, Рогозину за постоянный интерес и внимание к работе. 
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АСИхМПТОТИЧЕСКАЯ НОРМАЛЬНОСТЬ РЕШЕНИЙ 
ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ СО СЛУЧАЙНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

А. В. ПОЖИДАЕВ 

, 1 . Формулировка основного результата и некоторые сведения 
из теории дифференциальных уравнений 

В работе изучается предельное поведение при е О решения зада
чи Коши параболического типа со случахгаыми коэффициентами: 

т (О, г̂) = О, / 

ж е / ? " , г^Ю, П, Т<оо. • 

Предельное поведение решения задачи (1) рассматривается при 
следующих предположениях, 
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Существуют положительные постоянные С^, С г . для любого вещест
венного вектора 'у = {^1 , . . . , ^п) с вероятностью 1 выполняются не
равенства 

С,\1^\'^ШКх, г) + а « Ц 1Ы, ^^^))ЪЪ^С^\Л\^. (2) 

Здесь и н и ж е повторяющиеся индексы означают суммирование. Неслу
чайные коэффициенты Ь^^кх, I) предполагаются гладкими, причем при 
всех I, у, т: 

1 № , 1)-~ЪЧу, т)1 и - т 1 « ^ ^ ) , (3) 

где 0 < а < 1 , О О — постоянная. Буквой С в дальнейшем обозначаем 
различные постоянные, не зависящие от 8. Кроме того, 

впр Ь'1^^{х, г) <С, (4) 

где = ди/дх^, Ых^х, = д^и/дх^дх,. 
Неслучайная правая часть по пространственным переменным фи

нитна и дифференцируема. Д л я всякого I / (а ; , 1)^С1{У), где 7 — н е 
случайная ограничедная область в К а к ф у н к ц и я пары {х^ I) /(ж, 
непрерывна. 

Случайные поля а'Ч^, ^/е, ш) принадлежат по пространственным 
переменным классу С1{у), причем при всех I, у, г с вероятностью 1 

\аЧх, Иг, (и)-а'Ку, Не, (л)\^С\х^у\'', (5) 

с неслучайной постоянной С. Кроме того, с вероятностью 1 

8 и р 1 й 4 ; х Л : г , ^/8, с о ) | < С . (6) 

Матричнозначное случайное поле а = \\аЩ предполагается т - з а в и с и -
мым по времени: матрицы а{х, I), а{у, т) со случайными коэффициентами 
независимы при 1̂  —т1 > т , к а к бы ни были выбраны пространственные 
переменные х, у. В дальнейшем, не ограничивая общности, полагаем 
т= 1. 

Поля а'Кх, 11 г, со) центрированы: 

Ш'{х,,Иг, ( о ) = 0 . ~ (7) 

При наложенных на аналитические свойства коэффициентов усло
виях задача (1) с вероятностью 1 разрешима единственным образом 
И , с. 45]. 

Случайным решением задачи (1) называется любое случайное поле, 
реализации которого с вероятностью 1 удовлетворяют (1), 

Пусть — решение задачи (1), С/— решение усредненной задачи: 

. ьи^и^-ъ'^I)Пх,.. = / { X , I), \ 
и{о,х)^о. \ (8) 

в дальнейшем рассматриваем с у ж е н и я решений задач <1), (8) на 
область V при фиксированном I: 0<1<,Т, где Г с : / ? " — носитель правой 
части и случайных коэффициентов. С у ж е н и я будут обозначаться теми 
же буквами: Ше,̂ 17. 

При наложенных отраничениях можно утверждать , что при р: 0 < 
< ^ < 1/2 (см. раздел 2) найдется постоянная С{^) > О такая , что 

М | | « ; е - С ^ | | 1 2 ( У ) < С ( р ) е ^ ^ - ' - Р . 

Это утверждение мон^но дополнить предложением об асимптотиче
ской нормальности ю^. Предположим, что для любой функции 1{х) ^ 
^ - ^ 2 ( Ю , О, случайная величина 

8-^^^ 11\1{х)Т {X, I , I , X) а " {I, т / 8 , со) Щ,^. ( | , т) ШЫх (9) 
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асимптотически нормальна с параметрами 
(О, оЧ1, Г, V)). (10) 

В (9) Т(х, I , т) — фундаментальное решение задачи (8) см. [ 1 , с. 151). 
Условие (10) выполнено, если, например, а'Чх, Не, оз) однородные 

то-зависимые по временным переменным поля такие, что а'Кх, 1^ со), 
а!''{х, I , со) независимы при 1 Фк^^Ф &. Тогда 

Г, 7̂) = ^ 2 \« (т) йх, 

где Кц{х) = ШтК5)сС\& л-х) — корреляционная функция а}Кх). При фикси
рованной паре {I, /) 

а " (т) == С I г {X) Г {X, I , I , X) а}^ Ц, т/е) г7 | . | . ( | , т) с̂ с̂̂ о:. 

о , 
Пусть (сравни [2]) И^г — замыкание множества гладких финит

ных в V функций в норме 

и к 

где а = ( а , , . . . , ' « „ } , 1а1 = а , + . . . + а„ , 2)" == . • • В^^, - со-

пряженное к УVч пространство обобш,енных функций . 
Основной результат работы — 
Теорема 1.1. При е О решение Ше задачи (1) с коэффициентами, 

подчиненными условиям (2) — (7), (10), асимптотически нормально в том 
смысле, что распределение, порожденное в пространстве (7) обоб
щенных функций случайным полем 

слабо сходится к центрированному гауссовскому распределению в 
^2^{У)с характеристическим функционалом 

ф(Ф) = ехр {~аЧФ, Г, П)/2), 

где оЧФ, Г, С7) определена в (10). 
З а м е ч а н и е 1.1. Н т к е при записи случайных функций опускаем 

е, со, чтобы избежать громоздкости. 

2. Оценка погрешности усреднения в норме Ь^^У) 

Пусть и = IV — II. Тогда для и имеем задачу 

Ьи а'' {х, I) и^.^. + а'' {х, I) ^7^.^., | 

и{{),х) = {). ] ' 

Теорема 2.1. При^: О < ^ < 1/2 найдется постоянная С(р) такая, 

С ф) 

( И ) 

что 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сведем задачу (11) к интегральному уравне
нию, используя неслучайное фундаментальное решение Г(:с, {, х) за
дачи (8): 

гг = Г * а % ^ . + Г * « % . 5 . , (12) 

где оператор Г определен равенством 

о V 

172 



Из представления (12), итерируя и интегрируя по частям по перемен
ной I , полз^чаем соотношение (граничные члены нропадают в силу фи
нитности поля а(.г, {)) 

и = - . * а'^щ. - Г * аГ^^|. -Ь Г * аЩ. = - Г ^ . * а%. * а'\^,^ -

Оценим к а ж д ы й член выписанного равенства. 
Лемма 2.1, 

<Сг. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Пусть при фиксированной паре (г, / ) ?/|||^ = 

= V, а'' = а. Тогда Г оценивается конечной суммой выражений вида: 

М \ I [ с г {х, {, I, т) а а, г) Г/Ц, т) Г {х, I, у, в) а (г/, 5) V {у, з) йуй1 X 
V о о у V 

ХйзйтЛх = М I 1" I Й! (з:, т) «1 (д;, 5) Азйхйх, 
У о о 

где 

«1 (^. 'г) = Сг(а:, ^, I, т ) а ( ё , т) ^/ ( | , т) (11. 

Заметим, что |а1(а:, т)1 < С (см. [3, с. 406]) и Ша^{х, х)а^{х, х) = О при 
|5 —т1 > 8. Поэтому доказательство леммы сводится к очевидной оценке: 

Лемма 2.2. При любом § : О < ^ < 1 найдется постоянная С{^) та
кая, что 

Г | . * а'% * а^%г^^^^ 1.2(У) • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть пары (г, / ) , (/с, 5) фиксированы. Тогда 
Н оценивается конечной суммой выражений вида 

М Л ] ^ (,г, т , Т1) [ I д {х, 5, «1) ЛзйхЛх, 
у о о о о 

где 

д (л:, т , = I [ Г | . (ж, г, ^, т) а ( | , т) Г^. т , т], т^) а (т], Тх) & (т], х^) йц й1, 
у у 

Ни?ке при выводе оценки леммы 2.2 используется неравенство (см. 
[ 1 , с. 170]) 

(13) 1Г|.(а:, г, I , т ) 1 < С ( г - т ) - ( Ц - Р ) / 2 
а; — 3-п 

Наконец, введем обозначение 1{А), озиачаюш,ее, что указанный ин
теграл / рассматривается по области А изменения временных аргумен
тов. Тогда в силу т - зависимости поля а{х, {), условия центрирования и 
неравенства (13) получаем 

Я {т — 5 > 2&} Я {т — 8 > 2& П т — Т1 < е) = Я {т — 5 > 2е П 
^ 

п т - т 1 < б П 5 - 5 1 < 8 } < с | Л | д : - ^ | ^ - " ( г - т ) - ^ ^ + Р > ^ 2 • ' X 
УО V 
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^ Г |1-п 
V т - е V О 

у 5 - е 

о о %-гз-г 

Интеграл — т > 2е} оценивается аналогично. Д л я Ж к — т 1 ^ 2 е } 
имеет место представление 

Ж и - т ! ^ 2 Б } = Я { и - т 1 < 2 е П т - 6 е < Т 1 < т } + 

+ / / { | 8 - т | ^ 2 е п 5 - 6 е < 5 1 < 5 } + 
+ Я { | 5 - т I ^ 2 е П 0 < Т 1 < т - б 8 П 0 < 5 1 < 5 - бе} + 

+ Я{ 15 - т | ^ 28 П т - бе < Т1 < т П 5 - 6б < «1 < 8}. 
К а ж д ы й из выписанных интегралов оценивается так же , как и ин

теграл Я{т — 5 > 2 8 } . Лемма 2.2 доказана. 
З а м е ч а н и е 2 . 1 . Из доказательства леммы 2.2 следует, что для 

любого О < р < 1, 

М 

Действительно, ф у н к ц и я Г (а;, I , | , т) заведомо удовлетворяет нера
венству (13), используемому в доказательстве. 

Лемма 2.3. Для любого 0 < р < 1 / 2 , найдется постоянная С(р) 
такая, что 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Меняя порядок интегрирования и взятия ма
тематического ожидания , можно получить представление ^ = = I [ '\!^йх^(1х-^д,х^(1у^(1у^(1хйх-^(1^с1,а^, где все пространственные перемен-

уЪ л 
ные при интегрировании пробегают область V, а временные — об
ласть Л = {О < Т1 < т < ,̂ О < 01 < а < Подынтегральное выражение 
имеет вид 

= М |Г:с14(Жо, I, ^ 1 , т) аг {х^, т/б, (о) Г̂ с̂ ^ {х^, т, х^, x^) 4 ' (^2> Тх/е, со) м^^Х 

X (л^а, Т1, со) Гу^р (^0' ^ « Г (^1, <7/е, со) Г,,^^ (г/^, ст, г/̂ , а^) «е' X 

Х ( ^ з . с^х/е, со) иг1 [у^, о^, со)|, (г, т) = дЧ/дг^^дг,. 

Заметим, что г|) = 0 при т > т а х 1 т 1 , а, о^ + е. Действительно, реше
ние и^{х, X, со) определяется начальными данными и значениями коэф
фициентов уравнения в слое Я " X [О, т ] . Поэтому в рассматриваемом слу
чае случайные величины [а" (ж^,'т/е, со) не зависят ют а^^ {Х2, Т ^ / Б , С О ) , 
( ^ 2 , Т1, со), а%\у^, а/е, со), а1\у2, ^^г, со), Щ1{у^, а^, со) и можно воспользо
ваться условием центрирования (7). Аналогичные рассуждения имеют 
место при о > т а х (01, т, Т1) + е. В оставшейся области благодаря равно
мерным оценкам для вторых производных решения (см. раздел 4) и не
равенству (13) имеет место оценка 

^ < С (Р) П I ^̂  - Г " I - Г " ? ! , 

где уо = Хо, д1 = [(^ — т ) ( т — Т1)(̂  —о)(о — СТ!)]"'̂ "̂". Интегрирование по про
странственным переменным приводит к оценке 
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Л1П[о,г]* 

где область Л 1 покрывается объединением трех областей: 
Лг = {о —е < О1 < о}, Лз = {т — 8 < Т1 < т}, Л А = {|т — о 1 < е}. 

Элементарные оценки показывают, что интеграл от </, по каждой из об
ластей Аг и = 2, 3, 4) оценивается величиной С{^)г*'^~^. Лемма 2.3 дока
зана. 

З а м е ч а н и е 2.2. Из доказательства леммы 2.3 следует, что для 
любого О < р < 1/2 

М 1/2-Э 

Справедливость теоремы 2.1 вытекает из лемм 2.1 — 2.3, замечаний 2.1 
2.2. 

3. Выделение асимптотически нормальной составляющей решения 

Расс1Мотрим представление (12). Ц е л ь дальнейших вычислений убе
диться в том, что основной вклад в случайную составляющую дает 
слагаемое Г * а "^ | ^ | ^ . 

Л е м м а 3.1. 

^ 2 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть пара (г, / ) фиксирована. Используя фи-
нитность поля а ( х , { ) , интегрированием по частям получаем неравенства: 

Г | . | . * а " а 

+ Г * а|^| .и 

Отсюда в силу результатов раздела 5 (см. леммы 5.2, 5.6 ниже) 
следует, что 

вида Т * аЫ 
Пусть 

Т * а^^щ^щ^~2^У^ оценивается конечной суммой выражений 

Ц(У)-

§{х)=^^Т{х,{,1, X) а " а , х)иа, х) йЫх. 
о V 

Из представления (12) получаем равенство 

^ = Г * а ' Т * а^'й + Г * а ' Т * а'^^Г. 

Д л я доказательства леммы 3.1 нуншо оценить 

Ьо(У) 
2 
-Со(У) ' 

Убедимся, что вклад А пренебрежим. 
Лемма 3.2, 

А < Сг\ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть п а р ы (г, / ) , { к , в ) фиксированы. Тогда 

А оценивается конечной суммой в ы р а ж е н и й вида 
* Т I в 

М- I к{х, т, т^) ) к { х , 8, 8^) (1в(1хйх, 
V о о 0 0 

где к{х, т , Т1) = I |г(лг, г, I , т ) а ( | , т ) Г ( | , т , г], Т1)Ха(г1, Т1)^(г1, тОс^г!^^ 
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Заметим, что \Ых, т, т,)1 <С (см. [3, с. 4061). В силу т - зависимо-
сти поля а{х, и условия центрирования 

Л {т — 5 > 2е}-= Л {т — 5 > 28 П т — 8 < т^ < т) = 

= С I I Шк (х, т, Тх) ёг С [ Шк {х, 8, з^) Азйх < Сг^. 
V О т - 8 О О 

Подобным образом У1{.9 — т > 2е} ^ Се^. Наконец, 
4 { | т - 5 | ^ 2 8 } = Л { | т - 5 | 5^28 п т - 6 8 < Т 1 < т } + 

^ - Л { | т - 5 | < 2 8 П 5 - б 8 < 5 1 < 5 } + Л { | т - 5 | ^ 2 8 П 
П 0<51 < 5 - 6 8 } - Л { | т - 5 | < 2 8 П Т - б8 < Т1 < Т П 5 - б8 < 5, < 5). 

К а ж д ы й из данных интегралов оценивается точно так же, как и 
.4{т — 5 > 2 8 } . Лемма 3.2 доказана. 

Лемма 3.3. Я = о ( 8 ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся рассуждениями, примененны

ми при доказательствах лемм 2.2., 2.3. Пусть пары (г, у), {к, з) фикси
рованы. Тогда В оценивается конечной суммой выражений вида 

М [ ] р{х,х, Т1) I [ р (ж, «1) йзЛхЛх, 
У о о о о 

где р {х, т, Т1) = С I Г (х, г, I, х) а" Ц, т / е , ю) X 
у у 

X Г (^, т , Т1) а^' (Г), т^/е, ш) Мп̂ п, (л, -̂ 1) с^^^П-

Согласно лемме 4.1 (см. раздел 4) и [3, с. 406] 
\р{х, X, х,)\<С. (14) 

Разобьем область интегрирования но временным переменным сле
дующим образом: 

В ^ В { х - & е < х , < х } + В { 8 - & г < 8 , < 8} + 

- I - 5 ( 0 < Т1 < т - бе П О < 1̂ < 5 - 68} -
- 5 { т - б е < Т1 < т П 5 - б8< «1 < 5}. 

Используя неравенство К о ш и — Буняковского, получаем 
/ / г X \  \1/2 

Я {т — бе < Тг < т} < ]И I I р{х, т, Т 1 ) с̂ т 
\  \  т - б е 

йх X 

X с с с (а:, 5, «1) йз 
Л у \ о 

\  \ \ 1 2  

й х  С г В  1/2 (15) 

(16) 

(17) 

Аналогично 

В{з - бе < 51 < 8} ^ СгВ^'\ 

Следующая оценка очевидна в силу (14) 
В{х - б8 < Т1 < Т П 5 - б8 < 51 < 5} ^ Сг''. 

Введем обозначение 
г{х, т , , Та) = [Л Г {х, г, I , х)а{1, х) ( | , т, г], т^) X 

у у у 

X а(т] , Тх) Г^^ (л, Т1, у, Тз) а (у , Тз)̂  (у, т^) Лу(1^-\а1. 

Согласно лемме 4.1 (см. раздел 4) и [ 1 , с. 170] 

Ых, т, Т1, т Л ^ С ( р ) ( т 1 - Т2)-*/'-р(т - х,)-^"-\) 

Используя представление (12), итерируя и интегрируя по частям 
(граничные члены «пропадают в силу финитности поля а(х , I)), нетрудно 
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убедиться, что для доказательства леммы 3.3 достаточно оценить следу
ющий интеграл: 

< т - б е ' ' '1 ^ 8—ое * 1 

к = ш г {х, Т , Т ^ , То) 
у о о о О О О 

Заметим, что К{х — 5 > е) = К{8 — т > е) =^ 0. В силу (18) 

^ { 1 5 - т 1 < е П 1 т 1 - 5 1 | < 2 е } < С ( Р ) Л' X 
| 5 - Т | « 8 

х 1 \ - Т 1 ) - ^ ' ' - ^ 5 - - 5 1 ) - ^ ' ^ - Р ^ б ' , ( г т Л й т й 5 < С Б 1 . ^ - Э . (19) 

Интегралы Ж | т — 5| ^ Б П Т 1 — « 1 > 2в}, К{\х — 8\ е, О — Г1 > 2г} 
оцениваются аналогично. Из (15) —(17), (19) следует справедливость 
леммы 3.3. Справедливость леммы 3.1 вытекает из лемм 3.2, 3.3. 

4, Оценка максимума второй производной для задачи 
со случайными коэффициентами 

Рассмотрим задачу (1) при наложенных (раздел 1) ограничениях. 
Лемма 4.1. Существует неслучайная постоянная С> О такая, что 

зир Юх^хЛх, Ь) < С . 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Пусть ^^(x, I, | , т) — случайное фундамен
тальное решение уравнения (1), рассмотренное в детерминированном 
случае в книге [4 ] . Известно [4, с. 28] 

г 

2 (ж, г, I , т) = С (х - 5, ,̂ I , т) + Ц " С (д; - у, I, у, Р) X 
г 

X ф(г/, р, I, х)Луй^ = С{х-1, г, I, х) + ]У{х, I, I, т) , 

с I ' ] 
где О {х, {, I, х) = (2зг)"' ' ехр — (&^̂ ' (5, | ) + а^^ {з, I)) йзаиоЛ Оа, 

{ X ) 

а ц){х, I, х) — решение интегрального уравнения 

ф {X, 1,1. г) К {X, ^, т) + [ / - ^ {X, I, у, Р) ф [у, Р, ^, т) Лу. (20) 
X 

Здесь К{х, I, ^, х) = ^{^{x — %, I, \, т ) ) , ^ — оператор в (1). 
Интегральное уравнение (20) решается методом последовательных 

приближений, при этом ф(х, | , т) является его резольвентой: 
сю 

ц>{х, I, ^, т) = 2 ( - ^)'^К,п{х, г, I , т) , 
т=1 

К,(х, г, ^, х) = К(.х, I, I, х), 

{X, г,1,х)^\а^1к {х, I, у , Р) Кт-1 {у, Р, I , т) йу. 
X 

Из определения фундаментального решения имеем равенство 

где, как и прежде. 
I 

2*!=\1г{х,г,1, т ) / ( ^ , х)йЫх. 
о у 
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Используя неравенства (6), легко убедиться в том, что существует 
неслучайная постоянная С: 

Сх^{х, I, I , т) + И I , т) = С{х, г, I , т ) , 

{X, г,1,г)\^С {I - т)-("+1>'^ ехр ( - с I ^ ^ - т ) ) . 

Отсюда, применяя формулу интегрирования по частям, получаем 

Тогда = + (21) 

Из (21) в силу интегрируемости особенностей функций 0^.{х, Ь, I , т) , 

^зс; {х, ,̂ Е, т) и неравенства (6) получаем 

С неслучайной постоянной С. Аналогичная оценка для ^x^x^ * / получа
ется с применением неравенств (5), (6) дословным повторением рассуж
дений [4, с. 25—321. Лемма 4.1 доказана. 

5. Представление вторых производных фундаментального решения 

В данном разделе мы вновь рассматриваем неслучайное фундамен
тальное решение уравнения (8) Т(х,.1, ^, т ) , к а к в книге Ш. 

Известно 11, с. 441 

Пх,г,1,х) = т*{1,х,х,{), 

где Т*{х, I, I , т) — фундаментальное решение сопряженного к (8) урав
нения 

^*V = V, + 6" {X, О ^х,х^ + 2Ь1] V,. + Ь]^.х.У =./ {X, I). 

Согласно [ 1 , с. 43], 
Г*(^, т, X, I) = т, X, I) + Л ( | , т, X, I), 

г*(1, X, X, {) = с{х, I, т ) е х р { - ( 6 ( ^ - х ) , ( | - ж ) ) / 4 } , 

Ь^\\Ь^^{x, (, т)11—матрица, обратная {^ - х)ШКх, с(х, г, х) = 
= (ае*(6/2я) )"^^ 

^ 

/г ( 5 , т , X, I) = [ [ г* а, г , Г1, о) Ф* (Г), а, х, I) Лцйа. (22) 
X 

ф у н к ц и я Ф*(г1, о, X, Ь) — решение интегрального уравнения 
* 

Ф* (л, сг, X, I) - Ь*г* (т], а, X, О + И ^ * ^ * (11' ^г, Е, т) Ф* (Е, т , д;, г) йЫх. 
о 

Она допускает представление 

Ф* (Т1, ст, о:, О = 2 ( Ь * 2 % (л, а , о:. О, 
т = 1 

где (Ь*2*)1 (л, ст, ^ , I) = (Г1, 0, х, I) =^ 

= (6« (л, а ) - (х , 0 ) 2*.^. (л, о, ^ , О + 2&^^^;. (л, ст, .г, I) + 

-Ь б;̂ г,̂ 2^* (л, ст, X, О, ( ^ * ^ * ) т + 1 (Л, а, X, О ]• ]" ^*2:* (л, ст, у, 5) X 
а 

X {Ь*2*)т{У, 8, X , 1)д,уй8* 

Щсхъ щ{х)=^^-^'Чхр[-\х\У^). 
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Непосредственным вычнсленпем производных проверяется справед
ливость следующих лемм. 

Лемма 5.1. 

(1, т, X, г) + г1. {I, т, л:, )̂ | < Спсц-х) — I)-

Лемма 5.2. 

т, X, г) + г и г , т, х, г)) + (гиг, т, х, г) + 

-Ь г1. ( I , Т , X, I < СПс(1-х) {х — I ) . 

Перейдем к оценке производных функции Ж ^ , х, х, {). Прямым вы
числением производных проверяется т а к ж е 

Лемма 5.3. 

Ь*г* (Т1, о, X, I) = М^^^. (л, о, X, г) + Л̂ ^̂ ^ (л, а, X, г) + лг̂ '̂  (л, ст, X, I), 

где I А^ 'Чл, ст, .г, 0 | < С ' д с ( * - а ) ( ^ - Л ) , 1 = 1 ,2 ,3 . 

В частности, 
т'Кц, о, X, I) ^ Шц, о) - ЬЧх, 1))гЧу\, а, х, Ь). 

Выражения для N'^^\ имеют аналогичный, но более громоздкий вид. 
Из леммы 5.3 и леммы 3 [ 1 , с. 28] следует справедливость представ

ления . 
Лемма 5.4. 

ф * (Т1, а, X, Ь) = мЩс^ (Л, ст, X, I) + (Л, ст, х, I) + М^'^ (л, ст, х, I). 

При этом 
ст, X, 1)\^1-о)(х~г\), 1=1, 2,3. 

Лемма 5.5. 

Ф*(л, а,х,г\-Ф*{1, ст, х,{)\^ к^%.(л, ст, X, г, г) + 
+ (л, ст, X, I , г) + К^'^ (Л' ^ I ) . 

г(5е о, а;, ^, ^ ) I < С|г) - - о)-"^Чгас,._,)(х - л) + ' г с « - а ) ( ж - ^ ) ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вначале оценим разность \2*{г[, о, х, I) ~ 

— г*{г, ст, X, При ^ — а < 1л — ^1' оценка 

[2*(п, а, х, - г ч 1 , о, х,г)\<си~оУ-'^X 

X ! л - | 1 " и с ( * - . ) ( ^ - л ) + « с ( г - а ) ( а ; - | ) ) (23) 

очевидна, так к а к |.2*(л, о, л;, г)1 «5 Спс(г-а)(а; — т]). При ^ — а > 1 л —^1^ 
по теорелте о среднем, используя явное выражение для г*^{г, ст, х, I), по
лучаем 

\г*{ц, о, X, 1)-гН1, а, X, 1)\<С\у\-1\{1~о)-'^'-Хпс,г-оМ-^\ 
где 6 — точка из интервала (л, | ) . Из неравенства треугольника имеем 

С\% - х? + С \ \  ц \ ^ >  \ х  -  г \ ?  +  М  -  х \ \  

Следовательно, 

I — от I — а I — о 

Отсюда неравенство (23) справедливо при ^ — о > 1 л — ^ Р . Но тогда из 
леммы 5.3 следует, что утверждение леммы 5.5 справедливо для разно
сти Ь*г*{г\, о, X, ^)—1/*2'*(|, а, X, I). Применением леммы 3 [1, с. 28] 
и теоремы 7 [ 1 , с. 29] окончательно доказывается лемма 5.5, 
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Н и ж е оценивается /?|.|^. (Е, т, х, I), где функция Я{'%, т, х, Ь) зада
на соотношением (22). 

Л е м м а 5.6: 

(Е, т, X , г) = 8[% (Е, т , X, о + т, о:, О + 5 '̂̂  (I, т, ж, О, 

где т, ж, г) I < Сгг.с^.-.Дх - ^ ) , г - 1, 2, 3. 
Д о к а з а т е л ь с т в о : 

(Е, т, а;, ^) = I I {I, т, л , сг) Ф* {ц, а, х, г) а^\(^о + 
1+х 

-Ь I ] ^ Ц . ( | , т , л , сг ) (ф*(л, а , ж, Ь)-Ф*а, о, X, 1))(1цйа + 

2; + I I Ф* (I, а, X, Ь) ааг^.^. {1,х, л , а) (̂ г!. 

Д л я краткости ограничимся главными членами, входящими в 
Ф*(Л, а, X, I): 

г 

I I 21... (Е, т, л , а) М^^^ (л, ст, а:, ^,) йцдл + 

2 
1+х + I Г 4.^^ (I, т , Л, а) А'̂ ^̂  (л, (Т, ж, I , I) йцйо + ] ]' М^'^ ( I , а , I) X 

X 2|.|.(|, т, л , а)аг\йо < С I (а — т)-11 пао-х){1 — л ) ^с(*-(1)(Л — Х)(1У\ЗС1+ 
1+х 

г+х 
1. 

-Ь С [ I (0 - т)-11 Е - л I* (^ - СТ)-«/2^,(^_^^ _ 11)(п(^_а) (^ - Л) + 

1+х 

+ {х — )̂) с̂ лс̂ а + С 

Лемма 5.6 доказана. 

{X - Е) (0 - т)^«-^>''^Й0 < (:г - ё) . 

6. Доказательство основного результата 

Известно (см. [ 5 ] ) , что оператор вложения ^ ^ % ^ ^ ) в 1'7^^(7) 
вполне непрерывен к а к сопряженный вполне непрерывному. Отсюда ш а р 
в пространстве И^Г^ (Ю является компактом' в пространстве У^%^ У). 
Согласно неравенству Чебышева 

(24) 5 \ < М 

В силу лемм 2.1, 3.1 з и р М 

да и из (24) следует 
И т зир Р I 
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^ ^ - 2 ^ ^ ^ < ^ , а 5 при 5 О О . Отсю-

_ 2 > 5 ' 1 = 0 , 



т. е. семейство распределений, порожденных в пространстве И^Г^(Т^) 
обобщенных функций случайным полем Ог, слабо компактно. Наконец, 
из лемм 2.1, 3.1 и условия (10) следует, что для всякой функции Ф е 
е Ь2{У) <Ф, VЛ асимптотически нормально при е О с параметрал1И 
(О, о ' (Ф, Г, Ю), где оЧФ, Г, V) - из условия (10). 
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А С И М П Т О Т И К А В Е Р О Я Т Н О С Т И П Р О Д О Л Ж Е Н И Я 
К Р И Т И Ч Е С К И Х ОБЩИХ В Е Т В Я Щ И Х С Я ПРОЦЕССОВ 

Б Е З ВТОРОГО МОМЕНТА У ЧИСЛЕННОСТИ П О Т О М С Т В А 

В. А. ТОПЧИЙ 

1. Введение 
Описание общего ветвящегося процесса ^ ^ 0 , будем вести в тер

минах эволюции некоторой популяции ( ^ — в р е м я ) . Популяция начинает 
развиваться в нулевой момент времени с одной частицы, которой при
сваивается имя (0). Она может порождать потомков с именами (О, г), 
где I означает порядковый номер появления потомка. Продолжитель
ность жизни (0) и моменты появления частиц (О, I) определяются слу
чайным процессом {% N{1)}, где т] — продолжительность жизни, а N{1) — 
количество потомков, порождаемых (0) за время I . Потребуем, чтобы ча
стица не могла порождать потомков после гибели, т. е. N \\тМ {I) = 

Предположим, что момент появления частицы ^0,^^, ц, . . . , г») опре
делен и равен I . С этой частицей свяжем процесс {г], МН)}, имеющий 
распределение {ц, N(^)} и ни от чего не зависящий. Тогда ее появивше
муся 1-й потомку присвоим имя (О, 1{, . . ., 1п, I), а момент_его появления 
по.!10жим равным 1; + т! 1). Заметим, если ^^а^{^\N{^)'^^} не оп
ределен, то г-го потомка нет, т. е. не существует частицы с именем 
(О, I I , г'„, 1). Начальная частица (О, ^^, , . . , 1„) гибнет в момент време
ни г + г). 

Наконец, | ( ^ ) положим равным количеству частиц существующих, 
но не гибнущих в момент времени .̂ Полный перечень имен частиц реа
лизации | ( ^ ) с указанием моментов их появления и гибели можно вы
брать в качестве вероятностного пространства ^(;^) (см. [ 1 , 2] ) . 

Вероятностное пространство ^(^) можно рассматривать как прямое 
произведение пространств независимых процессов {г\, N{1)}., соответству
ющих частицам с именами (О, 1̂, ..., 1„). Поэтому, задавая на простран
ствах (г), Л''(^)} новые процессы так, чтобы они согласовывались со спис
ками имен для | ( ^ ) , мы практически строим новый ветвящийся процесс 
на пространстве | ( ^ ) . Конкретнее , пусть имеется процедура Ф построения 
на пространстве процесса {г), МШ) случайного процесса (111, А) (0} = 
= Ф{г1, N(1)}. При этом новые процессы обладают описанными выше 
свойствами исходных и N^,=^N всюду. Последнее позволяет каждой ча-
с т 1 щ е (О, 11, . . . , 1п) реализации | ( д ) с ее превращениями, определяемыми 
{т), сопоставить частицу (О, 11, ..., 1п){ с превращениями, опреде
ляемыми Ф{г|, N(1)}. К а к и ранее, новые списки задают ветвящийся про-
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