
т. е. семейство распределений, порожденных в пространстве И Г̂ (У) 
обобщенных функций случайным полем и^, слабо компактно. Наконец, 
из лемм 2.1, 3.1 и условия (10) следует, что для всякой функции 
^ Ь.,{У) <Ф, 1;Е> асимптотически нормально при г О с параметрами 
(О, аЧФ, Г, 01), где оЧФ, Г, Ш - из условия (10). 
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АСИМПТОТИКА ВЕРОЯТНОСТИ ПРОДОЛЖЕНИЯ 
КРИТИЧЕСКИХ ОБЩИХ ВЕТВЯЩИХСЯ ПРОЦЕССОВ 

БЕЗ ВТОРОГО МОМЕНТА У ЧИСЛЕННОСТИ ПОТОМСТВА 

В. А. ТОПЧИЙ 

1. Введение 
Описание общего ветвящегося процесса |(^), ^ ^ О, будем вести в тер-

лганах эволюции некоторой популяции (^—время). Популяция начинает 
развиваться в нулевой момент времени с одной частицы, которой при
сваивается имя (0). Она может порождать потомков с именами (О, О, 
где I означает порядковый номер появления потомка. Продолжитель
ность жизпп (0) и моменты появления частиц (О, I) определяются слу
чайным процессом {т], N{1)}, где т] — продолжительность жизни, а Л̂ (̂ ) — 
количество потомков, поролчдаемых (0) за время I. Потребуем, чтобы ча
стица не могла порождать потомков после гибели, т. е. N — ИтЛ'"(^) = 

-Л^(Л). 
Предположим, что момент появления частицы (0,_г1, 1г, ..., г'„) опре

делен и равен Г. С этой частицей свяжем процесс {ц, N{1)}, имеющий 
распределение {ц, МШ) и ни от чего пе зависящий. Тогда ее появивше
муся г-м потомку присвоим_имя (О, ^1 , . . ., г'п, 1), а момен'г_его появленхтя 
положим равным г + 1пИ^Ь'У(^) ^ г). Заметим, если 1п! {̂ 1Л (̂̂ ) ^ О не оп
ределен, то г-го потомка нет, т. е. не существует частицы с именем 
(О, II, 1„, 1). Начальная частица (О, 11, . . . , 1„) гибнет в момент време
ни I + г\. 

Наконец, %Ш положим равным количеству частиц существующих, 
но не гибнущих в момепт времени 1:. Полный перечень имен частиц реа
лизации |(^) с указанием моментов их появления и гибели можно вы
брать в качестве вероятностного пространства |(^) (см. [ 1 , 2]) . 

Вероятностное пространство |(^) можно рассматривать как прямое 
произведение пространств независимых процессов {г], N{^)}, соответству
ющих частицам с именами (О, ^1, . . . , ^„). Поэтому, задавая на простран
ствах {г|, новые процессы так, чтобы они согласовывались со спис
ками имей для |(^), мы практически строим новый ветвящийся процесс 
на пространстве Конкретнее, пусть имеется процедура Ф построения 
на пространстве процесса {г), Л'̂ (̂ )} случайного процесса {ци N^{^)} = 
= Ф{ц, N(1)). При этом новые процессы обладают описанными выше 
свойствал1и исходных и = всюду. Последнее позволяет каждой ча-
ст1ще (О, ^1, . . . , 1п) реализации Ь,{п) с ее превращениями, определяемыми 
{11, N{1)}, сопоставить частицу (О, ^^, . . . , г„), с превращениями, опреде
ляемыми Ф{т], N(1)}. Как и ранее, новые списки задают ветвящийся про-
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цесс который будем называть построенным на пространстве |(0 
с помощью процедуры Ф. 

Для всех процессов будем использовать одинаковые обозначения, по
мечая их в случае необходимости дополнительным индексом, присвоен
ным процессу. 

Мы не исключаем возможности Пт] = 0} и Р{Ш{0) > 0) > 0. Следо
вательно, Р{&(0) = 1} < 1, хотя процесс и пороиедается одной частицей. 

Описанная модель включает в себя в качестве частных случаев тра
диционные процессы Севастьянова, Беллмана — Харриса и марковские 
(см. [3 ] ) . • 

Введем обозначения: 

А == МЛ ,̂ а = \Ш (1), к (х) = Мх^ = к^^ (х) = 2 ^ п ^ " , 
о «=о 

Н^^^{x) - к{к(^-^{х)) при я > 1, ^{.^) = Р{|(^) > 0). 
Будем исследовать критический случай, т. е. А~к'{\)~\. Более 

того, полагаем 
ки)-х^{\-хУ^'Ч{\-х), (1) 

где а ^ ( 0 , 1] , а ^(а;) — медленно меняющаяся функция (м. м. ф.) при 
X О (определение см. [4 ] ) . 

Рассмотрим случай, когда последовательности \ А{п) и п{'{ — С{п)) 
убывают не медленнее 1 — Л(„)(0), для которой верно (см. [5]) 

\-\п,^0) -п-^иЫ) при а-* -=р, (2) 

где Ь^{1) ~ м. м. ф. при ^ <» (о ее связи с Ых) см. раздел 3). 
Под быстрым убыванием величин, указанных в заглавии, будем по

нимать выполнение соотношений 
1 1 ^ п ( 1 - С : ( д ) ) ( 1 - ; 1 ( « ) ( 0 ) Г ^ < о о , (3) 

И т {^-А (п)) (1 - к(п) (0 ) ) " ' < с» . (4) 
71-» оо 

В работе доказывается 
Теорема 1. Пусть Л = 1, 0 < а < о о , верны (1), (4) и (3) с 0 < а < 1 , 

тогда при ^ -> оо 
^{^) X г-'Ш, (5) 

где символ X означает конечность верхних пределов отношений каждого 
из выражений к другому. 

Для получения точной асимптотики ^{^} условия (3) и (4) нужно 
усилить. Приведем используемые в дальнейшем условия: 

Иш п{1-а («)) (1 - к^п^ (0))-^ = 1̂ < оо, (6) 
П-*оо 

Пт{\-А{п)){1-к^п){0))-' = с,<оо, (7) 
п->оо 

И т (Р {л > О - М {х^; т] > г}) г^+'ЬГ^{1) = § (у) (8) 
<-»<» 

при 1 — X ^ у^~^^^{^). Обсуждение условия (8) будет приведено в раз
деле 7. 

Обобщим доказанный Ватутиным [6] для процессов Беллмана — Хар
риса результат. 

Теорема 2. Пусть Л = 1, О < а < верны (1), (6), (4) и (8) с 0 < 
< I , тогда при I 0 0 

ОШ~рГ^Ь,И), (9) 
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где р ~ - единственный неотрицательный корень уравнения 

у'-^°--ау-ас^ + аё{у) = 0. (10) 

Для процессов Боллмапа — Харриса §{у) = 0. 
В формулировках теорем 1 и 2 мы исключаем возможность а = 1 . 

Это связано с тем, что в предложенной схеме доказательства в ряде мест 
существенно используется условие а < 1. 

Заметим, что теорема 1 может быть уточнена с помощью теоремы 2, 
т. е. могут быть получены явные оценки для отношений левой и правой 
частей (5). Они будут выражаться через верхние и нижние пределы от 
выражений, стоящих под знаками пределов в (3) и (8), исходя из неко
торого аналога (10). 

Более грубые оценки получатся, если выражение под знаком преде
ла в формуле (8) оценить снизу О, а сьетрху Р {^['^^} Ь^'^^Ьг^ {I). 

Нумерация формул в разделах независимая и при ссылках па фор
мулы из других разделов будем добавлять номер раздела. %{А} — инди
катор множества А. Для процессов {т], МШ} с превращениями на решет
ке будем считать, что выполнено условие (^ ) , если минимальная решет
ка—носитель распределения МШ (т. е. порожденная {^и^(^)'7^ 0)) со
держит носитель т]. 

2. Редукция. Представление для производящих функиий 

Прежде всего заметим, что если один из процессов и по
строен на пространстве другого так, что всюду щ ^ и УУДО > N2(1) 
\1 = [О, оо), то 

^л^)<^2И). (1) 

в самом деле, введенные предпололчения означают, что на каждом 
элементарном исходе превращения (рождение и гибель) соответствующих 
частиц происходят у ^Д^) не позже, чем у ^^Ш, т. е. верно (1). 

На пространстве исходного процесса 1Ш зададим два вспомогатель
ных 1нШ и 1вШ соотношениями /Ун(^) = Л^([ '(^А-Ч-ОУ" '] А), Пн = 
= [цА~']А, т]в = [(т]А-' + 2 ) г ' ] А , NМ) =^ т[1А-']\), где А > 0 и 0,5 < 
< у < 1 — некоторые фиксированные числа. 

По построению Нв(х) = кн(.х) ^ Мх), и верны предпосылки для (1), 
откуда 

^в^^)>^ш>^нШ. (2) 

Для ^вШ и |н(^) остаются выполненными условия теорем 1 и 2, хо
тя постоянные а и С1 и функция §{у) из (1.8) для |(^) у построенных 
процессов возможно будут другими. При этом существуют сколь угодно 
малые А > 0 , при которых для |в(0 и ^нИ) верно условие (^ ) . Для дока
зательства теоремы 2 нужно заметить, что фигурирующие в определении 
рн и рв характеристики а, с^ и §{у) с соответствующими индексами схо
дятся к а, С1 и §1у) при А -> О и -у 1, т. е. Рн р и рв -> р. 

в самом деле, сходимость ан к а следует из соотношений 
00 ОО сю 

0 0 о 

Далее, пусть хА~^ — целое, 
Св(х) = Р{[(т]А-' + 2 ) г ' 3 А ^ а;} = Р{(г1А-' + 2)-^"' < хА-^ +, 1) = 

= Р{т1 < - 2 А + -̂ А + х-^}. 

Последнее ввиду монотонности функции распределения, (1.2) и (1.6) 
означает с^ при А 0, "у 1. 

Проверка сходимости ав и Сш еще проще, поэтому ее опускаем. 
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Для I, кратных Д, ^{ц> 1) =^{цн> I) и М{ж^; т] '> ^};=М х^Щ 
N 

X В-г\н>1\, т. е. ^ „ (1 / )=^ (у ) . В силу (1.2) и (1.6) ^1{х\в>г)-Ш 
г\в>1]=^{ц^у1}—Ш{х^-у\-^у1) + о{Г^-''Ьу{1)). Отсюда ёв^у) = 
= - ( 1 - 7 ) 0 ( 1 ) + ^(г/). 

Тем самым доказательство сходимости рн и рв к р завершено. 
Легко проверить, что утверждения теорем инвариантны относитель

но линейной замены времени, т. е. решетку, на которой происходят 
превращения процессов, не ограничивая общности, можно считать цело
численной, 

Для %в^^) и ^н(^) достаточно долго живущие частицы приблизитель
но 1 — -у часть жизни перед гибелью потомства не производят, и в даль
нейшем будем считать, что все частицы перед гибелью 1 — 1 часть жизни 
потомства не производят. С одной стороны, этого легко добиться незна
чительной модификацией |в(^) и |н(0, а с другой стороны, следующее 
из этого допущения соотношение ^„(2о, . . . , 2„) ̂  /г„(2о, . . . , 2 „̂) можно 
заменить на Л„(2о, . . . , г„) =/1„(2о, . . . , г-цп)), где ^{п) '^п, и почти до
словно повторить приводящиеся в работе рассул^депия с более громоздки
ми по форме записями. 

Подводя итог, ввиду (2) достаточно доказать теоремы для процессов 
с превращениями на целочисленной решетке с условием (ЗР), частицы в 
которых последнюю 1 — 1 часть своей жизни потомства не производят. 
Их будем называть процессами с дискретным временем. 

Введем обозначения: \{п), п^М,— исследуемый процесс, Р„ = 

= р {| (я )=о } , ^ „ ^ ^ - р „ , л „ ( 2 о , . - . , 2 „ ) = м(п4- ' '^ 'Мп = « ) ' и -

оо 
= Р{т1 = п), Ки) = К(Рь ..., Рг-п), где Рг=1 при 1<0,д„= 2 

г=п+1 
' 1 <^ п ' оо 

агп = ^кп{1,. . 1), аг== а1п!п, 1а ( 2 )= 2^ ««2", Фп = ^^п-г 2 йу/ , ' , 
"^^1 _ п=о »=0 -'=»+1 

(п) = 1 - {п) 2 а«С>п-г, :(1 - /а (2 ) ) - ' - а'' (1 - 2)"^ = I ] 
Мы часто будем вместо целых чисел писать дробные, подразумевая, 

что от них берется целая часть. Более того, вместо ге—[?] иногда будем 
использовать запись п — I. Такая неоднозначность толкования индексов 
будет допускаться в выражениях, где это пе оказывает существенного 
влияния на асимптотические результаты. 

Выведем основное представление для ^п, являющееся незначитель
ной модификацией соотношения (13) из [7 ] , поэтому лишь схематически 
укажем путь его получения. 

Применяя формулу полной вероятности к производящей функции 
|(п) но превращениям начальной частицы, после простых тождествен
ных преобразований получаем 

п п 
<?п = 2 ^п-га^ + 2 !^г{п)!г-Фп + ?«• (3) 

Напомним, что у нас предполагается выполнение условий 

^ = I 2 « ^ . / « = 2 а г = /а(1) = 1, (4) 
п=о г—о г=0 

0 < а = / а ( 1 ) < о о . (5) 

Соотношения (3), (4) и (5) с помощью производящих функций по
зволяют получить 

<?п = 2 (дг - Фг + 2 (О / ^ ) ( « ~ ' + Р п - г ) , (0) 
г=0 \=-0 
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что после тождественных преобразований разности ^п и ^п-^ влечет 

1=1 
п пр 

где 7^ = а-Ндп-Фп), А = а-^ 2 = ^{дг-ФОФп-г-^п-г-г), 
2=0 г=0 п «Р 

/ 4 = 2 ( Ф г - 1 - Фг - /г ) Р п - Ь / 5 = (?пр + 1 - Фпр + х) Рн- [г ,р] -1 , ^6 = 2 X 
^ •г=пр + 2 . г=0 

X 2 № ( 0 ( Р п - г - Р п - г - 1 ) , / 7 = 2 Р п - г ( 2 я л о / . - 2 , 
пр+1 

^8 = 2 ^ 3 {^Р + '^) /^Рп- [пр] -ь а О < /) < 1 — произвольное фиксированное. 
^=о 
Как- будет показано в последуюш;их разделах, доказательства тео

рем в принципе достаточно провести только в двух случаях вынолпения 
условий (1.6) и (1.7) вместо (1.3) и (1.4) соответственно. Если =5̂  О или 

ОО 

Са Ф О, ТО указанные условия означают д„ = п-^'^Ь^Ы) пли 2 «г == 
= ге~^1/з(п), где ЬгШ—м.м.ф., причем Ь.^{г) ~ с^ЬМ), Ьз{11 ^ СгЬМ). 
Ниже мы покажем, что, не ограничивая общности, в представлении Ка-

рамата для м. м. ф.: Ьг {х) = {х) ехр | 8̂  {у) у'''^Лу, где Сг'ух) -> с» ̂  О, 

а е^(.x)->0 при х-^<х> (см. [4, 5 ] ) ; функцию сАх) при бо.льп1их х можно 
считать постоянной. Это допущение позволяет существенно упростить до
казательства теорем. 

Проверку начнем с соотношения 
5 „ = . ; , - Р - > ^ , ( й ) . (8) 

При достаточно малых 8 > 0 легко построить м.м. ф. с сМ) 
постоянной при больших I такую, что Ь^Ш Ь^И) ^^^Ш^^2{^))., 

/ . , ( 0 ^ 2 ~ ' ( 0 > 1 - е ( ^ 4 ( ^ ) ^ ^ Г ' ( ^ Х 1 + & ) , Ь.Ш-'сШ), и (8) при 
замене Ь2(п) на Ь^Ы) сохраняет вероятностный смысл. Грубо говоря, 
этого можно добиться заменой при больших х С2{х) на С 2 ± 0 , 5 Е . 

Процесс 1,1(11) определим соотношениями N1(12) = М{п) и т) == С~Ч|), 
Л1 = ^Г'^(1)5 где I равномерно распределена на [О, 1], а &Ш и СД^)— 
функции распределения ц и т]!, определяемые по (8), и д„1 ==/г"•''~^^4(?г). 
Функции С"* и <?Г^ обозначают обратные функции к замыканиям гра
фиков СШ и СМ), как обычно принято при определении произвольных 
случайных величин через равномерно распределенные на [О, 1]. 

Очевидно, что при фиксированном у и достаточно малых е опреде
ление корректно, и частицы какую-то положительную долю жизни перед 
гибелью потомства не производят. 

В зависимости от знака неравенства между ^2(^) и Ь^) ^^^^) оце
нивает ^{^) сверху или снизу и так как д„1 с • п'^-'^ЬгЫ), где с -^ 1 при 
е ^ О, то теоремы будут верны для %,{п), если они верны для 1,^(.п) и до
пущение о Ь^Ы) обосновано. 

Ввиду того, что аналогичное преобразование подробно производится 
в разделе б, мы лишь схематически укажем пути регуляризации второго 

оо 

соотношения 2 щ-^^ п''^Ь^{п). 
г=п+\ 

Новые процессы %,2Ы) строятся по %{п) без изменения ц и путем 
замены масштаба времени для N{1), т. е. Л^2(т) =Л^(^), где т и ^ связыва
ются соотношением, описанным выше для т] и при замене (8) на 

оо 

2 йг=п ^Ь^{п), ЧТО имеет смысл ввиду возмон-гностп интерпретации 
г=п+1 
а^ как вероятностей целочисленной Случайной величины, так как А = ] . 
13 Заказ Л"« 510 185 



При малых 8 > О определение будет корректно и по аналогии с предыду-
щихМ верхние и нижние оценки сходятся друг к другу при е О, если 
для них верны утверн^дения теорем. При этом для малых е > О будет 
ВЫПОЛНЯТЬСЯ формулировавшееся ранее условие на непорождаемость по
томков перед гибелью. 

Введенные в данном параграфе м. м. ф. ( 1 ^ 2 ) далее использо
ваться в явном виде не будут. Мы будем без дополнительных папомина-
ний только что введенные допуп;ения применять так: писать с^ЬД^) (/ = 
= 1, 2) вместо ЬМ) и ссылаться на следующие из постоянства сЛх) 
свойства: при V < О, А > О и для больших г 

гьд)-и+АУЬга+А) -VАг-^I^а), (9) 
и1)-ЬМ + А)^о{ЬМ))М-\) 

3. Оценка снизу для ^{^) 

Рассмотрим произвольный процесс удовлетворяющий условиям 
теоремы 1. Построим на его пространстве исходя из соотношений 
ц, = и1{ц>2и)..ШМ =N{2^,), (^NМ=N-N^2^о), где О - п р о и з 
вольное, обеспечивающее нетривиальность ^ 1 ( ^ ) . Считая ^Д^) с дискрет
ным временем (см. раздел 2) и учитывая следующие из определения 
1Лп) свойства: 1 —/„(г) == а и / Д ! — 2), а^^ = 0 при / > 1 или 1> 1, |^ = 0 
при I > 1 и т. д., для п> 2 перепишем (2.7): 

аМОп - ^п-^) = (1 - /го(Рп) - ао,дг^)и + (1 - ^^(Рп, Р^-^ -

По теореме 6.2.3 [2] ^„'^0. Применяя к ЛДР» , х)—ацх теорему 
Лагранжа о среднем, последнее можно привести к виду 

апШп - ^п~^)^^+0(1)) = 1 - ыр„) - ^п, 

что ввиду (1.1) означает 
^п - ^п-. = - {^п) а + о ц ) ) а-]. (1) 

Полученное соотношение (1) влечет (см. [5]) 
^„ ~ П-^ЬМ: (2) 

при этом [.(цШ с точностью до сомнояштеля а" эквивалентна Ь^Ш из 
(1.2), так как асимптотика 1 —/г(„)(0) получается из соотношений, кото
рые отличаются от (1) только сомножителем а~Ч1 + о(1)). Более того, 
из [5] легко извлечь, что 

1\п-Ч.,(п)) • 1,{п)<х^ - I . (3) 

Соотношение (2) ввиду (2.1) и построения означает 

И т < ? ( 0 Ь 1 " ' ( 0 ^ ^ > 0 . (4) 
*->оо 

4. Результаты из теории восстановления 

Всюду далее мы считаем, что решетка для индексов с а„ =7^ О имеет 
единичный шаг. 

Если в (1.7) Са =7^ О, то с точностью до эквивалентной м. м. ф. 
оо 

2 «г = СаД'^^х («). (1) 

Наше допущение о виде Ь Д д ) (см. раздел 2) в силу (2.9) означает 
фг~^'-ЧЛп). (2) 

Сформулируем требуемые утверждения. 
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Лемма 1. Пусть верно (1), где ^ = м а е= (О, 1), тогда 

^п = а~'с2а(1~а)-'п-^*'ЬМ), (3) 
- ^„ ~ а-^СгП-^Ь,Ы). (4) 

Лемма 2.Пусть верно (2), где ^ = а^' и (О, 1), тогда 

' р п - ^ п - 1 - ^ „ - г + р „_ , _4 - а - ^ 0 ( О а . „ , (5) 

г(9е в(г") --̂  I тг/̂ а I = 0(1) и &Ш ^ 0(1) при I < /гО, есл!^ О < 0 < 1. 
Лемма 3. Пусть а» = О при I > До, гог^а для любого А: > О 

Р„=-о(/г-' ') . 

Соотношение (4) следует из [9 ] , а (3) легко получается из него 
суммированием (см. [4 ] ) . 

Лемма 3 — частный случай теоремы 1 из [8 ] . 
Лемму 2 можно доказать методами из [9] и [8 ] , если учесть, что 

р„ — 2р„_1 +• ^ „ - 2 — это коэффициент при 2" в ряде Маклорена для функ
ции (1 — 2 )41 — / 0 (2 ) ) "^ (нужио исследовать производную от последнего 
выражения). 

З а м е ч а н и е . Если в условиях (1) и (2) постоянные и Сг заме
нить на 0(1) и потребовать выполнения соотношений а„ — с „ + 1 ==« 

оо 00 

— о{п'^~^Ь1Ы)) И 2 ^ 1 ' ' ^ 2 ^ правых частях (3) и (4) появится 
г=п г=п+1 

сомножитель 0 (1) , а в (5) к а„ нужно добавить оСп-'^^'^Дп)). 
Доказательство этого аналогично имевшемуся ранее. Отличие со-

П оо 

стоит в следующем: при оценке сумм вида 2 Огёп-г. где ^\
г=0,ыг г=0 оо 

главный член 2 ё̂ г переходит в {а-п + о{п ^ ^^^{п))) 2 ^г-
г=0 г=0 

Отметим, что при доказательстве аналога леммы 2 получается соот-
оо 

ношение ргг-1 — Р п ^ а^+ о{п~^Ь1{п)), что уточняет формули-
г=П+1 

ровку замечания. 
5. Доказательство теоремы 1 

при выполнении условий (1.6) и (1.7) с с^ФО 

В силу (1.2), (1.6), (2.9) и допущения о виде м. м. ф. в (2.8) 
дп^с^п-^-'ЬМ), (1) 

и - {^ + ^с,п-^-'ЬМ) (2) 
или при С1 = о 

д, = 0{п-^-ЧАп)). (3) 
Напомним, что в исследуемых процессах частицы последнюю 1 — 1 

часть жизни потомства не производят, т. е. а^^ = О при I > у . 
оо 

Введем несколько обозначений: Л| (̂ '?, . . . , 5 ) = 2 ^а^, ~ 
3=0 

оо оо оо 

= 2 КЯз{^г)= 2 ^15, д ( 2 Н = 2 9(1)1, = п-^1М)&, ще е>0. 
г=3+1 «=Л -1 г=^+1 

По теореме 5 [4, с. 513] из (1.1) следует 
? ( 2 , „ ~ Г-Ча)/г-='/:(?^-^). (4) 

Учитывая (3.3), и м е е м ^ ( 2 ) г Г ~ Ч а ) е " / г " * р , следовательно, 
оо 7^ оо оо Т оо 

2 2 а « / ^ - 2 2 ^г{^^)и<:Я(2)т+ 2 2 ^ ^ М ! ^ < 

}=п 1=0 «=0 з=п , г=0 з=п 

< 8 « п - ^ Г - ^ ( а ) Р + 0 ( Г ) 2 / г (5) 
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Далее мы будем полагать выполненным (3). Тогда ввиду произволь
ности е последние соотношения влекут 

оо 73 
3=П 1=0 

(6) 

Случай выполнения (1) и (2) будет рассмотрен в конце раздела, 
а пока заметим, что эти условия вместо (6) влекут 

оо УЗ 

3=П 1=0 
(7) 

Учитывая монотонность ^п и ЯДп) при увеличении аргументов, по
лучаем 

2 я , ( П ) / , < <?;|х~7)^ ( ^ п ( 1 - 7 ) ) . (8) 
3=0 

Следуюш;ее утверждение доказывается путем естественных тожде
ственных иреобразованпй и использования неравенства треугольника. 

Лемма 4. Пусть |с,„1<тсо„ при пр^1^п, тогда 

^ (^гп — ^г— 1п) <С СоТсоп, где 

С о - 1ро1 + т а х 1 р , 1 + 2 1 Р г - Р ^ - 1 1 < « > • 
ге1У г = 1 

2 Р п - ^ Х 
г=пр+2 

(9) 

Неравенство (9) верно в силу леммы 1. 
Для сокраш,ения записей элементы конечного числа последователь

ностей {Ъ,п}птп будем обозначать ф„ , если можно оценить линейной 
функцией от ^\'^^'^{^\ и ^^ г ̂  тг, а после замены ^^ на 1~^р\Ьу{1рХ^), 
где ЬД^) имеет постоянную сДо:) в представлении Карамата (схм. раздел 2), 
оценка является о (п'~'^~^)р^'^^/у1(/грй^) в двух случаях: 1) р„ > О, р,, X 1 
и 2) для п таких, что р „ ^ р , > 0 при Кп, если вирр^ = 00 и оо. 
Монотонность ^^ и справедливость (2.9) для подставляемого вместо нее 
выраженпя делают достаточным проверку приведенных условий для 
рп — 1. 

Если в результате только что описанных оценок вместо о(-) получа
ется О(-), то Ъзп будем заменять на Ч'',,. 

В силу (6) и (4.2) при > у, что предполагается и далее, 
п(1-р) пр 

Ф„ = 2 ^^ап-г + ^п(1-р)0 (тг-!) = а„ 2 С» + фп- (10) 
г=0 

Следовательно, ввиду (3) 
пр 

11 = — а-^а-п 2 <?г + фп-

•1 = 0 
(И) 

(12) 
Последнее и (4.3) влечет 

Вычитая из Фп главный член из правой части (10), с помощью лем-

мы 4 и формулы (3) получаем / 4 = фп + 2 а~'^сф^п-\^ — 1) ^ X 
г=пр+2 V 

(г-1)р гр \ 
X />1 (г — 1) 2 С̂з — 1^ ^^Ьх [1) 2<?; , что ввиду (2.9) немедленно влечет 

3=0 3=0 / 
/ 4 = = ф „ . (13) 

В силу (8) и (4.3) 
/ 8 = Ф„. (14) 188 



пр 

Учитывая (2.3), имеем + = 2 ^г — ^^^-](^^ (Р^г-г — Рп-г-х) — 
г=о \0 / 

г \ / г \ 

- Е < ? г - Е <?г-зй^з (Рп - Рп-1) + 2 <?г - 2 <?г-заз (Рп_1 - Р п - ! - ! " 
г=0 \=0 / г=0 \0 / 

— рп + Р п - 1 ) . 
Пусть 8 > о — некоторое фиксированное число, тогда в силу леммы 2 

2 <?1 — 2 ^^-}а^ (Рп-г — Рп-1-1 — Рп + Рп-х) ^ 
г=0 \0 / 

8 / { \ 

— 2 <?г — 2 ^^-}(^} 
г=0 \0 

пр / г \ / * 
Обозначим / 9 = 2 — 2 ^г-з(^^ И / ю (*') = 2 <?г — 2 ^г-3«3 

г=0 \0 / г=0 \==0 

\ 

/ 

+ а 2 <?г. 
г=0 Если после замены ^^ на г'^Ь^Ш верны оценки / 1 0 ( 5 ) О и Л = 

= о(7г~') при 5, п оо, то из последних соотношений, (4.4), леммы 2, (2.3), 
(8), (10) и определения ф„ будет следовать 

1з + ^6 = Ч^п + а-Чп 2 ^г^ (15) 
г=0 

Проведем тождественные преобразования: 
пр пр—1 пр I ' пр N пр пр 

/ 9 | = 2 < ? ^ - 2 « з • 2 ( ? 1 = = 2 ( ? г 1 - 2 «3- + 2 а з 2 <?г< 
г=0 ~ 3=0 г=0 г=0 \=0 / з=0 г=пр-з+1 

пр оо 0,5пр пр 0,5пр 
< 2 <?г 2 « 3 + 2 /«з<?о,5пр + 2 «3 2 ^̂ ^ 

г=о з'=пр+1 3=0 3=0,5пр г=0 
Аналогично 

.5 г 
/1о(«) = 2 2 щ + 2 «3 2 ^<?г— 2 2 + 

г=0 3=-5+1 3=0 г=5—3 + 1 г=0 з=0 
3 8 оо 8 « 3 

+ « 2 <?г < 2 С̂>г 2 «3 + 2 /«3^<?0,5. + 2 «з 2 ^^г + г=0 г=0 з=« 3=0 3=0,53 г=о 
оо 3 0,55 8 8 

+ 2 № 2 <?г + 2 7аз<?0,5.5 + 2 /«3 2 <?г-3=8+1 1=0 3=0 3=0,58 г=0 
Ввиду (2.5) И (4.1) требуемые оценки для /с, и / 1 0 ( 5 ) получаются 

тривиально, т. е. (15) доказано. 
Из (2.7), (8), (11) —(15), леммы 4 и определения следует 

( ? „ - < ? . - 1 = "̂ Кп. (16 ) 

РТсследуем Д. Прежде всего, для любого 7 > 0 по теореме Лагранжа 
о среднем 

/ ц ^ 2 Я т ( 0 / т - 2 ( 1 - / г „ г ( Р г , . . - , Р г - У , ^ г , . . . , Л ) -
т=0 т=0 \ 

V тр \ гр ^ 
- 2 < ? г - з « з т - 2 ^гаы]^ш--0[ 2 «з (<?г-з " <?г) • 

3=0 3=У+1 / \.?=У+1 / 
Аналогично, используя теорему о среднем и монотонность производя

щих функций, имеем 

^ 2 ^ 2 1 - /^т {Рг, . . . , л , . . . , '̂О - 2 <?г -5ам + 
т=0 \=0 
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3=0 1 

-о^н,п ( Л - г , . . . » Р г - у ) ) и = о {^г-V - ^ ^ ) 

+ Нт {Ри . . . , РгУ- 1 + 2 ] /ш = О - 2 / „ . 2 ( « . т -

оо 

1 - / 1 ' ( Л - у ) + 2 « ; + 

оо 771 

+ 2 2 Щт/т 
тп=г+1з=0 

где =^ д^.^т (̂ 01 -^1' • • • 1 -̂ тп)-
Из (16), (4.1), (2.4) и непрерывности Л'(ж) следует, что УУ>0 при 

г - V 00 = г1г.(Уо(1) + У - Р + % ( У ) ) . С другой стороны, ввиду (2.5) и (16) 
УБ > О при достаточно большом V \ < е'^гщ-р). Б силу произвольно
сти е последнее означает / и + / 1 2 = о('Ф(), т. е. / ц + 1 ^ — ф,-. 

1ем самым мы доказали 
п / гу \ 

/ а = а - 1 2 (1 — {Рп. Рп) — 2 анОп /г + фп, 
1=0 \о / 

что в силу (1.1), (3) и (6) влечет 

/ 2 = - а - 1 ( ? ^ + ° ' ^ ( ( ? „ ) + Фп. 
' Последнее ввиду леммы 4 означает 

г=пр+2 
Пусть 51 =Рп, 82 — Рп-и тогда 

<?^+"/̂  (<?п) - (<?п_1) = /г (̂ 1) - ^1 - (̂ 2) + Ч = 

= 2 / ^ , ( - % - ^ 2 ) ( ' 2 4 ' ' ' ' 4 - ; . -
й=2 

(17) 

(18) 

1=0 
(19) 

Далее, И — хУ'>\ 1х при ж ̂  О, следовательно. 
к-1 
2 ^1 ^ 2̂ ^ 
г=0 

(20) 

<со^>г^п^'"^{^пр). (23) 

Из (19), (20), (4.3) п стремления ^п к нулю находим, что для лю
бого фиксированного т 

2 ^п-^^^\'-''^{^г)-^^:^г^{^г-,)) = о(^) 2 | < ? ^ - ^ г - 1 | . (21) 
Ь=п—т г=п—т 

Заметим, что если в лемме 4 суммирование ведется до п — т, то (9) 
переходит в 

оо 

Сот=\М + т а х 1 1 + 2 I Рг+т — Р г + т - 1 | < ^ , (22) г=-'У г=1 
что позволяет получить 

п-т 
2 ^п-^(^V''^{^г)~•^]^г^{^г-1)) 

г=пр+2 
Выбором т> о Сот. в (22) можно сделать сколь угодно малым. Это 

совместно с (18), (16), (21) й (23) влечет 
/ т ^ ф п . (24) 

Итак, учитывая ( И ) —(15), (17) и (24), из (2.7) получаем 

^п-^п-^=-~а-^^^+''^{^п)-\-(^)п• (25) 
Идея оценки ^п сверху, примененная в [10] к процессам Беллма

на — Харриса и развитая для общих процессов в , [7] , может быть реа
лизована и в этой ситуации, исходя из (25). 
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Положим Оп=п ^п^^1 ('^Рп^), где м. м. ф. ^^{^) взята с постоянной 
в представлении Карамата при больших значениях аргумента (см. раз
дел 2). 

Докажем, что Рп ограничено сверху. Для этого предположим про
тивное: Иш Рп = оо. В силу допущения т а х Р/̂  = Р / ; ( п ) о о при п-^оо. 

В дальнейшем под к{п) мы будем понимать строго монотонную по
следовательность такую, что Рк{п) --= шах р^. Тогда р^^п) :монотонно 

возрастает и 
И т рйсп) оо. (26) 

Ввиду ^\0 при п-^оо по определению р„ при больших п «рп ^ | оо, 
а, следовательно, для любого фиксированного 1 

И т рй(п)-г/рь(п) = 1- (27) 
П-*оо 

Положим г;^=рп. Тогда, деля (25) на Vп-^п-^Vп^^Ы/рп), применяя 
(2.10) к ^1( /г/р„), и полагая п = к(п), ввиду (3.3), (26) и (27), определе
ний м. м. ф. и ф,г имеем 

V^^^, - ..?п)-1 = -Р[тЩ^^ (̂ )̂ ̂ ^(^^ ( 1 + ^ (1)) + 

+ к-' (п) и^^1)0 ( - ~ М + а-'к-''{п)р,^^г)Vи('п)-гР{^ + о{1)). (28) 

Перепишем (16) в виде к-^ (п) р1^п)Ьг (к {гг)/рнп)) - {к (п) - 1)"^ X 
X Рш)-1^1 {{к (п)— 1)/р^(п)_1) =0(к ^ ^(и)) РЙ)̂ 1 {к (п)/Рмп)). Применим 
к полученному (2.9), тогда {к{п)/ри(п) — {к'{п) — \)/ри(п)-1)Ь1{к{п)/ри{п))Х 
X к-^-' (п) р Й = О (к-^-^ {п)) р Й ) ^ ! (к {п)1ри(п)), откуда к{п)/р,,., -
- ( ; с ( А г ) - 1 ) / р , ( „ , _ 1 - ( 9 ( 1 ) . 

Последнее и формула (27) позволяют записать (28) в виде 

Vй(п) - 1̂ /Г(п)_1 = ( - Р + а-фРмп) (1 + О (1)) + о (1)) к-^ (п) (29) 

По определению к(п) 1;̂ (п) — г/'й(п)-1 ^ О, следовательно, —^ + 
+'^~*РРА(П)(1 + о(1)) ^ 0. Полученное соотношение противоречит (26). Тем 
самым доказано 

Ш ^ ( ? „ Л г ' ( ? 0 < о о . (30) 

Следовательно, (25) принимает вид 

<?п - ^п-у - ~ а-^^^+''^ {^п) (1 + о (1)). 
Как было отмечено в разделе 3 при получении (3.2), последнее озна

чает 
(?„ - аЫ-^Ь,{п). (31) 

Тем самым при Сз > О и С1 = О теоремы 1 н 2 доказаны. 
Заметим, что в этом случае условие (1.8) в формулировке теоремы 2 

излишне, так как в силу (6) оно всегда выполняется с §{у) = 0. 
Отметим изменения, которые нужно произвести в предшествующем 

тексте в результате замены (3) па (1) и (2). Они связаны с заменой (6) 
на (7). Вместо (10) получается, 

пр 

Фп бп 2 <?г + фп + ^п{1-р) О (п-1). 
г=0 

Отсюда, учитывая (1) и (3.4), имеем 
пр / 

А = — а-'^Оп 2 <?г + фп + <?п(1-р) О (ге-!). 
1 = 0 
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При оценке /4 учет (2) с одной стороны упрощает вычисления, а с 
другой — изменение оценки /1 влечет добавку слагаемого 0{п~^)^пр(^-р) 
к имевнтейся ранее формуле (13). 

Далее все оценки до (17) остаются без изменений, а к (17) и (18) 
нужно дрбавить 0^п~1^п и 0{п~^)^„р, что в конечном итоге вместо (25) 
приводит к 

^ п - ^ п - 1 = -а--^^^+''^{^п) + о^п-1^па~р)р + ц)п. (32) 

в следующих за (25) рассуждешшх нужно добавить О (/г ^(«))рь(п)Х 
X Vй(\)-^. Эта добавка не оказывает существенного влияния, и получаемое 
из (29) соотношение противоречит (26), т. е. при С1 > О верно (30). В си
лу (3.4) этим завершается доказательство теоремы 1 при (1.6) и (1.7) 
с С 2>0 . 

6. Доказательство теоремы 1 в общем случае 

Для завершения доказательства теоремы 1 нужно получить только 
оценку сверху для ^^^), так как оценка снизу получена в разделе 3. 

В данном разделе построим ряд процессов па вероятностных про
странствах, уже имеющихся с вероятностями продолжения, мажориру
ющими эти же вероятности у исходных процессов. При этом последний 
процесс будет удовлетворять условиям (1.6) и (1.7) с Са О, но мы не 
будем требовать выполнения условий непорождаемости потомков перед 
гибелью и (^) в сршу того, что соответствующая редукция описана в раз
деле 2. Таким образом, с помощью результатов разделов 2 и 5 мы дока
жем теорему 1. 

Итак, рассмотрим процесс |в(?г), п<^1^, для которого выполнены ус
ловия (1.4) и (1.3). Индекс В в дальне'йшем опускается. 

Пусть 
Й т {1 — А («.)) п^Ь^^ (п) = сз, 

(1) 
И т (1 — Л (п)) п^Ьх^ (п) = с^. 

Если С4 > О, то и С з > 0. В этом случае от ограничения (1.7) избавиться 
легко. По ^(га) построим | 2 ( ' ^ ) , для которого верно (1.7) с Са > 0. 

Положим б > О п 1 — РгЬг) = (е., + Ь)п~^ЬХп) при больших П, РгЫ) — 
функция распределения некоторой целочисленной случайной величины 
и АЫ) ^РгЫ). Опишем {ц2, N2^)). Произведем рандомизированную заме
ну времени x = Р^^{^), если п = А~Ч1), где I равномерно распределено 
на [О, 1] , а Р2^{^) и ^ " 4 0 рассматриваются как обратные к замыка
ниям графиков р2(Ь) и А{х). Этим мы, грубо говоря, канчдому значению 
п сопоставили случайное значение х {п) ^ Р[А {п)), причем т(?г) ^ 
<х(7г + 1) и равенство может достигаться. Положим Г12 = т(п), если г) = 
= п и е [О, 1] (т) = МЦР^^ {I)) = М{А-^ {I)) = .V {п). Из опреде
ления с,2{п) и (1) следует, что при с* > О отношения г|2/г1 и х/{п+\) 
равномерно ограничены сверху. В качестве верхней грани можно выбрать 
большее из чисел (сд -(- 1 + 6) и некоторого, зависящего от конечного 
числа значений р2{п) и АЫ), что делается стандартным способом, поэто
му подробности опускаются. 

Это означает, что для \г(п) условия теоремы 1 остаются в силе, бо
лее того, выполняется (1.7) с С г = С з + б и ^2^^) ^ ^ ( ^ ) . 

Несущественность дополнительного условия (1.6) мы покажем в кон
це раздела, а пока оно предполагается выполненным. 

Если Сз = О, то в формулировках лемм 1 и 2 в правой части появит
ся о(1), и все легко сводится к уже рассмотренной схеме. Однако если 
С4 = О, а С з = 7 ^ ' 0 , то редукция услоллняется. С одной стороны, использовать 
Ь,2(п) нельзя, так как 11211"' и т ( д + 1)~' становятся неограниченными и 
могут нарушаться условия теоремы 1, с другой — мы существенно ис-
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пользовали регулярность (см. (4.2)). Подберем Рз^ч), пригодную для 
замены времени и в дальнейшем. При этом будем полагать в (1) С з < оо. 

Выбере.м целочислеппую последовательность {.г,Лп=о, 1, , . . такую, что 
для некоторого е > 0 л : „ + 1 ~ (1 + 2е).г„. По ней построим {1/,г},1=о, 1 та
кую, что уп ^ Л̂ , Хп< Уп < Хп+1 и г/„ -~ (1 + г)хп. 

Полонлим 
ОО 

Рз (к) ^А{п)х{к<: X,} + 2 {{А (хп) - А (хп-х)) I{{к - Хп) (Уп - ^п)"^ + 
п=1 

оо 

+ А (Хп)) г {Хп < /г < г/п} + Ъ А {х^ % {уп <к<: Хп+г} + 

+ А{Хо)%{х^^к<.Хх}, 

где /(х) — монотонная непрерывно дифференцируемая на [О, 1] функция, 
/ ( 0 ) = / ' ( 0 ) = / ' ( 1 ) = 0 , / (1 ) = 1. 

Заметим, что прн таком определеппи РзЫ) обладает следуюн^пми 
свойствами: 

1) {~Р,Ы) = 0{/г'ЬМ)), 
2) ар,ы) = оы-^'~чм)), 
3) аРЛп)-аРЛп~1)=^о{п-'-^ЬМ)), 
4) 1-Р,(п) ^ 1-Р,{п+1) 

или 1), 2) и 
3') Рз(п) =^ О при достаточно больших п. 
Выполнение условия 3') означает, что А(п) обладает этим же свой

ством, (т. е. а,г = О при п больших), в разделе 5 вместо лемм 1 и 2 можно 
использовать лемму 3 с А; > 2^ + 2, что существенно упрощает оценки и 
приводит к тому же результату для ^(и) непосредственно. 

По построению Р^Ы) очевидно, что, производя случайную замену 
времени п = А''^{Ь,), т = Р^^СВ,), где ^ равномерно распределено на [0 ,1 ] , 
не ограничивая общности, можно считать 1 т(?г + 1)~* 1 + 4е, так как 
эти неравенства верны прн больших п, а прн малых можно положить 
РЛп)^А{п). 

Учитывая потребности следующего раздела, построим 1,Лп), исходя 
из соотношений г]з == [ (1 + 8в)г|] при больших значениях, и ц — щ при 
малых значениях МЫ), где связь х и п указана выше. При этом 
предполагается выполненным условие непорождаемости потомков после 
гибели частицы. По построению 'Е,гЫ) ^^Л)'>^{^). Доказав теорему 1 
для 1гЫ), мы избавимся от ограничения (1.7). 

Для сокращения записей в данном разделе будем считать |з(«) = 
= 1(п), и конечное число последовательностей {Ьп^)пеN таких, что Ъ„^ = 
= 0{п~^'Ь^{п)), обозначать { т „ } „ е л ' , одинаково для всех /. 

ОО 

Итак, у нас а„ = х„п-\ — ап+1 = оЫ-^'^Р^Ы-)), 2 «г т„ и 
г=п+1 

оо оо 
• 2^ й г 2^ Я г -

г,-^п г—п+1 
Для того чтобы хтсследовать (?„ при С 1 = О (т. е. для доказательства 

(5.3)), нужно почти дословно повторить рассуждеиня раздела 5 до (5.30) 
включительно с ис1К)льзованием только что сформулированных соотно
шений вместо (4.1) и (4.2) с учетом замечания из раздела 4. 

Мы уканчсм лишь основные изменения в оценках, полученных вслед
ствие этой замены. 

пр 

Вместо (5.10), (5.11) и (5.13) будет Фп = т̂ ^ -̂̂  2 <?г + фп, Л = 
г=0 

пр пр 

= Т ^ г е - ! 2 < ? г + фп И / 4 = Т п П - 1 - 2 ^^ + фп-
г=0 г=0 

пр 

Аналогично (5.15) переходит в /3 -Ь / 5 Т п « ~ ^ 2 ^ ч+ фп- Однако 
г=0 

оценка суммы, связанной с / 10(5) , производится иначе. Приведем ее, при 
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этом воспользовавптпсь условиями на а,, замечанием из раздела 4, мо
нотонностью заменой порядка суммирования и (2.5): 
п р / г \ 

2 <?1 - 2 ^^-^а^ (Рп-г - Р п - г - 1 " Рп + Р п - О -
{ = 0 \0 / 

п р 

г = 0 
<?г - 2 

3 = 0 

пр 
1ГпП-^ = Т„/г-1 2 I 2 «3<?0,5г + 

г=о з"=0;5г 

пр о,5г / пр пр пр 

+ Т„«- 1 2 ^ 2 (<?г-3 - ^ \  « 3 = Тп«-1 2 <?г + 2 2. ^ г - з / а г Ч -
г = 0 Л=0 \ г = 0 з = 0 г = 2 3 

пр 23 \

+ 2 б; 2 г<?г = Тп?г-1 2 ^^* 
3 = 0 г=з / г = 0 

(2) 

Все дальнейшие выводы до соотношения (5.25) остаются в сило, хотя 
условия на Яг стали менее ограничительными. Последнее принимает вид 

пр 

{ = 0 
(3) 

Проверим, что (3) в (5.28) влечет добавку слагаемого к ' ( п ) Х 
X о (1) Уйсп)-!, т. е. форма записи (5.28) не изменится и верно (5.30). 

Нам нужно исследовать вклад последнего слагаемого из (3) в (5.28). 
При этом будем вместо кЫ) писать п, считать фиксированным О < б < 
< 0,5(^ — 1), использовать монотонность х~^Ь1{х), ж^ЬДж) и прп^ при 
больших X (следует из допущений раздела 2 о виде /уДд:) и убывания 
^ ^ , (5.26), (5.27), ^ > 1 и то, что грй^ ^ к при А:р„ < г < (А; + 1)р„ 

п 

г=о 

X (п) 2 г'^РпЬх ( ф п ' ) = О ( « - 1 ) У» ^п^'^^^^"' ' о ( и - 1 ) Vп\м самым 
г = 0 

теорема 1 при дополнительном условии (5.3) доказана. При 
переходе от (5.3) к (5.1) и (5.2) остаются в силе рассуждения из разде
ла 5, где производится аналогичный переход при (1.7) с Сз^^О. 

Для завершения доказательства теоремы 1 нам осталось избавиться 
для ^(/г) от ограничения (1.6). Для этого воспользуемся процедурой по
строения § 1 ( / г ) , приведенной в конце раздела 2. Пусть Пш {1—С (п)) п (1 — 

П-»оо 

— к(п) (0)) ^ = е.. Подберем функцию распределения целочислен
ной случайной величины СД/г) так, что С(га) ̂  СДга) и Иш (1 — (п) )Х 

П->сж 

X и(1 —/^(„)(0))"^ = С е > С 5 . Тогда, полагая Л^Дп) = 7У(п), ц-=0-Ч1) 
и Ц1= ( 1 ) , где I равномерно распределена на [О, 1], мы строим 
||(п), удовлетворяющий условиям теоремы 1 и (1.6), при этом ^п^^п^• 
Этим доказательство теоремы 1 завершается. 

7. Доказательство теоремы 2 

В разделе 5 теорема 2 для случая с, = О и Са > О была доказана. Сей
час избавимся от первого ограничения, а в конце раздела от второго. 

Мы воспользуемся результатами раздела 5. По теореме 1 верно 
(5.30). Поэтому вместо ф„ в оценках можно писать о(п~^-^Ь1Ы)), что мы 
постоянно будем учитывать без замены ф„ на громоздкое явное выраже
ние. Это же относится и к Ч^„. В разделе 5 пояснялось, какие изменения 
нужно внести в предшествующие рассуждения для доказательства тео
ремы 1 при С 1 > 0. Эти изменения относятся только к / „ А, Д и 1т. К тео
реме 2 при С1 > О мы придем, если воспользуемся дополнительными огра-
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ничепиями из ее условий и более точно оцепим / , , I,., Д и чем это 
оо У) 

сделано в конце раздела 5. Обозначим = 2 2«гз / ;И исследуем Ф„. 

По определению Ф„ и (5.16) 
р) пр оо 

Ф п = 2 ^^ап-^+^пАп-^{^п-^п-^) 2 = 
г=0 1=0 3=гг+1 

П(1-р) пр оо 

= 2 ^^ап-^ + ^пАп+'^'п^ 2 ЩЬ, 
что в силу (2.5) и (4.2) влечет 

п(1-р) 
Фп = «п 2 <?г + <?п^п + фп. (1) 

1=0 

Из (5.1) и (1) следует 
/ п(1-р) \ 

ап 2 <?г + <?п^и — с^п-^-^Ьх (п) + фп. (2) 
\0 / 

/1 - — а - 1 

Наличие слагаемого ^пАп в (1) и имевшийся ранее вывод (5.13) означают 

/ 4 = Ф п + 2 К-^{^г-1А^-г-^гА^). (3) 

Получить (5.17) мы уже не можем, а имеем только предшествующее ему 

/ з = 2 ( 1 - /̂ г {Рп, . . . , Рп) - 2 ан^п] + фп. (4) 
г=о \=0 1 

п I 

Учитывая это, к правой части (5.18) нужно добавить 2 Рп-1 
г=пр+2 \ 

оо ° ° \ 

~^,-xАг-гЛ•^{'^-Ь,•ЛР^-x.^^•,Р^-^))Ь- 2 ( 1 - / ^ И Л , • • •, Л ) ) / ^ • 
3=г з"=г+1 / 

Ч Т О повлечет такую добавку и в (5.24). Следовательно, ввиду (3) 
П I оо 

/ 4 + / 7 = фп+ 2 Рп-г / г О ( 1 ) + 2 ( / г , - (Л-1 , . . . , ^ 1 - 1 ) -
г=пр+2 V з=г+1 

Последнее ввиду (5.16), теоремы Лагранжа о среднем, (5.7), (4.3) и (5.2) 
означает 

/ 4 + / 7 = ф„. . (5) 
Из (2), (4), (5.15) следует 

/ 1 + /2 + /3 + / а = схог^п-^-^Ьх (п) - а-^^^+''^ {^п) -
оо 

- а - 1 2 ( 1 - / ^ ^ ( Р п , . . . , Р п ) ) / , + ф п 
3=п+1 

И Л И , учитывая дополнительно (2.7), (5), (5.14), (5.12) и (1.8), получаем 
^п - Оп-1 = с^а-Ы-^-^Ьу (п) - а-^ё {ОпП^ЬТ^ {п)) п-^'^Ь^ («) -

-а-1(?^+°'Х(<?п) + Ф„. (6) 
Вывод явного выражения для ^п из (6) напоминает получение (5.29) 

из (5.25). Итак, положим — п-^рпЬх (п/рп) и _предположим, что 
И т Рп не определен, т. е. 0 < р = И т рп<; И т рп = р < оо. В силу по-

следнего и легко выводимого из (6) соотношения р„ ~ р „ - 1 можно выбрать 
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дно подпоследовательности т:(к) п \{к) такие, что рц^) р , РV(й) р при 
к со и Рг ( /о Р т ( / , ) ± 1 , ргчй) > р У ( М ± 1 -

Прил1енив процедуру вывода (5.29) пз (5.25) к (6) при п = т;{к), 
т(А;) + 1, \1{к), \{к) + \е р„ X 1 позволяет многое упростить), 
в силу только что приведенных определений и свойств легко получить 

«-Фрт№) - р + о (1) - С 1 а - 1 р ^ ^ ) + ё{9х(н))а'-^ы1) - О, 

а"̂ Рру(&) — Р + о (1) — С1а-1р7(|) + ё^Сруад) «-^Р^да = О-

Переходя к пределу в последних соотношениях, получаем, что р̂  и 
р'̂  удовлетворяют одному и тому же уравнению (1.10). Покажем, что оно 
имеет единственное неотрицательное решение. Рассмотрим функцию 
2 = У^^"' — ау — с^а, она убывает при О г/ < (1 + а)~^а^ и возрастает при 
у^ а^а + причем во второй области имеет единственный нуль. Не-
отрицате.яьпость, с.ледуюш;ая из (5.7), и определения непрерывности и 
возрастание §{у) < влекут единственность решения у (1.10). 

Тем самым получено противоречие с допуш;ением ^ < р , т. е. дока
зана теорема 2 при Са > О (величина Иш р „ находится аналогично). 

П->оо 
Отказаться от условия (1.7) с Сз > О позволяет то, что при его замене 

па свойства 1)—4) из раздела 6 для Р^Ы) при интерпретации ЛР^Ы) как 
а„ и использовании замечания из раздела 4 вместо лемм 1 и 2 имеющееся 
доказательство почти дословно сохраняется, если а„ не заменять на точ
ное асимптотическое выражение (4.2). Исключение составляют только 
оценки / 4 и / з + / в . Коррекция в случае С 1 > О, приведенная в начале 
данного раздела, остается без изменения. 

Оценку /3 + / в необходимо изменить при исследовании суммы, свя
занной с определением / 1 0 ( 5 ) , ввиду добавки к правой части (4.5) слага
емого юЬг"^'' Ь^Ы)). Нужно дополнительно показать ограниченность 
пр г 
2 I ^^ — 2 ^г-^с^•^ •> ^'^^ лэгко получается нз (6.2). Отсюда и из имев-
г=0 ./=0 
шегося ранее вывода (5.15) следует его справедливость и для \,зЫ). 

В силу теоремы 1 и свойств а„ (11) можно записать в виде / 1 = 
оо 

^а,.|1 + ср„, где = — 2<?г, тогда, как и ранее, / 4 = ф п + 0 ( 1 ) х 
г=0 

п п п—т 

X 2 рп-г («г— « 1 - 1 ) - Оценим 2 Рп-г («г — «г-О ^ 2 Рп-г («{— 
г=пр+2 г=пр+2 г=пр+-2 

п 

—аг_1) + 2 Рп-г(бг — «г-х)- К порвой сумме мо>гшо примснить ес-

тественное обобщение леммы 4 с заменой (5.9) на = 2 т а х | р ^ и I + 

+ 2 I Рг — Рг-хЬ ч'̂ ^ мало при больших т. Вторая сумма прн фиххси-
г=те 

рованном т равняется ф„ , откуда Д = фи, т. е. все имевшиеся ранее в 
случае справедливости (1.7) оценки сохранились, и теорема 2 для ^(л) 
из раздела б доказана. 

Отметим, что наличие теоремы 1, как это видно па примере только 
что модифицированной оценки / 1 , позволяет при доказательстве теоре
мы 2 многое пз раздела 5 упростить. Однако ввиду постоянных ссылок 
на схему из упомянутого раздела мы этих упрощений старались не ис
пользовать. 

По %{п) с условием (1.4) можно построить ^з(«) из раздела б, кото
рый оценивает ^п сверху. При этом если Б О, то параметры |з(ге), уча
ствующие в определении рз, сходятся к соответствующим для ^(ге), т. е. 
справедливость теоремы 2 для 53(га) дает оценку сверху для функци
ей, удовлетворяющей (1.9). 

Для оценки снизу построим процесс Фиксируем «о > О и поло-196 



жим г1о = г1, КЛп) (М - М(п))х{п> щ] + МЫ). Тогда по (2.1) Опо^Оп. 
В этом случае 1аЛх) имеет лишь конечное число не равных нулю 

коэффициентов, что но.зволяет воспользоваться леммой 3 вместо лемм 1 
и 2 при исследовании (2.7). Более точно, слагаемые, содержащие ^ о п — 
- Р о п - 1 , сразу оцениваются любой степенной функцией и в Ф„ имев-

пр 

шийся ранее член ап 2 ^^ (см. (5.10) и (1)) исчезает. 
1=0 

Это позволяет использовать имеющуюся схему доказательства тео
ремы 2 при Са > О для исследования 1,оЫ). В итоге существенно проще 
может быть получена теорема 2 для ^о(«). Но ко{г, . . . , 2) = /г(2, . . . , г), 
а ао-^ а при По Тем самым мы заключаем, что и нижняя оценка ^„ 
удовлетворяет (1.9). 

Итак, мы доказали теорему 2 при Сг = О, т. е. убрали все дополни
тельные ограничения, пснользовавшиеся при доказательстве. 

В заключение обсудим условие (1.8). Если выполнено (5.6), то 
^(г/) = 0. Приведем пример, когда §(у)^0. Пусть |(и) определяется 
{т], МЫ)}, которые задаются соотношениями = г~'̂ ~̂  (г^, . . . , 2г) = 
= 2^^^^, где '̂ (г) ~ 1^' при больших г, а при малых подбираются так, 

оо оо 

что 2 / г = 1 ' 2 ( 1 , • • ч 1)/-г = 1- С ПОМОЩЬЮ тсорсмы 5 (см. [4, 
с. 513]У и (3.3)'~легко убедиться, что (Мв) - 5 ) (1 - з)-^ - (1 - 5 ) " - ^ X 
Х Г ( 1 - а ) ( 1 + а ) - \. е. верно (1.1) с 1 ( 1 - 5 ) ~ Г(1 - а)(1 + а ) " ' . Оче-

оо оо 

видно, 2 (2о, 1 - У^"^. Ч---.Ч)1к- 2 ехр( -ук?>п-Ц к'^-^ ^ 
оо 

\ех^{ух?')х-^-Чх. Из (3.3) следует ^Дп) ~ ( ^ - Ы ) Р Г - Р ( 1 - а) ^ 

С. Отсюда ё{у)^ С 
/ 

- 1 
(Л» 

+ 1)-^ - I ехр { - уСх^] х-^-Чх 
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