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В работе о п и с а н достаточно о б щ и й метод и с с л е д о в а н и я точности а п -
проксимащ1и р а с п р е д е л е н и й с у м м н е з а в и с и м ы х с л у ч а й н ы х в е л и ч и н ( с в . ) 
со з н а ч е н и я м и в п р о и з в о л ь н о м п с е в д о н о р м и р о в а н н о м л и н е й н о м п р о с т р а н 
стве . Р е ч ь идет о точности гауссовской а п п р о к с и м а ц и и , х о т я метод позво
л я е т и з у ч а т ь скорость сходимости и в с л у ч а я х , к о г д а п р е д е л ь н ы м д л я 
у к а з а н н ы х р а с п р е д е л е н и й будет другой б е з г р а н и ч н о д е л и м ы й з а к о н (на
п р и м е р , п у а с с о н о в с к и й ) . 

П р е д л а г а е м ы й метод основан н а п р е д с т а в л е н и и с у м м н е з а в и с и м ы х 
с. в. в виде с т о х а с т и ч е с к и х и н т е г р а л о в по с о о т в е т с т в у ю щ и м э м п и р и ч е с к и м 
м е р а м . А н а л о г и ч н о е п р е д с т а в л е н и е и м е е т место и д л я п р е д е л ь н о й с. в., 
что п о з в о л я е т сводить р а с с м а т р и в а е м у ю з а д а ч у к с оот ве т с т вую щим пре 
д е л ь н ы м т е о р е м а м д л я в е щ е с т в е н н о з н а ч н ы х э м п и р и ч е с к и х полей . 

С и м в о л а м и С, С г, г = О, 1, . . , , в раооте о б о з н а ч а ю т с я абсолютные , 
т. е. не з а в и с я щ и е от п а р а м е т р о в р а с с м а т р и в а е м о й з а д а ч и , п о л о ж и т е л ь н ы е 
п о с т о я н н ы е . В ц е л я х более к о м п а к т н о й з а п и с и и н д е к с ы и с п о л ь з о в а н ы 
только п р и необходимости п о д ч е р к н у т ь р а з л и ч и е п о с т о я н н ы х . Е с л и по
следние з а в и с я т от тех и л и и н ы х п а р а м е т р о в з а д а ч и , то и с п о л ь з у ю т с я 
либо другие б у к в ы , либо з а п и с ь в и д а С{-). 

1. С у м м и р о в а н и е н е з а в и с и м ы х с л у ч а й н ы х в е л и ч и н 
в б а н а х о в ы х п р о с т р а н с т в а х 

П у с т ь {^и 1^1} — п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь н е з а в и с и м ы х одинаково рас 
п р е д е л е н н ы х с. в. , п р и н и м а ю щ и х з н а ч е н и я в с е п а р а б е л ь н о м банаховом 
п р о с т р а н с т в е (3?, где ^ — а - а лг е б ра б о р е л е в с к и х п о д м н о ж е с т в X. 
В с ю д у в дальнейпгем п р е д п о л а г а е т с я , что Е | 1 == О, где среднее п о н и м а е т с я 
в смысле Б о х н е р а . Р а с с м о т р и м п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь т а к н а з ы в а е м ы х эм
п и р и ч е с к и х м е р па ^ 

^пШ = п^^ЧРпШ-РШ), п = 1, 2, (1.1) 

где Рп(- ) — э м п и р и ч е с к о е р а с п р е д е л е н и е , построенное по выборке {|г; 
г ^7?} ; Р ( - ) — р а с п р е д е л е н и е с. в. ^ 1 . Я с п о , что д л я всех э л е м е н т а р н ы х 
исходов ^п(^) — с ч е т н о - а д д и т и в н ы й з а р я д п а ^ с о г р а н и ч е н н о й в а р и а ц и е й . 

В основе п р е д л а г а е м о г о метода л е ж и т с л е д у ю щ е е простое 
соотношение 

8п ^ п-^'^ }хдп {Лх), (1.2) 
''^^ * Ж 

где и н т е г р а л в п р а в о й ч а с т и (1.2) п о н и м а е т с я в смысле Б о х н е р а (точнее , 
в виде р а з н о с т и д в у х и н т е г р а л о в Б о х н е р а ) п р и в с е х э л е м е н т а р н ы х 
и с х о д а х . 

Х о р о ш о известно , что к о н е ч н о м е р н ы е р а с п р е д е л е н и я случайного п о л я 
слабо с х о д я т с я к с о о т в е т с т в у ю щ и м к о н е ч н о м е р н ы м р а с п р е д е л е н и я м 

гауссовского п о л я Ср{-) с н у л е в ы м с р е д н и м и к о в а р и а ц и е и 
Шр{А)ар{в) =ри^в)-ршр{в). ( 1 . з ) 
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Более того, имеет место слабая сходимость для достаточно широкого 
класса функционалов от рассматриваемых случайных полей ([11, [2]) . 

Лемма 1 Л. Случайное поле Ср(.-) с вероятностью 1 является счетно-
аддитивным зарядом на ^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через 1Ур(Л), А^^, гауссовское 
поле с нулевым средним и ковариациеи 

^ШМШр(В) = Р{А П В). (1.4) 

Из (1.4) следует: если Л П 5 = 0 , то с, в. И^р(Л) и У^ркВ) независимы. 
Не ограничивая обгцности рассуждений, можно считать, что 

Ср{А) = \Ур{А)-риШрт, (1.5) 

поскольку средние и ковариации обеих частей (1.5) совпадают. Представ
ление (1.5) и классические результаты о сходимости рядов независимых 
с. в. позволяют утверждать, что для любой последовательности попарно 
несовместных подмножеств Ы<} из Ш ряд Е(хр(Л() сходится с вероят
ностью 1 и в среднеквадратичном. Тогда для таких {Аг) 

Е(^Р ( и А,) -^Ор р ( и А-^ ( 1 - р ( и л , ) ) - 2 2 Р (^о ( 1 - ^ ( и ^ г ) ) + 

- г ^ Р {А,) { \ - Р {А,)) - ^ ^ Р {А,)Р (А^) = 0. 
гфЗ 

Лемма доказана. 
Этот результат дает основания рассчитывать на то, что при условии 

слабой сходимости 5„ к гауссовской с. в. к последнюю можно представить 
в виде 

у = [хер{ах). , (1.6) 

к сожалению, интеграл в (1.6) уже не удается определить для почти 
всех элементарных исходов, так как заряд Ср(-), как правило, имеет 
с вероятностью 1 неограниченную полную вариацию. Это можно про
иллюстрировать на следующем примере. Пусть Ж = В. и Р — равномерное 
распределение на Ю, П. В этом случае ОрНа, Ь)) = шЧЬ) — ш'Ча), где 
шЧ/) — так называемый «броуновский мост» на отрезке [О, 1]. Очевидно, 
и^^Ш имеет с вероятностью 1 неограниченное изменение на [О, 1]. 

Однако интеграл в (1.6) можно понимать в более слабом смысле. 
Соответствующую конструкцию, которая будет рассмотрена в следующем 
пункте, можно условно назвать стохастическим интегралом Бохнера. 

2. Построение стохастического интеграла 

Построение стохастического интеграла (1.6) будет проведено для 
пространств типа 2. Данное ограничение мон^ет быть существенно 
ослаблено. Однако при этом неизбежно возникнут технические трудности, 
которые лишь «утяжелят» рассматриваемую конструкцию. Напомним, что 
банахово пространство Ж называется пространством типа 2, если для лю
бого конечного набора независимых с, в. {^^; г ̂  п) с нулевым средним 
имеет место неравенство 

Е 
г=1 

" < С ( 3 ? ) 2Е |Сг |р . (2.1) 
г=1 

В дальнейшем будем рассматривать формально более общий, чем 
(1.6), стохастический интеграл. Пусть (3?, ^ ) — произвольное измеримое 
пространство, Р — распределение на ^ . Пусть У — сепарабельное бана
хово пространство типа 2 с нормой 1Ы1. Обозначим через 
^ {Х, ^, Р) класс борелевских отображений ф : 3? У, для которых 
Е11ф(|1)11^ < оо. Нетрудно убедиться в том, что Ь\ бана
хово пространство с нормой 

11ф112 = Е*/2|1ф(|1)11\ 
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Отображение ц>гп^^у назовем простым или дискретным приближе
нием ф е Ь\, если 

т 
ф т (^) = 2 Ф (^тк) 1вти (^)' ^^'^^ 

где попарно несовместные измеримые множества {Втк, к<т} образуют 
разбиение пространства Ж и Р{Вт^)>0, к ^т; Хтн^Ж; / А ( - ) — индика
тор множества А ^ ^ . В силу теоремы Бохнера (см. [31) для любого 
ф е Ьу существует последовательность дискретных приближений (фт), 
сходящихся к ф в Ьу и Р почти всюду. Назовем ковариациеи с. в. ^ 
функционал 

где ^1, 7* (пространство непрерывных линейных функционалов на У). 
Очевидно, для существования ковариации достаточно потребовать наличия 
второго момента с. в. 11̂11. 

Для любого простого отображения фт положим 
л 

V ( ф т ) ^ I ф т (ж) Ор [йх) = 2 Ф (^ть) {^шк)- (2-3) 

Напомним, -что У-значная с. в. ^ называется гауссовской, если для 
любого I е У* вещественнозначная с. в. К'у) имеет гауссовское распреде
ление. Очевидно, ^(фт) — гауссовская с. в. в У с нулевым средним и 
ковариациеи 

С0^^(ф^)(^1. к) = ( ф ^ (§1)) 2̂ (фпг Иг)) - Е / , ( ф ^ (I,)) Ш, ( ф ^ ( II)) . (2.4) 

Лемма 2.1. Пусть (ф™) — последовательность простых отображений, 
сходящихся в Ь\ ф. Тогда последовательность с. е. {'̂ (ф™)} сходится 
в среднеквадратичном к некоторой с. в. "^(ф). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что последовательность {'^(фт)) ста
билизируется в среднеквадратичном. Не ограничивая общности рассужде
ний, можно считать, что при любых натуральных т и I отображения ф™ 
и фт+г определены в (2.2) для одного и того же разбиения {5ЛГА}. Тогда 
из (2.3) и (1.5) следует 

Е1V(Фт+/) - V (фт) 1 Р < 2 Е 2 (Ф Ы - Ф {xNк) ) (Вмк) 
к=1 + 

+ 2 2 (ф {^Nк) — ф (хкк)) Р ( % А ) I < 4II ф„г+г—фтЦ!- (2-5) 
к=1 I 

Так как пространство У-значных с. в. с конечным вторым моментом нор
мы является полным в среднеквадратичном (см. [4]) , то полученное 
неравенство обеспечивает существование упомянутого предела. Лемма 
доказана. 

Легко видеть, что с. в. ^(ф) корректно определена (т. е. не зависит 
от аппроксимирующей последовательности {ф™}). Величину -/(ф) назовем 
стохастическим интегралом ф по случа11ной мере Ср: 

Т ( Ф ) = \ц>{х)Ор{^х). . (2.6) 

Отметим некоторые свойства интеграла (2.6), вытекающие непосред
ственно из определения и леммы 2.1: а) "^(ф) — непрерывный (в средне
квадратичном) случайный линейный оператор па Ьу] б) для любых 
г е У* и ф е 

г('Г(ф)) = 'у(Кф)) (2.7) 
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с вероятностью 1. Причем правая часть (2.7) корректно определена, так 
как суперпозиция / (ф) переводит X в И, которое, очевидно, удовлетворяет 
(2.1). Кроме того, I {ц> {'))^ Ь% {Ж, Р); в) для любых и, 1^^У*,ц>^Ь1 

Соу^(Ф) (̂ 1,1 )̂ = СоУф(|^)(г1, /а). (2.8) 

Формула (2.8) легко выводится из (2.4). Из (2.7) и (2.8) следует, что 
'у(ф) — гауссовская с. в. с нулевым средним и такой же ковариациеи, как 
и у с. в, ф ( | 1 ) . 

Таким образом, если 1^1} дополнительно удовлетворяют усло
вию Е11|11Р< оо и пространство Ж имеет тип 2, то предельную гауссовскую 
с. в. 1̂  в схеме суммирования с. в. {̂ Д (в пространствах типа 2 таковая 
всегда существует) можно представить в виде стохастического интеграла 
(2.6) с функцией ср{х) = ж. 

3. Оценка погрешности гауссовской аппроксимации 
в банаховых пространствах типа 2 

Пусть { |{ ; 1 ^ 1 } — последовательность независимых одинаково рас-
пределеппых с. в. со значениями в сепарабельном банаховом простран
стве X типа 2. Пусть Е^! = О и Е11^111^<оо. Тогда в Ж справедлива цент
ральная предельная теорема (см. [5]) , т. е. существует такая гауссовская 
с. в. 7 в 3?, что нормированная сумма 5„ сходится к ней по распределе
нию. На основе результатов предыдущего пункта построим оценку скоро
сти этой сходимости. 

Пусть {фт) — последовательность простых отображений, приближаю
щих в Ь% отображение Ц)(х) = х. 

Лемма 3.1. Случайные поля <?„(•) и Ор{-) можно так задать на 
одном вероятностном пространстве, что при любом Ь^О 

] 'фт(ж) {дп-Ср) (Ах) > (^ ф т ) I < С ехр {—Сог}, 

где 

Ф т ( ^ ) = Е Хтк1вт}!<х)\ 
к=1 

Лп {(, ф т ) = п-^/^ (г + С 1оц п) шах 
т—1 

V 
к=х 

^ ^к — ̂ тк) 

(3.1) 

(3.2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем обозначения Vп^^) = п^^^(РгМ) — ̂ ), 
{^Ю, П, ю^И) === и;Ш — ^ ^ [ 0 , 1], где ^'„(^) — эмпирическая функ
ция раснределения, построенная по выборке объема п из равномерного 
распределения на отрезке [О, П, и;(О — стандартный винеровский 
процесс; 

/ г \ \ 

где § — произвольная функция на Е, к = 1, . . . , т) — произвольное 
о 

дискретное распределение с конечным числом атомов, 2 = ^• 
1 

Далее, пусть ^ < «г) — произвольное разбиение пространства Ж, 
р^ = Р(Л^. Тогда нетрудно видеть, что для данного распределения {р^ 

{\ип, . . . , ^тVп) = {^п (А), ...,^п ( ^ т ) ) ; 

(Д^г^о, . . . , Джи;0) ^ {Ср {А^), . . . , С р {А„,)). 

(3.3) 

(3.4) 

Здесь и всюду в дальнейшем символ «=» обозначает равенство распреде
лений в соответствующих выборочных пространствах. 
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Теперь зададим случайные процессы и„(-) и. на одном вероят
ностном пространстве методом [61. Это позволяет (см. (3.3), (3.4)) постро
ить на одном вероятностном пространстве совокупности с. в. {^п^А^)•, 
1^т} и {Ор{Аг); Кт). Доопределить значения случайных полей ^п^А) 
и Ср{А) для других борелевских мнон^еств А можно, например, так же, 
как в [2] . 

Таким образом, для любого фт 

I ф,„ (х) Ор (их) = 2 Хшк^п^^ = — 2 2 Рг ) — Хшк)-
д. ^ 

Следовательно (см. [6]), для любого О 

т— 1 

1 ] Vп 
1 

1 

тп— 1 / к 

1 
1 

1 ] Рг 
1 / 

(3.5) 

( ф т (х) {Оп — Ср) {<^Х) и-1/2 (̂  + С 1о§ П) X 

т - 1 
2 ^к(*тй+1 

к=1 
•^тк) | < С е х р { - е д . 

Остается только заметить, что функция 

Ф (е^, . . . гт-х) = 
771-1 
2 ^к (^тЬ+1 — ^тк) 

к=1 

выпукла в Т?*""*. Это значит, что функция г|)(), заданная на множестве 
[ — 1 , И"*-'с=/г*^-*, достигает максимального значения но меньшей мере 
в одной из крайних точек { (±1 , . . . , ±1 )} , Лемма доказана. 

З а м е ч а н и е . Величина Л„(^, ф^) суш,ественно зависит не только от 
вида фт, но и от порядка нумерации элементов разбиения {Вшк, к^т} 
в (3.1). Рассмотрим следующий пример. Пусть Ж = Н, Хтк'^к{2т)~\ 
к= 1, . . . , 2т. Тогда, очевидно, 

Д ^ ^ ц>^ = п-^^Ч^-\-С^о§п)^2т-^)^2т)-\) 

С другой стороны, если Хгпгк-1.=^ к(2т)~\ л̂ тгь = (2т. —/<; 4-1)(2т)~*, 
к=А, . . . , т, то, как нетрудно видеть, А„(^, ф™) = п~^''Ч^ + С1о§ л) X 
X (2/7г — 1)2~*. Поэтому в дальнейшем будем различать два простых ото
бражения фш^и фда̂ д у которых «вектор» {х^и • • •> зс'тпдв (3.1) дляфт^есть 

/ (2) (21 Ч 
нетождественная перестановка элементов \Хт1, Хт-т), соответству-

(2) 
Ю Щ И Х фш-

Лемма 3.2. Для любого простого срт и 1>0 
(фт (ж) — ж) Ор (ёх) < СС"-' {Зс) а-2 ехр [ - С^С"' {X) а-Ч^ 

где о' = Шц>Л,)-У\\ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть — произвольная гауссовская с. в. в X. 

Пусть 8^Е таково, что ? === Р(11'̂ 11 ^ 5 ) > 1/2. В [5] показано: если а > 0 
удовлетворяет соотношению 

% (д/И - д)) - 4(2'^^ + 1 ) V а > С„ (3.7) 

то 
Е е « М ' < а ( е « « ' + С (3.8) 

Пусть теперь 

(фт (х) — Ор {(1х). 

Заметим, что для любой центрированной гауссовской с. В; -у в простран-



ствах типа 2 справедливо неравенство ЕЦ\\^ <С{ЮЕЦ\\^, где | — любая 
с. в. с нулевым средним и той же ковариациеи, что и у с. в. -у. Для этого 
достаточно ограничиться случаем ЕИ^!^ < <» и перейти к пределу по п 
в неравенстве Е115„11̂  < С(3?)ЕII|1II^ Следовательно, 1- д< 8'^ЕЦ\\^ < 
< аЮз'^а^, откуда получаем 

Положим 
5 = ( З Ш ) ) * / Ч 

(3.9) 
а = [24(2*/^ + 1 ) т е ) о ^ ] - Ч о § 2. 

Тогда легко видеть, что для выбранных 5 и а соотношение (3.7) имеет 
место при Со = 2~* 1од 2. 

Таким образом, из (3.8) и (3.9) следует 
Р(11711 > г) < Е ехр {«11-̂ 11̂  - а^) < С{СШо')'' ехр {-аСШа'УН'}. 
Лемма доказана. 
Лемма З.З.'Для любых ф™, ^ О, Д ^ О 

I ( ф т {х) — х) Оп {Лх) > г + 2С(3?)-^а + ^ „ ( Д , а ) 

< « Р ( I I I - ф^ (II) - Е ( I I - ф^ (1^)) I > П1/2Д) + ехр { - 1^ (3202 + 4^Д)'^ 

(3.10) 
где величина а определена в лелше 3.2, 

§п (Д, о) = /г1/а I \\х-ц>гг,{х)^Е (1^ - ф,, (1^)) Ц Р {их), 
А(п,т,А) 

АЫ, т , ^) = {x^Ж:\\x-^)^x)-Е^^^-(р^^^))\\>п^^^^}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим Г|Й = I * - Ф т ( | к ) - Е ( | » - ф ™ ( | к ) ) . 
Легко видеть, что 

Гп ̂  2 = ] (ж - ф,„ (а:)) ^ „ (йх), 

причем 
Е I I I „ ^ < Ш ) Е I I ' П 1 ! I = ' < 4 Ш ) а ^ (3.11) 

Обозначим 

Отметим, что в силу (3.11) 

Е1|54^>||<2С(3?)1/2а + ^п(А.а ) . 

Таким образом, из (3.12) получаем 
Р (1рп I > * + 2С7 (Ж)1/2 а + §п (А, а)) < пР ( | щ || > Ш/^) + 

(3.12) 

~<Д) > ^ + Е : ( А ) (3.13) 

Остается только воспользоваться экспоненциальным неравенством 
В. В. Юринского (см. {?]) и элементарной оценкой ЕИт]]!!̂  ^ 4о^ Лемма 
доказана. 

Леммы 3.1—3.3 позволяют построить оценку скорости сходимости 
в центральной предельной теореме в банаховых пространствах типа 2. 
Полоншм в лемме 3.1 ^ = С^о^п, а в леммах 3.2, 3.^ — ^ = С{Ю^^^а^(о), 
где полоноттельная функция г|) удовлетворяет условиям 

И т аг|) (а) = 0; 

(3.14) 



Кроме того, пусть о — а(п)->0, когда п < » . Выберем А = Д ( д ) - ^ 0 
так, чтобы 

ог | ) (о)А- '^С|1о^о1, (3.15) 
Тогда из лемм 3.1 — 3.3 немедленно следует 

Теорема 3.1. Пусть г ̂  1) — независимые одинаково распределен
ные Х-значные с. в. с нулевым средним и конечным вторым моментом 
нормы. Тогда с. в. {|^; п} при любом п можно так задать на одном 
вероятностном пространстве с предельной гауссовской с. в. -у, что 

где 
а = С{ШУ"^Ш + ^„(А, о) + п^{\\1, - ^Л,) - Е( |1 - ц>Льт > п"'К)^ 

+ т т ( ^ „ ( С 1о§ фт)}, ' (3.16) 

о^ = Е11фт(|1) — Е^'^, А и •ф(') удовлетворяют (3.14) и (3.15); нижняя грань 
в (3.16) берется по всем перестановкам атомов {Хтк\ дискретного 
приближения фт(|1) с. в. |1 (см. замечание к лемме 3.1). 

З а м е ч а н и е 1. Если для второго и третьего слагаемых в (3.16) 
можно построить удовлетворительные верхние оценки, зависящие только 
от с, А и п, то в формулировке теоремы 3.1 А==А(гг), о — оЫ)—произ
вольные положительные последовательности, удовлетворяющие (3.14) и 
(3.15), а нижняя грань в последнем слагаемом (3.16) берется но всем 
простым отображениям ф™, для которых Е 1фт(|1) — ^ (с учетом 
замечания к лемме 3.1). Например, легко получить оценки 

/гР(11фт(|1) - |1 - Е(ф„(|1) - Ь)11 > п'^'А) ^ а'А-\) 
§„(А, а) < 0 ' А - ' . (3.18) 

(3.19) 

Положим А = о^^^^ (а), где г|)1 удовлетворяет условиям 
И т 0\|)1(0) == 0; 

^,(2) > СЦоё г\\>0, 

Если 1}) = я|)1, то условия (3.14) и (3.15) будут выполнены. 
Таким образом, для а в теореме 3.1 справедлива оценка (см. (3.17), 

(3.18)) 
а < С [ с (А01/2 г})̂  (о) о + г|)Г* {о) + Ы йп (С1о§ п, ф^)1 

I <Рт:Е|1Ф„г(^1)-11|Р^о^ 

где г|)1 удовлетворяет (3.19), о = ©(п) — произвольная неотрицательная 
последовательность, сходящаяся к нулю. Отметим также, что всегда 
существует такая последовательность а{п) \, что 

И т 1п{ д,п {С 1о§ п, ф;„) = 0. 

З а м е ч а н и е 2. Оценка (3.16) существенно зависит от числа атомов 
распределения с. в. фт(|1), приближающей в среднеквадратичном с. в, 51. 
Иными словами, в оценке (3.16) существенную роль играют определен
ные энтропийные характеристики пространства Ж. Влияние последних на 
Точность гауссовской аппроксимации сумм независимых с. в. будет на
глядно продемонстрировано на примере суммирования вещественнознач
ных случайных нолей с произвольным параметрическим множеством. 

4. Принцип инвариантности в банаховых пространствах типа 2 

Под принципом инвариантности обычно понимают факт сходимости 
по распределению (в соответствующем выборочном пространстве) траек
торий, порожденных последовательностью нормированных частичных 
сумм независимых с. в. Пусть с. в. { | ,} удовлетворяют условиям преды-
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дущего пункта. Рассмотрим на отрезке [О, 1] случайный процесс 

8пЦ) = п-^1У^и, (4.1) 
г<п1 

который будем интерпретировать как с. в. со значениями в банаховом 
пространстве [О, 1], т. е. в пространстве 3?-зпачных ограниченных 
функций на отрезке [О, 1] с равномерной нормой 

ф | | в = 8ир 11ф(01-

Задание распределения 8п^-) на о-алгебре борелевских подмножеств 
В^ [О, 1] не составляет труда, так как оно имеет сепарабельный носитель. 

Оценим близость распределений п = \, 2, . . в В^ [О, 1] к рас
пределению винеровского процесса И^(-) (поскольку процесс И^(^) непре
рывен (см. [8]) , его распределение в В^ [О, 1] имеет сепарабельный 
носитель), т. е. однородного процесса с независимыми приращениями, для 
которого с. в. имеет гауссовское распределение с нулевым средним и 

П->оо 

в основе указанного оценивания также лежат представления случай
ных процессов 15^„(-) и И^() в виде стохастических интегралов, аналогич
ных (1.2) и (1.6). Обозначим 

Й^)(Л) = (^-1И])1/2(?^„,](Л), ^ > 0 , (4.2) 

где [ • ]—целая часть числа; заряд Оп^-) определен в (1.1). В известном 
смысле предельным для 0^п{') будет гауссовский случайный заряд 
О^Р ( •) с пулевым средним и ковариациеи 

{А) С^р'^ (В) = т 1 п г,) [Р {АО В) - Р {А) Р {В)]. (4.3) 

Из (4.2) и (4.3) следует, что Оп\-) и О'р {•) как процессы по I (при 
фиксированных п и А) имеют независимые приращения, а при фиксиро
ванных п ш ^ они — счетно-аддитивные заряды на (см. лемму 1.1). 
Справедливо следующее очевидное обобщение соотношений (1.2) и (1.6). 

Лемма 4.1. Если Е^! = О и Е И ^ ! ^ < оо̂  то в В^[0, 1] имеют место 
равенства 

8п{-)= С ^ Й Ч ^ ^ ) ; 

Стохастический интеграл в последнем равенстве определен так же, 
как в (2.6). 

Все дальнейшие рассуждения незначительно отличаются от 
предыдущих. 

Лемма 4.2. Случайные поля 1 Й Ч - ) ; ^ ̂  [О, П) и {0^\'У, I е [О, 1]} 
можно так задать на одном вероятностном пространстве, что для любого 

Г 
Р | ф т {х){я^п^-с^р^){ах) > йп {{, фт) 1о§ «^ < С ехр {— С„1}, 

где ф„(а;) и йп{1, фт) определены в лемме 3.1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем в рассмотрение случайное поле 

УЛЬ, 2) = {п-'[п^]у"V,пп{2), 

где процесс Vп{•) определен в лемме 3.1. Обозначим через /1С(̂ ,.;2) так на-
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зываемое поле Кифера, т. е. гауссовское поле с нулевым средним и 
ковариациеи 

ЕК{{1, г1)К({2, 22) = т ш (^1, ^ 2 ) ( т т (21, 22) —2122) . 

Далее, имеют место соотношения, аналогичные (3.5) с заменой про
цессов у„(-) и 1оЧ-) случайными полями У„(-) и /^(0. Построение У„(0 и 
К{-) на одном вероятностном пространстве осуш,ествляется методом рабо
ты [6] (см. также 191), откуда и следует наше утверждение. Лемма 
доказана. 

Утверждение леммы 3.2 имеет место при замене Ср(-) на Ср {') и 
11-11 на II Ив. Это есть следствие неравенства Левп (см. [5]) и непрерывно
сти И^(-). Утверждение леммы 3.3 также сохранится при замене (?'„(•) на 
О'п {•) и 11-11 на II-Ив, так как неравенство В. В. Юринского, применяемое 
для оценки второго слагаемого правой части (3.13), имеет место и для 
нормы IIИд (см. [ " ] ) . Таким образом, справедлива следуюш;ая 

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия теоремы 3.1. Тогда случай
ные процессы 8п{-) и И'Ч-) можно так задать на одном вероятностном 
пространстве, что 

Р ( 1 1 б ' „ - Ш л ^ а 1 ) ^ а ^ , (4.4) 

где «1 отличается от а в (3.16) лишь наличием .множителя \о^п у послед
него слагаемого правой части (3.16). 

3 а м е ч а п и е. Рассмотренный метод получения оценок скорости схо
димости в принципе инвариантности в банаховых пространствах — это 
реализация более обидей конструкции (см. следующий пункт), которая 
оказалась достаточно эффективной при исследовании точности гауссов
ской аппроксимации эмпирических мер. Однако данный метод неон^идан-
но нашел применение в, казалось бы, хорошо изученной проблеме — клас
сическом принципе инвариантности Допскера — Прохорова в Л. 

Пусть 3? = Л. Тогда справедливо следующее утверждение (см. [10]). 
Лемма 4.3. Если = 0 и Е11 = 1, то 

8п (О =̂  - I Уп {^, Р (2)) с/2, 

н 
где Р{^) — функция распределения с. в. | 1 , причем несобственные инте
гралы в (4.5) сходятся с вероятностью 1. 

Отметим, что знак «минус» перед интегралом в представлении Т'К(-) 
в (4.5) можно опустить, так как ноле К{-) симметрично распределено. 
Минус оставлен для удобства использования результатов, касающихся 
близости распределений случайных полей Т^„(-) и К{-). 

Если несобственные интегралы в (4.5) понимать в несколько более 
слабом смысле — как пределы в среднеквадратичном, то соотношения 
(4.5) сразу следуют из определения стохастического интеграла (см. (3.5)). 
В этом случае атомы {Хт^) дискретного приближения необходимо за
нумеровать в порядке возрастания (см. (3.5), лемму 2.1 и доказательство 
леммы 4.2.). Тогда соотношения (4.5) можно понимать как результат ин
тегрирования по частям стохастического интеграла. 

В [10] с помощью леммы 4.2 получена неулучшаемая оценка скорости 
сходимости в принципе инвариантности в К, уточняющая целый ряд ре
зультатов в [11—13]. Несколько менее точную оценку, но во многих слу
чаях совпадающую по порядку с отмеченной выше, дает теорема 4.1. Так 
как последнее слагаемое в (3.16) зависит только от тг и крайних членов 
ряда {Хтк, к<т} (см. (3.6)), но не зависит от т, то в (3.16) можно счи
тать, что величина фт(ь1) есть не что пное, как срезка с. в. %1 па некото
ром уровне, который явно войдет в выражение для «1 в (4.4). 
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5. Суммирование случайных величин 
в псевдонормированных линейных пространствах 

Обобп^им .рассмотренную выше конструкцию на произволы1ые 
псевдонормированные линейные пространства. Необходимость такого 
обобщения будет пояснена на примере изучения скорости сходимости 
в принципе инвариантности для эмпирических мер (см. также [14]). 
Отказ от полноты и сепарабельности X, замена нормы псевдонормой при
водят к существенным изменениям рассмотренной схемы. В таких про
странствах уже нельзя построить интеграл Бохнера (тем более стохасти
ческий), трудности возникают уже при определении понятия случайной 
величины со значениями в 3? и т. д. Однако все же удается построить 
аналог рассмотренной выше схемы, хотя количественные оценки вида 
(3.16) и (4.4) в указанной общности будут (и это естественно) менее 
конкретными. 

Итак, пусть (Х, II-И, 'ё') — произвольное измеримое псевдонормирован-
ное линейное пространство, где а-алгебра ^ порождается некоторым 
семейством Ь линейных функционалов на Случайной величиной в Ж 
назовем *^-измеримое отобран^ение основного вероятностного простран
ства. Иначе говоря, если | является 3?-значной с. в., то для любого I ^ Ь 
суперпозиция / ( | ) есть обычная (борелевская) с. в. в Н. Отметим, что 
при таком определении любая линейная комбинация с. в. снова будет 
с. в. В то же время отображение 11|11, вообще говоря, уже не будет 
•^-измеримым. 

Пусть { | , ; 1 ^ 1 } — независимые одинаково распределенные с. в. 
в Ш, 11-11, ^ ) . Наряду с |< нам понадобится дискретная «аппрокси
мация» !<: 

т 

где Втк^^ образуют разбиение пространства Зс; Хтк^Втк- Для таких 
с. в. естественно определить среднее по формуле 

т 

к=1 
где = Р( |» ^ Втк) > 0. Через ЗпШ по-прежнему будем обозначать слу
чайную ломаную, построенную по совокупности с. в. {|^; I < и} (см. (4.1)). 
Рассмотрим в пространстве [О» 11 а-алгебру, порожденную цилиндри
ческими множествами вида 

{х{-)^Вз; [О, 1]: X {I,) ^А,,...,х ( ^ е Л^}, 

где ^4 е к = 1, 2, . . . . Случайным элементом в В^ [О, 1] будем на
зывать измеримое относительно указанной а-алгебры отображение основ
ного вероятностного пространства. В основе метода лежит отмеченный 
выше факт (см. (3.5)), 

Лемма 5.1. Для любой последовательности дискретных с. в. {^1^^ 
справедливо равенство {по распределению в В$ [О, 1]) 

а т-1 / к \ 

(О ^ 2 - = - 2 I, 2 Рг {хшк^г - Хтк). (5.1) 

Будем говорить, что с. в. ^ в ^ имеет 1.-среднее х, если ЕК^) = 1{х) 
для любого I ^ Ь. Назовем также ^/-ковариациеи с. в. ^ билинейный 
функционал СоУ;(/1, 1г), определенный в п. 2 для любых 1^ 1г^Ь. Если 
функционалы из Ь непрерывны, то для корректного задания ^-ковариа-
ции с. в. X, достаточно потребовать существования квадратично интегри
руемой измеримой ман^оранты для И̂ И. 
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Назовем с. в. Ь-гауссовской, если для любого с. в, /(7) имеет 
гауссовское распределение. Нетрудно проверить, что ^-гауссовская с. в. 

т - 1 /к \ 
утп = _ 2 и;» 2 />г ]{Хшк+Х - Хтк) (5-2) 

й=1 \г=1 / 

имеет нулевое /1-среднее и ту же ^-ковариацию, что и с. в, ^^"^ (или 
5̂ "*̂  (1)) Более того, справедлива следующая 

Лемма 5.2. Лустъ {У'Т^', — независимые Ь-гауссовские с. в., 
совпадающие по распределению с (5.2). Тогда в [О, 1] справедливо 
равенство 

^ т - 1 / ^ \ 
\УТ{I)^п-у^ ^УТ^-^-^К (^-''+1 - ^ - ' « ) ' (5-3) 

г<п« Ь=1 \1 / 
где К{-) — поле Кифера. 

Д о к а з а т е л ь с т в о сразу следует из сравнения /.-средних и ^-ко-
варнащш обеих частей (5.3). 

Имеет место аналог леммы 4.2: 
Лемма 5,3. Случайные процессы8'п\-) и И^п'^Ч*) можно так задать 

на одном вероятностном пространстве, что 

Р* (15<Г^ - И^^7^ 1Б > (^ Фт) п) < С^е-с^, (5.4) 

где V* — внешняя мера для вероятности Р , (2„(-) определено в (3.2). 
З а м е ч а н и е . Неравенство (5.4) и аналогичные соотношения в даль

нейшем понимаются в несколько более сильном смысле, а именно: суще
ствует измеримая верхняя оценка для II Ив, для распределения которой 
справедливо неравенство (5.4). 

Даднм краткое описание предлагаемого метода оценки скорости схо
димости в принципе инвариантности. Допустим, что по последовательно
сти построены дискретные «приближения» Ц^*"^), для^которых 

Р* ( 1 ^ « - 8Т \в> Ч ( ^ ) ) < Р1 {гп). (5.5) 
Предполоншм, что в Ж существует Х-гауссовская с в . с нулевым 
^-средним и такой же ^-ковариацией, как и у с. в. | 1 . Пусть 7 '™' — 
конечномерная проекция с. в. -у, совпадающая по распределению с (5.2), 
причем 

Р * (1 - \\в > Ч {ш)) < р2 {ш\) 
д. . 

где Р7„(г:)=7г-1/2 2 У^Л^^^ независимы и 7г = Т-Разумеется, желательно, 
г <т 

чтобы 81 ( т ) , гг^тп), ^Дш.), ^ч.{т) в (5.5) и (5.6) стремились к нулю 
с ростом т. 

Далее, зададим случайные процессы 8^^^ {-) и УV^п^ {•) на одном 
вероятностном пространстве с помощью леммы 5.3 и зафиксируем их, 
а следовательно, и значения 11'"̂  ="з^тй(1), Ег""̂  = ^тй(2), • • ч & = х^ак^ту 
Обозначим через {т]г(а:пгх«)); I < тп} независимые с. в. с распределением 

Р(11г(а;тМ.)) ^ Л ) = Р ( | ( - а;тА(П ^ Л Иг ^ 5„,А(*)). 

Считаем, что с в . {х\^Хпь(ху1^ не зависит от '{ | ,} . Тогда 11|(Й"*^) -Ь 15"*̂  = 1^. 
Таким образом, на одном вероятностном пространстве с 8^^^{-) задан 
процесс 5„(-). 

Для построения случайного процесса И^г.(-) на вероятностном про
странстве, где уже заданы У^^п^ {•), 8^^^ {-) и ^ „ ( 0 , дополнительно 
предполон^им, что при любом т существует регулярное условное распре
деление 

Р(Л I г / ) - Р ( 7 - г / е Л 1 ' у <->- ! / ) . (5.7) 
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Пусть {"(Дг/г), I ^ 1} — независимые с. в. в 3? с распределением (5 .7) , где 
У — Уг, а Ух — любой элемент из линейной оболочки, натянутой на век
торы {хшк\ < т). Кроме того, будем с ч т а т ь , что на расширенном 
вероятностном пространстве семейство с. в. {'^^{уд) не зависит от постро
енных случайных процессов. Очевидно, у г (у̂ "*̂ ) 4- = Уь где у̂ "̂ ^ оп
ределены в (5 ,2) . Следовательно, все четыре процесса *5',г(-), 8^Т\-)-, 
П'п'^ (•) и РГ„() построены на одном вероятностном пространстве, 
причем выполнено (5.4) — (5 .6) . Таким образом, справедлива 

Теорема 5 . 1 . При выполнении (5.5) —(5 .7 ) случайные процессы 
8„{-) и И^„(-) можно так задать на одном вероятностном пространстве, 
что 

Р--Н\\8п-ШпК>а,)^осг, (5.8) 

где сса = ^ { ( ^ „ ( ^ 1 1 о § с р т ) + е^т) + е2(т) + ^1(т) + ^^(гп)}, т — любое 
натуральное числр. 

З а м е ч а н и е 1. Если X — банахово пространство, то при выполне
нии условия (5.5) суш;ествуют ^-гауссоБские с. в. 'у и {'у'™ }̂, для которых 
имеют место соотношения (5.6) и (5 .7) . Это нетрудно показать, исполь
зуя результаты [ 1 4 ] . 

З а м е ч а н и е 2. Расстояние по внешней мере (пли по вероятности) 
вида (5 .8) , по-видимому, наиболее естественное при такой обш,ности за
дачи (ср. с [ 1 4 ] ) , поскольку пспользование других наиболее распростра
ненных метрик существенно зависит от измеримости нормы. 

6. Суммирование независимых случайных полей. 
Оценки для распределений 

Пусть { | ( 6 ) ; 6 ^ 0 } — вещественнозначиое случайное поле (с. п.) 
с произвольным параметрическим множеством в . Мы будем рассматри
вать I как случайный элемент со значениями в измеримом пространстве 
( ^ ( в ) , 9^), где ^ ( 6 ) — множество всех функций, заданных на в , а 9 ' — 
минимальная о-алгебра, содержащая все цилиндрические множества 
^ ( 6 ) . Распределенне | п независимость последовательности с. п. опре
деляются здесь стандартным образом. 

Всюду в дальнейшем предполагается, что Е 1 | ( в ) | < о о при всех 
6 е 6 . Пусть Э о ^ В ; с и . | ( 9 ) назовем во-регулярным, если для любого 
е > 0 найдутся такие подмножества 11г{е)^9о, 1 = 1 , 2, . . . , 7У(е), и с в . 
А^(8, | ) > 0 , 1=1, 2, М{е), что ЕДДе, | ) ^ е, 1^.Мг), 11П,{г) = во, 
кроме того, при всех 1 

8ир I ? (Э )̂ - 1(9 , ) К А, (8, I ) (6.1) 

С вероятностью 1. Логарифм минимального числа подмножеств { ^ 7 г ( 8 ) } 

с указанным свойством назовем (е, |)-энтропией множества в о и обо
значим через Я | ( 8 ) . 

З а м е ч а н и е . Необходимость введения с в . (АД)} объясняется воз
можной неизмеримостью функционала вир I • I . Всюду в дальнейшем для 
независимых одинаково распределенных ©о-регулярпых с. п. {^,(6)} без 
каких-либо оговорок предполагается, что семейства с. в. {А.(е, |1)}, 
{АДе, ^ г ) } , . . . независимы и распределение АДе, 1*) не зависит от к. 
Нетрудно построить примеры, когда отмеченные свойства с. в. {Л;(е, ^^)} 
не имеют места. Все это объясняется относительной бедностью цилшщ-
рической о-алгебры ^ , на которой и рассматриваются распределения с. п. 

Выделим один важный класс 0о-регулярных с. п. Будем называть 
СП. | (6) локально монотонным на ©о, если для каждого 8 > 0 найдется 
конечный набор точек 6 ^ = 6 ^ ( Е ) е 0 , 1 = 1, 2, . . . , N^{Е) (возможно, не 
принадлежащих ©о) со следующим свойством: для любой точки 6о ^ ©в 
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существует такая пара точек 6̂ ,̂ из указанного семейства, что 

р ( 8 , ^ , е д ^ Е | 1 ( е , ^ - Е ( е д | < е , (6.2) 

и для всех элементарных исходов 

Если теперь обозначить 
7̂̂ ,̂,̂  (е) = [9 е во: I ( 9 , ^ < | ( б Х ^ { \ ) , Р \  <  е}. 

то легко видеть, что конечная совокупность подмножеств { (е) 
I 12 

удовлетворяет условиям во-регулярности | ( 6 ) . 
Функцию ЯДе) — логарифм минимального числа элементов {9,}, 

удовлетворяющих (6.2), (6.3),— назовем (см. [П, [14]) двусторонней мет
рической энтропней множества в о (в отличие от обычной е-энтропии 
А. Н. Колмогорова). Очевидно, для локально монотонных с. п. выпол
нено неравенство /Д(е) < 2Я1(е). 

Конкретный пример локально монотонных с. п. содержится в [ 141, 
где рассматривалась более частная задача, когда |г(9) = 9(^«). Здесь 
{̂ г; г ̂  1} — независимые одинаково распределенные случайные величи
ны со значениями в произвольном измеримом пространстве, а в = 
= { 9 ( ) } — некоторое подмножество вещественнозначных измеримых 
функций. Отметим, что в этом случае условия (6.2), (6.3) выглядят ме
нее ограничительными. Например, если 0 = { / А ( - ) } — совокупность инди
каторов всех измеримых подмнонгеств, а в о = { / А ( ' ) ; А ^ ^} — совокуп
ность индикаторов некоторого семейства ^ измеримых подмноя^еств, то 
условпя (6.2), (6.3) преобразуются в следующие. Для всякого 8 > 0 
существуют такие измеримые множества ^ 1 = ^ 1 ( 8 ) , 1 = 1, Л^1(8), 
возможно, не принадлежащие что для любого А^ ^ выполнено 

А.^^А^А,^, / > ^ ( Л , Д Л , ^ < 8 (6.4) 

для некоторых I,, 12^-^1(8), где — распределение (см. [1]) . 
Примерами семейства для которого выполнено (6.4), могут слу

жить множество пар^аллелепипедов в 7?"* (в том числе и неограниченных) 
с гранями, параллельными соответствующим координатным плоскостям, 
множество всех шаров в В™ и др. При этом в указанных примерах 
распределение произвольно. Во всех приведенных далее утверждениях 
{|г(9); ^ ̂  1} — независимые одинаково распределенные ©о-регуляр-
ные СП. 

Основной результат этого пункта состоит в следующем. 
Теорема 6.1. Пусть 8 и р { | | , ( 9 ) | ; 9 е ©(,} < М с вероятностью 1. Тогда 

для любых у ^0 и натуральных п, т имеет место неравенство 

Р* Сшах вир I 8пп Щ \ {у, т, И, %)] < Се-У%, (6.5) 

где 
I т \ 

^п{у,М,М,'к) = СМп-^1^ Е ^ ^ ( 2 " 0 + т г / ' - Ь т 2 + 

т 

+ СК"^ 2 {Щ{2-') 2-'У'^ + Ск^'' {у + 1) + Сл}"2-''; 

Х = зпр 8~^ЕА|(8, 11); 
е > о ; ^=1,2,... 

*^пИе)=-п-1/2 2 ( | , ( е ) - Е | а е ) ) . 
4=1 

З а м е ч а н и е . Следующий, пример (см. [1]) показывает, что при 
получении оценок вида (6,5) (е, | )-энтропия Я ^ ( ) не может быть заме-



непа обычной е-эятропией А. Н. Колмогорова. Рассмотрим частный слу^ 
чай задачи, когда | , (Л) = А е ^ ; здесь ^ — а-алгебра борелевских 
множеств отрезка [О, 1], {̂ Л — последовательность независимых случай
ных величин с равномерным распределением на [О, 1]. Пусть ^ — сово
купность всех конечных подмнон^еств отрезка [О, 1]. Очевидно, е-энтро-
пия А. Н. Колмогорова класса ^ относительно метрики р ( ) тождествен
но равна нулю. В то же время 

П-'^' 2 {/л (^г) - Е / д (^|) ^ ПИК 
г=1 

8Пр 

Отметим, что в этом случае Я5(е) == оо при всех е < 1. 
Следствие. Пусть выполнены условия теоремы 6.1. Тогда для всех 

у >0 и п'^щ справедлива оценка 

р* ' т а х виV\8пЛЩ\>СМ^А''Ъ{Щ{2~')2-^'^ + У-V \
\  еев» I г=0 \

< Се-У, 

(6.6) 

где Л^^ = т а х {А-^ 1: М т а х { 1 , Н{2~^)] ^п2~^]. Кроме того, в более 
узкой зоне О ̂ у^{п/МУЧ1о^{п/М))-^ показатель экспоненты в пра
вой части (6.6) можно заменить на —у\ 

Сформулированные утвернхдения следуют из (6.5) и очевидных не
равенств А^* < 1о§ (га/Л/), г-'^По^%<2е-' и 2-*^'(1ог г)" < Ч б е " ' при 
2>2 {п/М>2 при п>щ), Х^2М,п'^'2-''*'^<:М'''{Щ{2-''*-') + \ ) . 

Например, если Я 5 ( е ) ^ С о е ~ % где а > 0 , то можно положить в (6.6) 
1о^(^(^/^-^) 

( а + 1) 10̂ 2 1, 

при этом величину 2 С ^ | ( 2 2 ' ) ^ ' ^ в (6.6) можно заменить на 
г=0 

СУ' (1 - 2^'^-'''Т\и О < а < 1, 
С1^^ 1о§ {п{МС^)-''), если а = 1 , 

/ п \(а-1)/2(о+1) 
<;3/22(а-1)/2 

2(а-1) /2 _ I мс. о / 
если а > 1 . 

Порядок по п последних двух оценок улучшить нельзя. Получен
ные соотношения обобщают и усиливают соответствующие результа
ты в [15]. 

Определенный интерес для теории представляет оценка вероятностей 
локальных выбросов (т. е. оценка распределения «модуля непрерывно
сти») сумм независимых с. п. Такие результаты необходимы, например, 
при получении оценок скорости сходимости в соответствующей централь
ной предельной теореме. Обозначим 

(О (8) = шах вир 1 Зпк Фх) — 8пк {%) I 

Теорема 6.2. Пусть выполнены условия теоремы 6.1. Тогда для лю
бых у^О и натуральных п, т и г> т 

Р*(м(2- ' " )>г | )к"Чу, г,М, Х ) ) < С е ^ - - (6.7) 
где 

1|)̂ Г̂  {у, Г, М, I) = СМп-г/^ ( 2 Щ{2-') + гу' + А + 

-Ь Ск'^' 2 (Я5 ( 2 - ^ 2 - 0 ' ^ ' + С Л - " ^ ' (у + 1) + Сп'^'2-\ 
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Следствие. Для- любых у>0 и натуральных т и п>ш.т{к: 
Л / т а х { 1 , Я^СЗ"™-*)} ^ 2-™~*А;} справедлива оценка * 

р* СО (2-"^) > 2 {Щ ( 2 - ' ) 2-'У' + (г/ + 1) 2-"^/' + 
I г=т ) 

+ СМп-^^''М1{т)(у^ + 1) ^Се-у'-г^, 
I 

(6.8) 

где (см. (6.6)) Л^* ( т ) = тах{?гг,, Л^,,}. 
В некоторых случаях более удобна следующая модификация (е, | ) -

энтропии. Пусть в оиредепении во-регулярных с. п. конечный набор с. в. 
{АДе, | ) ; ^ ^ Л ' ( 8 ) } в (6.1) при любом 8 > 0 удовлетворяет условию 

Е ^ ' ^ А ! (8Д)< 8, е<л^(8). 

Обозначим через Н^^ (е) логарифм минимального числа Л^(е) таких с. в. 
Очевидно, для любого 8 > 0 справедливо неравенство Я^ (е) ^ Я | ^ ^ ( е ) . 

Теорема ^.3. Пусть {|1(6); О \} ~- Эо-р^^улярные ограниченные с. п. 
с конечной (е, '^)-энтропией Н^^г). Тогда имеют место неравенства 
(6.5) и (6.7), в которых величины Я 5 ( - ) , ; . '^ '2 (Я^(2~' ) 2~0'^'г^ ^/22-/2 
заменены соответственно на Я |^^( . ) , 2 (Я^'^(2~')) '^^ 2"^ и 2'"^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 6.1. Для всех т> О жз каждого 
множества С/Д2-"); ^ < Л''(2"'") ^ ехр {Я^(2~"')}, выберем по одной точке 
0^1^^. Очевидно, при любом 1 
8ир\8пн{0)\^ т а х т а х вир 15„д ( 9 ) - ^ „ . ( б ^ ^ ' О * 
бе®о з<^^2-^) ^ЧЛ'(2-'") е=1г/2-">) 

(6.9) 

Очевидно, для любого 9̂ "'̂  существует такая точка вг(̂ ,тV^ ^то 

р ( е Г , е К 0 < 2 ^ - - , (6.10) 

где р(-) определено в (6.2). Поэтому первое слагаемое правой части (6.9) 
можно оценить следующим образом: 

5 п Д е Г ) 1 < т а х \8пЛ^Т')-8пЖа^)\

ЗпЛ^Т~'^)-8пМ:ш'~Л+ . . ^ + т а х | 5 „ , ( б Н . (6.11) 

т а х 
;ЧЛ'(2-"») 

+ т а х 
г<Л'(21-"*) 

Оценка для второго слагаемого правой части (6.9) следует из опреде
ления 11){г)'. 

т а х йнр | ^ п И 9 ) - ' 5 ' п й ( 0 5 ' " ^ ) | < т а х /г-1/2 х 

X 2 ( А Д 2 - , У - Е А , ( 2 Л 1 0 ) 
г=1 

+ ^1/221-"». (6.12) 

Неравенство (6.11) позволяет получить оценку 
/ 7» \ 

т а х т а х 
т 

^ п . ( в 5 - > ) | > 2 ^ ^ 0 < 2 л ^ ( 2 - ^ ) х 
г=0 / г=0 

X т а х Р Г т а х | 5 , Д 9 р > ) - 5 ' „ , ( 9 1 Й > ) | > 1 / Л 
^<Л'(2-г) \ 

(6.13) 

где {г/Д — произвольные положительные числа, 8пи{^\(^]1)) •= ̂ . Для 
оценки каждого слагаемого правой части (6.13) нам понадобится сле
дующий вариант неравенства С. П. Бернштейпа (см. [7]) . Пусть {^Д— 
независимые одинаково распределенные случайные величины, для кото-
2 Заказ № 194 17 



у>0 
= 0, 5)1? < и 

А \ 

Р т а х ?г~1/2 
г=1 / 

< 2 е х р — 
2(1 + Ку {а Уп) 

(6.14) 

(6.15) 
(6.16) 

(6.17) 

Применительно к 1-му слагаемому суммы в (6.13) имеем 

цг = 1г (о?) - 1г { ^ ) - Е Иг {^?) - гг 

Теперь положим в (6.13) 

Тогда из (6.13) — (6.17) следует неравенство 
/ т \

Р т а х т а х \ 'Е Уг < 2 2 ехр { Я | ( 2 - ^ ) -
V к<п ^^л'(2~™) 

- г\2 + г^М (Хп)-'^' 2'"+'^')-']. (6.18) 

В качестве 2; в (6.17) возьмем положительный корень уравнения 

г] = {Щ (2-^) + 1 /^+0 (2 + Ф1 {Щ-'^' 2^/^+'/^). (6.19) 

Очевидно, в этом случае 
т 

т а х т а х Зпк(В'П\>11Уг 
1=0 / 

(6.20) 

Аналогично оценивается вероятность того, что первое слагаемое правой 
части (6.12) превзойдет уровень ут. Из (6.19) получаем 

2,- ^ М(кп)-'^ЧЩ{2-') + у' +1)2'^^+'" + (Яг(2-') + / + 1У'\) 

Далее нам необходимо оценить величину "Ъуь Из (6.17) и (6.21) 
следует 

/ т 
2 < 2 Щ (2~0 + т 2 + ту^ 

то 
+ Ск"'" 2 ( Я | ( 2 - 0 2-*)^/' -Ь а^'' (!/ + 1). (6.22) 

г=0 

Утверяедение теоремы следует из (6.9), (6.12), (6.13), (6.20) и (6.22). 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 6.2. Остановимся лишь на некото

рых деталях доказательства, поскольку оно в основном повторяет рас
суждения теоремы 6.1. 

Имеем 

8пк{^'п-8пкт\-\-с о ( 2 - ' " ) < т а х 

+ 2 т а х знр | 8пк (0) - {^Т) (6.23) 

Обозначим первое слагаемое правой части (6.23) через 7. Тогда 

/ < 2 т а х I 5 , , {^Т) - I 4- 2 т а х I З^к (в^'О - 8пк {^'ю,?-!)) I + 
к,] к,з 

+ . . . -1- 2 т а х 1 ( е 5 " ' + ^ > ) - 8пк {^^П1 + 

+ т а х \8п,{вТ')-8пк{^Т') 
г,;:р(в^"'\е1"^>)<22-"» 
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Все дальнейшие рассуждения повторяют доказательство теоремы 6.1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 6.3. Отличие от доказательства 

предыдуш,их двух теорем состоит лишь в том, что неравенство (6.15) 
в этом случае будет точнее: Е '̂'̂ !!^ ^ 2̂ ""* = о. Теперь в (6.17) необходи
мо положить уг = 2*~'2г. Всб остальныб рассуждения в точности повто
ряют приведенные (с заменой р(-) в (6.2) на среднеквадратическое рас
стояние). 

7. Принцип инвариантности для независимых случайных полей 

Пусть {^г (6) , б ^ Э ; 1> 1} — независимые одинаково распределенные 
с. п. с произвольным параметрическим множеством 6, удовлетворяюш,ие 
условию во-регулярности для некоторого в о ^ в . Это условие, в частно
сти, означает, что 

11^1 = 8ир | | ( е ) | < о о 
650, 

с вероятностью 1. Очевидно, введенная функция 11-11 является полунор
мой в линейном измеримом пространстве ( ^ о ( в ) , ^ ) всех числовых 
функций, заданных на в и ограниченных на в о . Здесь а-алгебра ^ по
рождается семейством так называемых координатных функционалов 
Ь = {бв; 6 е в ) , где двХ^хШ для любого элемента а ; е ^ о ( в ) , которые, 
очевидно, линейны (но, вообще говоря, не непрерывны относительно 1-11). 

Если Е | Ч 6 ) < оо при всех 0 ^ в , то конечномерные распределения 
С П . 8пп(-) слабо сходятся к конечномерным распределениям гауссовско
го поля 7 ( - ) с нулевым средним и ковариациеи 

Соу^ (бо^, ба^ = Е | (9,) I (9,) - Е^ (9,) ЕЕ (9,). 

Обозначим через II-11* измеримую мажоранту для полунормы 11-11 
(см. [14]). 

Теорема 7.1. Пусть независимые одинаково распределенные &о-регу-
лярные случайные поля {^г{-)} удовлетворяют следующим условиям: 

ЕФ(111111*)<оо, (7.1) 

еде Ф(х) — непрерывная строго возрастающая поло о/сит елъная функция 
на [О, °о)^ для которой И т Ф ( ж ) = оо, ' |Ит еФ-^ (е-^) = О, где Ф - Д г ) — 

а:->оо е ^ + 0 

корень уравнения Ф{х) = г; 
1 
\н^^''{х')йх<:.оо; (7.2) 
о 

8ир«-'/2ф_1(п) 2 Я | ( 2 - ^ ) < о о , (7.3) 
п>1 г<т+(1/2)1087г 

где т — любое натуральное число; 

1 = шах 8ир 8~^ЕД^ (&, | 1 ) < оо. (7.4) 
3 е>о 

Тогда на основном вероятностном пространстве можно так задать 
независимые гауссовские поля {'(.•(•)} с нулевым средним и такой же 
ковариациеи, как и у с. п. ^Д-), что при п ° о 

Р * ( 1 1 ^ п - И ^ „ 1 1 в > 8 ) - ^ 0 . (7.5) 

Теорема 7.2. Пусть {^Л-)', 1> 1} — независимые одинаково распреде
ленные (до-регулярные с. п. с конечной (е, Ь,)-энтропией Н'^^ (е). Если 
выполнены условия (7.1) и (7.3) с заменой Я | ( - ) на Н^^-), то имеет 
место (7.5). 

Следствие I. Если 1 1 | 1 1 Г ^ Л / < о о с вероятностью 1, то для выпол
нения (7.5) достаточно требовать либо (7.2) для Я^(-), либо (7.3) для 
Н^'\.) и Ф-М) ^ 1. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Без ограничения общности можно считать, что 
существует функция Ф(а:) в (7.1), для которой Ф _ 1 ( п ) ^ 2 Л / при всех п. 
Пусть {т) определено в (6.8). Тогда 

Л'*(т) '• Л'*(П1) 
п-'^'ф^,{п) 2 Щ(2-')^2М''' 21 (Щ{2-')2-'У^\) 

г=т 1=т 

Кроме того, из определения N:^{т) следует, что М^{т)^тах{т, 1о§ (п/М)}. 

Остается только заметить, что условие (7.2) эквивалентно сходимости 
ряда 2 (Я^(2~02~*У^^5 откуда и следует нужная оценка для правой 

части (7.6). 
Второе утверледение — очевидное следствие теоремы 7.2 и неравен

ства Ф - М ) ^ 2М. 
З а м е ч а н и е 1. В [16] приведен пример класса ограниченных ло

кально монотонных с. п., для которых условие (7.2) эквивалентно соот
ветствующей центральной предельной теореме. 

Следствие 2. Если при любом е > О 

Щ{е)^С{еФ-Лг-')\1оёе\)-' (7.7) 

и И т зпр ЕФ_1(8~^)11О^ е1 < оо, го имеет место (7.3). 
е-Ч-О 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим г = (1/2) га. -Тогда, учитывая мо
нотонность Я5(-) и Ф - Д - ) , получаем 

П {«) 2 ^6 (2 ) < (ш + г) < ^ • 

Следовательно, условие (7.3) выполнено. 
В частности, если при всех > О и некотором а ^ (О, 1) 

{х 1о§ х у < Ф ( х ) < СзО^̂ " 

и выполнено (7.7), то условия (7.2) и (7.3) будут выполнены. 
В [17] для одного класса локально монотонных с. п. получены 

близкие к приведенным результаты в случае, когда Ф { х ) = х^, р>2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 7.1. Из результатов п. 5 и [14] 

(см. теорему 1.1) следует, что если для любого е > 0 найдутся такие 
т = т { е ) и га = га(е), для которых 

вир Р * ( с о ( 2 ~ " * ) > б ) < е , 

Т О теорема будет доказана. Обозначим 
а ( Ж ) = Е Ф ( 1 1 Е 1 1 1 * ) / ^ . . . > м ) ( 1 1 | 1 1 * ) . 

Очевидно И т а (М) = 0. Теперь имеем 
М-*оо 

Р * ( о ) ( 2 - ' " ) > 8 ) < Р * ( а ) ( 2 - " ' ) > 8 , ||^11<Ф_1(7гч1)(га)); г < г а ) + 

+ г1)-1(«)а(Ф-1(ИЧ«))) . (7.8) 

где >{>(га) — положительная функция, стремящаяся с ростом п к нулю 
настолько медленно, что второе слагаемое правой части (7.8) таюке 
стремится к нулю. 

Введем срезки с. п. |Д •) но формуле 
Ы Щ , если | Е г ( в ) | < Л / , 

|(^>(6) = Ш", если 1^(0) > М , 
— Ж , если | ^ ( 0 ) < ^ М . 

Нетрудно видеть, что — тоже ©о-регулярные с. п. и для любого 
ё > 0 

Я ^ ( М ) ( е ) < Я ^ ( 8 ) . (7.9) 
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Это есть следствие неравенства 

«ир 1 ( Э , ) - 1̂ 1̂ ) (9,) I < 8нр 1 Ех (9,) - I, (9з) |. 
0 ,̂62^17^(6) е ,̂е2еС7 (̂е) 

Далее положим Ж = Ф_1(гаг|>(д)). Тогда 
Р*((й(2-'") > е, ^ М; г ^ п) ^ Р*(а)^^>(2-'") ^ е - Г^^г*-""^'), 

где м-*^Ч-) определено в теореме 6.2 для с. п. { | |^Ч-)Ь Опуская элемен
тарные рассуждения, отметим, что для завершения доказательства нуж
но воспользоваться теоремой 6.2, неравенством (7.9) и условиями (7.2) 
и (7.3). Теорема доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 7,2 в точности повторяет преды
дущие рассун^дения с той лишь разницей, что в конце доказательства 
нужно воспользоваться теоремой 6.3. Отметим только, что из условия 
(7.3) (с заменой ЯД-) на Я^^^ (•))следует оценка Я|^^ (е) Се"!, т. е. 

2 ( Я | ( 2 - ^ ) Г 2 - Ч С 2 - ' " ' 1 

Напомним также, что, в условиях теоремы 7.2 Я = • 1 . 

8. Скорость сходимости в принципе инвариантности 
для эмпирических процессов 

Рассмотрим частный случай схемы, описанной в п. 7. Пусть с. п. 
{ |г ( - )} заданы следующим образом: 

(8.1) 

где {^^} — независимые одинаково распределенные с. в. со значениями в 
произвольном измеримом пространстве (й, а 2'^ — множество изме
римых числовых функций на ( й , для которых Е/^(^1) < оо. 

Пусть 2) — некоторый подкласс 2'^. Предположим, что существует 
функция Р е удовлетворяющая для почти всех (относительно рас
пределения с в . ^1) неравенству 

8 и р | / ( х ) | < 7 ? ' ( л г ) . (8.2) 

На основании (8.2) заключаем, что в качестве выборочного простран
ства Ж для с. п. (8.1) можно взять множество всех функционалов, задан
ных па и ограниченных па 2), с полунормой 1 1 1 / ( / ) 1 | = 8 п р | 1 / ( / ) | . 

В качестве Ь можно взять линейную оболочку множества всех коорди
натных функционалов (см. п. 7). Предельное гауссовское поле 7(0 в схе
ме суммирования с. п. {|(} в (8.1) имеет нулевое среднее и ковариацию 

СоУг (б,, б,) = ЕШ§{1;,) - ЕЛи)Е§(1,). (8.3) 

Пусть при любом е > 0 (е, | )-энтропия Я^(е) множества ^ конеч
на. Например, это будет выполнено (см. п. 6) если при любом е > 0 
в 2'^ существует конечный набор функций г^^У(е)} со следующим 
свойством: для каждого найдутся такие номера 1̂, 12=^]У(е), что 
(см. [17]) 

(8.4) 

Р ( / Ч ' Е I и, (СО - А, (Сг) I < 8. (8.5) 

В терминологии п. 6 с п. { |{} , удовлетворяющие (8.4) и (8.5),— локаль
но монотонные, а функция ЯДе) для с. п. (8.1) со свойствами (8.4) и 
(8.5) — двусторонняя метрическая энтропия. 

Сумму п независимых с. п. в (8.1) будем называть эмпирическим 
процессом (с параметрическим множеством ^ ) , построенным по выбор
ке I < п ) . Если класс 3 ) состоит только из индикаторов некоторого 
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семейства подмножеств из ^ (в этом случае 5'^ — класс индикаторов 
всех измеримых подмножеств), то соответствующий процесс принято 
называть эмпирической мерой (см. [1] , [2]) . 

Если выполнены условия теоремы 7.1, то для последовательности 
эмпирических процессов имеет место принцип инвариантности, т. е. 
утверждение вида (7.5). Основная наша цель — получить оценку скоро
сти сходимости в указанном принципе инвариантности. 

Для любой функции / е положим 
ЛгпгФ = {x^^: гт-^ < /(х) ^ (г -Ь ^)т-^}, г = О, ± 1 , ± 2 , . . . 

Обозначим также через П1{АтЛ1)} число непустых множеств совокупно
сти {ЛтЛ1); г = 0, ± 1 , ±1}. 

Теорема 8.1. Пусть {%г} — независимые одинаково распределенные 
эмпирические процессы, удовлетворяющие условиям (7.2) и (7.4) теоре
мы 7.1. Предположим, что для некоторого р > 2 выполнено Е ^ ' ^ ( ^ 1 ) < оо и 

§^ (к) = йпр (гг<з-р)/2Рф (и) 2 Я | ( 2 - ^ 
п>1 1 к^г<к+(.1/2)1оёП 

< о о 

при любом натуральном к, где срЫ) — некоторая монотонно неубываю
щая положительная функция. Тогда процессы «?„(•) и И^п(-) можно 
так задать на одном вероятностном пространстве, что для любых 
у, г, I, т>1 

Р* ( I Зп - И^п \\в> е Г {у, 2,1, т)) < аТ {у, 2,1, т), (8.6) 

где {у, г, I, т) = С {е"^!^^ -Ь в'^^^^г'^+п-^ + С (р) 2-Р«<2-|»/а х 

X 
(ц (р,1/т) {1/ту-Р + т-^)Р^^ 

+ ф (га)-*'/(Р+1) р (р, ф (ге)1/(«'+1) га^/Р) , 

8?^ (у, 2, 1,т) = С{^п (к, у,р)+2 (щ-2 + р (р, //тга) (г/гаг)2-Р)1/2 + 

+ /г-1/2 (1о2 га)2 (г/пг) шах к (Л^г т а х щ М ^ , 

р ( р , 6 ) = Е/^(У^/<, ,^ . ( , )>ь)(У, 

величина ^„(к, у, р) определена в лемме 8.4, а к{-) — в лемме 8.3. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть С/»(2-^) и ^^'^^^^{2~^) определены 

в п. 6. Для любых натуральных к, I, т, I обозначим 

\г\<1 
{х). 

Лемма ^Л.Для любого положительного 8^р 

Е I & (Сх) - 1^? Иг) \' < С {8) [т-^ + р (р, Ит) {11ту~Р). (8.7) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, нетрудно видеть, что 

. Е I ^'^2г (Сх) - (Сх) 1̂  < С {8) {т-^ + Е I (С,) - Ит Р (Сх) + 

+ Е | / ? > ( У + / / т | ^ ^ _ ( ^ ^ ( е , ) ) , (8.8) 

где 

Я± {т) = {ж е О: + /̂ '̂ ^ (ж) > Пт]. 

Оценим второе слагаемое правой части (8.8): 

Е I ^ (?х) - Ит \' (Сх) < {Иту-" Е | (Сх) I /^+(.0 (Сх) < 
<(г /т )» -рр (р , гм) . (8.9) 

Точно так же оценивается и последнее слагаелюе в (8.8), откуда следует 
(8.7). Лемма доказана. 
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Лемма 8.2. Для любых натуральных т, I и к существует дискрет
ная с. в. определенная на одном вероятностном пространстве со с. в. 
^1 и удовлетворяющая тождеству Л т г ( Й ^ О = / 1 т г (С1) при всех К 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим конечную систему множеств 

Пусть / ^ Ж} — минимальная система попарно несовместных под
множеств, порождающих все элементы %. Из каждого непустого под
множества выберем по одной точке и определим с. в. 

(8.10) 

Отсюда следует утверждение леммы. 
Можно показать (см. [ 2 ] ) , что число Л'̂  атомов дискретного распре

деления удовлетворяет неравенству 

Л ^ < е х р | 2 ^ г {Л . г ( / ?0}}<ехр {2гЛ^(2-^)|. 

Будем говорить, что множество Л содержит г цепочек атомов рас
пределения с. в. ^ [ ^ ' \и существуют натуральные числа /с1 < < . . . 
. . . < й;2г-1 < к^г, для которых 

8 < Г 
(8.11) 

Иначе говоря, цепочкой атомов в Л называется подмножество из {Ъ) П А, 
элементы которого занумерованы натуральными числами в порядке воз
растания без пропусков. Обозначим через ЫА) число цепочек атомов 
{&;} в А. Очевидно, что МА) существенно зависит от порядка нумерации 
атомов {6Д, и для любого А выполнено неравенство ЫА) ^ N. 

Лемма 8.3. Существует такая нумерация атомов {6Д, что для лю
бого А^% 

к{А)^ СЩЫN)-^. 

Дальнейшие рассуждения в значительной мере опираются на тео
рему 5.1. Чтобы не вводить новых обозначений, условимся, что 1/){е) П 
П <[/;(8) = 2̂  при 1'Ф]'. Обозначим 

Й"' - 5Г' (Я = 2 (Й"') - Е/ ,» ' ; (й" ' ) ) / ^ , ( , - 4 (/). 

где {^\^^] определены в (8.10) по последовательности {^Л. Очевидно, 
с. в. 11'̂ ^ имеет дискретное распределение с атомами 

^ ( / ) = 5 (Ьг) - Е / й (Сх)) (/)• (8.12) 

Пусть атомы {&Л (а значит, и Хкг) занумерованы по правилу, ука
занному в лемме 8.3. Тогда из (8.12) получаем 

2 I - ^^V^ 1 < 2 1 и Ь - ^ ) (/) 2 I (̂ +̂0 " & (̂ 0 
г=1 3 ^ г=1 

< 2 ^ 2 С/.^)) - (/.^)) 

^{11т) шах к{АтМ^)) т а х щ 1^тг (8.13) 
|г|«г,л^л'(2-'^) 3 
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Из (8.13) следует оценка (см. обозначения в и. 5) 

Дп (С 1о§ п, ф^) < Сп-^"' (1од п) [Ит) т а х Н {А^г Ь?^)) X 

1ги/;5^М2-^) 

X т а х п г {^тгСЙ^'О!. 
Введем следующие обозначения: 

1\ Й (/) = 2 { 1 ? и - Е / / ^ (Сг)) / ^ . ( , - . ) (/); 

'5'п ( О — случайная ломаная, построенная по последовательности {|П 
(см. .(4.1)); И^(^) — гауссовский процесс (4.1), построенный по последо
вательности независимых гауссовских полей у\) = 7. 2/Л'''-^17^(2-Й) ( / ) | ' 

где независимые с. п. {7,} определены в (8.3). 
Лемма ^А.Для любого у>0 

Р* (18п - 8п\\в > СМК, У, Р)) < Се-'" + Ф (га)-^/^^+^^ р (р , ф (га)^^^1+^У^''), 

Рп {к, 1/, р) - ф (п)1/(Р+1) /г(2-р)/2Р (1од (у^ + 1) + ф {Щ + 

+ Я^ '̂ 2 ( Я | ( 2 - 0 2 - Г + (^ -Ь 1). 
г>1г 

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из теоремы 6.2 с использованием сре
зок С П . !<(•) на уровне М = (рЫУ^'^^'^^Ы^'^ (см. доказательство тео
ремы 7.1). 

Следующее утверждение доказывается для р-сепарабельных гауссов
ских с. п. 

Лемма 8.5.Для любого у>0 

Р * / | рг„ - Ц^п\\в > Ск'^' 12 {Щ (2"0 2 -^ ' ^ ' + У^-""^']] < е-у'^ (1 - е-У)-К 
\ I/ 

(8.14) 
Д о к а з а т е л ь с т в о вполне аналогично рассуждениям при оценке 

модуля непрерывности гауссовских полей в К'' (см, [181). Так же как 
при доказательстве теоремы 6.2, имеем 

^п-1Уп\\в> 2 У^2-^/^)<2 2 Л ^ ( 2 - 0 х 
г>П } г>к 

X 8ир Р т а х 2 ( т ^ ( / ) - т , - ( я ) ) >Уг2 -г/2 (8.15) 

Положим в (8.15) у1= {8кт&х{уН, Я5(2-')})'^^ Тогда, применяя к веро
ятностям под знаком суммы в (8.15) неравенство Леви и принимая во 
внимание элементарные оценки 

Р (1 У{П-У{ё)\>У (2Яр (/, < 2е-«'^/2, 

получаем (8.14). Лемма доказана. 
Обозначим 

Т. в. у\ — гауссовское поле с нулевым средним и такой же ковариа
циеи, как и у С П . По последовательности 17̂ *̂ )̂ построим случай
ную ломаную И̂ "̂̂ ^ {^). 

Лемма 8.6. Для любого 2 > О 

Р* (1 рг[̂ '̂ > _ ^V'^^ > С2 {т~^ + р (р, Ит) {Ит^-^)^!^) < 4е-^'/2. (8.16) 
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Неравенство (8.16) следует из соотношений 

в ~ шах шах 2 (V, - т, (/1")) 
г=1 

(8.17) 

В(7(/) - Т(^)) = - ё(и)) ^ Е(/(^.) -

леммы 8.1 и неравенства Леви для хвоста раснределения максимальной 
суммы независимых симметричных с. в. 

Лемма 8.7. Для любого 2 > О 

Р*{\\811''^-8п\\в>С2{т-^ + р ( р , / / /п)(/Мг)2-Р)1/2)< 

С (р) 2-Рп(2-р)/2 + 26-^1^"^^'. (8.18) 

Оценка (8.18) следует из представления, аналогичного (8.17), лем
мы 8.1 и неравенств Нагаева — Фука ([19], [20]). Утверждение теоремы 
следует из лемм 8.4—8.7 и теоремы 5.1. 

В качестве следствия теоремы 8.1 получаем оценку скорости схо
димости в принципе инвариантности для эмпирических мер. 

Теорема 8.2. Пусть эмпирический процесс (8.1) задан на множестве 
индикаторов всех подмножеств из Пусть ^ = { 7 А ( - ) ; А^^), где 

Предположим, что двусторонняя метрическая энтропия множе
ства 2) (см. (6.4)) удовлетворяет условию (7.2). Тогда при любом п 
можно так задать случайные процессы 8 п { - ) и И^„(-) на одном вероят
ностном пространстве, что 

Р*й8п-^п\\в>в{п, у ) ) < С 1 е - у ' + С,п-\ 

где 

в {п, у)^С т ! 
К>1 

(1о? п)2 шах К (Л̂ '̂ О + 

+ 2 (Н1(2-')2-'У^ + Г-п-У^ 1о§п + {у + 1) 2-^^^], 
г>к ) 

(8.19) 

А^^ — носитель индикатора 
Для доказательства (8.19) положим в (8.6) 1 = т, 2==т^^^, р = п, 

ф(?г) ^ 1. При этом необходимо учесть, что в рассматриваемом частном 
случае (см. (7.6)) р(р, 1) = 0, тахщ 

[ ^тг 

<С 2 ( ^ ^ ( 2 - ^ 2-'У\я т = т{п) достаточно большим, полу-

чаем'Т8.19). 

Например, пусть при (О, 1) к{А^У)^Щ2(-'^^)''' и 
Щ{еХСе-\) 

Очевидно, в этом случае условие (7.3) выполнено. Положим к = 
= 1о§, (1о^ Ы''Ч1о§ д)-°(^0), где а (т ) = 2 + (1 - т)(2т)-*. Тогда из (8.20) 
и леммы 8.3 следует 

« - 1 / 3 ( 1 о § 7 1 ) 2 к (4^0<Сп-У^ (1о§ и)2 схр{СоС2^''} < С (т) 1о§ п)^'=-^^^''\ 
' (8.21) 

Кроме того, 

~ ' ' " (8.22) 

(8.23) 2-'^'<С{х){1оёп)-'"\ 

Полагая у = {1о§ пУ, где ^ = ^(т) достаточно мало, получаем из (8.19) — 
(8.23) близкий к [14] результат. 

В заключение отметим, что теорема 8.3 позволяет получать оценки 
скорости сходимости и в том случае, когда вместо (8.20) выполнено бо-

25 



лее слабое условие /ДСе) < Се^^Ф^Се), где функция ф ( б ) при е + 0 
убывает медленнее при любом а > О, и 

2 Ф ( 2 - 0 < О О . (8.24) 

При этом величина еЫ, у) в (8.19) будет убывать с ростом п тем мед-
леннее, чем медленнее убывает (с сохранением (8.24)) функция ф(-). 
Важно отметить, что такое ухудшение оценки объясняется не издерж
ками метода, поскольку и ннншие оценки скорости сходимости могут 
быть сколь угодно плохими в зависимости от величины энтропии (см. 
[2]) . Если ф(-) убывает настолько медленно, что (8.24) не выполнено, 
то соответствующей гауссовской аппроксимации последовательности эм
пирических мер может и не быть (см. [16]). 

Несмотря на то, что в рассматриваемой общности приведения в лем
ме 8.3, оценка величины ЫА) неулучшаемая, во многих конкретных 
задачах она становится слишком грубой. В зависимости от тех или иных 
условий ЫА) можно оценить значительно точнее (подробнее см. [2]), 
получая при этом существенно более точные оценки скорости сходимо
сти в принципе инвариантности для эмпирических процессов. 
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ОЦЕНКИ В ПРИНЦИПЕ ИНВАРИАНТНОСТИ 

А. И. САХАНЕНКО 

1. Введение 

В настоящее время имеется несколько направлений исследований, 
объединенных общим названием «изучение скорости сходимости в прин
ципе инвариантности». Главными из них следует считать «принцип ин
вариантности в форме Штрассена» и «классический принцип инвариант
ности Допскера — Прохорова». Более подробно каждое из двух указан
ных направлений рассмотрено в пп. 7—9. Общей чертой этих задач 
является наличие следующей трудности. Требуется последовательности 
независимых случайных величин | 1 , ̂ з, . . . и г|,, г|2, . . . с известными 
распределениями задать на одном вероятностном пространстве таким об
разом, чтобы значение 

Р /' А = вир 
п 

при некотором х было достаточно мало. 
Решение этой задачи при существовании у случайных величин экс

поненциальных моментов найдено в [1] (см. теорему 1 в п. 2). Данная 
работа посвящена получению следствий из указанного результата в раз
личных направлениях. Так, если известно поведение характеристик вида 
та.хШН {^^)/Т)^^ и В\~ 2 П|;'» то удобно использовать теоремы 1, 7 

и их следствия. Остальные результаты предполагают ограни
чения па суммы тина 2 ^з)' В этой связи нужно отметить тео-

ремы 2 и 5, в последней из которых получена оценка 

М А " < С а ' " 2 М | | ^ Г У а > 2 . 

Несколько слов об обозначениях. Нумерация теорем, следствий и 
замечаний в работе общая. Леммы и формулы нумеруются в кан«дом 
пункте независимо, ссылки на них из других пунктов не допускаются. 
Знак • обозначает конец доказательства. Буквы С и с (с индексами 
или без них) заменяют абсолютные постоянные, одни и те же в преде
лах нескольких абзацев. Когда соответствующие постоянные не абсо
лютны, употребляются символы О и К. Упрощенные обозначения Е и П 
используются только в том случае, когда сумма или произведение бе
рется по переменной /, пробегающей значения ог 1 до оо. 

2. Постановка основной задачи и ключевые результаты 

Пусть ^РД), Рг^-)-, . . .— последовательность функций распределения, 
а т]1, т]2, . . .— независимые случайные величины, имеющие нормальные 
распределения. Нас интересует вопрос: можно ли построить независи
мые случайные величины %1, ^ 2 , . . . с функциями распределения 
?'2(0, . . . соответственно., причем таким образом, чтобы величина 

А ^ з п р 2 ^ / - 2 ^ ^ (1) 
п ]Кп з<п 

удовлетворяла некоторым условиям малости. Эта задача является основ
ной при получении оценок в принципе инвариантности. В такой поста-
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