
МАЛЫЕ УКЛОНЕНИЯ И ЗАКОН ПОВТОРНОГО ЛОГАРИФМА 
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1, Введение 

Пусть |^"ЧА;), /с = О, 1, последовательность однородных мар
ковских цепей, зависящих от параметра п, с общим фазовым простран
ством X. Пусть задано параметрическое семейство Сь измеримых мно
жеств из X , 0 < ^ < 1 . Тогда задача изучения асимптотического поведе
ния вероятности Ра;(|^"Ч/с) е С^,„, 0 < / г < п ) того, что цепь за п 
шагов не покинет «криволинейную полосу» С̂ (, естественно формулиру
ется как задача изучения поведения суперпозиции операторов 

(Д<"4 )и ) ^ (Г^/п^Г^/п) ^ _ ^ (1.1) 

которые очевидным образом строятся для любых к п п ло множеству С^^п-
Значительная часть граничных задач для случайных процессов (т. е. за
дач, связанных с выходом траектории процесса па границу многкества) 
формулируется в терминах суперпозиции специально подобранных, серий 
операторов. Примером такого сорта задач может служить вторая гранич
ная задача для случайных блужданий, порожденных суммами независи
мых случайных величин [11. 

Будем изучать малые уклонения цепи это соответствует 
тому, что каждый из операторов сходится к тождественному опе
ратору, в то время как оператор стремится к пулевому. Следующие 
нестрогие рассуждения наметят контуры доказательства. 

Пусть для любого к все операторы в (1.1) совпадают и равны Т^^^"\ 
так что = (7^^^/"))"; пусть, кроме того, оператор Г^'''"' является само
сопряженным и вполне непрерывным; тогда но теореме Гильберта — 
Шмидта собственные функции фй̂ "̂̂  оператора Г̂ *''"̂  образуют орто-
базис и 

оо (1/п) ^ 

(Л^">1)(:г)= Ц / ' ^ " Ф Г М Ф Г М ) , (1.2) 

где > е'̂ з > . . . — собственные числа оператора Г *̂̂ '"'. Стремление опе
ратора Я''"^ к нулевому соответствует сходимости к нулю его максималь
ного собственного числа е^^'^; в этом случае естественно ожидать, что 
главную роль в поведении суммы (1.2) будет играть первое слагаемое, 
что н приводит нас к ответу 

(Л<">1) (,.) ~ ф',""' (X) (ф[>'»', 1) / 1 " " ' " . (1.3) 

В том случае, когда оператор Г*'''"' не является самосопряженным и в 
силу этого отсутствует представление (1.2), соотношение (1.3), как пра
вило, продолжает выполняться. Более того, в некоторых случаях (см. [2, 
3 ] ) , когда операторы в (1.1) не являются одинаковыми, вместо (1.3) вы
полняется соотношение 

( Л < - Ч ) ( , . ) ^ ф Г ( : ^ ) ( ф Г \ 1 ) е ' - ' . (1.4) 
Пбнйтно, что (1.3) есть частный случай формулы (1.4), Поскольку дока
зательство соотношения (1.4) требует значительных усилий и возможно 
при довольно жестких ограничениях, интерес представляет следующий 
«грубый» вариант (1.4): 

1 п ( Д " 1 ) ( д г ) ^ | 1 (1.5) 

Как правило, «грубые» теоремы справедливы в очень широких предпо
ложениях и являются весьма универсальными (см., например, [ 1 , 4 ] ) , 
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в настоящей работе рассматриваются случайные блуждания, порож
денные суммами независимых случайных векторов, сходящиеся к сим
метричному строго устойчивому процессу. В п. 2 доказана теорема о 
точной асимптотике (1.3) для однородного случая, которая обобщает ре
зультат автора [5, 6] для одномерного случая при конечной дисперсии. 
В п. 3 получена «грубая» асимптотика вида (1.5) для вероятности пре
бывания в криволинейной полосе. Тут в основном обобщаются результа
ты автора [ ? ] ; уместно упомянуть при .этом близкие результаты А. А. Но
викова [8 ] . В п. 4 из «грубой» теоремы о малых уклонениях выводятся 
варианты законов повторного логарифма в форме Чжуна для многомер
ных блуждапий. По-видимому, законы повторного логарифма в форме 
Чжуна в многомерном случае получены впервые; в одномерном случае 
окончательные формулировки принадлежат Н. Джейну и Н. Пруитту 
[ 9 , 1 0 ] . . 

2. Точная асимптотика малых уклонений 

Рассмотрим последовательность (Iг)^^1 независимых одинаково рас
пределенных в 5-мерном пространстве Евклида 7?' случайных векторов. 
Пусть далее случайный вектор г) имеет симметричное певыронаденпое в 

строго устойчивое распределение Ра(Л), О < ее ̂  2. Это зиачпт, что 
для любого измеримого множества Л сг Л' и любого целого к 

Р((|11 + . . . + ^ / ^ ' ^ " е Л) = Р(п е Л) = ? ( - ! ! е Л), 

где — независимые копии ц. Пусть для некоторой последовательности 
ВЫ) имеет место слабая сходимость 

Р{{Ь + ... + 1п)/В{п)^А)=^ГаШ (2.1) 
при т г о о . Очевидно, что (2.1) эквивалентно тому, что для любого векто
ра Я ̂  имеет место слабая сходимость функций распределения 

Р(<Л, |1 + . . . + < хВЫ)) =^ Р(<Я, цУ< х). 

Последнее же эквивалентно тому, что для любого Я' фупкцпя рас
пределения /̂ (̂а::) = Р(<Я, 1,} < х) принадленчит области притяжения стро
го устойчивого распределения ^'^ (̂ ;) = Р (<Х, Т1><С.^), нормирующая по
следовательность ВЫ) не зависит от К и, кроме того, для а = 1 

оо 

I 81п {{В~^ {п))Р^ {(И) - о (Ш) 
—оо 

при п-^оо (см. теорему 2, § 5 гл. X V I I в [11] ) . При этом функция 
и 

Ь1 (и) = I 1^Г^ {(Ц) 
— и 

медленно меняется и последовательность ВЫ) отличается от тг*̂ " медлен
но меняющимся множителем; для любого Л ^ Л * определено число 
0<с11,< °° такое, что при тг оо 

В1 {В (п)) ^ йул, 

где В*{и) = и'^1Ь*^{и). Положим для определенпости Яо = ( 1 , О, . . . , 0), 

Пусть С <= Я^ — произвольное ограниченное открытое выпуклое 
множество; через ^а обозначим гильбертово пространство интегрируемых 
с квадратом вещественных функций ф(ж), х^С. Норму и скалярное 
произведение в ^2 обозначим, как обычно, 11ф'1 и (ф, я|}). Для числа а > 0 
определим оператор 

Пф(:г) =М(ф(|1/а 4-ж), 1,1а \-х^ С) 
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п сопряженный оператор 
Т*ац> {х) = М (ф ( - + х)\ + х^С). 

В силу известных теорем (см., например, [12] , с. 81) максимальное но 
модулю собствеппое число Х(а) операторов Та и (оно общее для них) 
положительно; нормированные собственные функции ^{х) и 
отвечающие этому числу 

ТЖ{x)==X{а)^^А^), П Ч * ( ^ ) = ад<И' (2.3) 
можно выбрать неотрицательными. 

Пусть далее с.Ш — однородный процесс с независимыми прираще
ниями такой, что распределение вектора 1,{И-1) — Ъ,Ш совпадает с рас
пределением Ра(А) вектора ц. Введем полугруппу самосопряженных опе
раторов 

Т^ц>{x) ^Ш{ц>{1Ш -^-х), 1Ы) + х^0, 0<и^1), 

и обозначим Я и Ц){х) максимальное собственное число и соответствую
щую нормированную функцию оператора Чтобы подчеркнуть зависи
мость от области О, обозначим 

Я = Яе, ф(ж) = фо(а;). (2.4) 

Хорошо известно, что к имеет кратность 1, функция ф(х) непрерывна и 
положительна во всех точках открытого множества С. 

Пусть распределение вектора |1 либо абсолютно непрерывно, и тогда 
плотность суммы (^1 + ... + 1,п)/В{п) обозначим /)*"Чж), либо сосредоточе
но в множестве 2" векторов с целочисленными координатами, и тогда 

^ р((|^ + ... + = х)ВЫ) 
для В-Чп)2\ 

Пусть /(ж) — плотность случайного вектора ц. В настоящем пункте 
будем считать выполненной локальную предельную теорему в следующей 
форме: 

Л^: Ит знр I (х) — / (х) | = 0; 

А^: И т 8ир ] ^(«) (х) — /{х)\ 0. 

Теорема 1. Пусть для последовательности (|„) выполнено условие 
(2.1) и либо ^ 1 , либо Аг', последовательность а{п)оо, а{п)/В{п) О 
при п -> оо; граница дН измеримого множества Н^О имеет нулевую 
меру Лебега. Тогда 

И т 8ир {а [п)) Р {8^а {п) + х ^ О; к ==\, 2, . . . , п, 8п1а (п) + ж е Я ) — 

— ф {х) с ф {у) йу 
н 

= 0, 

где функции Я(а) > О и ф(а:) ^ определены (2.3) и (2.4); при этом 
для а оо 

1 п Я ( а ) - а - и * ( а ) 1 п Я , 

где число Я > 0 определено (2.4), функция Ь*{и) определена (2.2). 
Доказательство теоремы 1 проведем для случая Л1 и в предположе

нии, что ]У1||1И<оо. Доказательство в остальных случаях совершенно 
идептичио приведенному. Обозначим Ри,а^х, у), РДх, у); (х, у)^СХО 
ядра операторов Та и Тг соответствепно. Очевидно, что при ^ > О функ
ция Р({х, у) непрерывна и ограничена для {х, у)^СХС; в силу Ах 
функция Ри.а^х, у) ограничена в 0X6 для всех достаточно больших к. 
Для экопомпи места т-кратный интеграл от функции Н^x^, ..., Хг„) по 
переменным Х х ^ О , Х 2 ^ О, . . ., Х т ^ С- будем обозначать [Жх,, . . ., ж,™)]; 
при этом кратность интеграла равна числу ра.зличпых переменных, снаб-
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женных верхней чертой. Через С будем обозначать различные константы, 
не зависящие от /г, х, у, I. 

Лемма 2.1 . Для Г > О, А; = [ а Т ] 
И т 8ир I Рй.а {х, у) — Рт г/) I = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А ; ' = [ а ' Г ' ] , где Т/2^Т'<Т. Тогда 

Д (а) ^ I Рй.а (л:, I/) — Рт {х, У)\ \',а {х, у) Рк-к',а (у, у) — 

— Рт' (х, у) Рт-Т' (у, У)]\ \ у) Рк-к',а (у, у) — 

- Рт, {х, у) Рт-Т' (у, у) (Щ \ П{Т';х, у), 

где С" == 0\8б{дО), 1А(Х) — индикатор множества А. Для заданного 
е > О выберем б > О так, чтобы для всех Т/2 <Т' = Т, х, у ^ 6 выпол
нялось 

Рт' (ж, У) [/сб Щ < е, Рк',а {х, у) [/об Щ < е. (2.5) 

Для этого 6 в силу (2.5) будет иметь место неравенство \Н(Т'; х, у) \
для всех Т/2 ^Т' < Т, х, у ^ О. Выбирая Далее число Т' достаточно 
близким к Г, добьемся того, чтобы для всех х, у 

I Рк-к',а {х. У) - Й ' - ' ' ^ (!/ - ^ ) I < е/С; 

I Рт-Т' {х, у) - /^"^ '^ (г/ - ^) I < г/С, 

где р^а~^'^ (х) — плотность вектора ( I I + . . . + |^-й')/а, /^"^'^ (х) — плот-, 
ность соответствующего ему нормального вектора, С <°о таково, что для 
всех X, у^С, Т/2 ^Т' ^Т 

РТ'{Х,У)<:С, Рк',а{х,У)^С. 

Для этих выбранных б > О и 7" < Т имеем 

А («) < 4е -Ь I [(Ри'.а {х, ^) Р'а'-''^ {у-~^) - Рт' (^, ^ ) Г''"^ (г/ - ^ ) ) /^б ( 2 ) ] | < 

< 6 е - Ь / 1 - Ь / 2 , 
где 

Рк'А^Г^)ЫГ''Чу-'^)-1''-''Чу~~^)) 
[{Р^.,а (Х, 2) - Рт' {Х, 2)) (у -г)] / 2 -

Величина 1, исчезает при а оо равномерно во х, у ^ О в силу условия 
Ах. Для оценки Д с помощью принципа инвариантности введем случай
ную ломаную |^°Ч^), О ^ ^ ^ I " , ностроеипую по точкам 

{1а, 8г/а), 1 = 0, 1, . . . , к', 

где а = Т'/к', 8о = 0, 8^ = ^^ + ... + Будем считать, что процессы |'"Ч^) 
и |(^) заданы на одном вероятностном пространстве таким образом, что 
с вероятностью 1 

р ( | ( а ) - | ) ^ 8ир | | ( « ) ( 0 - | ( 0 К 0 . 
0 < : « Т ' 

Пусть 

фу(ф) = / ' " " ^ ( г / - ф ( П ) 4 ( Ф ) , 

где функционал 1с (ф) равен 1, если ф(^) е О для всех О < ^ ^ Т', п равен 
О в противном случае. Тогда, очевидно, 

/ , = |М„(Ф,(|(<'^)-ФЛ))1, (-2.6) 

где нижний индекс х означает, как обычно, что процессы ^̂ "̂  и 5 начи
наются в точке X. Пусть (и) — модуль непрерывности функционала 
Ф;^(ф) на дополнении мнонгества 8^ (Я), где /? —множество разрывов 
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Фу{(р), 8^ (Е) — 8-окрестность множества Н в равномерной метрике. 
Из (2.6) следует неравенство 

1 

/а < I (и) Р« (р (̂ («) -1)^аи) + С ( Р , (р (̂ («) _ |) > 1) + 

+ Р , а е 5 Р ( Л ) ) ) ; (2.7) 

поскольку очевидно, что модуль непрерывности допускает следующую 
оценку для всех у ^ С, е > 0: ш1{и)^С-и^ из (2.7) получаем, устрем
ляя 8 - ^ 0 : 

4 < С ( ] ' и Р , (р (^(«) - I ) е аи) + Р , (р (̂ е») - I ) > 1) + Р^ ( I е : Й ) ) , (2.8) 

где В. = (] 8^ {Я). Так как множество Л имеет вид 
е>0 

Л = {ф : У 0 < I ^ Т' ф) ^0, ЯО ^ ^ Г ' ф(^') е 

для т = т { > 0: |(г) ^ 5С} справедливо соотношение 

Р^ (I е Я) = ] [ Р , (т е йа, I (и) е йг/) • Т^а (у) Р-, (Е (О е С; О < ? < Г' - и)]. 
о 

Поскольку множество О выпукло, для любого у ^дО найдется вектор 
2.у такой, что 0^{у:<у, гуУ^!); поэтому для у ^ дО справедливо не
равенство 

Ру{1И) ^О; 0^1^Г -иХ Р,«|(|{), 2,> ̂  1; О ^ ^ ^ Г - и). 

Так как правая часть последнего неравенства равна нулю в силу сим
метричности и невырожденности в Я^ распределения процесса |(и), 
третье слагаемое в неравенстве (2.8) также равно нулю. А так как осталь
ные два слагаемые в (2.8) стремятся к нулю равномерно но х, лемма 
2.1 доказана. 

Лемма 2.2 . Для а -> оо, /с == 

Иш (а) = X, 
а-юо 

Иш (йНр {\^а(х)—Ц> (х) I )] + (зпр {\^а{х) — Ч> (х) | ) ] = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 2.1 следует, что операторы схо
дятся к оператору по операторной норме. Из последнего в силу из
вестных теорем (см., например, теорему 4.1 из [13] , с. 35) вытекает схо
димость соответствующих максимальных по модулю собственных чисел. 
Поэтому первое утверждение леммы 2.2 доказано и попутно установлено, 
что при а оо 1пЯ(а) (1/а") 1пА. Покажем далее, что 

Ит|4 , „ -Ф1| = 0, ^2д^ 

где, как и ранее ИфИ̂  = [фЧу)] — норма в Ъг. Для этого заметим, что 
я ' (а) {х) = (Т1~ Т,) {х) + Т,^., {х). (2.10) 

В силу леммы 2.1 первое слагаемое в (2.10) стремится к нулю равномер
но по а; ̂  С, поэтому 

11т зпр I %^ (а) г|5̂  (х) — Т^^\)^ (х) \=0. 

В силу уже доказанного первого утверждения леммы 2.2 из последнего 
получаем 

(2.11) Иш 8ир I Я-фа (х) — /"х^а (х) I = О-
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Из полной непрерывности оператора следует, что множество (7'1фа)<1з.1 
компактно в Ь^; поэтому согласно (2.11) любая предельная функция я|) 
для этого компакта удовлетворяет соотношению = Т{^. Поскольку 
максимальное собствеппое число оператора Тх простое, функция ^ сов
падает с функцией ф, т. е. (2.9) доказано. Из сходимости в следует и 
равномерная сходимость, так как 

==Хф) + [Р,{х,уЩЛу)-^Ш^ 
и ядро Рх{х, у) оператора равномерно ограничено. Поскольку третье 
соотношение в лемме 2.2 доказывается совершенно аналогично, лемма 
2.2 доказана. 

Лемма 2.3. Имеет место равенство 

11т знр 1 Я~'Р^ {х, у) — ц> {х) ф (I/) I = 0. 
1-*<х>х,у=С 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из полной непрерывности и самосопряженно
сти оператора по теореме Гильберта — Шмидта (см., например, [14]) 
имеем 

Й=1 
(2.12) 

где фй — А;-е собственное число и соответствующая ему нормированная 
собственная функция, Я 1 > Я 2 ^ Я з > Из (2.12) следует неравенство 

Рг {X, у) - Я'фх (х) ф , (I/) I < %{ ( ^ ) ' 2 ( • ^ ) ' 1 { х ) Фл (У) 

поскольку 

получаем 

1-< 

ФА (Х) Г - У) ФА (^)1 < 

К Р^{x,у)-Ц>{x)^{у) < 2 

Так как Я1 > Яг, т. е. максимальное собственное число имеет кратность 1, 
лемма 2.3 доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. В силу лемм 2.1—2.3 найдется 
такая целозначная функция ко(а), ко{а)/а^ что для всех Та-^ °° та
ких, что к = [а^Т{а)] ^ко{а), выполняется 

знр Рк,а{х,у)-Х'Ча)%{х)ц>{у)\^'кЦа)6{а), 
х,у!=а 

и б(а) О при а оо, В условиях теоремы 1 последовательность аХп) 
стремится к оо и а{п)/')1п стремится к 0. Построим последовательность 
Ж п ) такую, что к{п) ^п-Шп)кЫ)<2к{п), где к{п) = [кМ{п))/Ъ]. 
Пусть % = п — Мк, так что п = кН + Ъ. 

Из соотношения 
Рп,а{х,у) = {Рг,.^^а{х,у)Р„,аЩ 

следует, что 

Л„ ^ зпр I Я""Р„,а (х, I/) - ф {х) ф (г/) I < знр I [Я-^^" (а) [Х, у) X 

X ( я - " (а) Р^,а (у, у) - % (у) Ф (г/))] 1 + вир | Я-"+' ' (а) X 
х,у~в 

X [Рп-к,а (х, у ) ^ (у) Ф (у)] — ф (^) ф (г/) К б (а (/г)) Ап,п-к + 

+ 8гф Ц>{у)\%{х} — <({х) 
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где 
Лп,т ^ Зир Я (а) [Рт.аСп) (ж, у)]. 

Поскольку В силу леммы 2.2 второе слагаемое в правой части последнего 
неравенства стремится к пулю, для доказательства теоремы достаточно 
убедиться в том, что 

Л „ . „ - , ^ С . (2.13) 
Из соотношения 

Лп,п-гк = Я"" ' ' ' (а (П)) вир [Рп-гК-к,а {х, 2) Р^.а {г, у)] 

следует, что для г = 1, . . . , N — 1 выполняется 
Ап, „ - , А < СИ + 6(а{п))Ап, п-гн~к), Ап, п-кк < с. 

Поэтому 
Ап, п-А < С(1 + б(а) + б^(й) + . . . ) ̂  С. 

Соотношение (2.13) и теорема 1 доказаны. 

3. Грубая асимптотика малых уклонений 

Обозначим /)(О, 1) класс функций НШ'ЛО, 1]Я' без разрывов 
второго рода, непрерывных справа для О < ^ < 1 и непрерывных слева 
для ^ = 1 . Пусть для любого 0 < ^ < 1 задано множество Ог^Я', которое 
является ограниченным, выпуклым и открытым. Будем говорить, что 
непустое множество 1]^О{0, 1) принадлежит классу 2^1, если оно пред
ставляется в виде 

и=={}1^П{0, \):Ш)^Си 0 : ^ ^ ^ ! } (3.1) 

и содержит по крайней мере одну непрерывную функцию. Через Шг <=• Шх 
обозначим класс тех мнонлеств из Ши для которых в представлении (3.1) 
отображение С, состоит из конечного числа ступенек: Ог — Оц при 1^ 
е (а,-, а^+1)•, где О < « 1 < ссг < . . . < = 1, А; < <». Для каждого множества 
IIопределим число 

1 

о 
где Хг — Ха^ и число определено формулой (2.4). Будем говорить, что 
мно/кество Т7 ̂  3)?1 принадленчит классу 2Й, если можно построить мно
жества 6^7, V I е такие, что Пп П^, и ) - I V (и:^) О 
при п о о . Для множеств ^7ей?г'функционал определим как предел 
\У (С) = И т IV (С^). Поскольку из включения 6п,1 ^ 0 1 ^ 6п,1 сле-

1 

дует неравенство Я - ^ Яс, ̂  Я + , то очевидно, что VV {II) = 

Пусть случайная функция ЗЛО ̂ О{0, 1) определяется как + 
+ где (|;) ~ последовательность независимых одинаково распре

деленных случайных векторов. 
Теорема 2. Пусть последовательность (|<) удовлетворяет условию 

{2Л), множество. IIимеет вид . 
г 7 = { ф е О ( 0 , 1): ф ( г ) е С „ 0 ^ ? < 1 } , 

последовательность а{п) оо̂  а{п)/В{п) -> О при п оо. Тогда для любо
го Х^Со 

1 

1п Р {5п/а {п) + X е П) ̂  I * {а {п)) 
а (п) 1* ' о 
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где функция Ь*{и) и числа Кв определены формулами (2.2) и (2.4) со
ответственно. 

Доказательство теоремы 2 мы проведем для случая М1|11^<оо; 
в остальных случаях доказательства полностью идентичны приведенному. 

Предположим сначала, что множество Vимеет вид 

г / = {ф е / ) (0 , 1) : ф(^) ^ С; О < ^ ^ 1). (3.2) 

Для целых пик пусть Л' таково, что п = кМ + 1г, где А; ^ % < 2к. Тогда, 
очевидно, выполняются следующие неравенства: 

Р ( ^ „ / а + д ; е ^ / ) < < , . Л ^ ~ , 

где 

Вп,н^ ш1 Р{ЗпЦ)/а + х^С, 0 < ^ < Ш , 8п{к!п)/а + х ^ 8(,{у)) 

и ЧИСЛО б > 0 и вектор у таковы, что 3б{у)^0. Пусть далее %Ш, 
О ̂  ^ < 1 , — предельный для Зп/В{п) процесс (в нашем случае однород
ный гауссовский процесс с независимыми приращениями такой, что пер
вые и вторые моменты у |1 и |(1) совпадают). Обозначим 

А^^\^впрР{1{1)/{аУп) + х^0; 0 < ^ < ^ / п ) ; 

ш{ Р(1{{)/{а/У'п) + х^О; О^г^к/п, 

1{к/п)/{аУп) + х^8,{у)). 

Из леммы 2.3 следует, что при к = [а^Г], Г с» 

1п ^ 4 1п Я, 
а 

1пВТк^-^1пК 
а 

(3.4) 

где Я,==Яа определено (2.4). В силу принципа инвариантности (см. дока
зательство леммы 2.1) для любого Т < оо^ к = [а^Т] справедливо 

1 п Л „ , , - > 1 п < \  1п5„, , ->1п51??, . 

•Поэтому найдется последовательность Т = ТЫ) оо такая, что для 
к = [а'Т] 

1п Л , , , ^ ]п А'^\, Ы Вп,к - 1пВ^%. 

Из последнего в силу (3.4) получаем 
к к 

1п Ап,н ^^1п%, 1п Вп,к — 1п Я, 
а а 

И то же верно и для "к^п — кИ. Обращаясь далее к неравенствам (3.3), 
получаем окончательно 

а а 

Таким образом, требуемое соотношение для мнонгеств II вида (3.2) до
казано. Аналогично доказывается теорема 2 для множеств II из класса 
Зйа. Поскольку переход отШг-иШ очевиден, теорема 2 доказана. 
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4. Закон повторного логарифма в форме Чжуна 
для многомерных случайных блужданий 

Для произвольной полунормы р{х) в рассмотрим множество 
а^{х: / ) ( х ) < 1} 

и этому множеству поставим в соответствие число Я —Яс (см. (2.4)). 
Пусть, как и ранее, 6̂ ^ = ^1 + . . . + 

Теорема Пусть для последовательности (^,) выполнено условие (2 .1) . 
Тогда с вероятностью 1 

Ит 1 п ! тах „ - 11пЯ\^"^. 
П-.00 1<й<п ^ ( № 1П П]) ' " 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что МI^1Р < оо. 
I . Покажем сначала, что 

и т м 4 > С . (4.1) 

где С= !1пЛ|'^', » = т а х р{3},), 'ф(^) = Уи/1п1пп. Пусть а > 1 , г „ = [ а " ] . 

Из теоремы 2 следует, что для любых 8 > О, б > О и достаточно боль
ших п 

Р [р. < (1 - е) Сур (/г)) < ехр ( - 1п 1п г^], 

т. е. 

Р ( Я „ < С (1 - е) 1|) (г„)) = О ( г г~(1 -« ) / (1 -^) ' ) . 

Выбирая для заданного 8 > О значение б > О достаточно малым, по лемме 
Бореля — Кантелли получаем, что для любого 8 > 0 с вероятностью 1, 
начиная с некоторого гг, 

? , ^ > ( 1 - 8 ) С г | ) Ы . 

Пусть далее г„-1 ^ г < г„. Легко видеть, что для достаточно боль
ших п 

Рт > Рг^_, > ( 1 - К - х ) > (1 - 28) а-1/2С11) (г); 

поскольку (1 —28 ) /Уа можно сделать сколь угодно близким к 1, то (4.1) 
доказано. 

I I . Покажем теперь, что с вероятностью 1 

Пусть кп= {п\) 
п 

П {1пгу , так что 
Ыкп'^пЫп, 1п1п/с„~1пп. (4.3) 

Пусть 
Хп= тах — 

Поскольку 
Р ( Х ^ < а ^ ) = Р ( р <х], 

ТО в силу теоремы 2 для любых 8 > О, б > О и достаточно больших п 

Р ( ^ п < С И + б) ^ { к п ) ) > е х р | - ^±^, 1п 1п{кп -
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т. е. для всех достаточно больших п 

Р (Х„ < С (1 + 6) г!) ( а д > п - (1+«)А1+в) ' . 

Для б > 0 выбираем е > 0 так, чтобы (1 + 8 ) ( И - б ) ~ ^ < 1; это позволит 
получить расходимость ряда 

2 Р ( ^ П < С ( Ц - б ) 1 | ) - { а д = 0 0 . 
П=1 

Поскольку величины Хп независимы, то по лемме Бореля — Кантелли 
получаем, что для любого б > О с вероятностью 1 

И т ш ! Х „ / ' ф ( А ; „ Х ( Ц - б ) С . (4.4) 

Заметим далее, что р^^ + поэтому 

Иш ш ! ^ < Иш Ы ^ + Иш в и р ( 4 . 5 ) 

В силу обычного закона повторного логарифма справедливо 

пт вир ^ . • — - < с» 

с вероятностью 1; поскольку в силу выбора кп имеем 

получаем, что второе слагаемое в правой части (4.5) стремится к нулю 
с вероятностью 1. Поэтому получим в силу (4.4) 

И т т { ^ < ( 1 + 6)С, 

откуда и следует (4.2). Теорема 3 в случае М | | 1 | ^ < о о доказана. В общем 
случае первая часть доказательства совершенно идентична изложенному 
выше; вторая часть отличается только в разделе после формулы (4.5), 
где используется закон повторного логарифма в обычной форме. Тут 
будет полезна следующая 

Лемма 4.1. С вероятностью 1 
р (8 Л 

И т в и р т а х . : — 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку найдется О < Л < °о такое, что для 
любого X ^ Я' 

р{х)<Ате^х{\ХА, 1Х,|), 

утверждение леммы 4.1 будет следовать из соотношения 
к 

Иш8ир-г-?т-^* = О 

с вероятностью 1, где 

б'й — т а х шах А; = 1, 2, . . . , 

и — /-я координата вектора ^г. Пусть 

20-^0 = О, = 8^^, 2^ = т а х '| г^ |; 
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для г/ > о 

> Ш ! Р ( 2 „ _ й > 0 ) Р Й . > 1 / ) . 

Так как в силу (2.1) 
Иш Р (2:„_, > 0) = Р (Т1 > 0) = 1/2, 
П-»оо 

то 
х = ш { Р ( 2 ? „ 2 з О ) > 0 . 

Поэтому 
Р ( 2 „ > г / ) < х - Т ( ^ „ ^ у ) . (4.6) 

По лемме Бореля — Кантелли,для доказательства леммы достаточно убе
диться в том, что ряд 

| р ( ^ ^ . „ _ 1 > 8 г 1 . ( / с , ) ) 
П=1 

конечен для любого в > 0 ; в силу (4.6) для этого достаточно доказать 
сходимость ряда 

Д Р ( ^ А „ _ 1 ^ 6 4 ) ( А : „ ) ) . (4.7) 

Воспользуемся следующим неравенством Нагаева — Фука: 

Р ( ^ . > . ) < ^ Р ( ^ . > ^ ) + ехр - + ^ _ 1п (Ц^ + 1 ) ) . 

(4.8) 

где а = М(^, ; 12^1 < у), & = М ( 2 ? ; [^^К?/). Положим в (4.8) к^К-ц 
ж = б1|)(/!;„), г /= 2ж, так что 

у''кЬ*{у)==0Ы-Ч1п1пп)-'). (4.9) 

Легко видеть далее, чю Ь ̂  Ау''/Ь*(у), а = 0 ( у * + ' " " ) , если а ^ 1 , и а — 
= о(1), если а > 1, так что 

= - ^ = 0(1), 1 п ( ^ + 1 ) ~ 1 п п . (4.10) 

Поскольку далее 
кР(2^>у) = 0{кЬ*{у)/у'^), 

то, используя (4.9) и (4.10), получаем из неравенства (4.8) соотношение 

Таким образом, ряд (4.7) сходится. Лемма 4.1 и теорема 3 доказаны. 
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ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ В МОМЕНТНЫХ НЕРАВЕНСТВАХ 

С. А. УТЕВ 

1. Введение 

В [1] отмечено, что прямым подсчетом можно получить следующие 
неравенства: 

/ п \%т 
Е < Е т 2 ^ (1.1) 

\1 / 

/ " \ 

Е сЬ ^ 2 ?г < Е сЬ ^т, (1.2) 

где . . . , — независимы и симметрично распределены, т — случайная 

величина с характеристической функцией ехр 2 Е(е**^^ — 1) I , т — V 1̂=1 / 
натуральное. 

В [2] на основе неравенства (1.1) найдена явная формула для 

Т ( ^ , Д т ) = 8ирЕ 2 1 ^ , (1.3) 

где зир берется по всем независимым и симметрично распределенным 
п п 

^1, . . . , ^„ С фиксированными 2 — 2 Е | р"* — ^ , д ^ 1. 
В настоящей статье предложены подходы, которые позволяют: 
1) распространить неравенства типа (1.1) и (1.2) на более широкий 

класс функционалов от сумм независимых случайных величин, не обяза
тельно симметрично распределенных, со значением в сепарабельпом ба
наховом пространстве; 

2) решить ряд экстремальных задач, аналогичных (1.3). 
В статье будет приведено доказательство результатов, анонсирован

ных автором в [3 ] . 
В п. 2 даны основные обозначения и формулировка основных ре

зультатов. Доказательство последних приведено в ни. 4—10. В п. 3 дока
зан ряд вспомогательных результатов. 56 


