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ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ В МОМЕНТНЫХ НЕРАВЕНСТВАХ 

С. А. УТЕВ 

I . Введение 

В [1] отмечено, что прямым подсчетом можно получить следующие 
неравенства: 

Е 
2т 

\г==1 / 
/ п \ 

Е сЬ г 2 < Е сЬ ^т, 
\=1 / 

(1.1) 

(1.2) 

где . . . , 1п — независимы и симметрично распределены, т — случайная 

' 2 Е ( е « ^ * - 1 ) Х величина с характеристической функцией ехр 
7 

т 

натуральное. 
В [2] на основе неравенства (1.1) найдена явная формула для 

/ п \ 2 т 

(1.3) 

где знр берется по всем независимым и симметрично распределенным 
п п 

| 1 , . . . , с фиксированными 2 = -О ,̂ 2 Е | р " * = ^ , п"^!. 
?г=1 к=1 

В настоящей статье предложены подходы, которые позволяют: 
1) распространить неравенства типа (1.1) и (1.2) на более широкий 

класс функционалов от сумм независимых случайных величин, не обяза
тельно симметрично распределенных, со значением в сепарабельном ба
наховом пространстве; 

2) решить ряд экстремальных задач, аналогичных (1.3). 
В статье будет приведено доказательство результатов, анонсирован

ных автором в [3] . 
В п. 2 даны основные обозначения и формулировка основных ре

зультатов. Доказательство последних приведено в пп. 4—10. В п. 3 дока
зан ряд вспомогательпых результатов, 
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2. Формулировка основных результатов 

I . Одно усиление неравенства Йенеена. Пусть В — сепарабельное бана
хово пространство, 1Ы1 — норма в В, .^(5) — борелевская а-алгебра на^ В, 
В* — пространство^ сопряженное к В. Здесь и далее под производной в 
банаховом пространстве мы будем подразумевать производную Фреше. 

Через ^(В) обозначим пространство дважды непрерывно дифферен
цируемых функций ф из 5 в К, через (р^^Чх; «1, . . . , а^) — значение к-й. 
производной ср, взятой в точке х, на а^, . . . , а^^^ В. Для всякой функции 
Ф ИЗ 5 в К через с(ф) обозначим наименьшую константу с такую, что 
1ф(а +6)1 < с ( 1 + | ф ( а ) | ) ( И - | ф ( 6 ) | ) для всех а, Ъ^В. Через ШВ) обо
значим пространство функций ф из /? в К, для которых с(ф) < оо. 

Будем говорить, чт^ Ц)" выпукла, если при каждом Ъ^В функция 
ф'Чж; к, к) выпукла по х. Положим 

5^-1(5) = { ф е ^ ( 5 ) : ф ^ ' - в ы п у к л а } , ^,{В)=^АВ)ПШВ). 

Через 61, 62, . . . , обозначим последовательность независимых с л у ч а 1 1 н ы х 
величин (н.с.в.) с распределением Р(Б< = ± 1) = 72, г = 1, 2, . . . . 

Теорема {.Пусть (р^^{В). Следующие утверждения эквивалентны; 
1) ф'̂  выпукла; 
2) для всех а, Ъ, х^В 

Ц)(х) + Е ф ( а б 1 + Ьег + х) ^ Еф(ае1 + х) + Еф(&е1 + х); 

3) для всех ограниченных н.с.в. Ь, и ц с нулевыми средними и всех 
х^В 

ц){х) + Еф(§ + Т1 + ж) > Е ф ( | + ж) + Еф(г1 + х). (2.1) 

|„ — н.с.в. с нулевыми средними. Если вы-Теорема 2. Пусть ... 
полняется одно из условий: 

А) ф е ^ 1 ( 5 ) , | ( ограничены, 1 < I 
Б) ф ^ 5 ^ 2 ( 5 ) , Е1ф(|() | < о о , 1 ^ ^ < ^ г , го 

/ « л 

п, или 

Еф 
п 

\г=Х / г=1 
1) ф {X). (2.2) 

З а м е ч а н и е 1. Очевидно, что в случае 5 = К функции \х\\
{х-)\ 6""% сЪих^^2(В) (ж+ = шах(0 , х), ж - = т а х ( 0 , -х)). 

Если В — сепарабельное гильбертово пространство то будем писать 
В — Н или просто использовать обозначение Я , через \х\\ {х, у) будем 
обозначать норму и скалярное произведение в Я . 

В случае сепарабельного гильбертова пространства справедлива 
Теорема 3. Функции \\х1\* при ; ^^8 , { = 2, 4, 6 и ск{и\\х) принадле

жат ^ а ( Я ) . 
, Следствие 1. Пусть ^1, . . . , | „ —и.с.в., Е11|;1И < оо, Е|г = 0, 1 ̂  г ^ / г , 

и либо Я = К, {>3, либо В=Н,1>Ъ. Тогда 

Е %1г + х'>Ъ^\\1г + А'-{п-Щх\\) 
1=1 1=1 

Е 1 : 1 г ' > 2 Е | | , Г . (2.4) 

З а м е ч а н и е 2. Этот результат при 1'>Ъ в случае Я = К и ^ > 8 
в случае В = Н усиливает соответствуюпдие результаты работ [4, 5]. Как 
известно (см., например, [4]) , в случае симметрично распределенных н.с.в. 
| 1 , . . . , | „ неравепство (2.4) верно при ^ > 2 . Отметим, что в случае В = К, 
2 < ^ < 3, и несимметрично распределенных н.с.в. |1 , . . . , | „ неравенство 
(2.4) не верно. В самом деле, пусть |у и Цу независимы и одинаково рас
пределены, Р ( | у = — 1) = г / / ( И - ^ ) , Р ( | у = г/) = 1/(1 + г/), 1/>0. Тогда 
Е|5, = О, ЕI |у I * < оо и при 2 < ^ < 3 мы имеем 

И т г/2-< (ЕI + г]у |* - 2Е11у Р) =^ 2* - 2^ - . 2 < 0. 
у-» 00 
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Доказательство теорем 1, 2 см, в п, 4, доказательство теоремы 3 — 
в п. 5. 

П . Экстремальные свойства распределений сумм н.с.в. с фиксиро
ванной суммой «хвостов» распределений. Через ( | , д) обозначим набор 
н.с.в. ( ^ 1 , ,.., Ь,п) с нулевыми средними. П у с т ь ^ (Я) — класс конечных 
положительных о-аддитивных мер на ^(В), для которых С^({0})=0 и 
I у(^0 (у) — 0. Положим 
в 

п 
\У,{0)^ ( | , п ) ! А г > 1 , Ъ^{и^А) = С{А), АфО 

1=1 
{В). 

Через И̂ гСС̂ ) обозначим подмножество И^1(С?), состоящее из наборов н.с.в. 
с одинаковым распределением. Для всякой конечной положительной а-ад-
дитивной меры О па Ш{В) через Т{0) будем обозначать с.в. с характе-

' / г V ристическим функционалом (х.ф.) ехр | — 1) сг<? (х) , где н е Я*. 
\  /  

Теорема 4. Пусть (р^^2(В), 11 ф (ж) | (ж) < с». Тогда 

вир Е ф ( | | г ) 
1(0) \=1 / 

< Е ф ( Г ( С ) ) . (2.5) 

Если, кроме того, ф неотрицательна и IV И ^ Д О , причем найдутся {%1 „ , . . . 

• • •» 1кп,п) = (̂ 5 кп)^ И^, ^ля которых х.ф. Д ] 1г,п сходытся К Х.ф. Т{0) 

при и -> ро, го 
г=1 

Е ф ( Г (С)). вир Е ф 2 
(1,п)=\У \г=1 ] 

Следствие 2. Пусть Я = К, ^^^{Е), к = 1, 2. Имеем: 
оо 

1) если I I 5г|'с?С(г/) < схэ, г ^ З , /по 

(2.6) 

япр Е 2 1 . 
г=1 

= Е | Г ( С ) Р ; 

= Е ( ( Г ( С ) ) + ) У 

2) если ] 1/<<г(?(у)< оо, ^ ^ 3 , т о 

«ир Е 2 1г 
(1,11)^1^^(0 \ \ г = 1 / / 

во 

3) если I сЪ иу(10 (у) <С со, то 
— 0 0 

/ I I \ 

вир Е с Ь м 2 

Следствие 3. Пусть В = Н, С^^Ш), к=1, 2. Имеем: 

1) если 11| г / 1 ' ( у ) < оо, {^Ъ, то 

= Ес11(1г7 ' (С^)) . 

н 

8ир Е 
(5,п)е>^й(0) 

п 
2 1 , 
г=1 

= Е\\Т{0)\ 

2) еслгг | сЬ. (а !| у |) (10 (г/) < оо, т о 
н 

вир Е сЬ 
(|,п)г1Уй(0) 

/ 
и 

п 
2 1 , 
г=1 

= Е с Ь {и\\Т{0)1). 
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З а м е ч а н и е 3. Из соотношений 1), 3) следствия 2 вытекают нера
венства (1.1) и (1.2). Если С{В)>0, то вир в утверждениях 1) и 3) след
ствия 2 не достигается. 

Доказательство теоремы 4 см. в п. 6. 
I I I . Точные верхние н нижние оценки для некоторого класса функ

ционалов, заданных на суммах независимых симметрично распределен
ных случайных величии (н.с.р.с.в.), принимающих значения в сепарабель
ном гильбертовом пространстве Я . 

В этом подпункте мы будем рассматривать наборы только из н.с.р.с.в. 
Зафиксируем некоторые неотрицательные а,, 6;, А, В, 1^1, причем 
^\ ^г- Положим ' 

И, {п, Н) = [{I, п) \Е II и Г = «1, Е11 и \\' = 1 < * < п}, 

1=1 
п 

г-1 
п 

I г=1 г=1 ^ 

Через Ч1зШ)ШЛЮ) обозначим подкласс ШЛЮ (соответственно^а(-^)) , 
состоящий из наборов н.с.р.с.в. с одинаковым распределением. 

А. Т о ч: н ы е в е р х н и е и н и ж н и е о ц е н к и в м о м е н т н о м 
н е р а в е н с т в е Р о з е н т а л я д л я н . с . р . с . в . Пусть Я = К. 

Теорема Ъ,11ри ^ ^ 4 справедливы утверждения: 

вир 

вир Е 

Е 

п 1 п 1 

2 1 , 
{=1 

= Е 
1=1 

» (2.7) 

(|,п)=<2̂ (̂К) 
2 1 , 
г=1 

= (А'/в^У'^'-^^ Е 1 1 , (Л, В) - 1 , (Л, В) 

Ы Е 
(|,п)=М1(п,Н) 

п 

2 1 , 
1=1 

= 2 ( & г - « 0 + Е 
г=1 

П 

2 а^г^ 
1=1 

(2.8) 

(2.9), 

где I » , \.^{А, В) — пуассоновские н.с.в, с параметром СД) X 
Х{А1В*)-^'^*-^^\, &1, 4), е,г(а„, &„, 1)^ н.с.в. с распределе
нием Р ( е ( а , &, г) = 0)==1-(а7&)^^< ' -^ \, 6, Ь) ^ ±Ша'У^ 
= {.Ч,){аЧЪГ''-'\ . 

З а м е ч а н и е 4. При целом четном ^ правые части формул (2.7)— 
(2.9) можно явно вычислить через соответствующие коэффициенты « 1 , 6», 
А, В, \ Ъ частности, из (2.8) мы получим (1.3). 

Доказательство теоремы 5 см. в п. 7. 
Б . С в е д е н и е в ы ч и с л е н и я вир д л я н е к о т о р ы х ф у н к 

ц и о н а л о в о т с у м м н. с. р. в. со з н а ч е н и е м в с е п а р а б е л ь 
н о м г и л ь б е р т о в о м п р о с т р а н с т в е Я к о д н о м е р н о м у 
с л у ч а ю . Пусть Л ш Я ^ 2. 

Теорема %, Пусть ф е ^ ( 1 1 ) . Следующие утверждения эквивалентны: 
1) ^" выпукла', 
2) для всех а, Ъ^Н и ж & К выполняется 

Еф(11а81 + бваНез + ж) < Еф(11а11е1+. 11Ы1е2 + ж); 
3) для всех натуральных п и ац . . . , ап^П, ж е К справедливо нера

венство 

Ёф 
п 

2 (^г^г 
1=1 

еп+1 + ж < Еф 2 1 «г II 6г + ж 
У \ 1 = 1 

(2.10) 
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Следствие 4 . /7г /сгь|1, . . . , | п н.с.р.с.в, и Не зависят от 61, •. бп« 
Тогда при справедливо неравенство 

Е 
п 

2 1 . 
1=1 

^\\1г\\^г 
г=1 

(2.11) 

Следствие 5. Утверждения (2.7) и (2.8) теоремы 5 верны и в случае 
сепарабельного гильбертова пространства. 

В. В ы ч и с л е н и е 1п{ в м о м е н т н о м н е р а в е н с т в е Р о з е н 
т а л я д л я с у м м н. с, р. с. в. с о з н а ч е н и е м в с е п а р а б е л ь н о м 
г и л ь б е р т о в о м п р о с т р а н с т в е Я . 

Теорема 7. При ;?^4 справедливы утверждения: 
1) если ^[тП^п, то 

п ( п \Ц2 

г=1 \ г = 1 / 

ш{ Е 

2) если (11тЯ = оо, то 

п 

{=1 
(2.12) 

Е 2 1 . 
1=1 

= т а х (2.13) 

т { Е 
(|,п)е '?/з(Н) 

п 

г=1 
= шах (Л, Л -ь — В%А1В^)-^!^^-Щ^-^^1'^). (2.14) 

З а м е ч а н и е 5. Правая часть (2.12) заведомо меньше, чем правая 
часть (2.9). Отметим, что в отличие от отыскания вир (см. теорему 5) т { 
по классу ШгШ), где рассматриваются только одинаково распределенные 
слагаемые, больше 1п{ по всему классу Ш^{.П). 

Доказательство теоремы 7 см. в п. 9. 
I V . Выпуклость некоторых функционалов на классе симметричных 

сложных пуасеоновских распределений. Будем говорить, что мера О сим
метрична, если С(Л) = (?(—Л) для всех А^ЖВ). 

Теорема 8. Пусть ф е ^ ( Я ) . Для того чтобы при всех а, Ъ, х^В 
выполнялось неравенство 

2Еф(е1а + 8 2 6 + ж) < Еф(е1а + Е а ^ + х) + Еф(е1б + 8 3 6 + х), 

необходимо и достаточно, чтобы ср'^ была выпукла. В частности, если 
Ф е 5^2(Я), 11 Ф (ж) I {х)<оо, 1 - 1 , 2, а, ^ ^ О, а + ^ = 1, О,, 0^ -

в 
симметричные меры, то 

Еф(Г(а(?1 + рСз)) < а Е ф ( Г ( С 1 ) ) + ^Еф(ПС?2)). 

Зафиксируем ф = ^ 2 ( Я ) и измеримые функции §и . . . , из Я в К. 
Через Ш обозначим множество таких симметричных конечных положи
тельных мер на ^{В), что 

1\^{х)\йа{х)<.оо, ^ ^^ [х) АО (х) = щ, 1 < г < 5 . 
в в 

Через И̂ о обозначим подмножество мер О из имеюш;их не более 25 
точек роста. 

Из теоремы 8 и результатов Хёфдинга [6] вытекает 
Следствие 6. 8 и р Е ф ( Г ( С ) ) = вир Ец>{Т{0)). 
Доказательство теоремы 8 будет приведено в п. 10. 

3. Вспомогательные результаты 

Пусть ф — дважды непрерывно дифференцируемая функция из К 
в К. Здесь и далее через е будем обозначать с.в. с распределением 
Р (Б = ±1 ) = 1/2. Положим 

(х, а) = Еф(а + еж'/^), а е К, ж ^ 0. 
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Лемма 3.1. Для того чтобы для всех а е К, а; > О имело место 
д^^{х, а)/дх^'^0, необходимо и достаточно, чтобы была выпукла. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 
д'^'^УЫ, а)1дх^ = Е ( ф " (а + ^х'^^)х"^ - ф'(а + гх"^)г)11^х''\ 

Следовательно, 
д'''^{х,а)1дх^-^^ У а е К , ^х>^, 

Еф''(а + е и ) и ^ Е ф ' ( а + 81г)8 У а ^ К , Уи>0. 

Пусть г<у. Положим а = {у + г)/2, и = (у — г)/2, К{х) =Ц)'\х). По по
строению 

V 

Еф" {а + ей) м = (1/2) {у - г) {Н (г) + П {у)), Еф' (а + егг) е = | Л (О (И-
2 

Следовательно, 

5'Ч^(а;, а ) /йж^^О У а ^ К , Ух>0, 

] /? ( О < (1/2) ( I / - 2) (П (2) + Л (у)) уу, г,г<у. 
г 

Для доказательства леммы нунато показать, что последнее утверждение 
эквивалентно выпуклости функцхга Я. 

Пусть Д выпукла. Тогда при 2 < ^ < г/ мы имеем 1 = 7.{у — 1)1{у — г) + 
+ уЦ-г)/{у-г), т1ХП{%){у-1)/{у-2)+П{у){1-7,)/{у-2.). Значит, 

V У У 

[к{1)аг^Е(г) {{у- 1)1{у -г)йг + П(у) \{г- т.)!{у -%)й1=^ 
2 2 г 

= (1/2) {у - 2) {Н (2) + Я (у)). 

Предположим теперь, что при всех 2 < г/ справедливо неравенство 

1 я (О (И < (1/2) {у - 2) [Я (2) + Я (у)). (3.1) 

Докажем, что й выпукла. Если это неверно, то найдутся а, Р > О, а + ^ — 
==1, а<Ь такие, что Ж а л + рЬ) > а Ж а ) - Ь рЖЬ). Положим 4^{и) = 
= Я{иа+И —и)Ь) — иЯ{а) — {I —и)Я{Ъ). По построению функция Ч*" не
прерывна и ^Р"(0) = ^ ( 1 ) = О, ^ К ( а ) > 0 . Следовательно, найдутся щ, Нг, 
для которых 4^(111) = ""{^(«г) = 0 , О < ^ 1 < Иг ^ 1, Ч ' " ( и ) > 0 при 
< Ид. Положим г / = и^а + (1 — гг1)&, г = ига-\-Ц — иг)Ь. В силу построе
ния у-г^{иг-щ){Ъ-а)>0, Я{у) = щЯ{а) + И-щ)Я{Ъ), Я ( 2 ) ( = 
= МгйСа) + (1 — И г Ш С б ) . Далее, при 2 < ^ < г / имеем ^ = а(6 — Ю/(6 — а ) + 
+ 6 ( 1 - ( Ь - 0 / ( 6 - а ) ) , где (6 - г/)/(6 - а ) < (6 - 0/(6 - а ) < ( Ь - 2 ) / 
/(6 — а) = 1*2. Следовательно, 

Л ( 0 > 7?(а)(6 - ()/{Ь - а) + Д(6)(1 - (6 - 0/(6 - а)) , 

]Я{^)а^>Я {а) I (6 - 1)/{Ъ -а)йгл-я (Ь) I (1 - (6 -{)1{Ъ~а))аг= 

т. е. 
= (1/2) ( г / - 2 ) (/г(2) + /?(г/)), 

] /? {{) д,г > (1/2) {у - 2) ( й (2) я (у)). 
2 

Последнее неравенство противоречит (3.1). Лемма доказана. 
Положим 

^Н{х, г, г)'=Е\ех'^' + ;^\'-х*^'-г', 
Я{х, I, 2) = а;-^^(Е|8а;^ + 2 | ' - 2 ' ) , /7 = 1 / (^ -2 ) , ж > 0 , 2 > 0 . 
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Лемма 3.2. При I > 4 функции Н{х, I, г) неотрицательны и выпуклы 
по X. . 

Лемма 3.3. При ^ ^ 4 функции Е{х, г) неотрицательны и вогнуты 
по X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 3.2, Покажем, что 
дШх, {, г)/дх' >0, {>А, х>0. (3.2) 

Имеем 
д'Н(х, г, г)/дх' = \/Ш*^'-ЧИ - 2 )Е |е + - Е | е + и\*-Чи-И-2)), 

где и = ж~'''^2. Значит, для доказательства (3.2) достаточно показать, что 
при г > 4, и > О справедливо 

§{и) = 2)Е |8 + и\'-' -Е\е + и\'-'&и-И-2)>0. (3.3) 

Положим я = г — 2. Имеем 

д (0) = О, д' (и) = (я + 1) и^ ( (ч - 1) Е | еу + 1 ["-з (еу + 1) г; -

— ЕI + 1 {ей + 1) е) , и = 

Следовательно, для доказательства (3.3) достаточно показать, что 

Л (I;) = {(, — 1) Е I ег; + 1 \^-^ (ег; + 1) - Е | + 1 ["-з (ег; + 1) > О, 

(3.4) 

Нетрудно видеть, что , 

й ( 0 ) = 0, = ^ ( ( I - 1 ) Е ^ е ^ ; - Ы | ' ^ - 2 е г ; > 0 

при <} — 2 ^ 0 , т. е. 4. Следовательно, (3.4), а вместе с ним и выпук
лость функций Н{х, I , 2 ) по X при ^ ̂  4 доказаны. Неотрицательность 
функций Н{х, I , г) при ^ ̂  3 следует из неравенства (2.4) следствия 1 
и симметричности распределения е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 3.3. Неотрицательность Л (ж, {, г) 
при ^ ̂  1 следует пз неравенства Йенеена. Докажем вогнутость. Для 
этого достаточно показать, что 

ОШх, I, г)/дх' ^ О, ж > О, г ^ 4. (3.5) 
Имеем 
д'тх,{, 2)/дx'=^2р^2р + ^)x-'^-ЧЕ\еx^ + 2V-гп-

- {р{р + ^х-^-тех" + 2 | ' -^(еа: ' ' + 2)е + Ш- 1)р'х--Е\ех^ + 
После элементарных преобразований находим, что (3.5) эквивалентно 

М ( м ) = ( г - 3 ) Е 1 е и . + 1|'-^(81г + 1 ) - ( г - 1 ) Е 1 е и + 1 | ' - ^ + 2 ^ 0 (3.6) 

при ^ > 4, и ^ О'. Нетрудно видеть, что 
Л / ( 0 ) = 0 , М ' ( 0 ) = 0, М ' Ч и ) = ( г - 1 ) ( г - 2 ) ( г - 3 ) Х 

X (Е |8И + Ц'-Мегг + 1) - Е | е и + 1|'-*> > 
^ ( г - 1 ) ( « - 2 ) ( « - 3 ) ( | 1 + и | ' - ' ' - | 1 - и И - * ) а ^ 0 

при ^ > 4 , и ^ 0. Следовательно, (3.6), а вместе с ним и лемма доказаны. 
Пусть О) — измеримая функция из 5 в К и © е '%({В), т. е. I (о(а + &) I ^ 

< с(о))(1 + |с1)(а)1)(1 + \ьу{Ъ)\) для всех а, В, где с(ш) < оо. 
Лемма 3.4. Для всех « 1 , . . . , ап^В справедливо неравенство 

( й ( 2 1 < ^ < " - « П ( 1 + 1 « ( « 0 1 ) г 
\ г = 1 / 1 = 1 

г^е () = т а х (1, 2с(а))). 
Доказательство элементарно. 
Лемма ХЪ. Пусть \^;„, к = 1, . . . , я, п=1, 2, ... — независимые при 

каждом п с.в. и последовательности (^к,п)}г^1 равномерно интегри-
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руемы. Тогда последовательность ш 2 Ьк.п 
\к=1 ; п = 1 

равномерно интегри

руема. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 3.4 имеем 

( М ) ^ Е А Ъ 1 
\ 

2 ^к,п 
й=1 

>8М 

п 
< 2 Е {(1+1 со (Е,.„) I) / (11 11 > М) П ( 1 + Е 1 со | ) . 

Следовател|>но, 'зир р п ( Л / ) О при Л / Л е м м а доказана. 
п 

Пусть {|^,^^}^1,^=1—двойная последовательность _ н.с.в., причем 
имеют распределение |1Й. Через х обозначим с.в. с х.ф. 

ехр ' 2 | ( е « " . - ) - 1 ) й } 1 й ( ж ) ) , и ^ В \ 

через ц — с.в., которая не зависит от т и {^г,ь}1^1,А=1- Пусть ^2, . . . , — 
последовательность пуасеоновских н.с.в. с параметром 1. 

Лемма 3.6. Предположим, что 2 ] (1 + | о) (ж) [) (ж) + Е1 ш (т]) | < 

<.<х>. Тогда 

Е(о(т + г1)= 2 Е а ) ! ' ^ 2 1 М + Т]1ПР(^^1 = 2/.)» 
«^.• • • .гп=0 \ А = 1 г = 1 / к=1 

причем ряд сходится абсолютно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Распределение с.в. т совпадает с распределе-

п Ч « л 
нием с.в. 2 2 ^г,й- Положим й = 2 3 (1 + I " («) I) ^Ий (^)' В силу лем-

МЫ 3.4 

Ео) 
I п ^к 

2 2 1г . . + Ц 
п I п \ 

< е х р 2 2г1п5й (1 + Е | й ) ( г ) ) | ) П X 
\ г = 1 / й=1 

X П (1 + Е1 СО ( I , . , ) I X ехр ( 2 2г 1п + Е1 со (г)) 1). 

Следовательно, 
\ г = 1 

2 
г^,...,г„=о 

Есо( 2 Ъ1йк-^Ц 
Ь=1 г=1 к=1 

I п \

< ( 1 + Е|сй(т1)|) 2 ехр 2 2 г 1 п ( а я ) П Р (̂ х̂ = 2/.) = 
4=1 

< о о . 

г^ , . . . , г„=0 \ г = 1 / к=\ 

= (1 + Е1со (т])1 ) (е-12 («яГА! 

Лемма доказана. 
Пусть 8{В) — пространство вероятностных распределений, заданных 

на борелевской о-алгебре ^{В). Будем считать, что основное вероятност
ное пространство (й , , Р) столь широкое, что суш,ествует последователь
ность {^{}{!=о -независимых о-подалгебр 5^, для которой У0^8{В) и 
г ^ О 3 с.в. I с распределением О и измеримая относительно Пусть 
^Фг—некоторые семейства св . , измеримых относительно г ̂  0. Через 
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обозначим аддитивную оболочку мно5кества У М г \ ^ к * к> 1, через 
г=0 

оо 

И̂ й — аддитивную оболочку .52^011 У б4ьк>\, через ^ — аддитивную 
г-А-|-1 

оо 

оболочку [} ̂ Фг- Пусть I, § — некоторые функции из в К. 
г=0 

Лемма 3.7. Если существуют такие (Иг^^ц 1> 1, что для всякого 
у е (Ц^^ I ̂  1̂  справедливо 

Ы (1{х + у) + ё{х)) = /(со, + г/) + 

то для всякого у е И^ ,̂ к ̂  1, справедливо 
( [ к \ \ ^ \

Ш Г / ^X^ + у + ^ ё { Х г ) = / + У + 2 ^ ( М г ) . 
х^^.5ф.^,Х<1<к \ I г = 1 / \ г = 1 / г=1 

Лемма Ъ.'^.Если существуют с о г ^ ^ , , такие, что для всех х^ 
е ^ е (̂ г/,-̂  I ̂  1, справедливо /(ж + г/) + ^•(ж) ^ /(сог +•?/)+ ^(со;), то для 
всех г/ е И^ ,̂ Хг^лФи к> 1,Л<1^ к, справедливо 

/ к \ / к \

\ г=1 1=1 \ г=1 г = 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 3.7 ведем по индукции. Из условий 
леммы следует, что достаточно обосновать индуктивный переход. Восполь
зуемся элементарным тождеством Н {х, у) = 1п! 'т1 Н\х, у). За-

х=С,у=В х~Су~0 
фиксируем у^Шк+1. По построению х + у для всякого ж е ^ ^ ^ ^ . 
Следовательно, мы имеем 

/ / к+1 \ \

1 П ! 
Х1'^^1,1<г<к+1 \ г = 1 

й+1 \ 

г=1 / X 3 ^^к+\ 

+ 1 П ! 1 / 2 ^ г + а̂  + У + 2 ] я (^г) Н 1̂ ^̂  ^ (^) + 
х^^3ф^,\<\<к \=1 / г=1 / / x^з^,^^^•^ \ 

I к \ \ \

\ г=1 / г=1 / \ г=1 / г=1 

что и требовалось доказать. 
Доказательство леммы 3.8 аналогично предыдущему. 
Пусть Н — сепарабельное гильбертово пространство, ф — выпуклая 

функция из К"*" в К+ (К"*" — неотрицательные вещественные числа). 
Лемма 3.9. Если 1,, . , . , ^„ независимы и симметрично распределе

ны, то 
/ п 2 \а \ 

> Е ф 2|11гГ^ 
\ г = 1 

Еф 
п 

1=1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условий леммы следует, что 

Еф 2 5 . 
1=1 

2 \ 

= Еф 
п 

2 1 | е ^ 
г = 1 

2 \ 

где Ё ! , ..., 8„ не зависит от ^1, . . . , | „ . Через ^ обозначим а-алгебру, 
порожденную с.в, ^1, . . . , | „ . В силу неравенства Йенеена 

Е Ф 2 5г8г 
^=1 -

2 \ \ 

V 
! 

Ф Е 
п 

г=1 I \ г=1 

Следовательно, мы имеем 
/ та 2 \ 

Еф 2 1 | 
л г = 1 / 

Лемма доказана. 
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4. Доказательство теорем I , 2 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Зафиксируем дважды непре
рывно дифференцируемую функцию ф из В в К. Пусть ^ и — ограни
ченные н. с. в. со значением в В к нулевыми средними. Положим 

Ч^Ш^'Ч^И; X, I , т 1 ) = ф Ы + Е ф ( | + ?11 + ж ) - Е ф ( ^ + ж)-Еф(^11 + а:). 

По построению ^ — дважды непрерывно дифференцируемая функция из 
К в К и 

Т ( 0 ) = 0 , "^ ' (0 = Е ф ' ( | + гт1 + а;; ц) - Е(р'Цц + х; г]), 
(4.1) 

Ч ^ ' ( 0 ) = 0 , Ч ^ " ( 0 = Е ф " ( | + ?г1 + ж; т], У])-Ец)"{Щ +х; т], ц). 

Покажем, что из утверждения 1 следует утверждение 3. Если ф" вы
пукла, то в силу неравенства Йенеена Ч^'^Ш == Е ( Е ( ( ф " ( | + т] + ж; г], т])— 
— Ц)''{1г] + х; т], г]))\ц))>р Следовательно, 4 ^ ( 0 ^ 0 для всех I и 

ф(а:) + Е ф ( | + ц + х)- Е ф ( | + х) ~ ЕфСт] + х) > О, (4.2) 

т. е. утверждение 3 справедливо. Если верно (4.2) для всех ограничен
ных н. с. в. I и т] с пулевыми средними, то для всех а, &, х^В, ^ е К 

ф(ж) + Еф(а81 + ^Ъе2 + х) — Е ф ( а е 1 + х) ~ Еф(^&82 + х)>0, 

т. е. из утверждения 3 следует утверждение 2. В силу (4.1) из послед
него неравенства вытекает 

Ец>Чаг, + х; Ъ, Ъ)-Е(р"{х; Ь, Ь)>0 (4.3) 

для всех а, 6, х^В. Положим а = (у — 2)/2, ж = (^ + 2)/2, у, г^В. Из 
(4.3) вытекает, что для всех у, г, В 

(1 /2) (ф"(^ ; Ъ, Ъ) + ц>"{г; Ъ, 6)) ^ ф" ((^ + 2)/2; &, Ъ). 

Последнее неравенство влечет выпуклость ф " . Теорема доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Пусть ^1, . . . , | „ — н. с. в. с ну

левыми средними. Рассмотрим сначала случай условия А, т. е. ^1, ..., ! « 
ограничены и ф " выпукла. В силу теоремы 1 в этом случае достаточно 
доказать справедливость индуктивного перехода с п = к н а 7 г = А;+1 
при к>2. Из теоремы 1 вытекает 

/к+1 \^ // к \ 

= Еф 
\ г = Х / 1 / 

/ к \ \ 
2 1 г + > Е ф ^и + х 

\ г = 1 / / \ г = 1 / 

+ Еф (|й+1 + ж ) - ф ( ж ) . 
По предположению индукции 

\ 
Е ф ( ^ ^ ^ 

\ { = 1 
-\-х > 2 Е ф ( | | + ^ ) - ( А : - 1 ) ф ( ж ) . 

г=1 

Следовательно, 
/к+1 \1 

Еф 2 5г + 2: > 2 Еф + х)-кср (х), 
\ г = 1 / 4=1 

ЧТО И требовалось доказать. 
Теперь рассмотрим случай условия Б, т. е. Е|ф!(|{)1 < о о ^ 1 ^ 1 = ^ 7 2 , 

и ф е ^ 2 ( Я ) . Положим | г , т = |,/(11|(11 ^ те)-Е(|,/(11,11 < т ) ) . Так как 
т — ограниченные н. с. в. с нулевыми средними, то 

/ п \

Еф 2 1г,т + X 
\ г = 1 

2 Еф ( | г , т + ж) - (/г - 1) ф (х). 
г=1 

Переходя в предыдущем неравенстве в предел по т оо, применяя 
лемму 3.5 и учитывая непрерывность функции ф, получим требуемое 
неравенство. Теорема доказана. 
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5. Доказательство теоремы 3 

Положим фДж) = ^ Д г / ) = ^ ' , хщН, у>0. Для доказательства 
теоремы достаточно показать, что при ^ > 4 или й = 1, 2, 3 справедливо 

ср\'\х;к,Н,е,е)^0, (5.1) 

где к, е ~ произвольные элементы Н с единичной нормой. Имеем 

ф1*Ч^; е) = 1б/ />( |ж|р)(ж, /г)2(ж, еУ^ + 8^Р^(|.^|Р)(ж, ^)2 + {х, к)' + 

+ 4 (/^, е) (х, е) {X, к) + 4^1 (Ц ж |р) (1 + 2 {к, еГ). (5.2) 

В частности, очевидно, что при { = 1 и { = 2 утверждение (5.1) выпол
нено. Положим 

ж = 11ж11(о, / ) = ( ш , /г.), г / = (со, е), 2 = (/г, е), а = 4(г — 2)(г — 3 ) , 
(5.3) 

& = 2 ( ^ - 2 ) . 

Переписывая (5.2) согласно новым обозначениям, получим 

Ф̂ *̂  {х; к,к,е,е) = 24 Ц х Г (1 + 2^^ + 2р^ + 2?/̂  + 8руг), 

ф1* (̂ж; /г, к, е, е) = Щг -1)\\хЦ'^^"'^{ар'у^ + Ъ{р^ + у^ + ^ру^) + 
+ 1 + 22^), г > 4 . (5.4) 

По построению \р\, \у\, Ы ^ 1. Учитывая симметрию (5.4) относитель
но и г/, находим, что для доказательства (5.1) достаточно показать 

1 + 22^ + 2/)^ + 21/^ + 8 д а ^ О, 1 = ^\) 
со(/?, 1/, 2 ) = а / ) У + 6 ( / + г/̂  + 4 д о ) + 1 + 2 2 ^ ^ 0 , * ^ 4, (5.6) 

где 0 ^ / ? , у ^ 1 , . | 2 1 ^ 1 . 
Докажем ( 5 . 5 ) . Имеем 

1 + 22^ + 2 / + 2у' + Ърух^8((1/3)(2^ + + у') -руЫ). 

Так как 0 ^ / ? , у, к ! ^ 1, из неравенства между средним арифметиче
ским и сродним геометрическим вытекает /^г/Ы ^ (1/3)( |21^+ + у^) ^ 
=^ ( 1 / 3 ) ( 2 ^ + г/^). Следовательно, (5.5) доказано. 

Перейдем к доказательству (5 .6). Так как (о(̂ 5, у, г )—полипом вто
рого порядка по 2, достаточно проверить справедливость (5.6) при 2 = 
= —Ьру, если Ъру < 1, и при 2 = — 1, если Ъру > 1. 

Пусть 2 == —Ъру, Ъру ^ 1, О р, у ^ 1. Тогда 
со(р, у, 2) = ар'у' + Ъ{р' + у'- АЪр'у') + 1 + 2ЪУу' = 

= {а- 2Ъ^)р\г + &(р' + г/') + 1 ^ (а - 2Ъ^ + 2&)/?У + 1. 

Имеем (см. (5 .3)) а — 26^ + 2& = —4(г — 2)^ = —Ь^ Следовательно, йз(/?, г/, 
г) ^ 1 — {ЪруУ ^ О, т. е. в этом случае (5.6) доказано. 

Пусть 2 = — 1 , 6/зг/ > 1, О ^ />, г/ ^ 1. В этом случае 
со(/?, ^, 2) а/>У + 6 ( / + г/̂  - 4/?г/) + 3 ^ ар'у^ - 2Ъру + 3 ^ 0 , 

так как 6' = 4(г - 2У ^ 12(^ - 2) (̂  - 3) = За при I > 7/2. Следовательно, 
(5.6), а вместе с ним и теорема доказаны. 

6. Доказательство теоремы 4 

Обозначим через Ы.%) распределение с. в. | . 
Лемма 6.1. Пусть О ^ ^^В), п = \, 2, последователь

ность серий н. с. в. с фиксированной суммой хвостов распределений, т. е. 

г=1 
т 



для всякого борелевского А^О. Тогда последовательность Ь 2 ^1 п 
I \ г = 1 * / ; п = 1 

плотна. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , Зафиксируем 8 > 0. Пусть 5 = вСе) — такое на

туральное число, что 
8>а{в), с{в)^Ш2){8-а{в)У (6.1) 

(например, 5 = и2аШ)/гУ''+ С{В)] + 1). 
Пусть йГе — такой выпуклый компакт в В, содержащий нуль, что 

а{В\Ю < 8 /2 . (6.2) 

Положим К = 8Кг, Л = {ш ч среди Ех.п(со), . . . Лкп,п{(^) не более 5, от
личных от нуля }, V = {а>\1г,„Ы) ^ К^, 1=1, . . . , А;„}. Нетрудно видеть, 
что 

\ 
2 1г,п^К < Р (Л«) + Р (С/'=). 

\ г = 1 / 

(6.3) 

Оценим правую часть в (6.3). Положим Хг,п = И%г,п0), 1=\, 
По построению Т 1 , „ , . . . , Ти^.п — и. с. в. и 

2 Вх-,п = 0{В), 2 ВТг ,п<С (^5) , 
•1=1 г=1 

I \ 
Р ( Л ^ ) = Р 2 Т^ ,п>^ 

Применяя неравенство Чебышева и учитывая (6.1), находим 

Р ( Л ' = Х 2 В т ^ , п / ( 5 - С ( 5 ) ) 2 < 8 / 2 . . 
г=1 

С другой стороны, И З определения II и (6.2) вытекает 

Р < ^ Щ г , п Ф / ^ - с {В\К^) < 8 /2. 
г=1 . 

Из последнего неравенства, (6.3) и (6.4) находим 

(6.4) 

2 1г,пфК 
\=1 

< 8. 

Лемма доказана. 
Лемма 6.2. Пусть | — с. е. с распределением С и нулевым сред'^ 

ним; I , т) и Т{0) независимы. Если Е | ф ( | ) | < о о ^ Е | ф ( т ] ) | < о о , то 
Е ф ( | + ' п ) ^ Е ф ( Г ( С ) + 'п). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 3.6 
/ к 

Е ф ( Г ( С ) + г1) = е-1 2 Еф 2 е г . + т] 
к=а \

(6.5) 

где | 1 , | 2 , . . . ,— последовательность н. с. в. с распределением С, ц не 
зависит от и ряд в (6.5) сходится абсолютно. Применяя теоре
му 2, находим 

е-1 2 1/^'! Еф ( 2 Ег + ^1 > е-1 2 Ш ( 2 Еф + л) -
к=1 \ г=1 ./ к=1 \г=1 

- (^ - 1) Еф (л)) = Еф ( I + Т1) - е - 1 Е ф (Т1). 

Следовательно, Еф(^ + т]) ^ Е ф ( Т ( 0 + г)), что и требовалось доказать. 
5* 67 



Лемма 6.3. Пусть | „ . . . , | „ — «. с. е., причем Е |^==0, Е|<р(^^)1 < «з, 
1 < I ̂  п. Тогда 

Е ф ( 2 1 г ) < Е ф { т ) , 

[ \ 
где х - с . в. с х. ф. ехр 2 Е (е^^"'"''^ — 1) ,и^В*. 

\г=1 / 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Справедливость этой леммы следует из 
лемм 6.2 и 3.6. (Не ограничивая общности, можно считать, что Г(С,) 
измеримы относительно ^ „ и взять = {|,-, Г(С,)}, 1 ̂  г ̂  и; .5^0 —се
мейство всех таких с .в . | , измеримых относительного , что Е |ф( | )1 < «»; 

= Т{С^), 1^Кп; ё{х) = О, /(ж) = -ф(х ) . ) 
Перейдем непосредственно к доказательству теоремы 4. Неравен

ство (2.5) следует из леммы 6.3. Докажем утверждение (2.6). Пусть ф 
неотрицательна и ( ^ 1 , т г = 1, 2, такая последователь
ность серий н. с. в., что 

Е | 1 . „ = 0, 1 ^ 1 ^ й : „ , п>1, 

г=1 
(6.6) 

/ ( \ 1  

Е е х р 1 и , 2 Ь,п] ехр 
\ \ 1} \ 

2 Е - 1) 

при тг -> оо для любого и е Я*. 
Для доказательства 2.6 достаточно показать, что 

И т Бпр Еф ( 2 Ь,п > Еф (т), 
\г=1 / 

(6.7) 
1г->оо 

где т — с. в. с X. ф. ехр (_[ — 1) йО {х) 

Из (6.6) и леммы 6.1 следует, что 

2 ??,гг =^ т (по распределению). 
{=1 

Следовательно, по лемме Фату справедливо (6.7). Теорема доказана. 

7. Доказательство теоремы 5 

Через е(а, Ъ, I) обозначим с. в. с распределением 
- - Р(8(й, 6, О = 0) = 1 - {аЧЬУ'^'-^\ а'; 

Р(е(а, Ь, I) = ±{Ъ/а'Г^^'-'^} = Ш2КаЧЪУ^^'-'\ 

Лемма 7.1. Пусть | симметрична распределена, Е |^ == а'^,-Е|^|* = &, 
Ъ>а\ г>0. Тогда 

Е 1 | + 2 | ' < Е 1 8 ( а , Ь, О + гГ. (7.1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу результатов Хёфдинга [6] достаточно 
доказать (7.1) для таких симметрично распределенных с.в . | , функция 
распределения которых имеет не более 5 точек роста, т. е. Р (^ = ±х) == р, 
Р ( | = ±г/) = ^, X, у>0, х<у, /) + ? < 1, + г/'д = а^ х'р + у*д = Ъ. 
Положим 

6 = а V - ^ р{х,у, и) = {у'-'-и'-П/{у*-\~х*-'), 
д{х^у, и) = - х'-')/{у^-' - х'-'). 

По построению Е | | | ' = Е18(а, Ъ, х<и<у. Следовательно, можно 
считать 2 > 0. 
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После элементарных преобразований находим, что (7.1) эквива
лентно 

х-ЧЕ\ех + 2\\- 2')р{х, у, и) + у-ЧЕ\еу + 2\*)д{х, у, и)< 
^и-ЧЕ\еи + г\*-г'). (7.2) 

Положим 

х = х1, у ^У1, и=-и1, /> = 1/ {I — 2), 

рЛx^, г/1, щ)=р(.х, у, и), д^х^, у^, и^) = д{х, у, и), 
4^(0,) = о)-2^'(ЕIе(й'' + 2 1 ' - 2 * ) , с о > 0 . 

Переписывая (7.2) в соответствии с новыми обозначениями, находим, что 
нужно доказать справедливость следующего неравенства: 

Ч'(х,)р,{х„ уи щ)-\-Ч^{у,)сфи у,, щХЧ^Ы,). (7.3) 
Нетрудно видеть, что 

р^х^, у,, и^)>0, дМиУии,)Х), 
Р1(х1, 1/4, щ) + д^{х1, у,, щ) = р{х, г/, и) + д{х, у, и) = 1, 

Д^1^'1(^1, У1, и , ) + у , д 1 ( ж , , г/), щ)=х^-^р{х, у, и) + у*-^д(х, у, и) = и^-^ = щ. 
В силу леммы 3.2 функция ^ вогнута. Следовательно, (7.3), а вместе 
с ним и лемма доказаны. 

Лемма 7.2. Пусть г>А, О^а^^а.., 0<Ь^<Ь.„ а* < бь г = 1 , 2, 
2 ^ 0 . Тогда 

Е | в ( а „ &„ 0 + 2 | ' < Е 1 е ( й 2 , Ъ„ 0 + 2 р . (7.4) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что достаточно доказать (7.4) в случае 

О < « 1 < Яз, О < < &2, 2 > 0 . Положим 

Ь1 = а\и*С^, р = 11 {I — 2), д = а\1а1, 

Ч^(о)) = с й - 2 р ( Е | 8 С й Р + 2|< — 2 « ) , ^̂ ^ = г/?, г = 1, 2. 

По построению (7.4) эквивалентно 4 ^ ( 1 / 1 ) ^ ^ ^ ( 1 / 2 ) , где 0 < ? < 1 / 2 , У 1 ? < 
< ^2 , г/1, г/2 > 0. 

Положим X = {.у^ — ду^)/{1 — д). В силу леммы 3.2 функция Ч*" не
отрицательна и вогнута. (11ледовательно, 

Ч^(у^)д < 'У{у,)д + ^{х){1 - дХ ^{у.д^хЦ - д)) = Ч'{у,). 

Лемма доказана. 
Лемма 7.3. Пусть |, ц, е{а, Ъ, I) независимы, % симметрично распре

делена, Е | т ] | ' < о о , Е | ' ^ а ^ Е Щ ' ^ б , а ' ^ & , а, Ь>0, Тогда 
Е\1 + ц\'^Е\е{а, Ъ,г) + г]\\ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Справедливость леммы 7.3 следует из сим
метричности распределений с .в . | , е(а, Ъ, I) и лемм 7.1, 7.2. 

Лемма 7.4. Пусть | симметрично распределена; \, ц и г независимы, 
Е1'^а\<оо^ а > 0 , Е | т11 '<оо , ^ ^ 4 . Тогда 

Е | | + г 1 1 ' - Е | | | ' > Е | е а + т11*-а ' . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу симметричности распределений | и е 
достаточно рассмотреть случай т] = 2 > О, т. е. доказать неравенство 

Е | | + 2 | ' - Е | | | ' > Е | е а + 2 ! ' - а ' . (7.5) 

В/ свою очередь, так же как и при доказательстве леммы 7.1, можно 
ограничиться симметрично распределенными с. в. | , функции распреде
ления которых имеют не более 5 точек роста, т. е. V{.'Е, = ±х) р, 
Р ( | = ±у) == д, х^р + у'^д = а \ у, р, д>0, р + д^1. Положим 

V = и''•\ = и " \) = Е|80)^^^ + 2 1 ' - ( 0 * ^ ^ - 2 ' , со ^ 0. 

Нетрудно видеть, что (7.5) в этом случае эквивалентно 
:ти')р + Нтд>Н{а'), (7.6) 



где /7 + д < 1, /?, д>0, ри^ + ди^ = а\ силу леммы 3.3 функция Н не
отрицательна и выпукла. Очевидно, что ЖО) = 0. Следовательно, 

НЫ')р + НЬ^)д = (/? + д)ШЫ')р/{р + д) + Н{и')д/{р + д))^ 
>(р + д)Н{аУ{р + ?)) = Н{а'/{р + д)){р+д)+ Ж 0 ) ( 1 - р - д) > Н{а'). 

Тем самым (7.6), а вместе с ним и лемма доказаны. 
Лемма 7.5. При 1 и всех х справедливо неравенство 

\Ц-\-х\'-1\<2Н{\х\ \х\'). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При ж < —1 доказываемое неравенство очевид
но. Пусть ж > — 1. Имеем 

X 

0 < ( 1 + ж ) * - 1 < ^ [ ( 1 + уу-Чу. 

Учитывая выпуклость функции ж* по ж при получим (1 + 1/)'"* = 

= (1 + г/)'/(1 + г/) ^ 2 ' ( 1 - ! / ' ) / ( ! + ^ ) ^ 2 ' ( 1 +г / ' -*) . Следовательно, в слу
чае ж > — 1 имеем 

1x1 

0 < ( 1 + ж ) * - 1 < 2'^ I (1 +у^-^)(1у^2Ч(\х\
о 

Лемма доказана. 
Лемма 7.6. Пусть е и ц независимы, Е|т]1' < оо, ^ > 4, я, & ^ О, а' < &. 

Тогда 

т ! Е I ^ + т] 1< = 6 + Е I еа + Г) 

где ш ! берется по всем симметрично распределенным с. в. ^, независимым 
от Г), с фиксированными Е |^ = а̂  Е | | ' = 6. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 7.4 вытекает, что достаточно найти 
симметрично распределенные с. в, | „ , независимые от т] и такие, что 

Е11 = а\ = Ь; (7.7) 
ИтЕЦп + г\\^ = ЕЦа + г\\^ + Ъ — аК (7.8) 
Л->оо 

Если Ъ = а\о можно взять ^„ = 81(2, где Р ( 8 1 = ± 1 ) = 1/2 и 81 не зави
сит от Г], е. Пусть а* < Ъ . Положим 

б„ = 1/п, Р^ |„ = ± а ) = ( 1 / 2 ) ( 1 - б „ ) , 

Р (1п = ± Ьп) = (1/2) б : , б : = а1Ьп1Ы, 

р ( Е т а - о ) = б „ - б : , 
& „ = ( ( & - а Ч 1 - б „ ) ) / а ^ б „ ) ^ ' ' ( ' - ^ п = 1 , 2, . . . . 

По построению 

Ъп>а, 0 < б * < б п , Е11 = а\\'^Ъ, г г > 1 , 

б„->-0, 6 „ - > о о , ЪпЬп^Ъ — а^, п оо, (7.9) 

т. е. (7.7) выполнено. Покажем, что верно (7.8). Имеем 

Е | ^ „ + Т 1 | * - Е | 8 а + л | Ч 1 - б п ) + Е | г 1 К б „ - б : ) + 

+ {Е\гЪп + ц\^-Ъ*п)ь1+Ъ'пЫ 

Из условий леммы и (7.9) следует, что для доказательства (7.8) достаточно 
показать 

(Е18б^ + 111*-биб;-^о. 
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в силу леммы 7.5 
{Е\гЪп + ц У - 6 п ) б ; | = ь1,Ьп\Е\е + ц/Ьп\' - 1 ] < 

Лемма доказана. 
Перейдем непосредственно к доказательству теоремы 5. Утвержде

ние (2,7) следует из лемм 7.3 и-3,7. (Нужно в качестве взять семей
ство симметричных с. в. | , измеримых относительно ^ 1 и таких, что 
Е ^ ^ ^ а , , Е | | | ' ^ & г , 1 ^ 1 ^ ^ , а в качестве — семейство таких с.в. 
г|, измеримых относительно что Е |1 '1М<оо. Здесь §(.х)^0, /(ж) = 
= —ж',) Аналогично утверждение (2.9) следует из лемм 7.6 и 3,7. Дока
жем (2,8). По построению 

^ з ( К ) с : ^ , ( К ) с г а д к ) , ^ 4 ( К ) с г ^ , ( К ) . (7.10) 

Пусть омх))=-ом-х}) = р/2, о,{в) = р , х = ит'Г''-'\ = 
оо 

{А/^^)-'^"'^-^\. е. Со — симметричная мера и [ хЧСг^{х) = В^% 
—оо 

оо 
[ \х\^й^^{x) = А. Распределение с .в . Г((?о) совпадает с распределе

нием с.в . и/О'У'^'-^КЫА, В)-иА, П)), где В) и ЫЛ, В)-
пуассоновские н . с . в . с параметром {1/2){А/В*)~^^''*~^К В силу теоремы 4 

п I 

8ир Е 
о 

2 1 , 
г = 1 

>Е\Т(О,) у. (7.11) 

С другой стороны, из той же теоремы и уже доказанпого утверждения 
(2.7) вытекает 

8 и р 
( 5 , п ) г ^ (К) 

Е 
п 

2 1 , г=1 
= зир Е 

4 

п 

2 1 . 

== 8ирЕ 
п 

п 
'^Е^{Вп-'^^ Ап-\

г = 1 

г = 1 

I 

Заметим, что 

2 Р ( 8 , {Вп-'^\ е Г) = О, (Г), Г ^ 0 . 
{=1 

Следовательно, еще раз применяя теорему 4, находим 

йпр Е 
2 

П 
2 1 , 

г = 1 

= 8 и р Е 
п 

^Е^{Вп-'^\
г = 1 

< Е 1 Г ( С о ) 

Из последнего неравенства, (7.10) и (7.11) вытекает справедливость 
утверждения (2.8). Теорема доказана. 

8. Доказательство теоремы 6 

Лемма 8,1. Для того чтобы при всех а, Н и с ^ К выполнялось 

(8.1) 
неравенство 

Еф(11ае1 + Ъг,\з + с) ^ Еф(11а1181 + Шг^ + с), 

необходимо и достаточно, чтобы Ц)" была выпукла. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Не ограничивая общности, можно считать, 

что 11а11 ^ > 0 . Имеем 
Еф(11ае1 + б82118з + с) = Ч-(сй(1 + Ы , с) + Ч^(ы(1 - кт), с); 

Еф(11а11Б1 + Шгг + с) = "Ф'(й)(1 + г), с) + Ч^(ш(1 - г), с), 
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где 4^{х, с) == Еф(с + еж'^^), ж > О, и 
(о = 11а1|2 + ||&||2, г = 21У111Ы1/©, к=\{а, Ь)1/(11а1111Ы1). (8.2) 

Если й г т Я > 2 , то для всех й ) > 0 , 0 ^ 2 , найдутся а, Ъ^Н, для 
которых выполнено (8.2). Следовательно, (8.1) эквивалентно 
Ч^(о)(1 + Я2), с) + Ч^(со(1-/г2), с) ^ Ч^(а)(1 + г), с) + Ч^(сй(1 - г), с) (8.3) 

для всех сй > О, О < 2 ^ 1 . По построению Ч^(х, с) — дважды непре
рывно дифференцируемая функция по х. Нетрудно видеть, что (8.3) эк
вивалентно 

д'Ц^{х, с)/д'х>0 Ух>0, Ус^К 

В силу леммы 3.1 последнее утверждение эквивалентно выпуклости 
функции ф " . Лемма доказана. 

Докаукем теорему 6. В силу леммы 8.1 достаточно доказать, что 

Еф 
п 

г=1 
Ец>(^\\а.1 

\ г = 1 
II 81 + Ж (8.4) 

где ф " выпукла, а^, , ап^Н, ж ^ К . В силу леммы 8.1 для доказатель
ства (8.4) также достаточно обосновать индуктивный переход с п = к 
на п = А; + 1 при к ^ 2. Имеем 

Еф 
\

^А+а + = Еф 
к-1 

г=1 
е^+а + ж 2 « г е г 

1=1 
/ I к-1 \  \  

<  Еф II ацЕи + «^+16^+116^+2 + а; + 2 II « г II < Еф 2 I «г I е{ + ж 
\ / / \ г = 1 

Теорема доказана. 

9. Доказательство теоремы 7 

Лемма 9.1. Пусть и г\ неотрицательные н. с. в., Ет] = а, Е ! ' < <», 
Ег!*- < оо, г ^ 2. Тог^а 

Е(т1 + 1У > Ец^ + Е{а + |)' - а\) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу результатов Хёфдинга [6] достаточно 
доказать (9.1) для неотрицательных ц, функция распределения которых 
имеет не более двух точек роста, т. е. Р{г\ у) = д, Р{ц= х) = р, ж, у, 
р, д ^ О , рЛ-д = \, хр + уд = а. Следовательно, (9.1) эквивалентно нера
венству 

(Е(ж 4- 1У-хПр + (Е{у + 1У -уПд> Е(а + ^У - а\ 

Последнее неравенство следует из выпуклости функции ф(ж) = Е(ж + 
+ I ) ' ' — ж*" по г>2 при г>2, I > О , Е *̂" < оо. Лемма доказана. 

Лемма 9.2^ Пусть с.в. | ^ 0; г>2 Е ^ ' < а, Ъ>0, Ъ>а\
Ы Е{1 + цУ = Ь + Е(а + 1У - а', 

•п 

где т! берется по всем неотрицательным с. в. ц с фиксированными 
Ец == а, Ец'' = Ъ и независимым от с. в. 

Доказательство аналогично доказатсньству леммы 7.6. 
Зафиксируем г>2, а.-, 64 > О, 6 | > а | ' " , 1 = 1 , 2, . . . . Через V^^{п, г) 

обозначим множество таких наборов н . с . в . (т], п) = {г\и т!,.), что 
> О, Ец1 = а1 Ег\\ I = 1, 2, . . . , п. 

Лемма 9.3. 

ш ! Е 
/ п п п 

2^1, = 2 ^ - « 1 + 2 4 . 
\ , = 1 / г=1 \ г = 1 / 

Доказательство следует из лемм 9.2 и 3.7. (Нужно взять в качестве 
.5^1 семейства таких неотрицательных с. в. т], измеримых относительно 
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ЗГг, ЧТО Ет] = а|, Ет]'' = 1 < I ̂  ?г, а в качестве ^ » — семейство неот
рицательных с.в. I , измеримых относительно Ж'о, для которых Е | ' ' < о о ; 

Перейдем к доказательству теоремы 7. Докажем (2.12). В силу 
леммы 3.9 

Е 
п 

2 1 . 
г=1 

/ п л / 3 

\ г = 1 У 

Следовательно, если &[тН>п, то т { в (2.12) нужно искать среди орто
гональных ^г, 1 <1^п. Значит, 

г=1 
= 1п{ Е 

(т^,п)==VV(п,*/3) \ г = 1 / 
т { Е 

в силу леммы 9.3 
г п у/2 п I п \т 

Ы Е 2 Л г = 2 2 а! , 
(т1,п)еЩгг,</2) Х г ^ ! / г=1 \ г = 1 / 

Т. е. утверждение (2.12) доказано. 
Докажем (2.13). Положим 

п 

п,0 | ,Ь| г=1 

где 1п{ берется по всем неотрицательным а,-, &г, 1 < г < п, и натуральным 
« таким, что 

г=1 г=1 
(9.2) 

В силу уже доказанного утверждения (2.12) для доказательства (2.13) 
нужно показать, что 

^ ( Л , Д ) = т а х ( 0 , А-В'). 
Нетрудно видеть, что 

2 ( & г - « 9 > о . 
г==1 

П П / п 

2 ( & г - а 1 ) > 2 & г - 2 4 > А - В \ 
г=1 г=1 Л г = 1 / 

Следовательно, 

^ ( Л , Д ) ^ т а х ( 0 , , Л - 1 ) ' ) . (9.3) 

Пусть Л < В\м е, О < 8 < Л. Положим 

а1 = {В^-{А-гу1^)1{п-\), Ъ„==г/{п-1), к = 2,...,п, 

4 = . ( Л — 8 ) 2 / « , Ь ^ ^ А — г , а | > 0 , г = 1, 

Начиная с некоторого По = По(е), данные « 1 , . . . , Яп и &„ удовлет
воряют (9.2). Следовательно, 

^(А, ^о)< 2 {Ьг - «о 2 {Ь, - а 5 ) < 2 &г = е, 
г=1 г = 2 

Т. е. ^ ( Л , Л) ̂  8 . В силу произвольности 8 из последнего неравенства 
и (9.3) вытекает ^ ( Л , = О в случае А<В\ь Л ^ / ) ' . Положим 
и = 1, &1 = Л. Тогда (9.2) выполнено и 

5^ ( Л , / ? ) < 6^ — а; = Л — Д*. 

Из последнего неравенства и (9.3) вытекает ^ ( Л , 1 ) )==Л—/) ' в случае 
А>В\ 

Следовательно, ^ ( Л , / ? ) = т а х ( 0 , Л—/)*) , что и требовалось до
казать. 
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Докажем (2.14). Для этого достаточно показать, что 

Ы (А - ПЫ'-^^') = т а х (А - В \ А - [ ( ( 9 . 4 ) 
п 

где т { берется по всем натуральным п, для которых А ^ В*п^~*^'^. Про
верка (9.4) элементарна. Теорема доказана. 

10. Доказательство теоремы 8 

Докажем первую часть теоремы. Пусть ф — два5кды непрерывно 
дифференцируемая функция. Нетрудно проверить, что неравенство 

2 Е ф ( е 1 а + еф + х) ^ Е(р{е,а + г.а + х) + Ец){е,Ъ + е^Ъ + х) (10.1) 

для любых й, 6, х^В эквивалентно неравенству 
4^(0 = Ч^(^; ж, у, 2) = (Еф(ж + 2̂ + гу) - ф + + 

+ (Еф(л: - 2̂ + гу) - ф(ж - и)) - 2Е(р{х + еу) > О 

для любых X, у, 2^ в и I ^В.. Ло построению — дважды непрерывно 
дифференцируемая функция по ^ и 

4^(0) = О, Ч ^ ' ( 0 ) = 0 , Ч ^ " ( 0 = Е ф " ( ж + ^ 2 + ег/; 2, 2) - ф"(ж + ^2; 2, 2) + 
+ Еф'Чж — 2̂ +ег / ; 2, 2 ) — ф " ( ж —^2; 2, 2). 

Пусть ф" выпукла. Тогда " (О > О для всех {. Значит, 4^(0 ^ О для всех 
^ и (10.1) выполнено. Пусть выполнено (10.1). Тогда 

(1/2)(ф"(ж:^^/; 2, 2 ) - Ь ф " ( ж ~ г / ; 2, 2 ) ) ^ ф " ( ж ; 2, 2) 

для всех X, у, 2 ^ 5 , так как Ч*"'(0) ^ 0. Следовательно, ф" выпукла. 
Докажем вторую часть теоремы. Пусть С1 и О2 — симметричные 

меры на ^{В), ф ^ ^ г С й ) , ( | ф (ж) 1 с/С, (ж) < оо, г = 1 , 2. Из уже дока-
в 

занного утверждения и леммы 3.6 вытекает неравенство 
Еф(Г(1/2(С1 + С^))) ^ И/2){Ец;{П0,)) + Ец>{ПС,))). 

Следовательно, для доказательства требуемого утверждения достаточно 
показать полунепрерывность функций К{а,) = Ец>{Т{С + аСд)) по а, т. е. 
доказать 

И т |Еф(т] + Г ( а С ) ) - Е ф ( г 1 ) | = 0, (10.2) 
а>о ,а^о 

где Е | ф ( 1 1 ) | < о о , \ \(р{х)\аа(х)<оо, С({0}) = 0, л и Г(осС?) не-
в 

зависимы. 
Докажем (10.2). Не ограничивая общности, можно считать, что 

ф(0) = 0. Положим 

а = а 1" (1 + I ф (ж) I) ас (х). 
в 

Из леммы 3.6 следует, что при достаточно малых а 

Еф (л + Г (аС)) - Еф (л) = е-1 21 Е (ф ( 2 I, + л) - Ф (л)) 1к\, 
к=1 \=1 / / / 

где | 1 , ^2, . . •,— последовательность н . с . в . с одинаковым распределением 
Р{11^А) = аО{А), АФО, Р ( | 1 = 0) = 1 - а С ( Л ) и не зависит от л- Не
трудно видеть, что 

/ / к \
Е Ф 2 Ег + Л — Ф (Ц) 

\ г = 1 / 
< А;Еф (л) Р а, Ф0) + 

к I 
+ 2 Е 

г=1 
Ф 

/ к 
2^^ + л 
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в силу леммы 3.4 

2 Е ( Ф ( 2 | , - + Л) / ( | | ^ 0 ) ) < ^ М 1 + Е 1 Ф ( Л ) | ) Х 

X 2 Е ( ( 1 4 - | ф ( | | ) | ) / ( | ^ ^ 0 ) ) П Е ( 1 + 1 Ф( | , - ) | )< 

< М М 1 + Е|ф(т1) |)(1 

где ^ = т а х (1, 2с(ф)) < о о . Следовательно, 

I Еф (л + Г (а(?)) - Еф (Г]) К (1 + Е 1 ф (л) I) X 

X 2 (А; + кц^ (1 + а)^-1)/А;! < с а , 

где с < оо и зависит лишь от г| и С1. Следовательно, (10.2), а с ним и 
теорема доказаны. 
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ОБ УСРЕДНЕНИИ ДИФФУЗИИ В СЛУЧАЙНОЙ СРЕДЕ 

В. В. ЮРИНШИЙ 

В этой работе рассматривается предельное поведение при е -> О 
дифференциальных операторов вида 

й й 
Ь^и = (1/2) 2 С^/е) Ог^з^ + 2 &г (х/е) В^и — К (х/г) и, 

^^ = д/дх^^\ = {ж<«} е П^. 

Возможность усреднения т. е. сходимость в определенном смысле 
к оператору того же вида с постоянными коэффициентами (усреднен
ному оператору), была при достаточно обш,их предположениях установ
лена ранее (см., например, [1—3]). 

Ниже оцениваются погрешность усреднения в задаче Дирихле для 
оператора и скорость сходимости некоторых процедур вычисления 
коэффициентов усредненного оператора в предположении, что коэффи
циенты а.Дг/, со), &г(1/, О)) являются однородными случайными полями. 

Всюду в дальнейшем размерность подчинена условию Поле 
коэффициентов {а,7, &;} имеет конечный радиус зависимости, разброс 
собственных чисел матрицы Иа^П достаточно мал. 

Предположение о том, что поле коэффициентов имеет конечный 
радиус, зависимости, позволяет утверждать, что погрешность от замены 
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