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ОБ ОДНОЙ СХЕМЕ СУММИРОВАНИЯ СЛУЧАЙНОГО ЧИСЛА 
НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН С ПРИЛОЖЕНИЕМ 

К ВЕТВЯЩИМСЯ ПРОЦЕССАМ С ИММИГРАЦИЕЙ 

С. в. НАГАЕВ, М. X. АСАДУЛЛИН 

Настоящая работа посвящена предельным распределениям для сумм 
случайного числа независимых случайных величин (с. в.). Более точно, 
речь идет о суммах вида 

2 215\) 
г=1 ^=1 

где с. в. ^^^^\ = 1 -т- оо, / = 1 ̂  оо, независимы при любом п, а с. в. \ \
У п 1  независимы от семейства Суммы такого вида возникают, 
в частности, при изучении ветвящихся процессов с иммиграцией. 

Нам удобнее будет описывать схему суммирования (1) на языке 
случайных процессов (с. п.). 

Назовем с. п. ХШ, О ^ ^ ^ ^ ! , считающим, если он принимает только 
целые неотрицательные значения, а траектории его не убывают, ограни
чены и непрерывны справа. 

Рассмотрим теперь совокупность считающих с. и, Хх{Ь), 0 ^ ^ ^ 4 , 
зависящую от вещественного параметра А.. Кроме того, пусть при любом 
фиксированном X задана последовательность независимых одинаково рас
пределенных сг п. {), 0 ^ / : ^ 1 . Будем также предполагать, что с. п. 

не зависят от и для любого набора О < 1̂ < 2̂ ^ 1 
с. в, 1,0., ^1), ^((Я,, и) независимы. 

Пусть с. п. УхШ возрастает в те же моменты времени, что и 
причем Хя(0) = Ух(0) и 

ау,ш = {х,{{)-~х,и-))-чх,{ь), (2) 
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если Хя(^) — Х^С^-) > 0. Иначе говоря, если {^у}^^! — точки скачков тра-

ектории Х^и), то положим 
2 1- Очевидно, Х^{1) ^ 1^{и) х 

хйУ)^{и), где с. в, ^^^^и), и е [ 0 , 1],— положительные и целочисленные 
(^л(1г) есть величина скачка траектории Хк{1) в точке и). Обозначим 

(̂ ) = 2 Ь {К О. 

Нашей целью является изучение асимптотического поведения рас

пределения с. в. ^•к = I Ч% (О (О при Я 

Обозначим характеристическую функцию с. в. ^ДЯ, ^) через Д(^, 6). 
Справедливо следующее утверждение. 

Теорема 1. Пусть существует множество функций В,,{1), 0 < ^ ^ 1 , 
такое, что при Я «з 

(/л(^,е)Л^*>->/(^,е), (3) 

причем У9 

В.ШЫШ, 0 ) ->1п/ (^ , 0 ) е С [ О , 1] 

равномерно по I, 0 ^ ^ ^ ^ . Кроме того, предположим, что конечномер-

ные распределения с. п. \ (^X}^ (и) при Я сходятся к ко-
0 

нечномерным распределениям некоторого с. п. ХШ, О ^ ^ < 1. Тогда св. 
2х при А оо сходится по распределению к с. в. \У с характеристической 
функцией 

] ' 1 п / ( ^ е ) й Х ( о | . (4) Ф (6) = Е ехр 

З а м е ч а н и е . Если слагаемые в (1) бесконечно малы, а предель
ная характеристическая функция /(/^, 6) > О при любом ^ ^ [ 0 , 1], то 
необходимо В^и)оо при Я ° о для любого ^ ^ [ 0 , 11. В этом случае 
(3) остается справедливой при замене В^Ш на [ВхШ], где [•]—целая 
часть. Поэтому предельная функция ^{^, 6) есть характеристическая 
функция безгранично делимого распределения. Следовательно, имеет 
место представление Леви — Хинчина для характеристической функции 
и соотнопюние (4) можно записать в виде 

Ф (9) = Е ехр 
1 оо 

{е^^>^-1)аК((, х)йХ (О 

о —оо 

(5) 

где К[1, х) для любого фиксированного I е [О, 1] есть функция ограни
ченной вариации. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

ф,(е) = Е е х р { Ю 2 , } . 

В силу взаимной независимости с. в. ^^(Я, г̂) 

Ф;. (9) = Е ехр 
1 

г=1 

1 X ^ 
Е ехр I 1п Д (г, 0) 1х (О йУх (̂ ) = Е ехр К 1п {I, 9) йХу^ (6) 

о ] 1о 
Для дальнейитего нам потребуется 
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Лемма. Пусть па [О, 1] задано семейство функций и семейство 
с. п. УхИ) с неубывающими траекториями, причем §хШ §Ш ^ С[0, 1] 
при Я равномерно по I, а конечномерные распределения с. п. У^(^) 
сходятся при Я оо » конечномерным распределениям некоторого с. п. 
УШ, О ^1^1. Тогда 

\^{1)аУх(})-. ^^{1)ЛУ{1) 

(здесь и далее 2) означает сходимость по распределению). 
Заметим, что лемма, как и теорема, справедлива и для случайных 

процессов с н е в о з р а с т а ю Б д и м и траекториями. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , Пусть Г„: О = ^„о ^яп = 1 — последова

тельность разбиений отрезка [О, 1], причем шах —^п^^-^Опри 
о<^<п—1 

п -> оо. Обозначим через тДМ^) соответственно минимум (максимум) 
функции на.[^„^, Далее положим 

о=^\§И)ёУ{{),, 8п^^^м^^^V, 5п=2'"гЛ^; 
у 

Очевидно, 
Р(^,„ < ж) ^ РСо;, < Р(»яп < а;). 

По условию леммы совместное распределение с. в. {^з^}}^~о схо
дится при А , о о к распределепшо {^зУ}^^о, поэтому 

И т Р ( 5 х п < ; г ) = Р < х ) < И т 1 п ! Р ( а ^ < х ) < И т з п р Р ( а ^ < ж ) < 

< Р {8п <х) = И т Р {^хп < ^) 

В точках непрерывности функций распределения Р ( ^ „ < ж ) и Р ( 5 „ < а ; ) . 
Очевидно, при п оо ;5'„ а и 5„ о с вероятностью 1. Поэтому 

И т Р {8п <х) = Ига Р < ж) = Р (а < ж) 
П->оо 71-»оо 

В точках непрерывности функции распределения Р(о < ж ) . 
Таким образом, мы показали, что Ок—* <7 при Я °о . 
С другой стороны, 

1 1 

]ёx{^)аУx{^} = ^{§^^^)~§{^))аУx{^) + аx. 
0 о 

Далее, 
X 

1 (ё^ (1) - я (^)) йУк {^) <к-\Ух (1) - Г , (0) I, 
о 

где б?̂  ̂  з п р — ё {{)\, причем И т б ; ^ = 0 в силу равномерной схо-

димости ёМ к ^(г). 
Ясно, что б?, I Ух (1) — Ух (0) I — О по вероятности. Поэтому 

Лемма доказана. 
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Продолжим доказательство теоремы. Соотношение (6) можно запи
сать в виде 

1 ^ , ( 0 1 п А ( ^ е)(в,(0)-^йх,(Л-
о 

Ф;, (0) = Е ехр 

Остается применить лемму, беря в качестве ёкШ и У^Ш соответст-
• • 

венно Вх(01пД(^, 0) и {Вх{и))~^ йХх{и). В результате получаем, что 

(г И т фя (0) - Е ехр 1п / 0) аХ {{) 

а это эквивалентно утвернчдению теоремы. 
Рассмотрим множество считающих с. п. Х-с(1) с областью определе

ния [О, т] , зависящей от параметра т. Ввиду этого всюду в дальнейшем 
будем считать, что ;̂  < т. 

Положим 
1: 

г,{г)^^^,{1,8)ЛУ,(8), (7) 

о 
где 

^ Т - ( 8 ) - Х т ; ( « - ) 

И т Ч " ' )̂ ~ ветвящиеся процессы, начинающиеся в момент времени 8 
с одной частицы, а процессы Х-с^) и УМ) связаны соотношением (2) 
(с заменой X на т). Процессы 1^%\-,^г)^ / = 1-^'», О ^ «1 < «2 < • •. не
зависимы при любом конечном наборе {«г}?^!. 

Считающий с. п. ХхШ можно интерпретировать как число частиц, 
поступивших извне в некоторую популяцию за время .̂ Каждая из 

— Хг(5—) частиц, поступивших в момент времени 5, дает начало 
некоторому ветвящемуся процессу | Х г ^ ( ' , 5 ) . С этой точки зрения 2Л1:) 
есть общее число частиц в популяции в момент времени ' 

Основное место в теории ветвящихся процессов с иммиграцией за
нимают предельные теоремы для 2г(х) при т <» (см. библиографию, 
например, в [1—2]). Доказанная выше теорема дает возможность по
дойти к, данной проблеме с общей позиции. Мы перейдем теперь к обос
нованию этого тезиса. 

Относительно ветвящихся процессов \Хг^ (•, 5) мы предположим, что 

(^, '̂?) = ^1т(^ — 5), где ^1г(-) — некоторый ветвящийся процесс, начи
нающийся в момент времени О с одной частицы. 

Пусть существует семейство функций АхШ с областью определения 
[О, т ] , монотонно возрастающих и непрерывных по ,̂ такое, что ЛДО) < 
< оо, АгШ - > оо при ̂  оо, X -> оо и для Ух ^ О 

И т Р {((Л, {{)/А, (0) >х\^1г (О > 0} = е-". (8) 

Кроме того, пусть для некоторого ^ < оо 

И т знр знр Р (^ц Ц) > г) 0. (9) 
Г->оо т 0 < « 5 

Условие (8) выполняется, например, для критических (см. [31, с. 72, 
212, 332) или близких к критическим (случай переходных явлений) вет
вящихся процессов (см., например, [3], с. 95; [4] , теор. 2; [5] , теор. 5, 6). 
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Из (7) и определения с. п. У^Ш ясно, что распределение с. в. 
2,^{х)/Ах совпадает с распределением 

где Ах ^ Ах{х). 
Пусть и = Ах{1)1Ах, тогда I = А':^^ {и-А^) = ^ {и, х) (здесь 

функция, обратная к Очевидно, что 1^(0, т) = О и фС!, х) = т. Для 
любого е е (О, 1) положим Те = 1]з(8, т) . Производя замену ^ на м, с в . / 
можно записать в виде 

2 {^\8)1А,)йУ^{х-8) = 
3=1 

( е 1̂ , Хт.(т-г |)(м.т))-Хт;(т-1|1(и,т)-) 

о е у г-1 

X (т - 1}; (гг, т ) ) = А (8) + / , (е). (10) 
Вначале рассмотрим ЛСе). Положим 

^,(9, ^) = Е ехр ШцМ/Ах). 

Нетрудно видеть, что 
^.(9, г) = 1 - ^x^^) + ОхШхШЛх, г), (И) 

где 
/^,(9, о = Е ехр ив11хШ \ 0). 

Из условия (8) следует, что 
И т вир I /г, ( 9 / Л {^), О - (1 - I = О-

Поэтому 
И т зир 8нр 1 /и (0Мт, О — (1 — ^Э^т ( О М т ) - ^ I = 0. 
5-^оо 8<4<т 9 

Отсюда в силу ( И ) 

г , ( М ) - 1 - А « - ( т ^ ^ ^ | ^ + а . 4 (12) 
где И т 8 и р {^) = 0. 

Из (12) и определения и получаем 

(0, 1|, (и, т)) - 1 = (?, (я|) (1г, т)) • { ^ - ^ + (1^)}, 

где ^х(и) =аг(г[^'(№, т)). 
Очевидно, что ^т{и)—»• О равномерно относительно ц ̂  [Лг(.?)Мт, И, 

где 5 оо при т оо. 

в частности, рт(^)—>-(^ равномерно относительно и^[е, 1], по-
Т-»оо 

скольку 
(Ат: {8)/Ах = 8) =^ 5 > СХ), 

Т-»оо 

Полагая В^Ы) = 1/{и • ^x{^^и • т))), получаем, что при ^x^^) —^ О 

И т В^ {и) 1н (9, г|) (и, т)) = И т В, (и) (§, (9, 1]) (и, х)) - 1) = ^9/(1 - (Ви) 
(13) 

равномерпо относительно и ̂  [ 8 , 11 . 
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Пусть 
1 
1' {В, йХ^ (т - г|) [и, х)) Т (и), V е [ 8 , 1] (14) 

т;->оо 
V 

В смысле конечномерных распределений, где ТМ — с. п. с неубываю
щими траекториями на [ 8 , 11. Тогда из (13) и (14) с помощью теоре
мы 1 получаем, что при любом е > О 

I, ( 6 ) ̂  §Ше, (15) 

где с. в. ЗВе имеет характеристическую функцию 

Е ехр Ю I (1 — Юм)-1 ат (м)|. 

Рассмотрим теперь / 1 ( 8 ) . Аналогично выводу соотношения (6) нахо
дим, что характеристическая функция с в . / 1 ( 6 ) имеет вид 

Ее^9^1(̂ ) = Е ехр • 11п^, (9, ^) йХ^ (т - (16) 

Напомним, что Те = 41:1(8, т) . Пусть 
ч 

Р- И т [ | ^ г ( в , ^ ) - 1 и Х , ( т - г ) = = 0 (17) 

(здесь и далее Р ==Ит означает предел по вероятности). 
Покажем, что для любого фиксированного 9 существуют 8 и Те 

такие, что 
1^,(9, г ) - I I < 1/2 (18) 

при О < < Те И Т > То. 

Действительно, для любого б > О 
1^.(0, ^ ) - 1 | =^Л^) • 1/1х(еМ., г ) - 1 1 < 

<<?.(г) - {б • 191 + Р ( р 1 . ( ^ ) > б Л . ! ц , ( ^ ) > 0 ) } . (19) 
Далее, для любых е, б и ^ < Тг 

Р(ц.(^) > ЬАх\у,М) > 0) - V{\^М)IА,{^) > ЬА^/АШу^М > О Х 
< Р({х.(^)Мг(^) > б / 8 | | 1 . ( * ) > О Х 2 • е-«/% 

лишь только I достаточно велико. Здесь мы использовали условие (8) 
и неравенство Ах/АМ)>У&, справедливое для X Тв. Следовательно, 
для любого б > О существуют 8 и такие, что 

Р ( ^ 1 . ( ^ ) > б Л , 1 [ х Д г ) > 0 ) < 1/4 (20) 
для {о<1< т,. 

Крол1е того, в силу условия (9) 
Р(^.(^) > 6Аx\\^x(^) > 0) < 1/4 (21) 

для о < { < при достаточно большом т. 
Полагая теперь в (19) б < 1/(4-191) и принимая во внимание (20), 

(21), приходим к неравенству (18). 
Заметим, что при 1а; — I X 1/2 

1 1 п ж Х 2 - и - 1 1 . (22) 

Из условия (17) в силу (18) и (22) следует 
ч 

Р- Иш [1пд^{в,()аХг{х--г) = 0. (23) 
т-»-оо, е->-0 0 
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Из (16) и (23) получаем, что 

Это означает, что 

1011(8) 
И т Ее = 1 . 

т-»оо,е->о 

Р- И т / 1 ( Е ) = 0. 

С другой стороны, в силу (15) 

I. ( 6 ) 
0 

Ш„ 8 > е ( т ) , 

(24) 

(25) 
Т-»оо,Е->0 

где с в . 9Во имеет характеристическую функцию 

Е ехр [гв 1 (1 — г^и)-^ с1Т (и) 
[ 0+ 

Комбинируя (10), (24) и (25), получаем следующее утверждение. 
Теорема 2. Пусть семейство ветвящихся с. п. [х^^^ (?), 0 < г < т, удов

летворяет условиям (8) и (9), а для процессов иммиграции ХМ), 0 < 
^ ^ ̂  т, имеет место сходимость 

1 

{и, т)) { А , (г|) (и, х))1А^) ^Х, {х - Мр {и, т)) Т (у) (26) 

в смысле конечномерных распределений, где (и, т) == А^^ (иА-^), и е 
е [О, 1], ОМ) ^^{аМ) >0) *-0 и Т{V) — с. п. с неубывающими тра-
екториями. Кроме того, пусть для любого фиксированного 6 и Те=='ф(8, т) 

•Те 

Р - И т \ \  ехр {Шц^ ( ^ М т } — 1\с1Х^{х — г) = 0. (27) 
г-*оо,в-»о о 

Тогда с. в. 2х(х)/Ах сходится по распределению при т ->•«» к с. е. ЗЭо с 
характеристической функцией 

Е ехр Ш I (1 — г0м)-1 аТ (и) . 

I 0+ 
З а м е ч а н и е . Пусть Р((1х(^) > 0) ̂  О при 1-*оо, х-^°о. Тогда, оче

видно, Вх{и)—у оо, ц е [ 0 , 11. Поэтому в силу замечания к теореме 1 
Т->оо 

характеристическую функцию предельной с. в. ЗВ можно записать в виде 
1 оо ' 

Е ехр I I (е»е« — 1) х^Ч-^^ЫхйТ (и) . / 
0+0 . 

Подобное представление через характеристическую функцию безгра
нично делимого распределения впервые, видимо, было получено в [61. 

При существовании математических ожиданий с. п. \1х^ (() условие 
(27) следует из условия 

Р - И т Г Е (II, ({)/А,) ах, (т - г) 0. (28) 

В частности, если для некоторого 8 > О 
зир знр Ецх(^)<С<оо, (29) 

•с 0<*<'11:(е,т) 

ТО условие (28) выполняется при 

^ т ( ^ ) - ^ т ( ^ - - ^ е ) Р А. Т->оо,В->0 
0. (30) 
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Нетрудно убедиться в том, что (30) имеет место, например, когда с. п. 
Т{V} В (26) стохастически непрерывен в 0. 

С другой стороны, из условия (29) следует условие (9). Поэтому из 
теоремы 2 в качестве следствия вытекает основной результат работы [2]. 
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О СХЕМЕ СЛУЧАЙНОГО БЛУЖДАНИЯ, 
ОПИСЫВАЮЩЕЙ ЯВЛЕНИЕ ПЕРЕНОСА ЧАСТИЦ 

С. В. НАГАЕВ, Н. В. ГИЗБРЕХТ 

1. Введение 
В настоящей работе изучаются распределения сумм случайных ве

личин (с. в.), заданных на однородной цепи Маркова. При этом основное 
внимание сосредоточивается на специальном случае, когда цеп^ Маркова 
описывает симметричное блуждание на единичной сфере в Я^. 

Рассматриваемая нами схема, с одной стороны, имеет прямое отно
шение к случайным блуяеданиям на группах, с другой стороны, у нее 
есть достаточно интересные прикладные аспекты. Об этом более под
робно будет сказано несколько ния^е, а пока мы перейдем к формуль
ному описанию. 

Пусть {^к)о'— однородная цепь Маркова, фазовым пространством 
которой является единичная сфера в Я'^, й > 3, ^ — о-алгебра борелев-
ских мнон^еств на ^о- Функция вероятностей перехода Р(ж, А ) , х^8а, 
А ^ ^ , удовлетворяет следующему условию: 

а) Р{х, А) = Р{Вх,ВА), где I) — произвольное вращение. 
С другой стороны, пусть Уп(х), п = 0, оо, ж ̂  5о,—двупараметриче-

ское семейство с в . со значениями в Я'^ такое, что Уо{хо), ^1(^1), . . . 
. . . , Уп(хп), . . . взаимно независимы для любой последовательности 
{^к}7- Кроме того, предположим, что ^х с в . У„(а;), те = 0, оо, имеют 
общую функцию распределения Р{х, •), причем Р(х, у) Уу^Я^ измери
ма, но Борелю, относительно х. 

Рассмотрим случайное блуждание 

Хп = Хп-, + УпШ, Хо = 7 о ( Й о ) . (1) 

З а м е ч а н и е . Нетрудно видеть, что а) эквивалентно совокупности 
следующих двух условий: 

«1) Р{х, А)=Р{х, ВхА), где —вращение, оставляющее непод
вижным х; 

йг) Р{Ох, ПЁ)='Р{х, В), где —произвольное вращение, а В та
ково, что ОхВ = В . 
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