
Нетрудно убедиться в том, что (30) имеет место, например, когда с. п. 
Т{и) в (26) стохастически непрерывен в 0. 

С другой стороны, из условия (29) следует условие (9). Поэтому из 
теоремы 2 в качестве следствия вытекает основной результат работы [2]. 
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О СХЕМЕ СЛУЧАЙНОГО БЛУЖДАНИЯ, 
ОПИСЫВАЮЩЕЙ ЯВЛЕНИЕ ПЕРЕНОС! ЧАСТИЦ 

С. В. НАГАЕВ, Н. В. ГИЗБРЕХТ 

1. Введение 
В настоящей работе изучаются распределения сумм случайных ве

личин (с. в.), заданных на однородной цепи Маркова. При этом основное 
впимапие сосредоточивается па специальном случае, когда цеп^ Маркова 
описывает симметричное блуждание па единичной сфере в В!\ 

Рассматриваемая нами схема, с одной стороны, имеет прямое отно
шение к случайным блунеданиям на группах, с другой стороны, у нее 
есть достаточно интересные прикладные аспекты. Об этом более под
робно будет сказано несколько ниже, а пока мы перейдем к формуль
ному описанию. 

Пусть однородная цепь Маркова, фазовым пространством 
которой является единичная сфера в Л**, й>Ъ, ^ — о-алгебра борелев-
ских мпон^еств на ^̂ о. Функция вероятностей перехода Р(ж, Л) , х^8о, 
А ^ ^ , удовлетворяет следующему условию: 

а) Р{х, А) = Р{Вх,ВА), где В — произвольное вращение. 
С другой стороны, пусть Уп(х), п==0, о°, х^8о,— двупараметриче-

ское семейство с в . со значениями в такое, что Уо(хо), УЛХ1), . . . 
..., У„(хп), ... взаимно независимы для любой последовательности 
{хк)7- Кроме того, предположим, что ^х с в . Уп(х), п^О, <», имеют 
общую функцию распределения Пх, •), причем Р(х, у) Уу^П"^ измери
ма, по Борелю, относительно х. 

Рассмотрим случайное блуждание 

Хп = Хп-, + 7„(0„) , Хо = Го(Йо). (1) 

З а м е ч а н и е . Нетрудно видеть, что а) эквивалентно совокупности 
следующих двух условий: 

а^) Р(х, А)=Р{х, В^А), где Д« — вращение, оставляющее непод
вижным х; 

аз) Р{Вх, ВЁ) = Р{х, В), где В — произвольное вращение, а В та
ково, что В^В = В. 
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Из следует, что Р{х, А) однозначно определяется функцией рас
пределения 

Р„(г) = Р(агссо8 <Йо, ^^У<^/^о = x), г е [ 0 , я ] . (2) 

Здесь и в дальнейшем <•, •> означает скалярное произведение в 
С другой стороны, из условия аз) вытекает, что Рх(г) не зависит от х. 

Блуждание Хп может служить для онисания размера полимерной 
молекулы (см., например, [ 1 , 2]) или процесса переноса частиц. 

Так, односкоростному процессу переноса в однородной среде соот
ветствует случай 

Уп(х) = ГпХ, (3) 

где Тп — последовательность независимых одинаково распределенных 
с. в. При этом Хп интерпретируется как длина свободного пробега, й„ — 
как направление движения, а агссоз <^п-^, Й п > — как угол отклонения 
после п-то столкновения. 

Асимптотическая нормальность Хп при условии (3) впервые иссле
довалась М. Кацем [1] в случае с? = 3, т„ = 1, <^^, = 1. 

Заметим, что ^п можно представить в виде 
= т.т^... Тп^,, (4) 

где Гй, к= I , оо,— случайные одинаково распределенные врап];ения от
носительно начала координат (см. п. 9). Это представление устанавли
вает связь между нашей работой и исследованиями по предельным тео
ремам на топологических группах. 

Прежде всего следует упомянуть статью В. Н. Тутубалппа [3], 
в которой доказывается центральная предельная теорема для сумм 

И^п = Е Т,Т, ... ТЛ. (5) 
1 

Здесь &й, /с = 1, оо,— случайные векторы в Н^, не зависящие от Т^ (/ Ф к) 
и друг от друга. 

Полагая У^{Т) = ТЬ^, 2^, = Т^Тг.. .Ти, мы можем записать (5) в виде 

^ I ( ^ . ) . (6) 
1 

С другой стороны, из (1) и (4) следует, что 

1 

Отсюда видно, что рассматриваемая намр1 схема близка к схеме, изучав
шейся В. П. Тутубалиным. Есть, однако, существенное различие в общ
ности, поскольку функции Уи{Т) в (6) являются линейными. Зато у 
В. Н. Тутубалппа отсутствует условие симметрии распределения а), ко
торое играет основную роль в пашей работе. 

Таким образом, выигрывая в общности в одном отношении, мы про
игрываем в другом, что, впрочем, случается не так уж редко. 

В [4—6] результат В. Н. Тутубалнна обобщается на случай произ
вольного (2. 

В статьях [7, 8] приводится оценка скорости сходимости с в . 
<^Р„, е^Уп~^^^ к нормальному закону. Здесь — ортонормированный 
базис в Е"^. При прочих ограничениях авторы предполагают, что 11Ь„1! < 

В работе Т, Г, Курца [9] доказывается центральная предельная тео
рема для Хп в предположении, что при = 3 справедливо (3) с г„=1, 
а цепь Маркова ^п такова, что выполнены следующие два условия: 

Ъг) Ухе8о ^ уР {х, ау) = рх, 1 р | < 1 ; 
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П-*оо 1 

где / — произвольная непрерывная функция, V — некоторое распределе
ние на 5о, а Р^** — оператор, определяемый из соотношения 

«о 
Здесь и в дальнейшем 

Р^^^ (х, А) = \) (у, А) Р {X, йу). 
«о 

Условие &1) дает возможность использовать популярный ныие мар-
тингальный подход к доказательству центральной предельной теоремы 
(кстати, этот подход используется и в [7, 8]). В отличие от а) условие 
6 1 ) не гарантирует представление (4). 

Сформулируем теперь наши результаты. Обозначим через ц равно
мерное распределение иа сфере 15'о. Нетрудно видеть, что [х является 
стационарным распределением для цепи Маркова 0^, В том случае, ког
да речь идет о цепи Маркова, Е означает математическое ожидание при 
условии, что начальное распределение является стационарным, а Е,: — 
математическое ожидание при условии, что начальным состоянием 
служит X. 

Положим для краткости У̂  = У^(^^), Пусть оператор ^ определяется 
соотношением 

Е <у ; , + 2 2 Е < у ; 2 > <у ; , 2 > 2 > , 
1 

где У;- = У ; - Е У о . 
Теорема 1. Пусть 

Р( |<Йо,01>1 < 1 ) > 0 (7) 

и Е11Уо11'<°о. (8) 

Тогда для любого начального распределения 

Ь {{Хп - пШ,)1п^!^) —>Ь{Х), (9) 

где X — нормальный N{0, ^} вектор^ причем 

Е | < у ; , 2 > Р > 0 ^ < ( ? 2 , 2 > > 0 . (10) 

Запись Ь (1,1) —> Ь {I) означает слабую сходимость распределений 

| „ К распределению | . 
Доказательство теоремы 1 опирается на более общую теорему 2, 

к формулировке которой мы теперь и переходим. 
Пусть {г^}^ — однородная цепь Маркова со значением в произволь

ном измеримом пространстве { ^ , ^^(а;), х^а^. А; = 1, оо,—семей
ство с. в. со значением в причем |А(Л;Й) взаимпо независимы при лю
бом ^[^аборе /с === 1, о о . Кроме того, предполоншм, что Ух с в . | Й ( Ж ) , 

А; = 1, о о , имеют общую функцию распределения Р{х, •), причем Р{х, у) 
Уу^Я"^ измеримо, по Борелю, относительно х. 

Положим для краткости \^ = \з{ц). 
Теорема 2. Пусть Зтго такое, что 

вир I (ж, А) - {у, А)\<\) 
х,у,А 
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(это условие обеспечивает существование стационарного распределения, 
см. [10]) и 

Е | § < о с . (12) 

Тогда 
/ п \ 

п-1/2 2 ( 5 , - Е у — / ^ ( 1 ) , (13) 
1 / п-̂ оо 

ь 

где с. в. % нормальна N(0, о^), 

1 

Основную трудность при доказательстве теоремы 1 представляет 
вывод соотношения (10) и проверка условия (11). Как (10), так и ( И ) 
обычно постулируются в работах по предельным теоремам для цепей 
Маркова. 

Соотношение (10) можно получить из работы В. М. Максимова [11], 
однако мы предпочли дать независимое доказательство, так как наш 
подход к доказательству (10) позволяет без больших дополнительных 
усилий иолучить оценку функции концентрации с. в. Х„ при отсутствии 
каких-либо моментных ограничений. 

З а м е ч а н и е . Если цепь Маркова удовлетворяет условию (11), 
то этому же условию удовлетворяет цепь г^-= (г^, 2 ^ + 1 , . . . , 2;+т) при 
любом фиксированном т > 0. Поэтому теорема 2 остается справедливой, 
когда | ь = ^ ( 2 й , . . . , 2 ь + т ) . В такой форме теорема 2 усиливает результат 
Г. Ю. Алешкявичуса [121, который рассмотрел случай ттг = 1 при более 
сильном, чем в (12), ограничении. 

2. Основные обозначения 

Через Ох будем обозначать врапдепие в ТС, оставляющее неподвиж
ным X. Положим г* == зт/2 — 1я/2 — г\ где О < г < я . Пусть = 
= 2я'"'7Г(А:/2) — площадь единичной сферы в И", а р{х, у) ^ 
= агссоз <х, г/> — геодезическая метрика па ^о. 

Через 8х(г) обозначим сферу радиуса г с центром в ж на сфере 5о, 
т. е. множество {у: у ^ 5о, р(ж, у) = г), а через В^(г) — множество 
{у:у^8.{г'),г'^г}. 

Равномерпые распределения на сферах 5'о, 8х{г) обозначим соответ
ственно через |1, 11х(-, г). Если г = 0 или г = п, то по определению мера 
|Лх(-, г) сосредоточена соответственно в ж и —х. 

Обозначим через С(х, •) распределение на Зо, определяемое соот
ношением 

О {х, А, Гц, Г1) ^С(х, А)= \ (А, гг) {йу, г^), 

, где О < Го, Г1 < я . 
В некоторых случаях будем использовать сокращенное обозначение 

Ох вместо С{х, •). 
Мера Рх(-) =^Р(х, •) задана на 5*0 и инвариантна относительно Пх. 

Ей соответствует функция распределения Р (мы будем обозначать ее 
той же буквой без нижнего индекса ж) на отрезке [О, я ] , которая удов
летворяет соотношению • 

Р{г)=Рх(Вх(г)), 0<г<71. (14) 

Нетрудно видеть, что 

Р(х,А)== \,{А,г)Р(аг). 
[о,п] 
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Аналогично 

0,{А) = 0{х,Л)^ I 11,{А,г)С{аг), 
[о,л] 

ц(А)== I ц^(А,г)1.11(ф-), 
[о.п] 

где С, заданы на отрезке [О, л;] и удовлетворяют соотношениям 
С(г)==С{х,Вх(г)), р.(г) = | л Ш г ) ) . 

Заметим, что мера |11 абсолютно .непрерывна (относительно меры 
Лебега) с плотностью 

а{г) = 11[{г)^1,_,[^тг]''-\) 

При фиксированных Го, Гх В некоторых случаях оудем использовать 
следуюп],ие сокращенные обозначения: 5̂ , = .5.,(го), = 6'«(го) П 5'у(г,); 
Цд:(-) = Цл:(-, Го ) , в соответствии с этими обозначениямп определим Цх.у(-) 
как равномерное распределение на 8х,у, а р а : ( ' , •) — как геодезическую 
метрику на 8^. 

^ Символ то(1у означает, что некоторое свойство выполняется почти 
всюду относительно меры V . Абсолютную непрерывность \'1 относительно 
\'а будем обозначать отношением \'1 -< Уг. 

3. Эргодические свойства последовательности 

Исследуем сначала распределение С{г). Обозначим через V меру 
Лебега. 

Предложение 1. Распределение С{г) абсолютно непрерывно относи
тельно V с плотностью 

^(г) = (/й-2 8 т г//а_1 8Ш Го 81п Г1) X 

Х ( 1 - ((соЗГ-С08ГоС08Г1)/(8ШГо8тГ1)')('-^>/^ (16) 

для г е ( а , р) и ^ ( г ) О , если г ^ [ а , р], где а = ко — Г 1 ! , р = я -
- | я - Г о - г , = 2 ( ( / - о + Г 1 ) / 2 ) * . ^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем и зафиксируем какую-либо точку у 
-на сфере 8^{го) и рассмотрим сферу 8у{г1). Из соображений симметрии 
получим выражение 

С!(г) = 1:(г)/Е. (17) 

Здесь 2(г) — площадь части сферы 8у{г1), заключенпой в шаре 5«(г), 
2 — полная площадь 8у^^^). 

Легко показать, что 
2: = г^-1 [8^п^^ ' ' -^ 

2(г) = 0 У г е [ 0 , а ) , (18) 
2 : ( г ) = 2 У г е ( р , я ] . 

Найдем 11(г) для г е [ а , р]. Пусть со и а»! — гиперплоскости в Я'^ 
такие, что 5д;(г) = со П 5 ' е , 15'г,(г1) = ©1 П 5 о . Не нарушая общности, моншо 
считать, что уравнение сферы 8у{г1) р гиперплоскости 0)1 имеет вид 

2 У1 ^ где 
1 

7 = 8 Ш Г 1 , (19) 
а гиперплоскость со П со,1 описывается уравнением ух — 

Поэтому 
2(г)==&(0). (20) 

Здесь &(#) — площадь части сферы у \ у1 + ... + Уа-х = у̂ » заключен
ной между гиперплоскостями 1/1 = 0, г/1 = у. 
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Заметим, что Ю!—расстояние от точки г/* = г/со8Г1 до гиперпло
скости (О П © 1 , а у*—центр сферы 8у(г1) в гиперплоскости Рассмот
рим прямую их) = г/* + Яу', проходящую через г/* и ортогональную ги
перплоскости (О П соь В качестве у' можно взять единичный вектор у' = 
= г/<ж, у})/\\х — у(х, г/>11 = (ж — г/со8Г(,)/81пГо, Тогда '0==Л*, где К'^ 
таково, что ДХ*) ^ со, иначе говоря, НИХ*) — х соз г), хУ = 0. 

Отсюда 
# = ( С 0 3 / - - < Ж , у*У)/<Х, г/'> = ( с 0 8 Г - С 0 8 Г и С 0 8 Г 1 ) / 8 Ш Г о . (21) 

Нетрудно видеть, что 

= - [1 - (0/у)2](й-4)/2 ^сг-з. (22) 

Далее, в силу (21) 

= — З Ш Г / 8 1 П Гц. (23) 

Вследствие (17) и (20) 

й^^'^'ИьЧ?' (24) 

Подставляя (18), (22) и (23) в (24) и учитывая (19), (21), полу
чим (16). 

Абсолютная непрерывность О следует из (16) —(18). Предложение 1 
доказано. 

Следствие 1. Распределение Сх абсолютно непрерывно относитель
но \1 с плотностью 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Представление (25) является следствием со
отношения 

ЩГ^(') = ^(Пщг^{г) = 8{г)/о{г) 

и следующего утверждения. 
Лемма 1. Пусть распределения Рг^х'^Р1(х, •), Р2,х = Р2(^, •) заданы 

на Во и удовлетворяют условию а) , а Р 1 , Р^ — соответствующие им меры 
на 10, я], определяемые в 114]. Если Ру-КР.^, с плотностью д{г) = 

ар 
= др^(^), то Р,,х-<Р1,=с и 

^ ар 
Чх{у)==^(у)-ч(р (х,у)). 

2,ОС 

Доказательство леммы 1 предоставляется читателю. 
Положим Кх{а, р) = (г/: а < р{х, у) < р}. 
Следствие 2. Если Го г ,̂ то 0x^11 на Вх{2г*) (символ ~ означает 

эквивалентность мер). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Нам достаточно доказать, что ОхУ~ ц. Если 

Го = ^1, то вследствие (16) ^(г) > О Уг е (0,2г*). Это означает в силу 
(25), что Ох у-II в кольце Кх{0,2г1). С другой стороны, [1({ж}) = 0 и 
1х[8х{2г1)) = 0. Поэтому Ох>-и на Вх{2го), что и требовалось до
казать. 

Пусть /?'"'(а;, у)—плотность абсолютно непрерывной относительно р, 
компоненты распределения Р*"Чж, • ) . 

Следствие 3. Если Р(г) непрерывна в точках О и я , то переходная 
функция 

Р^'\х, = \ (у, .) Р {X, ау) 
^0 
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абсолютно непрерывна относительно причем Эб такое, что Vе > О 
р^'Чх, у)>^{г)>0 

для г /е /ССе, б) или, что то оюе самое, для х^Ку(е, б). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из соотношения (14) и определения сле

дует, что 
Р''^ (а:, .) ^ I 1 С (ж, ., Го, Г,) Р {ёг,) Р (йГг). 

[о,л] [о,я] 

Используя теперь лемму 1, мы приходим к выводу, что распределение 
Р'-^Чх, •) является смесью распределений, абсолютно непрерывных отно
сительно р, и, следовательно, салш абсолютно непрерывно. 

Далее, 3(0 < а < п) такое, что Р{а) <Р{г) для г > а. 
В силу предложения 1 и следствия 1 распределение С{х, •, Го, г,) 

при Го^{а, г), Г1 е (я, г) имеет положительную плотность в кольце 
Кх{г — а, 2{а* — г + а)). Последнее непусто, если г — а <2а*/3. 

С другой стороны, 

Р''' (:г, . ) > I 1 С (ж, ., Го, гО Р (йго) Р (йг,). 
[ а , г ] [ о . г ] 

Поэтому г / )>7(г , а ) > 0 в кольце КЛг — а, 2(а*—г + а) . 
Полагая е = = г — а и фиксируя б < 2а*, получаем требуемую оценку 

снизу для р'^^Чх, у). 
Следствие 4. Если Р(|<Йо, < 1) > 0 , го такое, что 

/>("о)(;г, ^ ) > Я > 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу следствия 3 36 > О такое, что У ( 8 < б) 

^ '̂ С р(2) (2, г/) (ж, 2) (Й2) > 
К-,(8,б)П-Ку(е.б) 

> 7̂  ( 8 ) ^1 [К, (е, 6) П Ку ( 8 , б)). 

Нетрудно видеть, что 
цШг, 6)1)Ку(е, 6)) > |1(5Дб) П 5,(6)) - 2 ^ 1 ( а д ) ) . 

Пусть г = 8х(р(х, у)/2) (]8у{р{х, у)/2). Если р(ж, у) <2Ь, то 
Б , ( б - р ( ж , г/)/2) с: ^?,(б) П Б , (б) . 

Полагая г] = б — р(ж, ^)/2, получаем при Зе < г| оценку 
р(/С(е, б) П Ку^, б)) > \1{В,{ц)) - 2[1{ВАе)) > ^(ЛДп/3)). 

Следовательно, Ут] > О р^^Чх, у) > 'уДг)) > О, 
если р(л:, у) < 26 — г|. 

Повторяя эти рассуждепия, приходим к выводу, что Ух, у 

Р^'''>Чх,у)>У2>о, 

где ка удовлетворяет условию 2бА;о > зт. Остается положить 4:ко==По. 

4. Некоторые свойства измеримых, 
по Борелю, функций, заданных на «̂ ^ 

Пусть к — борелевская функция на ^о. 
Лемма 2. Если к^О и к = 0{тоА Цх) Ух е 8х ( т о й Цх ),то к — 

2го). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нетрудно видеть, что в условиях леммы 

I /г (г/) С (х„ йу) = I р^^ [их) \ (у) [йу) = О, 

где С{х^, •) вычисляется при = Го. 
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Значит, ;г = 0(тоа(? (жо, •)) на ^ ^ ^ 2 ^ ) . С другой стороны, в силу 
следствия 2 0{х„ • ) > ^ 1 ( - ) на ^ ^ Д 2 г о ) . Таким образом, /̂  = 0(тоар) 
на Вх^{2г*). 

Лемма 3. Пусть А — борелевское множество на 8о, А ^ Вx^{^о)•, =^ 
Тогда Уг<п/2 

где р* — внешняя мера, порождающая р. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для у е ^з-^ (ос) определим щ (у) = (а + 

+ г) П 8у(г) и положим иЛА) = {и,{у) -.у^А). 
Нетрудно видеть, что 

' ^4-4)= I 11х^{А,а)а(а)аа. 

Если Л открыто или компактно, то 17 Л А) также открыто или ком
пактно. В этом случае ПЛА) измеримо и 

^{иг{А))= I Цх^{и^{А),г+ а)а{г+ а)аа. 
1«-*о] 

Очевидно, (Пг (А), г + а) == ц^^ (А, а). Поскольку о(а + г) > о(а), 
когда а < я /4 , г < я / 2 , мы заключаем, что 

если А компактно или открыто. 
Следовательно, для борелевского А 

и Зх{г)\>11''{Пг{А))^11{А). 

Лемма 3 доказана. 
Лемма 4. Пусть компакт Ас1Вх^{2г*о) и х^^А является точкой 

плотности А относительно р. Если к непрерывна на А и к сЛюаоА н^) 
на 8х С[АУх^ 8х^, где с^ зависит только от х, то 

к = к{хо)(то&11) на А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ах= {у : к{у) = с^, у^АГ\8х}, Л„ == 
= у Ах. В силу леммы 2 \х{А\Ао) = 0. Поэтому Жо — точка плотности 

^0 

для Ао. 
Если Хо — предельная точка для Ах, то в силу непрерывности к 

на А Сх^ к{хо). 
Пусть Е — множество х^8х^ таких, что Хи не является предельной 

точкой для Ах. Предположим, что Е непусто, и положим 
Ет = [х:х^Е,, В„^{Ит) [] Ахф0}. 

Так как Ха — точка плотности, 

И т Г [1х ( Л , ^) а йь1 \ (I) = \. 
е-^о [о.е] /[о,е] 

Поэтому найдется последовательность а„ \, для которой 

И т ^ г . ( Л , ал) = 1. (26) 

Положим ^ т = = и Нетрудно видеть, что 

А1 П Ы ^ П («п), (27) 
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где ^0 ^ Вх(2г*)\А^, (Хп < Далее, П <5хЛ'^п) - = 1 1 Зу (8„). 

Здесь З'у (ЕП) = {г;: 2 ^ ЗХ^ (ссп), р ' (У, г) = е„}, р '(- , •) — геодезическая 
метрика на Зх^^Ы, е„ — радиус Зх^^((Хп) П как сферы яйЗх^(ап); 

Оп.т == и Ы П "̂ х (̂ 0 " 

Применяя теперь лемму 3, имеем 

р*о {Ат, «и) > р*о Фп.тп, « п ) , (28) 

где р* ( ' ) г )—внешняя мера, определяемая мерой р.х(-, г). 
С другой стороны, в силу (27) 

«̂•о (^0» « п ) > р*о ( Д т , « п ) , ссп < (29) 

Нетрудщ) видеть, что 

Р*0 (^>л.т, « п ) = р*(, (Ет, Г^). (30) 

Из (28)- (30) и (26) следует, что Ут 

р*^ (^„г, Го) == 0. 

Следовательно, 

Используя снова лемму 2, получаем 

рГ и Ах]=^о. 

С другой стороны, Са: = /г(жо), если дг е (5'а;^\^5'. Лемма 4 доказана. 
Лемма 5. Пусть компакт Ас: 3^ и к непрерывна на А. Если Го та

ково, что 

\^{Вх{2г:))>1-11{А), (31) 

то следующие условия эквивалентны: 
1) кФ С0П81 (тос1 р) на А, 
2) р{.х : к Ф СхЫ\ой р.̂ ) на .5̂  П Л) > О, 

3) К I" \')^1х{(1у)[1Лау'))1^{^х)>0 

для любой функции д такой, что 

?(•, •) > 0(то(1 рд: X р„) на 3^ X 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пока/кем, что 1) 2). Пусть 2) не выполня
ется. Из леммы 4 тогда следует, что /г = сопв! (шос! р) на Л П ^зс(2го). 
С другой стороны, на существует конечное покрытие — Вх^{2г1) 
к = 1, т, такое, что р(-В,̂  П 5 ^ + 1 ) > 1 — р (Л) . Поэтому р(Л П 5 ^ ГЦ5Й+1) > О, 
следовательно, /г == сопз* (тос1 р) иа ^о. Отсюда заключаем, что 1) 2). 

Пусть имеет место 2). Тогда на .5"̂  П Л существуют множества Дк, 1, 
2 такие, что Рх(Ла;. г ) > 0 и /г < ^1 на Лх, 1, к^.^^ на Ах,2, где < с?2. 

Поэтому \к(у) — к{у')\ иа Лд:, 1 Х . Л ; с , 2 и, следовательно, 2)=>3). 
Пусть к = С0П81; (шос! р) па А. Тогда \к{у) — /г (1/ ' ) |̂  = 0(то(1 Цх X р^) 

на Л П 5з.Х/1 П Для ж ^ 19о(то(1 р) . Поэтому 3) 1). Лемма 5 доказана. 
Предложение 2. Пусть А а ^ и Го удовлетворяет условию (31). Тог

да, как и в лемме о, условия 1), 2), 3) эквивалентны. 
111 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть выполнено условие 1). Воспользовав
шись теорелюи Лузина, выберем компакт А ' А так, что к непрерывна 
на А\ ( 5 а . ( 2 г ^ ) ) > 1 — р ( Л ' ) и, крол1е того, 

к Ф союз! (то(1 р) на А. 

Отсюда и из леммы 5 следует, что для множества А' выполнены усло
вия 2), 3), но тогда условия 2), 3) выполнены и для множества А. 
Если условие 1) не выполняется, то не выполняются, очевидно, и ус
ловия 2), 3). Предлончение 2 доказано. 

5. Вычисление нроизводной Радона — Никодима 
для одного класса мер абсолютно непрерывных относительно Ох 

Лемма 6. Пусть А < 7 — меры на измеримом пространстве (б'о, ^) и 

Тогда для любой последовательности а„ О 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Последовательность множеств Пп = В^ап), 
х^Зо, удовлетворяет условию теоремы 44.18 в монографии [13, с. 768]. 
Из ОТ011 теоремы и следует утверждение леммы 6. 

Лемма 7. Пусть Л„ — последовательность мер на измеримом про
странстве 5^), у\ "(Лп — X по вариации и существует 

П-»оо 

д^ \\ш йХп1йу (то(1 у). 

Тогда 9 = | ^ ( т о а т ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, 'у(Л) = О =^/1„(Л) = О =^ Я(Л) = 0. 

Таким образом, Ж 7. Полоншм /1 Нетрудно видеть, что 

О = И т 

Отсюда / =/1(шо(1'^). Лемлш 7 доказана. 
Для любой ограниченной борелевской функции / положим 

(/,•)=!/ ^^)\^г {• , ^х {<Лг, Го). (32) 
«о 

Заметим, что при фиксированных / и ж рж(/) = рк(/, •) является ме
рой, абсолютно непрерывной относительно 0^. 

Лемма 8, При любой непрерывной / 

'^^"^^^^) = I !{^)\1х,у{йг). (33) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим для краткости Зх,у{г) = ЗхЬ\) {\
(разумеется, Зх,у{г) может быть пустым). 

Фиксируем у ^ За и представим меру рд;(-, Го) в виде 

^^х(-,''о)== I \^1,у{-)^у(г)аг. (34) 
[о',я] 

Здесь р![:,2/(•)— равномерное распределение на множестве Зх,у{г), если 
последнее непусто: 

(г) = ^ {Ву ( 0 . Го). 
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Подставляя (34) в (32), получаем 

(/, •) I ОГу (г) ]" / (2) Иг (• , ^1) ^Ах.у ( Й 2 ) . (35) 

Вычислим теперь \ХхЦ-, Ву{а)). Заметим, что1 рг(5^,(а), 7'1)=соп81; на 
Зх,у(г). Обозначая это постоянное значение через р(г, а ) , имеем 

I / (2) (Ву (а), г^) \11,у {Лг) = р (г, а) | / (л) р^;,^ (йг). (36) 
8х,у{т) 8х,у(г) 

Положим для краткости 

Если множество 5 ,̂ у непусто, то оно состоит либо из одной точки г^, 
либо является сферой размерности й — 2. 

Рассмотрим первый случай. Тогда г ( г / ) = / ( 2 о ) . Отсюда в силу не
прерывности / 

(37) 

Расслютрим теперь второй случай. Нетрудно видеть, что 

I / (2) Рх.у (^2) =̂  I / г ( 2 ) р.х.г/(^2), 

где / Д 2 ) = / ( 2 , . ) , 2^ = ,5г( |г—п!) П ̂ ^.^^(г!). Поэтому в силу непрерывно
сти / 

И т I / (2) р : , , (Й2) = ^ (г/). (38) 

Далее, 
рДЛДсс), г,) = О, (39) 

если \р{у, г) — Гх\> а. 
Из (35)- (39) получаем 

^ ^ (г) \^ [г, а) аг) (1 + 1|) ( а ) \ р^ (/, Ву (а)) =3 ^ (г/) (40) 
|7--г^|<а 

Оу (г) р (г, а) йг. (41) 

где 'ф(а) -> О при а 0. 
Заметим, что 

О (х, Ву (а)) -
| г - Г 1 | < а 

Из (40), (41) следует выражение 

„^0 ^ (^' ^г/ («)) 
Для того чтобы получить представление (33), достаточно теперь 

воспользоваться леммой 6. 
Предложение 3. Пусть / — ограниченная борелевская функция. Тог

да справедливо соотношение (33) для х^З^ХЕ, где р(5') = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем последовательность непрерывных 

функций /„ так, что 

. И т [ 1 / ( 2 ) - / „ ( 2 ) | р ( Й 2 ) - 0 . (42) 
П->оо ё 

Тогда из представления 

11 / (2) - и (2) I и (^2) ^ I р {йх) 11 / (2) - иг) I р , ( й 2 ) 
5. 'л 
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следует существование подпоследовательности п^, для которой 

, И т _ [ | 7 ( 2 ) - / „ . ( 2 ) | р . ( с ? 2 ) = 0 (43) 

Д Л Я всех х^8о\Е, где Е таково, что р ( ^ ) = 0. 
Не ограничивая общности, можно считать, что последовательность 

{щ} совпадает с последовательностью {п}. Нетрудно видеть, что 

^\ЧУ) - ЫУ) I т < 11̂  Ш 11 / ( 2 ) - /п (г) 1 [1х,у Щ, (44) 
«о «о 

где г (г / )= I /{г)\1х,у{аг), гп{у) = I / п ( 2 ) рх.2/(с^г). 

Используя (15) и представление 

^о) = ^ 1^х,у{')11х{<^У, г), 

имеем соотношение 

\*х,у{-)\^Ш- I сг(г)йг I \1х.у{-)\^х{^У,г)^ 
8ц [0,л] 8а;(г) 

» 

[о,л] 
Из (43)—(45) следует неравенство 

И т \И{у)-{п{у)\\1т<^1Ш ( • | / ( 2 ) - / П ( 2 ) 1 Р Л ^ 2 ) = 0 

для X е 8^\Е. Поэтому для каждого х е 5'о\^^ существует подпоследова
тельность щ такая, что 

г{у) = Итгп^(у){тоЛцх{-)). (46) 

В силу леммы 8 

^п{у)-'-^\у). (47) 

Далее, из (43) следует, что для х^8о\Е 

П-*сю 

по вариации. 
Приаменяя теперь лемму 7 и учитывая (46) и (47), получаем 

X 
Предложение 3 доказано. 

п 
6. Оценка характеристической функции суммы 2 (^к) 

Пусть |&(ж), ж е 5о,—двухпараметрическое семейство с. в., введен
ное в п. 1. Обозначим через ф„(9) характеристическую функцию суммы 
п 

2^й(^й)- Подчиним семейство |й(а:) дополнительному условию, а имен-
1 

но б у д е х М предполагать, что 
с) функция распределения 

Р ( . ) = ^Р{х,')]1{йх) 

О 

невырождена. 
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При этом ограничении выведем экспоненциальную оценку 

| ф п ( 9 ) | < е - б 9 \, /г>?г„, (48) 

где По, б, Д > О, которая аналогична оценке для характеристической 
функции суммы независимых одинаково распределенных с. в. с невы
рожденным распределением. 

Оценка типа (48) была получена для цепей с произвольным множе
ством состояний в работе С. В. Нагаева [141, однако условие, при кото
ром выводится (48) в [14], в нашем случае не выполняется. 

Чтобы получить (48), оцепим полные вариации У^"'(6, х) вполне ко
нечных мер Р*"Ч9, X, •), определяемых следуюш,им образом: 

р(1> (0, х,Л) = Р (9, х,А) = ^ ф, (9) Р {X, йу), 
А 

Р("> (0, х , А ) ^ \> (0, у, А) Р (0, X, йу), 

где фг/ (0) = Ее^^^(У^ = [ е^^^Р (у, й1). 

При выполнении условия с) существуют две логические возмож
ности: 

С1) 11{х: Р{х, •) невырождена} > 0; 
Сг) Р{х, • ) =^'л(;с)(-)(шос1 р), где ^ а ( ) — сосредоточенное в а распре

деление, а Л(-) — борелевская функция, заданная на ^>'о, такая, что НФ 
Ф С 0 П 8 1 (то(3 р) . 

Мы остановимся сначала на более сложном случае Сг) , Для множе
ства В С1 ^ II фиксированных Го, Г1 ( 0 < Г о , Г1 < я) определим меры 

О (0, X, А, Гц, г^) = е (0, ж, Л) = [ р;, {йу\) \у (0) Фгу/ (6) \1уг {йу, г^), 

о; (9, х,А)^ \ {у') {А, г,) р., {йу\

^о(б, х,А)^\^уф)а1{%,х,йу), 

А 

а1{ъ,х,-) = а{%х,.)-(},{в,х,\ 
где / ( • ) —индикатор множества В. 

Меры С^о(9, X, •), Со (0, •) маяедрируются мерой С{х, •) = 
= О{0, X, •) и поэтому являются абсолютно непрерывными относительно 
0{х, •). Имеет место следующая 

Лемма 9. Для почти всех х {х^8о\Е, р ( ^ ) = 0 ) справедливо пред
ставление 

-^^{у)=-сруФ)Н^,х,у), (49) 

еде 1{^,х,у) = (у) = \ {.) р . , , {йг). (50) 
- Д о к а з а т е л ь с т в о . Соотношение (49) непосредственно следует из 

равенства 

Для доказательства (50) заметим, что в силу предложения 3 при 
х^8о\Е ( р ( ^ ) = 0 ) справедливо представление 

8* 115 



Лемма 9 доказана. Обозначим через х) полную вариацию меры 
С О , X, 

Лемма 10. Пусть выполнено условие Сг) и 0<С ^г^, причем при 
й = 3 исключается случай Го = Гх = я /2. Тогда существует постоянная 
Д > 0 такая, что при 101 < А 

ИЧО, х)^1-аЩх), (51) 

где неотрицательная функция Ъ такова, что 

I Ъ {х) р {их) > 0. (52) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем компактное множество В так, что 
\х^В 1\х, •) =Еп(х)(-), функция к ограничена на В, 

^^(к{х)-к (у)Г р (их) р (ф) > о 
в в 

и, кроме того,, 

Положим 

р ( 5 ) > 1 - р ( 5 , ( 2 г ; ) ) . 

А = 1/2 зпр I к (х) |. 
х(=В 

(53) 

(54) 

Обозначим через И^о(6, х), И о̂ (б» х) соответственно полные вариации 
мер Со(е, X, •) , ОЦд, X, . ) . 

Нетрудно видеть, что 

Шф,х)^\У{в,х) + }У1{д,х), 

\У1 (0, X)^}У1 (О, X) =Л (О, X). 

Отсюда 
1^(0, ж) < 1 - Жо(0, х) + РУоО. х). 

Воспользовавшись представлением (49), заключаем, что 
И^о(9, х)= ] "и (0 , X, у)\0(х,ау). 

(55) 

(56) 

Далее, 

IЬ (0, х,у)\С {X, ау)= ]Е{\{ (0, X, у) \/ЗГ,} О (х, йу) = 

= \Е{\1ф,х,у)\1у^8Аг))0{йг)== I ё{г)йг I \1{^,х,у)\н^{йу,г), 

(57) 

Здесь — (Т-алгебра, порожденная сферами 5'.̂ (г). Поскольку рас
пределение С{х, •) инвариантно относительно врап1,ений, оставляющих 
неподвижным х, то условное математическое ожидание Е{и(0, х, у)\/ 

/у^ЗхШ совпадает с ^ П (0> х, г / ) 1 Р х ( # » 0 -

Найдем геодезический радиус р множества 8х,у = 8х{га) Р\{г1) как 
сферы на Множество 8х,у непусто, если г ^ [ а , где а = \ — ^^\, 
Р = Я - [ я - Г о - Г ^ ! . 

Пусть С1)о и 0)1, — гиперплоскости, в которых лежат соответственно 
'5'а:(Го) и 8у{гх), ж* — центр сферы .5д,(г„) на о)о, с̂ * — евклидово расстоя
ние от ж* до О о П (01. Вследствие (21) 

й* = ! (со8 Г1 — С08 г • соз Го)/з1п г|, (58) 
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где г — р{х, у). Чтобы получить (58) из (21), нужно сделать подстанов
ку Г1 -> Го ^ г -> г,. 

Сфера 8х,у имеет два радиуса. Меньший из них 
р1 = агссоз (с1*/ё,т Го) зш Го. 

Второй радиус р2 = я агп Го — р1. 
Полагая теперь ГЙ(Г) = (соз г, — соз г соз Го)/81п г 81пГа = 1 + (соз Г1— 

— соз ( г—Го) ) /81пг8 ]пГо , р(г) = (агссоз СО(г)) 81П Го, имеем 

Функцию р(г) мы примем для определенности за геодезический радиус 
сферы 8х,у. Исследуем функцию ©(г). Нетрудно видеть, что 

о)'(г) = (созГр —со8Г1со8г)/8т^8тГо. (59) 
По определению 

г* ш т (г, я - г). (60) 

Следовательно, соз г* = шах (соз г, - соз г) = I соз г I . Поэтому 
г* ^ ' ' 1 = ^ ^ 0 3 ^ 1 ^ СОЗГо- (61) 

Из (59) и (61) следует, что с о ' ( г ) # 0 Уг, если Го=7̂ Г1, и о ) ' ( г ) = 0 , 
г = О, я ; о)'(г) ^ О, О < г < я , если г,, = Г1 =7̂  л /2 . Таким образом, функция 
со (г) в условиях леммы с^трого монотонна на отрезке [О, я ] . 

Вычислим теперь со (а) и €о(р). Очевидно, 
' Го < Г1 =^ я ~ Го > я — Г1. 

Поэтому в силу (60) 

< г*) & (̂ 0 < ' ^ О =^'"о = 0̂ ̂  0̂ < ^ — ^1-
Аналогично 

^0 > 1̂ ЗХ — Го < я — Г1 
и, следовательно, 

( ' • ? < г П & ( ^о>' '1 )=^^о = я — г „ = ^ я — Г о < Г 1 . 

Таким образом, 
(Го < Г , ) =^ (а = Г1 - Го) & (р = Го + п), 

( го > Г1) =^ (а = Го — Г1) & (р = 2я — Го — Г1). 
Нетрудно видеть, что 

ы(го-г,) = 1, Г о > г , , 

Со(Го + Г1) = 1, Го + Г1=7^Я. 

Далее, со(г) —со(—г) и со(2я + г) = о)(г). Поэтому 

0)(Г1 - Го) = - ( о ( Г о - Г1) =- - 1 , Го Ф Г1, 

со(2я — Го — Гх) —со(го + Г1) — 1 , Го + Г1 =7̂  я . 

(62) 

(63) 

Итак, 
(го > Г1) & (Го + г̂  7^ я) =^ ((й(а) = 1) & ((о(§) = - 1 ) , 

(64) 
(го < г,) & (Го + Г1 ^ я) =^ (со(а) = - 1 ) & (оо(р) = 1). 

Рассмотрим теперь случай Го = Г1 я / 2 . Очевидно (г» = Гх) (а == 0). 
С другой стороны, (го == Г1) (о)(0) = 0). Таким образом, 

Г о - г , ( ( о ( а ) - О ) . (65) 
Вследствие (62) и (63) 

(Го = г,) & (го + п < я) (со(р) - 1), 
(66) 

(Го = п) & (Го + г̂  > я) -> (сй(§) = - 1 ) . 
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Нам осталось исследовать случай Го + Гу — я . Прежде всего (Го + Г1 ^ 
= я ) = я ) . Далее, (го + Г1 = я ) ^ ( © ( я ) =̂  0). Следовательно, 

(го + Г1 = я ) -> (а ) (§ ) = 0). ' (67) 
В силу (62) и (63) 

(го + Г1 = я ) & (го < Г 1 ) ( с о ( а ) = —1), 
(68) 

(Го + П = я) & (̂ 1 > Го) ^ (©(а) = 1). 

Пусть 8хЫ, а) — сфера радиуса сс на сфере «̂ а; с центром в точке и. 
Иначе говоря, 

8Ли, а) = {2 : 3 е 8^, рЛи, 2) = а). 
Положим 

{(0 , X, и, а) = 1" е'^^'^^Ч (2) р̂ ^ (гг, а , с^г), , 
8а;(и,а) 

где р«(м, а, •) — равномерное распределение на сфере 8Ли, а). 
Пусть 1/^8Лг) и и = и{у) таково, что З^Ы, р(.г))8х,у. Тогда 

^(0, X, и(у), р(г)) = ^(0, ж, у). Следовательно, 

^ и (9, ^, у) 1 [А̂ с (^У, г) = ]" 1 * (е, ж, м, р (г)) I Их {Ли). 
8х(г) 8х 

Возвращаясь теперь к (57), заключаем, что 

И о̂ Ф, х)= ^ § (г) I и (Э, X, и, р (г)) 1 р , (йц). (69) 
[о, л] 8д; 

Дальнейшую оценку вариации Т4''о(6, х) проведем отдельно для й=д 
и 

Пусть й = 3. В этом случае З^и, а) состоит из двух точек В^и и 
В - а П на окрун^ности где В^ — поворот .5^ на угол а/вхп Го. Следо
вательно, 

^(0, X, и, а)=т, ВаЦ, В^^и), 

где Ц9, у, у') = (1/2)(е*еМ1/)/(у) + е^ту')Цу')). 
Далее, 

т, у, у')\^т, у, у')-т^)Ш{у)~к{у'ш{у, у'), ао) 
если !0| ^ А, 

Из (69) и (70), используя инвариантность р^ относительно поворо
тов, получаем 

(0, а : ) < IV, (О, х) - (074) | § (г) йг [ (к {Вг,(г)и) - к {и))\
[о,л] 8а: 

X I {В^о(.г)и,и)\1^{ди). (71) 

В силу предложения 1 ^?(г) == О вне промежутка [а, ^1 . Поэтому ин
тегрирование по г в правой части (71) фактически производится именно; 
в этом променчутке. Пользуясь монотонностью р ( г ) в [а, ^1 , сделаем 
замену переменной р(г) = р. При этом нужно вычислить р(а) и р(р). Зна
чения р(а) и р(р), как было выяснено выше, зависят от соотношения 
Го и Г1. Предположим, что Го = Г1 ^ я / 2 и Го + г̂ . < я . В этом случае вслед
ствие (66) р(а) = (я /2) 8 1 п Г о , р ( ^ ) = 0 , т. е. функция р(г) монотонно убы
вает. В результате замены р(г) == р внутренний интеграл принимает вид 

1{и) = - [ {к{В^^и)-к{и))Ч{Вг,щи)ё{г{р))г' {р)ар, (72) 
[о,л/2] 

где г(5) = р ~ Ч в ) . 
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Полагая теперь В^^и — У , имеем 

Ли) = - \ {и) - к / {щ V) ё {г {2-'рх (и, V))) г' {2-'рх{и, и)) р^ ( Й У ) , 

где 8х,, = {V : V ^ 8^, Рх(^, Вп/2и) < п/2). 
Положим 82,х= Ли: V ^ 8^, рx^V, В-яци) < п/2): Так как 

Рх{и, Д_я/2^*) =рх{Вл/г1^, и), 

\^ {Ли) \ {и) - к I (и, и) § (г ( З ' ^ х (и, V))) г' (2-^ (р« {и, и)) X 

X Рд:(Й1;) = ^ ^{о)^^x((^V). 

^2,х 

Вх 

С другой стороны, 8х== 8х_х'^ 82,х. Следовательно, 

I / (и) р^ (йи) = 2-' С [ {к (и) - к (и))^ I {и, V) д (и, и) р^ (ёи) р^ (йи), (73) 

где д{и, и) = -§{г(рхЫ, Р)/2))Г'{рх(.и, V)/2). 
Поскольку §{г)>0 на [а, а функция г(5) строго монотонна на 

[О, л/2], 
д{и, V) > ОЫой 11хХ 11х) (74) 

на 8х X 
Из (55) и (71) —(74) согласно предложению 2 следует (51), при

чем Ь(х) удовлетворяет условию (52). В остальных случаях (см. (64) — 
(68)) доказательство аналогично. 

Обратимся теперь к случаю Л ^ 4. Нетрудно видеть, что 

I I (9, X, у) Р = I I С 0 8 [в{к{г) - к ( 2 ' ) ) ] / ( 2 , 2 ' ) 11х,у ( Й 2 ) 11х,у {йг'). 
^х,и ^х,у 

Отсюда, используя неравенства соз < 1 — -^74, 1 7 1 ^ 1 ; 1 — < (1 — 'у/2)^ 
находим, что при 101 < А 

1 { (О, ж, г/) К \1х,у (В) - 8-'в'у {X, у) I [ {к ( 2 ) - к ( 2 ' ) ) 2 X 
^х,у ^х,у 

X / {г, 2')рх.г, ( ^ 2 ) Цх,у ( Й 2 ' ) , (75) 

ще'^(х, у) 1/\1х,у{В). 
Пусть к Ф сопз1> ( т о й рд:) на 8х П В. Тогда в силу предложения 2 

I \1 ( 2 ) - ( 2 ' ) ) 2 / ( 2 , 2 ' ) рх,, ( Й 2 ) р . . , ( Й 2 ' ) > О (76) 

^к.у ^х,у 
для у^Ес:8х{г), \1х(Е, г) > О , если 

р Д 5 Д 2 р * ( г ) ) > 1 - р Д 5 , П 5 ) , (77) 

где В{р) — произвольный шар на .5̂ ;, имеюш,ий радиус р. 
Нетрудно видеть, что неравенство (77) выполняется, если 

1 р ( г ) / з т Г о - л ; / 2 1 < Е , (78) 
где 8 достаточно мало." 

Соотношения (64) — (68) гарантируют выполнение (78) для некото
рого отрезка значений для всех г^, Гг, кроме Г1 = Г2==-я/2. Однако в по
следнем случае р(г)/81п Го = я / 2 , так что (78) справедливо У г. 

Из (76) с учетом сделанных выше замечаний следует 

I § {г) ]• р , {йу, г) I ^ (Д ( 2 ) - к ( 2 ' ) ) 2 / ( 2 , 2 ' ) 11х,у Щ \^х,у (Й̂ ') > О, 

.[о.я] 8х,у^х,у 
(79) 

е с л и к # С0П81 (шо(1 р^) на б'х П В. 
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Комбинируя (55)—(57), (75) и (79), получаем (51) и (52). При 
этом мы должны еще воспользоваться тем, что согласно предложению 2 

р{а;: к = с^той на 8^ П В} > 0. 
Лемма 10 доказана. 

Лемма а . Пусть с? = 3, Р(ж, •) = р х ( - , зг/2) и выполнено условие с^). 
Тогда существуют постоянные &, Л > О м множество К с ц{К) > О такие, 
что при X ^ 1{, \В\ А 

У^'Чв, х)<1-т. (80) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем множество В так же, как при дока

зательстве леммы 10. Нетрудно видеть, что 

Р^'^ (8, X , . ) = I Фг/(9) С (9, У, •) = I Ф.(0) ^ 0 (0, У, • ) Ш + 
^л: ^х 

+ I Ф. (9) (9, у,')1Хх {йу) = Р^^^ (0, ^, .) + (9, •) . (81) 

Принимая во внимание лемму 9, получаем 

р (О, X, 2) = (0, а:, 2) = ф, (6) { (0, г/, 2) р , {йу). (82) 

Здесь 
^ (0, у, 2) = (1/2) ( / (а, (г/, 2)) .^^'^(^^•^>) + 1{и,{у, ф^'Ч-.^У'^^), 

где {м , (г / , 2 ) , 1/2(1/, 2 ) } = ^ д : , г . 
Будем считать, что функция 1*1(1/, 2) непрерывна. Если фиксировать 

какую-нибудь точку и е 5 ,̂ то в силу непрерывности и^у, г) либо 
и^у, 2) = и У{у^8и), либо г^Дг/, 2)=гг<; У(у^8и), где Ис —точка на 
5о, диаметрально противоположная гг. 

Положим ^г(у) = к{у) + к{у, 2) , где /г(г/, г) = к{щ(у, г)). Покажем, 
что У2(П10(1 р) 

я|)г(г/) # сопвЬ ( той р) . (83) 

Пусть а2о т а к о е , что 

Ьо (у) = С0П81 (той р). (84) 

Заметим, что 
к {у, 2о) Ф С0П81 ( т о й Рг^). (85) 

поскольку в противном случае й(г/).= соп81 ( той р) . 
В силу (84) существует постоянная с такая, что 

к{у) = с — к{у, 2 о ) ( т о й р ) . 
Следовательно, 

^^г(у) = с — к(у, 2о)4-/г.(г/, 2 ) ( т о й р ) . (86) 

Как уже отмечалось выше, Уи^8^ иЛу, 2) соп81, когда у пробе
гает 8у. В то же время ггДг/, 20) осуществляет гомеоморфизм на «5'̂ ^̂ . 
если 2о Ф 2. Поэтому 

к{у, 2о) # С0П81 ( той р„) на 8и. 

Таким образом, 
Ыу, г) — Ыу, 2о) Ф С0П81 ( той р„) 

на 8и Уи^З^. Это означает, что при фиксированном 2 
Ыу, 2) - к(у, 2о) ^ С0П81: ( т о й р). (87) 

Из (86) и (87) следует (83). 
Положим В(г) = {у : НиЛу, 2)) = 1}. Нетрудно видеть, что 

р ( Б ( 2 ) ) = 1хЛ{у : У П В}) = р , (5). 
120 



Так как 

[1 ( 5 ) = I р , (В) IX Щ, 
^0 

из условия (54) следует соотношение 

р ({г: 11,{В)>1-1х {В, (2г:))1) > 0. (88) 

Обозначим через Ев миончсство, которое стоит в (88) под знаком р. 
Положим 

Вв = {г: ^Лу) ^ С0П81 ( т о й р) на В} 

и подчиним в допочнительному условию 

р ( ^ Л ) > 0. (89) 

Поскольку фу(е) = е'̂ ''̂ '̂ на В, 
I Ф, (8) е^е/г(,.г)/ 2) р^ (йу) = ]• е'''^'^''^^\Хх {йу). (90) 

Пусть г^ЕвВв. Тогда мы можем применить предложение 2. В ре
зультате получаем 

•фДг/) ^ СОП81; ( т о й р:«) (91) 

па 5 . П 5 ( 2 ) для х^С{%) с р ( С ( г ) ) > 0 . 
Вследствие (91) при | 9 | < А УжебЧг) 

р , (Л (2)) - & (^, 2) 9^ (92) 

причем &(х, 2 ) > 0. 
Из (82), (90) и (92) следует, что для г^ЕвВв, х^С{г), 18! < Д 

\р{в, х,х)\< р{0, X, 2 ) - Ых, 2)072. (93) 

Комбинируя. (81), (88), (89) и (93), мы получаем (80). Лемма 11 
доказана. 

Лемма 12. Пусть Р(1<0о, Й1>1<1)>0, причем Р{х, •)=5^Рзс(-, я /2 ) , если 
й = 3 и выполнено условие с^), тогда существует множество К<^^ с 
ц{К)>0 и постоянные Д, 6 > 0 такие, что при х^К, |0 | < Д 

если выполнено с^), и 
У'^Чв, х)<1-Ъв\ 

если выполнено с,). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть выполнено Сх). Тогда существует мно

жество В и положительные постоянные Ъ, Д такие, что 

1Ф.(0)1 ^ 1 - М ' 

для х^В, |0| ^ Д. Поэтому для 101 =^Д 

У^'^ (0, :г) = 11 ф, (0) 1 Р {х, йу)^ 1 - &О0'- С Р {X, йу) < 1 - т,Р {х, В). 
«о Ь 

Выбрав множество К с \1{К) > О и постоянную &1 > О так, что для 
X е К Р{х, К) > Ъх> О, получим требуемое неравенство с Ь ~ ЬхЬ^. 

Пусть теперь выполнено Сг). Вследствие (14) 

Р (0, X, Л) = ^ Р {йг) I {йу, г). 
[о,я] А 
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Предположим для простоты, что Р(-) не имеет атомов в'О и л. Тог
да по определению С(6, х, •, Го, п ) , 

(9, х,А)= ^ ^ Р (йг,) Р (йп) ^ р . (йу, Го) I ф, (0) ф,, (0) р , (йу', п) = 
[О,л] [О,л] л 

= ]• I 6ф,х,А,Го,?\)Р(аг,)Р{(1г,). 
[ о , я ] [ о , я ] 

Пусть Се = {(г'о, Г1): О < е < г̂ " < г*}. 

Фиксируем г и выберем множество 5 так, что /г ^ соне! (той р) на 
Б и р ( Б - , ( 8 ) ) > 1 — р ( 5 ) . Это дает нам возможность применить к С(0, а:. 

Го, Гу) лемму 10. В результате получаем оценку 

(0, 1 - 02 ] I & (X, Го, п ) Р (ЙГо) Р (йгО, 
Се 

где |91 < А, а функция Ы-, Го, Гх) удовлетворяет условию 

Ъ (х, Го , Г1) р (йж) > О 

(94) 

для любых ( г о , Г 1 ) е с,. , 
с другой стороны, не нарушая обш;ности, можно считать, что 

]• ]• Р (ЙГо) Р (ЙГ1) > 0. 

Интегрируя теперь обе части (94) но р , мы получаем, что при 
101 < А 

I У^^^ (0, х) р (их) < 1 - &О0'. , 

где &о = I 3 ^ (йго) Р (ЙГ1) I & (ж. Го, Гх) р (йл;) > 0. 
1-8 ^0 • . 

Отсюда легко следует утверждение леммы в выделенном нами ча
стном случае. В общем случае нужно рассмотреть меру 

Р \ ( 0 , X, А) = Р ' (йг) [ е^ВДр^(Й1/, г), 
[О.п] А 

где Р ' получается из Р удалением атомов в О и я . 
Лемма 12 доказана. 
Предложение 4. Пусть Р ( | < й о , < 1) > 0 г* выполнено условие с). 

Тогда справедлива оценка (48). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя следствие 4, выберем т так, чтобы 

Р<'"'(ж, /10 > (1/2)р(Й'). Предположим, что Р{х, •)Ф\1Л-, я /2) , если й==3, 
тогда полная вариация У '̂""'"^Ч0, ж) меры Р<"'+^Ч9, л-, •) в силу леммы 12 
удовлетворяет неравенству 

У'^+'' (9, .г) < [ У^'^ (0, у) Р^-> (:., йу) < 1 - 1 [ 1 - И ^ ^ (0, у)]Р^'"'(:., й г / Х 
к 

1 - (1/2) р (К) 1 _ 5ир У '̂̂  (0, л:) < 1 - (1/2) р (К) &02 

для 101 < Д. 

Из последнего неравенства, полагая щ = т + 2, заключаем, что 

1 Фп (9) I < зпр 7 "̂̂  (9, х) < ( зпр У ("") (0, ;г)) ̂ "''""^ < 

< (1 - (1/2) р (2̂ :) Ь0-^)^"'"''̂  < , - ( 1 / 2 ) . ( Х ) Ь б ^ [ п / " о ] . 
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в случае, когда й = 3 и О^рхС- , я /2 ) , доказательство вполне 
аналогично, нужно только вместо леммы 12 использовать лемму И . 

7. Доказательство теоремы 2 

Доказательство теоремы 2 основывается на том факте, что последо
вательность 1^ = ЪМь) удовлетворяет условию равномерно сильного пере
мешивания (см. например, [15, с. 3911). 

Лемма 13. Пусть выполнено условие (11) и цепь Маркова {г^}^ 
стационарна. Тогда 

8ир I Р Ни е Л, 1п+к е В)|V Ц,, ^ А ) - V (е„+, е В) | < ур\

где О < р < 1, ^?„, ^""^^ — а-алгебры, образованные соответственно после
довательностями ^ 0 , ^ 1 , . • %,п и Ъ, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что 

Р Ни е А, е 5 ) = С С Р (^, (ж) е Л) Р ( | „+ , {у) е 5) Р^̂ ^ (ж, йу) р (их) 
век? 

Р ( | ж е Л ) = = С Р ( | « ( ^ ) е Л ) / 7 ( й ж ) , 

где р — стационарное распределение цепи {г/^}^. Отсюда 
Р ( 5 « е Л , | „ + ^ е 5 ) - Р ( 1 . е Л ) Р ( | „ + ь е 5 ) = 

= [ Р Цп (х) ^А)р (их) \ ( |„+, (г/) ^ 5) (Р '̂̂ ^ (X, йу) - /7 (йу)), 
36 зе 

С другой стороны, в силу (11) 

\'^{1п{у)^В){^'^''\х,йу)-р{йу)) < у р ^ 
35 

равномерно по х. 
В результате получаем 

I Р (^п е Л, ^п+й е 5) - Р (^„ е Л) Р (?,+й е Б) К 7 р Ф ( I , е= Л). 

Лемма 13 доказана. 
Используя теперь теорему 18.5.2 из [15], мы убеждаемся в том, что 

теорема 2 справедлива, если цепь {2^)0° стационарна. 
Докажем, что центральная предельная теорема остается справедли

вой и в нестационарном случае. Пусть имеет произвольное начальное 
распределение я ( ) . Нетрудно видеть, что 

Е 'л 

-1/2 

— Е е гл — \ + 
+ Е 

-1/2 21й ^ 
1 — 1 + 

п 
= /1 + / а - Ь / д . 

Из ( И ) следуе^ оценка 

\ {йх) \ (у) (Р^"-) (X, йу) - р (йж)) 
а? зв 

Здесь/ (у) = Е и 1хт = у1 
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с другой стороны, для каждого фиксированного т ж в И т / г = 0 , 

г = 1, 2. В результате мы получаем соотношение 
?г-»а) 

г 1 = и т Л- = р 11т Е„е 1 = И т Ее ^ = е 

Теорема 2 доказана. 

8. Доказательство теоремы 1 

Для любого г^'Н'^ определим последовательность с в . 

Из условия (7) в силу следствия 4 (см. п. 3) вытекает, что цепь Мар
кова й„ удовлетворяет условию (11). С другой стороны, из условия (8) 
следует, что Е ((^о (0^))^ < оо. 

Поэтому к послсдоватсльпости 1п(йп) применима теорема 2, т. е., 
л 

полагая Цп {^) = п~^^^ 2 (̂ Й)» М Ы можем утверждать, что 

1 

П~>оо 

где с в . •г\{%) нормальна А(0, а'Чг)), 

а' (2) = Е {II + 2 1 Е|^ (Оо) I I (•,). 
1 

Так как оЧг) является неотрицательной билинейной формой от 2, 
она допускает представление о^{г) =^ ' ( ^ 2 , г>, где ^ — неотрицательно оп
ределенная матрица. Это означает, что ^{г) ^ {X, 2 > , где X — нормаль
ная с. в. в П' с ковариационной матрицей 

Таким образом, для любого линейного функционала 
ШХп-п7о)п-'П-^Ы1{Х)), 

а это эквивалентно (9). 
Для цепи ^п стационарное распределение совпадает с р. Поэтому 

условие Е | < У о , 2 > р > 0 влечет условие с) (см. п. 6 ) . Применяя предло
жение 4, мы приходим к выводу, что для Е ехр {Ш1'1„(г)ге*^^} справедлива 
экспоненциальная оценка (48 ) . Следовательно, У9 ехр {—а'-̂  (г) 072) = 
= И т Е ехр {Шцп (г)} < ехр { - б (г) 9^}, где 6 ( 2 ) > О, если Е (Ц (Оо))' > 0. 

7г-*оо 

Таким образом, 

Е | < У ; , 2 > Р > 0 = ^ < ( ? 2 , 2 > > 0 , 

т. е. выполняется соотношение (10). Теорема 1 полностью доказана. 

9. Связь с блужданиями на группах 

Пусть V — группа врашений евклидова пространства Я'\м 
прежде всего, что цепь 0„ допускает представление ( 4 ) . Предположим 
для простоты, что Оо = Хо. Пусть распределение с. в. Ту удовлетворяет 
условию 

«о) Р 7̂ 1̂ о е Л) = Р {Т^х, е А) 

для любого ^ V, оставляющего инвариантным Хо, т. е. Ох^х, = х^. 
Положим Уп = ТуТ.^.. .Т„. Очевидно, У» является цепью Маркова. 
Рассмотрим условное распределение 

Р ( У Л ^ / 1 / У „ _ 1 =-В)^ Р{ПТпХ, ^А). 
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в силу условия Я о ) 
Р {ОхТпХо е Л) ^ Р {ТпХо е А). (95) 

Пусть Вхо == ВуХо. Тогда В~*ВуХ^ = х^ и вследствие (95) 
Р ( / Л 7 > о е Л) = Р{В-Щ,ТпХо е Л) = 

=^V{1\,x,^В-'А)=V[ВТ^x,^А). (96) 

Мы показали, таким образом, что 
V(V^^Xо^А/\\^,^В)=V{VпXо^А^V\-, = В,), (97) 

если Вх,^ = 1)1л;о. 

Очевидно, событие {УпХо = у} можно отождествить с событием {У„: 
:\\хо=^у}. Другими словами, процесс У^х^ получается в результате ук
рупнения состояний процесса К„. Вследствие (97) укрупненный процесс 
Уп^а остается цепью Маркова. 

В силу (95) и (96) 
Р ( 7 Л е Ш / 7 „ _ л Вхо) = Р ( У л ^ А^Уп-^Xо ^х^). 

Таким образом, процесс Уп^о удовлетворяет условию а). 
Можно получить представление (4) другим путем. Пусть на V за

дано семейство распределений Р^, зависящих от параметра х ^ ^ о - Рас
смотрим последовательность случайных вращений ТУ„, определяемую ре
куррентным соотношением 

где 8п — случайное вращение с распределением Р^Vп-V^^ Здесь х^ — 
фиксированная точка на *Ьо' 

Подчиним семейство Р^. условию 
Р^В : Ву е ГЛ) = РЛВ :Вх^А), (98) 

если у и X связаны соотношением у = Тх, где Т ^11. Условие (98) мож
но записать в виде Ру{В :Ву^А)^ Р^В : ГВТ-'у ^ Л) , где у = Тх. 

В силу (98) ^{ШпХо^Ат^^,Хо^х)^РЛВ:Вх^А)=РгАВ:Ву^ 
е ТА) = ^{Ц\Хо е ТАт^_,х, ^ Тх). 

Мы видим, что блуждание И'"„Хо при условии (98) удовлетворяет 
условию а). 

Пусть случайные вращения в (4) имеют распределение Рх^-
В силу (98) 

Р {Упх^ е = В) ^Р{ВТпХо е Л) = 

- Рх,{Т:Т:,^с В-'А) ^ Р^,.^(Г : ТВх, е А). 

Это означает, что 
ПУ^Хо е А/Уп-у =В)^ Р((Ж„.То е Л/ТУ„_1 е 2)). 

Поскольку оба процесса Уп^о и И^̂ а;;, обладают марковским свой
ством и, кроме того, 

Р{УуХо^А)=Р{]У,Хо^А), 

мы можем утверждать, что распределения процессов Уп^о и ТУ„л̂ о сов
падают. 

Представление (4) может показаться несколько вычурным. Более 
естественным выглядит представление 

0 „ = Г„Т„_1. . Т , 0 о , (99) 

где по-прежнему случайные вращения Т„ независимы и одинаково рас
пределены. 

Однако такое представление, как показывают следующие рассужде
ния, не всегда возможно при нечетном й. Действительно, пусть распре-
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деление Сх сосредоточено на сфере 8х(го). Предположим, что справед
ливо представление (99). Обозначим через К распределение Очевид
но, У{х^8о) %Ф: р(х, Вх) = Го) = \. Следовательно, существует счет-

/ 00 \ 

ная всюду плотная последовательность такая, что % [\ — 1, 

где Еп = {О: р(д:„, Вхп) = г^}. 
оо 

Если в ^ П Еп, то У ж ^ ^ о р{х, Вх)=Го. Поэтому Х{В: р{х, Вх) = 

= Го Уж) = 1. 
С другой стороны, при нечетном й равенство р{х, Вх)=Га не может 

выполняться для всех х пп при одном В. 
Что касается четных й, то в этом случае представление (99) возможно 

при любом Сх. 

» _ - , 
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ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ ОЦЕНИВАНИЯ СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ 
В ТЕОРЕМАХ ЭРГОДИЧНОСТИ И НЕПРЕРЫВНОСТИ 
ДЛЯ МНОГОКАНАЛЬНЫХ СИСТЕМ ОБСЛУЖИВАНИЯ 

С. г. ФОСС 

в работе излагается один способ, при помощи которого можно по
лучать оценки скорости сходимости в теоремах эргодичности (и, как 
следствие, в теоремах непрерывности) единообразно для различных ти
пов многоканальных систем обслуживания. Этот способ основан на мето
де обновляющих событий, изложенном в [1] , и возможности использова
ния макспмально11 координаты вектора времени ожидания в многока
нальной системе с очередью и циклическим порядком обслуживания в 
качестве мажоранты для соответствующих характеристик рассматривае
мых многоканальных систем. 
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