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ДЛИННЫЕ СЕРИИ В МАРКОВСКИХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯХ 

Л. я. САВЕЛЬЕВ 

В статье исследуется распределение максимума длин серий в про­
стой однородной марковской последовательности с конечным множеством 
значений. 

1. Постановка задачи 

1.1. Рассмотрим марковскую последовательность (о = (©г) с конеч­
ным множеством значений С ш т элементов, начальным распределени­
ем Р ̂  (р-:) и переходной матрицей ^ = (д^е,) (7, б ^ С ) . Возьмем А^С, 
В^С\А. 

Пусть: лгДм) = т й ^ ( ( о . ) = К о , е Л) , = 0((о,-^ 5 ) ; 
5,- (со) 2 ^^ (̂ )̂ ~ число значений со, ̂  ^ {успехов) среди 

соо, . . . , со̂ ; 
г,̂ (со) = - (5^+ь((о) — зДсо)) — доля успехов среди со̂ 4.̂ , . . . , Ш̂+й 

(плотность); 
0 < а ' ь ^ 6 ь ^ 1 — г р а н и ц ы допустимой плотности отрезка . . . 

. . . , со̂ +й длины к; 
Укп{<й) = т а х {1П(1 [а;̂ , (й))))= 1, если в последователь-

ности Юо, . . . , о)„ есть отрезок а>з^1, . . . , соз+ь с допустимой плотностью 
,̂й(<й) ̂  Ьи) и ^лп((о) = О, если такого допустимого отрезка нет; 

2п (о)) = пшх {/«• г/йп («>)}— максимум длин допустимых отрезков 

В последовательности оза, . . . , 
Общая задача: исследовать распределение случайной величины 2„, 

найти ее среднее значение и дисперсию. 
1.2. В частности, а{к) = Ъ{к) = 1, .̂.̂ (и) = 1, 5^+^(00) — х/со) = к, 

гд+До)) = . . . = ж,+й((о) = 1 описывают серию а);+1^Л, . . . , ш^+т,^ А успе­
хов, имеющую длину к. В таком случае 2„ есть максимум длин серий ус­
пехов в последовательности Шо, . . . , сОп. 

Для берпуллиевской последовательности этот максимум изучал 
В. Л. Гончаров [1 ] . 

Марковский случай исследовал Л. Я. Савельев. Им получено общее 
выражение для производящей функции распределения максимума длин 
серий, выведены некоторые асимптотические формулы и построена мар­
ковская модель переноса разряда при сложении случайных чисел. Эти 
результаты докладывались па Всесоюзном математическом съезде в Ле­
нинграде в 1961 г. и на Всесоюзной конференции по вероятностным ме­
тодам в дискретной математике в Петрозаводске в 1983 г. [ 2 ] . 

137 



Марковскую модель переноса разряда подробно рассмотрел А, Д. Де­
дюхин [3 ] . Асимптотику максимума длин серий для марковской последо­
вательности с двумя состояниями изучала С. С. Самарова [4 ] . 

1.3. Соотношения 
аШ = к-Ч, Ык)=к-'т {О^Кт<к); 

к~Ч <{^1,{а)) ^к-Чт); 

I < 5;+/1(со) — 8^{(а) ^ т ; 
Г < Жз+Дсо) + . . . + < т. 

описывают отрезок (Из+х, . . . . (И^+к с допустимым числом успехов, имеющий 
длину к. А 2„ есть максимум длин таких отрезков последовательностп 
0)о, . . . , 0)„. 

Для берпуллиевской последовательности этот максимум рассматри­
вали П. Ревез и П. Эрдеш [ 5 ] . 

1.4. В предлагаемой статье исследуется распределение максимума 
длин серий в марковской последовательности. Выводится выражение для 
производящей функции распределения и описываются некоторые част­
ные случаи. 

Общая задача о распределении максимума длин допустимых отрез­
ков в статье не рассматривается. 

1.5. Всюду далее предполагается, что а{к) ^ Ык) = 1. Если вместо 
(Ог^А писать А, а вместо В — В, марковская последовательность 
(Оо, . . м , г превратится в случайную последовательность букв А, В: 

А В А А А В В А В В В В А А . . . В. 

к подряд идущих букв А образуют серию длины к. Исследуется распре­
деление максимума длин таких серий. 

Вместо А можно писать 1, а вместо В — 0. Получится случайная по­
следовательность чисел 1, 0: 

10111001000011.. .0. 

к подряд идущих чисел 1 образуют серию длины к. Исследуется распре­
деление максимума длин таких серий. 

2. Производящая функция 

2.1. Выражение для производящей функции распределения максиму­
ма длин серий в рассматриваемой марковской последовательности полу­
чается с помощью рекуррентных соотношений. Эти соотношения выво­
дятся из того факта, что максимум длип серий при переходе от 
«о, . . . , соп-! к (Оо, . . . , о)п-1, о)п увеличивается па единицу, если серия 
максимальной длины находится в конце соо, • •., и с о „ е Л . Во всех 
остальных случаях максимум остается прежним. При выводе используют­
ся только формула полной вероятности и марковское свойство. 

2.2. Рассмотрим 
1б{к, п) = РгЫ: й)„ = б} , 

0<П<оо 

/ {к, п) ^ Рг{а): гп (со) < М = 2 /б п), 
бес 

0^П<оо 

Заметим, что при 0<.к<п 

{(о: 2>п (со) < со„ = 6} = Г и {(о: г„_1 (со) < к, сй„_1 = у, <Лп ^ б}1\ \ {со: 

:2,г_й_1(соХА-, соп_А-1--1', (Ип-н~1^В, (Ип^^^А, . . . , сйп_1е/1, сдп=б,а)пеЛ} 
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(Если или б^В, то соответствующие множества во втором объеди­
нении пустые.) 

Используя формулу полной вероятности и марковское свойство, по­
лучаем 

/б (к, /г) = 2 /V (^ь и - 1) "776 - 2 и {к, п - к - 1) • шс1 В {у)-д^(,{А)ЛпйА{Ь). 

(1) 
Здесь 

(^) = Рг{(й: (Ип-к-! = 7, «п_^ е ^ , . . с о „ _ 1 е А, соп = 6} 

— вероятность перехода 7 в б через к значений из А (серию успехов 
длины к). В частности, дуб{^) = Чуь- (Если 6^ В, то вычитаемое в ра­
венстве (1) равно нулю.) 

Аналогично получаем 

и{п,п)= 2 1у{п,п — 1)-дуб— 2 РуША{у).д'^^{А)-тЛА{Ь) 

{0<к = п), 

/б « ) = 2 /г п - 1) •дVб (А;> я > 0), 

(!') 
и{к, 0)=рб (к>п^О), 

/ б ( 0 , « ) = 2 !у{0,п-1)'дуь-ШВ{Ь) {0 = к<п), 

/ , (0 , 0 ) - / 7аШ(1Жб) {0 = к = п). 

Равенства (1) можно использовать для последовательного вычисле­
ния вероятностей /б(/с, п) и /(/с, д) . 

2.3. Введем векторные вероятности и производящую функцию 
для них: 

Р {К п) = (и {к, п)),^с, 0{к,1)= 2 Р {к, п)-е = Ь {к, 0)б^с. 
0<п<оо 

Пусть /—единичная /п X т-матрица; / (Ж) — диагональная щ X т-мат-
рица, у которой единицы на пересечении строк и столбцов с индексами 
из множества М ^ С и нули на остальных местах; Е' — тХ 1-матрица 
(столбец) из единиц, О — 1 X /«-матрица (строка) из нулей. 

Там, где это не вызовет путаницу, матрицу ИМ), как и определяю­
щее ее множество, будем обозначать буквой М. Заметим, что /(/с, п) = 
= Р(к, п)-Е\ 1)^6{к, г)-Е'. Равенства (1) — ( Г ) эквивалентны 
матричным равенствам 

Р{к, п)=Р{к, п-\.) •0-Р{к, п - к - \  • В { ^ А ) ' ' + ^  { 0 < к < п ) ,  
р ы ,  п )  =  р { п ,  п - 1 )  • ^ - Р А { ^ А ) ' '  { о < к = п ) ,  
Р { к ,  п ) ^ Р { к ,  п - 1 ) - О ^  ( к > п > 0 ) ,  

(2) 
№ , 0 ) = Р {к>п^О), 
Р{0, п)=Р{0, п-1) •^В {0 = к<п), 
Р{0,0)=РВ {0 = к = п). 

Чтобы найти Р{к, п), нужно решить систему (2) разностных матрич­
ных уравнений. 

2.4. С помощью производящих функций это нетрудно сделать. Умно­
жив равенства (2) на '̂̂  и сложив результаты, получим (для А; > О и 
/с = 0) 

а{к, 1)=Р-\-а{.к, I) • ^^ -РА{дА)Ч'- С{к, {) •В{^А)'+Ч^+\ 
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о{к, {) • и - т^л)'^+н''+') =^ р - РА(^А)н\ 

с ( о , I) •^I-^в^)=рв. 

Откуда 
с{к, 1) = {р- РА^^Ат • а - - в^^А)'•'ч^^+')-\ 

(3) 

(4) 
С(о, ^)=^РВЛI-^в^)-\ 

Пусть (для А; > О и /с = 0) 
тк, ^)=р~РА{^А)^1^=р-р •^ЧА)'г\ 

8{к, г) =^ ^^ - в^^А)^+н^+' = ^^ - в^ • дчА) • ь'-'^ 

то,1)=рв, 8{о,1)=^дв{. [^{А)=А^А]. 

Тогда, разлагая (I — 8{к, при достаточно малых ^ в ряд Неймана, 
находим 

6{к, Ь)^Е{к, I) • (Г-8{к, ^))-^=^Н{к, I) • {1 + 8{к, I) + 8Чк, г)+ ...). 

(5) 
2.5. Добавив к (3) равенство для §{к, Ь), получим систему матричных 

уравнений 
а{1~8) + ё-0 = Н, 

-С-Е'+ § •1=0; 

Откуда, по правилу Крамера, 

3. Распределение максимума длин серий 

3.1. Равенства (5) позволяют найти значения /(А:, п) функции рас­
пределения случайной величины г». 

Заметим, что 8Чк, I) равно сумме всех возможных произведений, со­
ставленных из / матриц, 

-в(дАг+ч'^+^ = -в^ • ^ЧА) • е+\ 

Если в таком произведении ] матриц II я I — } матриц Т, то оно содержит 
числовой множитель (—1)'̂ '̂'"'"'. 

Пусть У(/, п) есть сумма всех возможных произведений у матриц 
—V ж п — ]к матриц Т, а 

с{к,п)=^ 2 {-\ууи,п) 

при к <п II равно нулевой т X «г-матрице при к> п. Тогда равенства 
(5) дают 

Р{к, п) = Р- [С(.к, п) - ОЧА) • С{к, п-к)], 
(7) 

Цк, п)=т,п) 'Е'. 

В некоторых частных случаях по этим формулам легко вычислить 
значения /(/с, п). 

3.2. Равенство (6) тоже позволяет найти значения }{к, п) функции 
расиределения случайной величины 2„. 

Пусть 
2 2 Ь{1,],к){Ь-1и,к))-\ 

140 



— разложение рациональной функций ^{к, •) на элементарные дроби, 
причем 0<1А,(1, ^) I ̂  . . . ^ |А,(/г(А;), А;)1. Здесь п{к) обозначает число 
различных корней Х(у, к) полинома Ае1{1—8{к, I ) ) , а т ( / ) — кратность 
корня к). 

Заметим, что при |Я"Ч;, А;) • Л < 1 

{I - Ц]\ = {- фГи,к).(1 - (/, к) .г)-' { - 1)^ Г' (7, к) X 

X ^ •с{-1,п)-'С{]Л)'Ь'", 
0<п<оо 

где с ( ~ 1 , п) = ( - 1 ) " • 1(1 + 1 ) . . . + ?г - 1) / (д ! ) . 
Поэтому 

в{к,1)^ 2 2 2 ( - 1 )Ч -Ч / ,> )Ь (^ /Д) - с ( -^ « ) -я - ' ^ ( /Д ) -Г . 
0<п<оо 1<;-<п(й) 1<г<тО') 

Следовательно, 

аКп)^ 2 а{],к,п)-к-''{],к), 

аЦ,к,п)=^ 2 ( - 1 ) Ч - М / Д ) - Ь ( ^ / , / с ) . с ( - г , и ) . (8) 
1<г<«:гоО") 

Корни Ж/, /с) и коэффициенты Ь(г, / , к) находятся стандартными ме­
тодами. Зная Ж/, к) и Ьа, ]', к) с помощью равенств (8) легко вычислить 
а(/, к, п) и /(/с, п). 

Полученное для §{к, I) разложение есть модификация второго ряда 
Неймана для резольвенты [6, 7] . 

4. Частные случаи 

4.1. Пусть т>2 и С - { 1 , 2, т ) , А = {\),В^{2, . . . , т } . Тогда 
г„ описывает максимум длин серий единиц. В этом случае при А; > О 

^ 1 0 • . . 0\

Я {к,{) = Р - Р -

/ 1 0 . • . 0 \ 
^ 0 0 . . . О ^ 

\ о о • . . О / -О' 

0 0 . . . о 

/ 0 0 . • . 0\ 
о 1 . . . о 

8 (к, О 

' 1 0 . . . 0^ 
0 0 . . . О 

^ о о . . : 1 ' ^ ^ 

к+1 

/ 0 о 
921 о 

0\ 
О 

О . • . О/ 

\ ^ о ) \ о ] 

и , следовательно, 

где получается из ^^ заменой элемента дц(^) на 1: 

(9) 

^п (О 

дтт^ 
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4.2. Пусть еще = р& (у, 6 = 1, 2, . . . , т), Рх^р, 1 - р1 = д. 
В этом случае 

ае1 Р о) 1, 

ае1 
I-^,,{^)~Е^\ 

= Р+ Р о, 

&е1 ( / - (? )̂ = 1 - г, (1е1 (/ - ) = -др • 1\ 

Используя равенство (9), получаем {к > 0) 
1 .^к _^рк+г,^к+1 

(10) 

Это совпадает с результатом В. Л. Гончарова, полученным другим мето­
дом [1 ] . 

Кроме того, 

В (О,/) о ) 

Поэтому §{о,^) = д^^^-^^Г^-- Е д''^^. 
0Ог<сх) 

Разлагая функцию §{к, •) в степенной ряд, легко найти /(/с, п) и 

п р и А ; > 0 : Пк.п)= 2 [с (п - Цк + 1), ]) - с (п - к - Цк + 1), })х 
о < : ;<оо 

х / + 1 - с ( п - А ' - 1 - / ( / ^ + 1),7).д/+^] X дУ^+^\е с ( / , / )= Д / - 1 ) . . . 
. . . « - / + 1 ) / ( / ! ) . 

4.3. Пусть теперь т == 2 и Р = (/>, д), ^ = 
В этом случае 

/ ' а 1 — а 
1 - Р р У 

ае1 
1 - О Ь - Е 

= 1 + (1 - (а -Ь р)) ^ 

йе! Р о = /> + [ р ( 1 - ( « + Р ) ) + д ( 1 - р ) ] - ^ 
(1е1 ( / - (2̂ ) = 1 - (а + р)г - (1 - (а + 

ае1 ( / - ОпШ) - - ( 1 - а) (1 - ^)^^ 
Используя равенство (9), получаем {к > 0) 

^) 1 + (1 - (ее + Р)) ^ - ра^{^ _ [р (1 - (а + р)) + (1 - р)] 
1 - (а + Р) * - (1 - (а + Р)) (1 - а) (1 -

Кроме того, я (0 , О ^ 9- (1 - Р0~'= 2 др"-̂ '̂ . 
Если а = р, Р == д, то равенство (11) превращается в равенство (10). 

5. Сложение случайных чисел 

5.1. Исследование максимума длин серий в марковской последова­
тельности было проведено для решения задачи о максимальном перено­
се разряда при сложении случайных двоичных чисел. Этот перенос опре­
деляет скорость вычисления суммы. 

Возьмем двоичные числа а, Ъ и добавим двоичное число с, описыва­
ющее переносы разрядов при сложении а с Ъ. Тройка (а, &, с) описыва­
ется последовательностью двоичных чисел. Числа 101 = 5, 011 = 6 опи­
сывают переносы разряда, а числа 110 = 3 и 001 = 4 — начало и конец 
переноса. Например: 
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с 
Ъ 
а 
(О 

0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 
1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 
1 1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 
3 7 4 1 2 3 5 6 6 4 3 6 4 0 0 0 3 6 5 4 2 0 0 0 

Здесь максимальный перенос описывается серией 566. 
5.2. Пусть складываемые числа а, Ъ выбираются независимо и слу­

чайно. Тогда можно считать, что слолгение описывается марковской пос­
ледовательностью 0) = (со,) с множеством состояний С = {О, 1, . . . , 7), на­
чальным распределением и переходной матрицей 

Р = ( 1 / 4 , 1/4, 1/4, 1/4, О, О, О, 0) , 
1/4 1/4 1/4 1/4 О ; О 0 0 
1/4 1/4 1/4 1/4 О ; О О О 
1/4 1/4 1/4 1/4 0 0 0 0 
О О О 0 1/4 1/4 1/4 1/4 

1/4 1/4 1/4 1/4 0 0 О О 
0 0 0 0 1/4 1/4 1/4 1/4 
0 0 0 0 1/4 1/4 1/4 1/4 
О О О 0 1/4 1/4 1/4 1/4 ^ 

Возьмем Л = {5, 6}, Б == {О, 1, 2, 3, 4, 7). Переносы разряда представ­
ляются сериями значений из А. Случайная величина 2 „ , равная макси­
муму длин таких серий, описывает максимальный перенос. 

5.3. Рассматриваемую марковскую последовательность можно укруп­
нить [3, 8 ] . Сложение двоичных чисел описывается и ма^рковской после­
довательностью м == с множеством состояний С = ( 1 , 2, 3), начальным 
распределением и переходной матрицей 

Р = (0, 3/4, 1/4), 

/1 /2 1/4 1/4\ 
л = О 3/4 1/4 

11/2 1/4 1/4 

В новой последовательности значения 1,2, 3 соответствуют множе­
ствам {5, 6}, {О, 1, 2, 4}, {3, 7} значений старой. Переносы разряда опи­
сываются теперь сериями единиц. 

5.4. В рассматриваемом случае 

ае ! = 1 - (1/2) I , 

ае1 
Л 

Ш и - ^^) = 1 - + Ш2)1\ 

Ае1 (7 - ^н(О) = -(1/2)^^^ + (1/2)^^1 

Используя неравенство (9), получаем (А :>0) 

1 — (1/2) г— (1/2)^+з^''+1 _^ (1/2)^+4^гг+2 
1 - (3/2) I + (1/2) ь" + (1/2)^^+3^^+2 _ ^^12)к+^1к+э (12) 

Равенство (12) получил А. Д. Дедюхин [3 ] . 
5.5. С помощью равенств (1), (8), (12) А. Д. Дедюхин на БЭСМ-6 

последовательно вычислил вероятности /ДА:, п), ^(А;, п), /з(А;, п) и /(А;, п) 
для и ^ 64. 

Кроме того, с помощью вероятностей р{к, п) = 1{к, п) — 1{к — 1, п) 
он вычислил среднее значение р(?г) случайной величины 2 „ и ее стан-
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дартное отклонение а(п): 
п (л(п) аЫ) п оЫ) 

24 2,861' 1,67 40 3,62 1,73 
28 3,09 1,69 56 4,12 1,76 
31 3,24 1,70 63 4,29 1,77 
36 3,46 1,72 

Если добавить начало или конец переноса разряда, полученные ре­
зультаты для средних совпадут с результатами Л. Е. Ящука [31: ц{п) + 
- I - (1 — (3/4)"+0. Если добавить начало и конец переноса разряда, полу­
ченные результаты для средних совпадут с результатами В. Гильхриста, 
Т. Померене, С. Воига [ 9 ] : р(д) + 2(1 - 3/4)"+'). 

Длина наибольшего переноса разряда при сложении случайных чи­
сел исследовалась еш;е Э. 3. Любимским [10] . 
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
БОЛЬШИХ УКЛОНЕНИЙ СУММЫ Т1 МАКСИМУМА 

НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

И. Ф. ПИНЕЛИС 

1. Введение 

Рассмотрим сначала последовательность | 1 , ^ 2 , . . . независимых оди­
наково распределенных случайных величин (с. в.) с функцией распреде­
ления (ф. р.) Р\м С„ = I , + .'.. + 

Как устроена «типичная» траектория сумм ^ 1 , . . . , сильно откло-
няюгцаяся от О в том смысле, например, что происходит событие {̂ п ^ ^\ 
имеющее малую вероятность? 

Если выполняется условие Крамера 
оо 

ех^К\х\йР {х)<^оЬ, 0<}1<^Н^, (1.1) 
— сю 

траектории! сумм, как и траектория соответствующего виперовского про­
цесса, «выпрямляется», вклады различных слагаемых | 1 , . . . , |„ в обра­
зование большого уклонения суммы сравнимы между собой. 
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