
дартное отклонение аЫ): 
п |д,(п) аЫ) п \.1{п) оЫ) 
24 2,Ш 1,67 40 3,62 1,73 
28 3,09 1,69 56 4,12 1,76 
31 3,24 1,70 63 4,29 1,77 
36 3,46 1,72 

Если добавить начало или конец переноса разряда, полученные ре­
зультаты для средних совпадут с результатами Л. Е. Ящука [3]: ц{п) + 
+ (1 — (3/4)"+0. Если добавить начало и конец переноса разряда, полу­
ченные результаты для средних совпадут с результатами В. Гильхриста, 
Т. Померено, С. Воига [9] : + 2(1 - 3/4)"+'). 

Длина наибольшего переноса разряда при сложении случайных чи­
сел исследовалась егце Э. 3. Любимским [10]. 
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
БОЛЬШИХ УКЛОНЕНИЙ СУММЫ Т1 МАКСИМУМА 

НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

И. Ф. ПИНЕЛИС 

1. Введение 
Рассмотрим сначала последовательность | 1 , |2, . . . независимых оди­

наково распределенных случайных величин (с. в.) с функцией распреде­
ления (ф. р.) Р\м ^„ = I , + .'.. + 

Как устроена «типичная» траектория сумм ^ 1 , . . . , сильно откло-
няюш;аяся от О в том смысле, например, что происходит событие { ^ п ^ ^\ 
имеющее малую вероятность? 

Если выполняется условие Крамера 
оо 

I ехр;г |а ; | сг /^(я : )<о6, 0 < / г < / ^ о , (1.1) 
— оо 

траектори$| сумм, как и траектория соответствующего винеровского про­
цесса, «выпрямляется», вклады различных слагаемых | 1 , , . . , | „ в обра­
зование большого уклонения суммы сравнимы между собой. 
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При нарушении условия Крамера механизм образования больших 
уклонений суш;ествеино меняется. Если «хвост» 1 — Пх) не слишком 
нерегулярен и (1.1) не выполняется, возникает асимптотическое пред­
ставление 

Р {^^х) тах 1^^х\> оо, х > Л ( / г ) ) , (1.2) 

или, что то же самое, 
Р{1^„>х)^пР{Ь^х). (1.3) 

(Здесь и в дальнейшем эквивалентность ^ понимается в смысле равен­
ства 1 соответствующего предела отношения.) Это представление означа­
ет, что большое уклонение суммы происходит в основном за счет в точно­
сти одного из слагаемых. Подчеркнем, что в (1.2) не обязательно п-^°°. 

Нетрудно понять причины отмеченных явлений. Пусть, например, 
существует ограниченная плотность Р'{х) = р{х) = ехр {—Их)}. Возьмем 
достаточно большое число и>0. Нас интересуют наборы чисел и^, ..., М п , 
доставляющие максимум совместной плотности р{и1) ... рЫп), или, что 
равносильно, минимум Ищ) + . . . + Км„) при условии + .., + и. 

П р е д л о ж е н и е 1.1. Обозначим 
Рп(и) = т Г Шщ) + ... + Клп)' « 1 + . . . + и„ ^ и}. 

Пусть верно одно из двух: либо 
1) функция / всюду выпукла, либо 
2) функция I вогнута на [а, °о] при некотором а и Ни) = о{и) 

{и оо). 
Тогда в первом случае РпЫ) = пИи/п) для достаточно больших и, во 

втором — Лг(и) ~ / ( м — (п — 1)а) + (?г — 1 ) К а ) / ( и ) при и о о в. фикси­
рованном п. 

(Доказательство дано в приложении, в конце статьи.) 
Мы видим, таким образом, что если функция I выпукла, то (условие 

Крамера выполнено и) максимум совместной плотности достигается при 
{^1 = . . .== м„ == гг//г. 

Если же имеет место альтернатива, то (условие Крамера нарушено 
и) близкие к максимуму значения совместной целостности достигаются 
при и, = и — {п — 1)а, из . . . = и„ = а. 

Иначе говоря, предложение 1.1 показывает, что критическая роль 
условия Крамера при изучении вероятностей больших уклопепий связана 
с тем, что «правильно устроенные» плотности, удовлетворяющие условию 
Крамера, логарифмически вогнуты, а не удовлетворяющие ему — лога­
рифмически выпуклы в окрестности оо, и, в свою очередь, направление 
выпуклости логарифма плотности характеризует механизм образования 
больших уклонений *. Разумеется, определенного направления выпукло­
сти, какое присутствует в таких упрощенных, модельных представлениях, 
моях'ет и не быть. Роль выпуклости может сыграть, например, условие 
достаточной удаленности распределения слагаемых от показательного. 
Так, в нижеследующих теоремах 5.1, 7.1, где «хвосты» убывают не 
быстрее, чем ехр (— :̂;°'), 0 < а < 1 , условия типа выпуклости отсутствуют. 
С другой стороны, такое условие, содержится в теореме 6.1, где исследу­
ются, в частности, «хвосты», сколь угодно близкие к показательным; 
пример 4.1 показывает, что там условие выпуклости существенно. Нако­
нец, обращаем внимание читателя на предложение 4.2 и пример 4.2. 

. При фиксированном п представление (1.3) было изучено в [251 
в связи с приложениями к некоторому уравнению восстановления. Как 
показано в . [25], для положительных почти наверное (п. п.) слагаемых 

* Аналогичные соображения о механизмах образования больших уклопепий 
для плотностей вида Се"'*'" содерн^атся в работе С. В. Нагаева «Предельные те­
оремы для больших уклонений». Зимняя школа по теории вероятностей и математи­
ческой статистике. Киев, 1964, с. 147—163. 
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| { представление (1.3) имеет место для любого фиксированного п тогда и 
только тогда, когда оно справедливо для тг = 2, т. е. когда 

1 - / ^ « Л ж ) - ~ 2 ( 1 - Л х ) ) ( х - ^ о о ) . (1.4) 

Ф. р., удовлетворяющие этому условию, были впоследствии названы суб-
экспонеициальными благодаря свойству 

\пИ-Р{х)) = о{х) ( х - > о с ) , (1.5) 

вытекающему из соотношения 
\-Р{х-^у)^\-Р{х) {х-^оо) (1.6) 

для любого фиксированного у. Эти и другие свойства класса ^ субэксно-
иенциальных ф. р. были установлены в [25] . Класс 9^ привлек внимание 
ряда авторов (см., например, [30] и данную там библиографию). 

Если представление (1.3) имеет место для любого фиксированного 
п, оно остается справедливым и при оо равномерно в некоторой зоне 
вида х>А{п), где Л ( ? г ) о о ; о характере роста Л(п), в общем, сказать 
ничего нельзя. С изучением условий справедливости представления (1.3) 
при п-^ оо^ включая оценки АЫ), связано большое число публикаций 
[2, 5, 7 - 1 2 , 1 4 - 1 9 , 28, 32, 33, 35, 371. 

Настоящая работа посвящена в основном нахождению общих усло­
вий существования представлений типа (1.2). Дано также применение 
к асимптотике безгранично делимых распределений в банаховом про­
странстве, обобщающее результаты работ [6, 29, 30]. 

В чем отличия предлагаемой работы от предшествующих? 
Во-первых, мы отказываемся от условия одинаковой распределен­

ности слагаемых. Отказ выглядит довольно естественно: если, в крайнем 
случае, все слагаемые, кроме одного, нулевые, то (1.2) тривиально. Кро­
ме того, если ранее изучались либо случай фиксированного тг, либо на­
чальные суммы последовательности с. в., либо ряд независимых с. в., мы 
рассматриваем схему серий, объединяя эти подходы. Отметим, что слу­
чай фиксированного п рассмотрен и отдельно, так как здесь удается по­
лучить более простые критерии и проследить некоторые закономерности, 
присущие и общему случаю. 

Во-вторых, предполагается, что слагаемые принимают значения в 
произвольном сепарабельиом банаховом пространстве. Более того, полу­
ченные результаты тривиально переносятся, например, на группы с ин-
вариаптпой метрикой (определение и характеризацию таких групп см. 
в [24]) . Следует отметить, что эффект бесконечномерности зачастую ско­
рее способствует проявлению механизма образовапия больших уклоне­
ний за счет одного из слагаемых — если пространство «похончс» на Ь^. 
(Рассмотрим пример: пусть ^1, г|1, . . . , Г1„ — произвольные независи­
мые (одномерные) с. в., причем распределения У]{ непрерывны. Положим 
/(х; {) = 1{8 = Здесь и в дальнейшем / { . . . } обозначает индикатор, т. е. 
/ { . . . } = 1, если утверждение в фигурных скобках верно, и О в противпом 
случае. Положим ХМ) = 1г1{г{г; О, = Х1 + . . . + Х„ . Тогда X ; представ­
ляют независимые с в . в пространстве ограниченных функций х = хШ, 
— о о < ^ < с » ^ с нормой \\х1\ вир \хЦ)\, и || 1| = гаах || Х | || п.п. С дру­

гой, 
гой стороны, если пространство «похоже» па ^ 1 , то зона, в которой 
справедливо представление (1.2), может быть уже, чем в одномерном 
случае. Сравнение с результатами в [9, 35] показывает, что найденные 
в настоящей работе грапицы этой зоны, вообще говоря, неулучшаемы. 

В-третьих, уменьшаются требования к нравильиости изменения ф. р. 
слагаемых, в особенности при отсутствии второго момента. Для расту­
щего п в этом случае предполагалось, что ф. р. принадлежит области 
притяжения устойчивого закона (см., наприлюр, [32]) . Оказалось же, 
что допустимы колебания «хвоста» ф. р. между двумя степенными функ­
циями с разными показателями (см. следствие 5.1). Впрочем, гораздо 
важнее то, что требования правильности изменения накладываются не 
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на «хвосты» отдельных слагаемых, а на сумму таких «хвостов». В част­
ности, как показывают следствия 5.2 и 6.1, слагаемые могут иметь даже 
двухточечные распределения. 

В-четвертых, что хотелось бы отметить особо, исследована зона, 
в которой вероятности больших уклонений суммы и максимума с. в. 
асимптотически эквивалентны для «хвостов», сколь угодно близких к 
показательным (теорема 6.1). В данном направлении автору известна 
лишь работа С. В. Нагаева [11], где предполагается, что слагаемые 
принимают действительные значения и одинаково распределены, и на­
кладываются условия регулярности «хвостов», более трудные для про­
верки, чем данные в настояш,ей работе. Метод, примененный в [11], чи­
сто аналитический и ие переносится па интересуюп];ий нас случай. Пред­
ставляется, что теорема 6.1 — наиболее важный и трудный результат 
предлагаемой работы. 

Уместно напомнить, что при изучении условий существования пред­
ставления (1.3) для одномерных слагаемых применялось преобразование 
Крамера ф. р. В предлагаемой здесь работе использованы только пря­
мые вероятностные методы, основанные па представлениях вероятностей 
больших уклонений, аналогичных соответствующим представлениям 
в [7—10, 32], и на экспоненциальных неравенствах для больших укло­
нений. Решающая роль в задаче о получении таких неравенств в беско­
нечномерном случае принадлежит работам В. В. Юрипского, см., напри­
мер, [41]. Метод В. В. Юрипского был усовершенствован А. И. Саханенко 
(теорема 2.2), а также в [13, 17]. 

Необходимо сделать следующие замечания. Результаты, наиболее 
близкие к этой работе, получены независимо от пас Л. В. Розовским, 
рассматривавшим случш одномерных, но неодинаково распределенных 
слагаемых, и А. Д. Сластниковым, изучавшим одинаково распределен­
ные бескопечномерпые с. в. (устные сообщения). Представление (1.2) для 
конечного числа слагаемых 1,- с «хвостами» ф. р. ~СгЖ^"/(ж) (а > О, I 
здесь и далее, если не оговорено противное, обозначает медленно меня­
ющуюся функцию в смысле Карамата) по существу приведено в 120, 
с. 338]. Другой частный случай неодинаково распределенных слагаемых 
содержится в [30] (п = 2, Р(|2 > а;) = о ( Р ( | 1 > х ) ) . В [34] изучается 
сходящийся ряд вида '^Ц^х^, где — независимые одномерные с. в., 
Р(! Ц]\ х) Сх~^ [О < р < 2), х^ — элементы квазинормироваппого про­
странства. В [2] рассмотрены двумерные слагаемые с общей плотностью 
распределения /(ж) -~ \\х\, Р > 4), а >в [19] — конечномерные 
слагаемые с общей ф. р., принадлежащей области притяжения ненор­
мального устойчивого закона. 

Настоящая статья представляет полностью переработанный вариант 
депонированной работы [17]: значительно преобразованы почти все фор­
мулировки и доказательства, причем общность приносилась подчас 
в жертву простоте. Некоторые выкладки удалось упростить с помощью 
отмечепно!! выше теоремы 2.2 (А. И. Саханенко). В ре.зультате, несмотря 
на добавленное примене1гае к безгранично делимым распределениям и 
другие дополнения, первоначальный объем существенно сократился. 
Кроме того, статья стала более удобной для чтения. Основные резуль­
таты работы анонсированы в [14—16]. 

В дальнейшем понадобятся следующие обозначения. Цусть 
{Х1п: ^ = 1, . . . , 1п'-, и = 1, 2, . . . } —схема серий с в . , принимающих зна­
чения в некотором сепарабельном банаховом пространстве (Зс, 11-11), при­
чем с в . в каячдой серии {^х.п, • . . , ^г„,п} независимы. Полонлим 

п(у) = X , „II < г/}, 5 , Лу) = X,, г.(у) + ...+ X,. ,Дг/), „ = 5,- „(оо), 

Положим 

Оп{х) = ^^{\\Х^.п\\^х), Вп{у) = -^иЧОпХи) 
I Ч 

\
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Вп = Бп(°°). Нас будут интересовать условия, в которых справедливы 
представления 

Р{\\8п\\>х) ^СМ, (1.7) 
Р(8пр11^^.„11^х) ~ С„(ж). (1.8) 

Здесь и в дальнейшем все предельные соотношения выполняются при 
п оо, если не оговорено иротивпое. 

З а м е ч а н и е 1.1. Выше молчаливо предполагалось, что 1п<°° Для 
всех п. Однако в пп. 5—7 можно считать, что 1„ ̂  0°, как только приня­
ты следуюгцие соглашения. Положим || 5^ 1| = И т || 5'^,„| (по распределе­

нное 
нию), если этот предел существует; в противном случае (1.7) необходимо 
заменить парой соотношений 

И т ш ^ Р (II5;,п|̂  а ; ) И ш трТ* {\\8з^п\\'^ х) ^ Оп{х). 

Все доказательства тем не менее проведем только для конечных 1'„; рас­
пространение на общую ситуацию (осуществить его совсем нетрудно) 
предоставляется читателю. 

З а м е ч а н и е 1.2. В случае Ж = 31^ справедливы односторонние 
аналоги полученных результатов. Довольно детально они рассмотрены 
в п. 4, т. с. для фиксированного числа слагаемых. Что же касается 
пп. 5—7, читатель без особого труда найдет отсутствующие «односто­
ронние» варианты содержащихся там теорем. 

В заключение условимся еще о некоторых обозначениях: 
1) будем писать аХЪ, 
если а = 0{Ь), Ъ = 0{а); 
2) /(м) 1 {^{и) \ означает, что ^{и) по убывает (не возрастает) при 

достаточно больших и; 1{и)'I а (/(м) I а) означает, что при этом 
И т / (и) = а; обозначим /(а ± ) == Иш }{и) при и\ а соответственно. 

3) символом • будем отмечать конец доказательства. 

2. Неравенства для вероятностей больших уклонений сумм 
независимых случайных величии 

со значениями в банаховом пространстве 

оо 

Положим Ри) = Р(115„11 - М115„11 ̂  2), Ап (Ф; Я.) = - | Ф {и) йОп {и), 

где ф — неотрицательная борелевская функция. 
Для любой функции / определим обобщенную обратную функцию 

/~Ч^; а, &) = 8 н р { а е ( а , Ь ] : / ( и ) ^ ^ } , полагая при этом 8 и р 0 = О. Ус­
ловимся считать ехр {—а/О) = О при а > 0. 

Теорема 2.1. Пусть функция ф логарифмически вогнута на интер­
вале {X, оо) для некоторого Я ̂  0. Пусть 11Х,_ „II ^ у (г = 1, . . . , ^„) п.н., 
где V — некоторое положительное число. Тогда при 2, а, а, а^, а 2 > 0 , 
а + а1 + а2 = 1 

Р ( 2 ) ^ т а х { Р Д 2 ) : г = О, 1, 2, 3}, (2.1) 
где 

РЛг) = ехр (—ааг/Я), 

Р1(2) = ехр { - сса^г^р {а) В1}, р (а) = (е" - 1 - а)/а\ 

^2(2) = ехр { - а а 2 / ф - Ч е ' ' ^ „ ( ф ; %Маф.г\, г;)} ф(м) = ф(-м)/м, 
Рз(2) = [Л„(ф; )С)1агащШ''''\ 

Оценка (2.1) является небольшим видоизменением неравенства, 
анонсированного в [13] . 

При ф(а') = х\ О, полагая 
"а = ф~'(е"Л„(ф; %)1ага%\, У), 
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нетрудно видеть, что 
' г̂ о"̂  < е° Лп (Ф; Я)/а2а2, < г;, 

откуда 
Ыо < (е"г;Л„(ф; 'кМага%У'\ 

Поэтому ввиду неравенства ехр (—м'''') < {1/е)Чщ 
т а х [ Р 2 ( 2 ) , Рз(2)] ^ С и „ ( ф ; Я)/а22г;'-')"^^", - (2.2) 

где С = С(а, ^) > 0. 
Теорема 2.2. (Л. Ж Саханенко). Для любого к>0 

Р (г) < ехр — кг — I {е^^ — 1 — ки) йСп (и) 

Теорема 2.3. При ж, г/ > О 
Р(8ир 115,- п^\>х + у).< Р{\\8п\1 > х)/Н - 8ир Р(11^„ - 8^, „II > у)]. 

3 . 3 

Последнее' неравенство принадлежит Т. А. Азларову и Н. А. Воло­
дину [1]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.1. Возьмем любое к>0. Имеем 
оо 

(е'̂ '̂  -1-ки)ёОп(и) = А + I,, (2.3) 

где = — ] . . . , / 3 = — ] . . . . Т а к как ^(м) = ( е " - 1 - 1*')/а' 

возрастает, то 

1,^к'^{а)В1 (2 .4) 

Положим ЖЛ) = т а х [ е " / ф ( а / г - ' ) , е'"'/ф(у)]/{аЛ-* < у}. Тогда 

^ 2 < — ехр{ки — 1пц){и)}ц){и)аОп(и)^Я{к)Лп{ц);ак~^) (2 .5) 

ввиду выпуклости функции ки — 1псрЫ). Из (2 .3) — (2.5) , в силу теоре­
мы 2.2, вытекает оценка 

Р ( 2 ) < е x р { - М 2 - ^ ( / ^ ) ) } , (2.6) 

где 1{к)=к^{а)В1+ к'^Е {к) Ап{ц>; ак~^).1[оло71ши ко=1-^{И - а)г;0,'^). 
Тогда из (2.6) находим 

Р ( 2 ) < ехр {-а/го2}. (2.7) 

Если а/^^^ ^ Я, отсюда следует, что Р ( 2 ) < Р о ( 2 ) . Остается предположить, 
что ако^ >» X. Имеем Ыко + е) > (1 — сх)2 при е > О, поэтому либо 

{к„ + ^)^(а)В1>а,г, (2.8) 

либо, если 6 > 0 настолько мало, что а(/го + е)~* > Л , 
{к, + е)-'Е{ко + г)Ап{ц); X) > а^г, (2 .9) 

так как « 2 ' = ^ ! —а — « 1 . При выполнении (2 .9) ко + е>аи-\, кроме 
того, либо 

Л„(ф; Х)е"/ц>{а{ко + е)-') > а2г{ко + &), (2.10) 
либо 

Ап{ц); X) ехр {{ко +е)и}/(р(и) > а2г(К +е) > агаги-^ (2.11) 

Выбирая е > О сколь угодно малым и собирая соотношения (2.7), (2 .8) , 
(2.10), (2.11), получаем оценку (2.1). • 
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Для полноты изложения приведем доказательство теоремы 2.2. Оно 
основано на методе, предложенном В. В. Юр'инским [26]. Пусть М^ обо­
значает условное математическое ожидание при фиксированных Х1, „, . . . 
..., п (7 = 1 , • • ^п), Мо = М — безусловное математическое ожидание. 
Положим М-;115п11 - М^_1116'„11, /• = 1, . . . , (п. Тогда 

Мехр(||6'п1| — М | | = М е х р ( | 1 - Ь = 
= Мо ((ехр I , ) М, {(ехр I , ) . .. М^^_1 ехр . . . } . (2.12) 

Обозначим = М (̂115„11 — 11̂ п — Х^. „ I I ) ; тогда, ввиду независимости Х^, „ 

от 8„ — Х , , „ , |з = т|; — М _̂1Т]̂  П. н. При ЭТОМ В силу неравонства треуголь­
ника |г]з1 < 11Х̂ _ ,г11 п. н. Используя неравенства а < е х р ( а — 1 ) , е" — ц < 
^ е " —у {\и\ у), получим 

М;_1 ехр 1̂  = ехр (—М,-,1Г|^)Мз-1 ехр ^ 

< ехр М^-1(ехр т]̂  — 1 — ц,) < ехр М(ехр ИХ,-, — 1 — ИХ;, „ I I ) . 

Отсюда и из (2.12) находим 
п 

М ехр (II I - М11 Зп I I X ехр 2 М (ехр Ц Х̂ >Ц - 1 - Ц Х ^ , „ Ц ) . 

1 
Не умаляя общности, можно считать к = 1. Поэтому остается восполь­
зоваться неравенством Чебышева 

Р ( 2 ) ^ е - ^ М е х р ( 1 1 5 „ 1 1 - М а д ) . • 

3. Исходные вероятностные представления и одна лемма 

Рассмотрим для канедого п события: 
А^^•> = {||5„11 > Х), Л = {бНр 11^,, „II > Х), 

5 = { ( У г ) 1 1 Х , - „ 1 1 < г / } , 

С = [}{\\ 1 > у; 1Х^,, I I< у ( V / ^ I ) } , 
г 

[ } { 1 | Х , , „ | > 1 / ; | Х , > [ | > 1 / } . 

Обозначим П „ - Р ( У 1 < ^ ' 5 ) , П ? = Р ( Л ^ % ) , П, = Р ( Л ) . Тогда для 
/ = 1 , 2 

Р (Л^^ '> ) = П ? - Ь 0 ( П „ - Ь П . , ) . (3.1) 

Пусть — событие, состоящее в том, что событие {у ^ ИХ,-, „II < у) про­
исходит ровно для д различных значений г, причем для всех остальных 
значений I происходит событие {1!Х,_ „II < г;} (у < г/, д = О, 1, 2 . . . ) . Обо­
значим Лд = 'Р{А'-^^Ег,). Тогда 

По = Л о + Л 1 + Л г + . . . (3.2) 
Положим 

По,5 (2) = 8 и р | Р ('знр II 8^,п (Я; V) \\ г] 
{ \ ) 

3=1 
По (2) = 8 и р По,д (2 ) , 

ч 

где 8],п{Н; О == 2 ^ г , п ( 0 ' Нетрудно видеть, что 
г е н 
г<Н 

У--

(3.3) 

(3.4) 

< (— 1)^ .[ «!(?п (^1) . . . I йОп (ио) По,д (х — гг̂  — , . . Уд). (3.5) 
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Лемма 3.1. Пусть х, у, А изменяются так., что 0<у<х, 
0 < А = о(ж), 

С „ ( ж - Л ) ~ С „ ( . г + А), 
8ирР(115;, „11^ Д / 1 6 ) - ^ 0 , 

' САу) = 0{СЛх)), 
0„{х) 0. 

Тогда при / = 1, 2 
и?^а„{х). 

(3.6) 
(3.7) 
(3.8) 

(3.9) 
(3.10) 

(3.11) 

З а м е ч а н и е . Если, например, Оп(х) ^ п{1 — Р{х)), где ф. р. Р суб-
экспонепциальна, т. е. удовлетворяет условию (1.4), то, ввиду (1.6), 
можно подобрать Д о» так, что при этом будет выполнено (3.7). 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 3.1. Обозначим 

Л ^^Р^И^^пЦ^Г, 8 п р |15'̂ ,п||>Д/2 
или 8 и р 8 4 п — 81,п1>Ш). Тогда 

2 Р ( | Х , , п | | > х + А ; 1Х,-,1|<у {/ф1}Х1^^{\\Зп}>х; \\Х,,п\\>У', 

Хз.п\\<у (/• ̂ 0) + ^ < 2 Р с 8 и р I I 8 з , п I I > I I ^г .п I I > у ; \\ у 
V 3 

Далее, 
(/ # 0) + ^ < 2 Р( II ^ г Л >х - Д ; ЦХ,-„ II < у и ф 0) + 2Я. (3.12) 

Л<6^„(г/)Р(зир Щп\\>т). (3.13) 

В силу теоремы 2.3 и условия (3.8) 
Р ( 8 п р II*?,-. „II > Д/4) ^ Р(115„11 > Д/8)[1 - 8 н р Р(115„ - 5,-. „II > Д / 8 ) ] - ' 0. 

3 3 
(3.14) 

Очевидно, что 

Р(11Х, „II <у, ]Ф I) ^ Р((У/)11Х,-, „11< г/) > 1 - С^„(г/). (3.15) 

Оценка (3.11) следует из (3.12)-(3.15), (3.7), (3.9), (3.10). • 

4. Предельные теоремы для вероятностей больших уклонений 
суммы фиксированного числа независимых случайных величин 

со значениями в банаховом пространстве. 
Применение к асимптотике безгранично д е л и з 1 ы х 

бесконечномерных распределений 

Здесь положим 4 = п -а число п фиксируем. Вместо термина „суб-
экспопенциальный" и тому подобных будем писать с. э. 

Теорема 4.1. Если ф. р. Р{.х) = 1 — п^^Спкх) с. э. (т. е. удовлетворя­
ет условию (1.4), то при х-^оо справедливо соотношение (1.7). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду (1.6) можно выбрать Д Д ( а : ; ) < » , 
Д=о(а::) так, что выполнено (3.7), если а;-> «э. Поэтому, полагая у = 
= —Д, видим, что и (3.9) выполнено. Так как п фиксировано, то (3.8), 
(3.10) тривиальны. В силу леммы 3.1 

11^1^ ^Сп{х). 

Далее, вновь учитывая (3.9), (3.10), находим 
т1г = о{аЛуУ)-о{сЛх)). 

Легко усмотреть, что 

(4.1) 

(4.2) 
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где Е = {{щ, ..Ып): щ +... +ип> х; 0<щ<у, 1=1, ...,п}. Отсюда 

По < ( - 1)" I (10п (щ) . . . й О п Ы = Оп (ОТ \ . . . й Р {ип) = пП*,, 

Е Е 
(4.3) 

где П? = Р (^1 + . . . + |п > а:; ^{ < г/, I = 1, . . . , дг), | 1 , . . . , | „ — незави­
симые с. в. с обш,ей с. э. ф. р. Р. Поэтому 

Р ( | 1 + . , . + | „ ^ л;) - «(1 - Р[х)) = СМ. (4.4) 

Подставляя в (3.1), (4.1), (4.2) вместо X;, „ и учитывая (4.4), находим, 
что = о(Оп{х)), откуда, из (4.3), По == о(Сп(ж)). Вновь пользуясь 
соотношениями (3.1), (4.1), (4.2), получаем (1.7). • 

Предлагается следующее легко проверяемое достаточное условие 
субэкспоненциальпости. 

Теорема 4.2. Если для ф. р. Р с Р{0) = 0 имеет место (1.6) и, кроме 
того, существуют такие числа /5 > 1, Жо > О и функция §'(ж), что 
I — Р{х) X ехр {—ё{х)} (ж->оо), и функция Нх) = §{х) — рЫ х вогнута 
при X > Хо, то Р — с. д. ф. р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть в нашей схеме серий 1п — 2, Р(Х{, „ < 
^х) ^Р{х). Надо доказать, что 

П8г>х) ^2(1-Р{х)) (ж->оо) . 

Ввиду (3.1), а также следующих из (1.6) оценок (4.1), (4.2) достаточно 
убедиться, что при у = х — А, Д - > о о , Д = о{х) {п = 2) 

П о - о ( е х р { - ^ ( а ; ) } ) (х-^^о), (4.5) 

Обозначая левую производную §, имеем 

П „ ^ I (1-Р(х-и))(1Р(и)-:< | е'^^''-'^^ ёР (и) е'^^''-^^! - Р (А))-
Д А 

х - Д 

е-8(^\1 - р (х - А)) + Г е-^''-'^\1-Р{и))§'{х-и)аи = 
А 

0(ехр{—§(х —А) —§{А)}) + о\ ехр {—§ (х ~ и) — § (и)} Ли 
V л / 

так как из (1.5) и вогнутости § следует, что §'(х)-^0 (ж-> «»). В силу 
(1.6), не умаляя общности, можно полагать 1 ~ Р{х — А) ^ 1 — Р{х + А), 
поэтому 

/ 5С-Д \ 

По = о е-§(*)+ [ ехр{-г{х-и) — г{и)}{{х-и)и)-^(к1 . (4.6) 

В силу вогнутости г при (л;о ^ ) Д ^ м ^ :̂ — Д ( ^ — Жо) 

Лх — и) + гЫ) > г{х — Ха) + г{хо) 

(см., например, [22, теорема 1101), поэтому ввиду (1.6), (4.6) 
5С-Д 

е-^(«) + е-'-('̂ ) [ {{х - и) иГ^ йи 
V А / 

(4.7) 

Далее, 
ж-Д х/2 

{{х-и)и)-''аи^2] {хПГ"и'^"йи = 0{х-^А'-^) ^ о{х-^). 
д д 

Отсюда и из (4.7) следует (4.5). • 
Теорема'4.2 показывает, что «хвост» с. э. ф. р. может изменяться 

достаточно произвольно между х~^{р>\) и е"*'"*, см. также предложе­
ние 6.1, приведенное ниже; в частности, если \—Р{х)'^ 
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~ ехр (—хЛп" х) О, X °о); 7^(0) = О, то ф. р. Р с. э. Это опровергает 
утверждение Тойгельса [38, с. 1001], полагавшего, что при р < 1 ф. р. Р 
ие будет с. э. Ошибочность утверждения Тойгельса продемонстрировал 
другим способом Питмеп [36], получивший (при дополнительном огра­
ничении {\пИ—Р{х)))' возрастает) необходимое и достаточное условие 
субэкспоненциальпости; на наш взгляд, это условие мало отличается от 
определения и затруднительно для проверки. С другой стороны, доста­
точное условие, данное в теореме 4.2, довольно близко к необходимому. 
В частности, в нем нельзя заменить р на 1, как показывает 

П р и м е р 4.1. Пусть Хо = О, > 2х^, оС} ^ « ,+ 1 > О, а, -> О, (р{х) = 
= Ц)^{х) при х^< X < х^+1, Ц)^{х) = а^х + Ь^, где выбраны так, что гра­
фик ф есть непрерывная ломаная, ф(0) = 0. Положим §{х) = ((){х) -{-Ых, 
1 - Пх) = е-«<^Чд; ^ 1). Тогда 

1 — Р^Р{х^+^)^ I (1~ Р(х^+1 — и))аР{и)[ ехр ( — а ^ я ; ^ + 1 — 

~ 2^ )̂ 7Т^ йТИ ^ ^~ ^•'^^•+1 
йи 
и 

^(1 — Р(х^+1))а^е ^Чп{х^+^х^-\). 

Считая {а^}^^о, аго = О, Х1>0 заданными, строим {хз)Т=2 по индукции. 
Пусть Хо, . . . , построены. Тогда известно значение ф(а;,) = ц>](х^) — 
= азХз + Ь^, т. е. известно Ь^. Теперь выбираем Х]+1 так, чтобы 
;ае Мп (0:^4.1/^:^ — 1) ^ 3,и, следовательно, 1 — Р * Р{х,+ 1) > ЗИ — Р{Хз+1)). 
Значит, ф.р.Р не с. э. 

В то же время если л;, ^ ж ̂  ж + г / ^ ж -̂̂ !, г / ^ г/о, то 0^§{х + у) — 
— §{х) = а]у+ 1па + у/х) ^ Уо{а^+Ух)О (х-^О), т. е. необходимое 
условие (1.6) соблюдено. Отметим еще, что функция Лх) {= §{х) — рЫх) 
вогнута при ?̂ < 1 и ие является таковой при р> 1. • 

В то же время выбор вычитаемого р 1п х в теореме 4.2 достаточно 
произволен. Вместо р1пх можно взять, например, любую вогнутую функ­
цию Ц){х) такую, что Ц){х) = о{х') и 

х - А 
•» 

ехр {-ц,{х — у)-ц> (у)} йу-0 (ехр { - ф [х)}) (4.8) 
д 

при х-^оо, Д о о , Д = о(х). (Это легко увидеть из доказательства.) Обо­
значим Ф класс всех таких функций ф. Применяя уялО использованную 
теорему 110 из [22], нетрудно убедиться, что если фо ^ Ф, а ф — фо — вогну­
тая функция и, кроме того, Ц){х) = о(ж), то ф ̂  Ф. 

П р е д л о ж е н и е 4 . 1 . Если функция ф вогнута, х = 0(ехр (ф X 
X (1/ф'(л:))}) и функция 1|з(ж) = ехр {—ф(а::)} интегрируема в некоторой 
окрестности оо, то ф ̂  Ф. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим А^ = т1 'н [л;/2, 1/ф'(а;/2)]. Тогда при 
До ^ Д ^ ж/2, в силу той же теоремы 110 из [22], 

х - Д 

I "^{х—у)^ (у) Ау < (ж — Д^) ^ (Д^) < г|) (х) ехр {Доф' [х — 

- Д„)} г|) (До) ж < ^г|; {х) я|) (Д^) х = О [х)). 
В случае же Д < До, Д остается заметить, что, с учетом интегри­
руемости г|), 

-^0 00 

\^{х~у)^ {у) йу^^{х-А^)\^ [у) ау = о{^^ (х)). 
Д А 

Таким образом, в обоих случаях верно (4.8). • 
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с помощью предложения 4.1 легко показать, что, в частности, функ­
ции рЫх, Ых + рЫЫх, 1па; + 1п1пх + /г1п1п1псг, . . . (/> > 1), ж"(0 < а < 
< 1), х/Ь)!' X (р < 1) принадлежат Ф. 

Как отмечалось, теорема 4.2 приспособлена для «хвостов» в диапазоне 
от х~^{р > 1) до е''{х). 

Для «хвостов», убывающих ие быстрее степенной функции, удобен 
следующий критерий, принадлежащий А. А. Боровкову [4, с. 173, фор­
мула (46)], см. также [31]; этот результат был анонсирован в работе [3]. 

Теорема 4.3. (А. А, Боровков). Если для ф. р. Е с Е{0)=0 выпол­
нено (1,6) и, кроме того, 1 — Е{х) = ОН — Е{2х)) {х ^ оо)^ то Р — с.э.ф.р. 

Рассмотрим теперь применение к асимптотике безгранично делимых 
(б. д.) распределений. Будем называть мерами на (Ж, II 11) а — конечные 
неотрицательные меры. Распределение вероятностей \1 на Зс называется 
безгранично делимым, если для любого натурального п оно представля­
ется в виде свертки п одинаковых распределений. Если А, — мера с ко­
нечной вариацией [я] = Же?), моя^но определить слояччюе. пуассоновское 
распределение 

Р о 1 8 Я - е - ^ ^ 1 2 Г 7 « ! 

с мерой Леви Я. Обозначим ба распределение, сосредоточенное в точке а. 
Для .любой меры Я положим Яа, . р ( ^ ) = Я(^ П ( { / Д С / а ) ) , где = {х ^ 
е : 11x11 <а}, А — борелевское; Яа = Яа, по. 

Мера Я называется мерой Леви, если Я({0})=0 , ( V 8 > 0 ) [ Я ^ < оо, и 
для некоторых а^^Х существует И т б^^ * Ро18 Яе в смысле слабой схо-

димости. Канхдый из таких пределов (все они с точностью до сдвига 
равны) обозначается 8Ро18Я. 

Результаты [39, 40] (см. такн^е, например, [29, с. 108]) показыва­
ют, что если {X — б. д. распределение, то справедливо представление 

|1 = Р*8Р018Я, (4.9) 

где р — центрированное гауссовск^эе (возможно, вырожденное) распреде­
ление, причем |.1 однозначно определяет р и Я — меру Леви распреде­
ления IX. 

Всюду в дальнейшем предполагается, что р. — б. д. распределение, р 
и Я — соответствующие ему гауссовское распределение и мера Леви. 
Обозначим МП) = 11Ш,), ЬМ)==М\\иа), {^) = ^ « ( ^ / ^ « ( о о ) . 

Теорема 4.4. Если для некоторого {или, эквивалентно, для любого) 
а > О Ьа — с. э. ф. р., то 

1-М{г) ^ ЬЛ^)-Е.И), (4.10) 

и М — с. э. ф. р.; и наоборот, если М — с. э. ф. р., то Ьа — с. э. ф. р. и вы­
полнено (4.10). 

В случае, когда Ж = Ж^ и р, сосредоточено на положительной полу­
оси, этот результат получен в [30]; когда гР = ^ ' и 1 — (О правиль­
но меняется — в [6] ; когда й^о(^) = с г ~ * ~ Ш (устойчивый закон с показа­
телем 7 < 2) — в [29]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4.4. Для любого б > О, ввиду (4.9), 
^1 = р * Р1 * \кг, 

где р1 = 8 Ро18 Яо, 6, Р2 = Ро18 Яб, ссли считать, что сдвиги а г , определяю­
щие р, и р1, одни и те же. В [21] доказано, что 

(Яа > 0) [ ехр (а Ц х\^) р [йх) < оо, 

а в [27] -

(Э/г > 0) I ехр {к \ |) {йх) < оо. 

154 



Поэтому можно считать |И = Ц г , так как ввиду предложения 1 из [30], 
ф. р. М{1) и \Х2{11() с. э. одновременно. Завершается доказательство так 
же, как доказательство теоремы 3 [30], если при этом пользоваться тео­
ремой 4.1, оценкой РСИб",.!! > хХ Р (ИХ., + . . . + 11Х„, „11 > хХ КН + г)" X 
X Р (11Х1 „И ^ х) для одинаково распределенных ИХ,-, „II (ср. с леммой 3 
[30]), а такяче тем, что при достаточно большом 6 > 0 [Хе] <\п2. • 

В случае ^ = М'- справедливы односторонние аналоги представления 
(1.7). Так, назовем ф. р. Р односторонне субэкспоненциальной (о. с. э.), 
если ф. р. Р"^Ш = Р{1)1и> 0} с. э. Нетрудно видеть, что если ф.р. Р 
о. с. э., то при любом фикспроваппом п 

1-Р*-{х) ^ п{1-Р{х)) (х^оо), (4.11) 
Действительно, 

1 _ ^ п ( 1 ~ Р и + а))Н-/^*^"-'Ч-а)) - п \ 1 - Р{х + а))\) 

Так как имеет место (1.6), можно считать, 'что 1—Р{х + а,)^ 
~ 1 — Р{х) {х 0 ° ) , поэтому из (4.12) следует 

Иш т^ (1 _ р*'^ {х))/{\ Р (,г))> щ 

учитывая, что 1 - Р*Чх) < 1 - (Р+)*Чх) - п Н - РЧх)) = пН ~ Р{х)) 
{х оо) , приходим К требуемому утверждению. 

Это замечание позволяет также получить в случае Ж = односто­
ронний аналог теоремы 4.4. 

Теперь поканчсм, что: 1) если ^ хйР {х)'^0, то (4.11) несовместно 

с условием Крамера; 2) если же | хс1Р (х) < О, то в виде исключения 
(4.11) может оставаться справедливым и при условии Крамера. 

П р е д л о н ^ е п и е 4.2. Пусть для любого фиксированного п верно 
(4 И ) , и т = ^хйР (х) ^ 0. Тогда для любого /г > О ^ ехр (кх) йР (х) = оо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть, напротив, для некоторого ка>0 при 
О <к<ко 

Е{к)^^ е^'^йР ( х ) < оо. (4.13) 

Введем сопряженную ф. р. ' 
X 

Рп{х) = П{к)-'- Л / ^ ( м ) . 
— оо 

Тогда 
оо 

1 _ {х) = П (Л)"" I {и) - Я ( / I ) - " (е'̂ '̂  (1 - {х)) -Ь 
X 

оо / оо \ 

+ \" {и))йи)^пП {к)''' {\ Р (ж)) | / 1 / " {\-Р {и)) йи = 
X \ / 

- « й ( / ^ ) - " + ' ( 1 - П ( ж ) ) (ж->оо) (4.14) 

с учетом (4.11). С другой стороны, 

1 - РТ (х) ^п{1-Рп (х)) (1 - Р-^^'^-^' (0)) - п'^ (1 - Р, {х))\) 

В силу неравенства Чебышева и того, что ть.> т'^ О, 

^ ^ Г ~ ' Ч О ) < ( ^ - 1 ) а д / ( ( « - 1 ) / г г л ) 2 - ^ 0 {п^ оо), 

где /7г.==(1пЛ(/^))', о1 = {\п П {к))", Отсюда, ввиду (4.15), 
Иш 1 п ! И т ш ! (1 - РГ{Х))/П (1 - Р^, {х)) > 1, что противоречит (4.14), так 

П-> оо ж-» оо 
как ЯШ > 1. • 
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П р и м е р 4.2. Положим }{х) = 2л-Ч1 + хП-\ = ^]е " / (и) X 
/ о о \ - 1 « 

Х1{0^и<.х}<й1, где р = ^ е~"^/(и) йи ; очевидно, ^ > 1; выберем 
Ло / 

произвольно О < < пусть 
/?Р + ( 1 - р ) е ' ' = 1; (4.16) 

положим 
Р{х)=рО{х) + {\- р)Е^{х), 

где й'ц(л;) = /{ж > р}. Ф. р. Р удовлетворяет (4.13) при / 1 = 1 . Покажем, 
что имеет место (4.11). Действительно, 

1 _ Е*- {х) = 2 С^р^ (1 - р)"-^ (1 - С̂ *̂ ' {х-{п- ]) р)) . (4.17) 

Ввиду [4, с. 173, формула (46)] 
1-0Щх)^]^'-Ч1-С(х)) (х^^)' (4.18) 

легко видеть, что для любого у 
I - 0{х + у) - е-Ч1 - С{х)) ( х ^ о о ) . 

Отсюда и из (4.16)—(4.18) нетрудно вывести (4.11). • 

5. «Хвосты», убывающие не быстрее степенной функции 

В этом пункте будут возникать невозрастающие функции Ж а), 
удовлетворяющие условию вида / / (и) < СЖ2и) ( 0 < а < и ^ Ь , 0 1 ) . 
Нетрудно видеть, что такие функции убывают ие быстрее некоторой сте­
пенной функции: нри а ^ м ^ у ^ б , 1 = Хо^^.С 

НЫ)^СМиУН{и). 

Теорема 5.1. Пусть х и А изменяются так, что выполнены условия 
(3.6) —(3.8), (3.10). Пусть при этом 

СпЫ) =0{Сп{2и)) для и е [ -бхЛп С„(ж), ж] (5.1) 

и любого 6> О, и 

ехр { - хУ{2 + 8 ) В1 {х)]=о {Сп (х)) (5.2) 

для некоторого е > 0. Тогда имеют место представления (1.7), (1.8). 
Следствие 5.1. Пусть при п, и-^ оо 

Сп(и)--пНЫ), (5.3) 
причем 

и'^Н{и)\, (5.4) 
. и^Н(и)\. (5.5) 

Пусть, кроме того, верно хотя бы одно из трех: 
1) а > 1 , Ж — банахово пространство типа 2, ]У1Х(, „ = О, и выпол­

нено (5.2); 
2) 1 < а < ^ < 2 , X — банахово пространство типа р > ^, ]МХ,„ = 0; 
3) 0 = а < р < 1 . 
Тогда при х-^оо и условии (3.10) верны соотношения (1.7), (1.8). 
(Напомним, что 3̂  называется банаховым пространством типа р, 

если существует такое число С = С{р, Зс) > О, что 
М11Х, + . . . + ХпР < С(М11Х,11^ + . . . + Ш\\X^^) 

для любых независимых с. в. Х., . , . , Х„ со значениями в X с нулевыми 
средними.) 

З а м е ч а н и е . Условия (5.3) —(5.5) выполнены, если, например, 
апЫ)=пи-Н(и) ( а ^ О ) . (5.6) 
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Таким образом, нами получены обобщения результатов работ [7, 28, 32], 
охватывающие все значения а в (5.6), кроме 1. Если при а = 1 пред­
положить дополнительно, что, например, все Хг,п симметрично распреде­
лены в банаховом пространстве 3? типа р > 1, то при условии (3.10) 
ш Xоо имеют место представления (1.7), (1.8). Это нетрудно увидеть 
из доказательства следствия 5.1. Если же в (5.6) а — 1, но симметрия 
распределений нарушена, то условие (3.10) нунадается, н общем, в уси­
лении. Например, если / меняется монотонно в окрестности «з, следует 
(3.10) заменить следующим: С„(а:)(1п ж + 1/Кл:))-> 0; при этом о типе 
пространства X ничего не предполагается. 

Следствие 5.2. Пусть для некоторого фиксированного п 
г„ = со, Х{ = Х|_и, 

Р ( Х , = 0 ) = = 1 - р ь Р ( Х , | = 0 = Рг (̂  = 1 , 2 , . . . ) , 

е ( ^ ) = 2 Р 1 < О О (Уж), \) 
1>Х 

3 = Х^ + Х^+ . . . 
С{]) = 0{С{2])), (5.8) 

р^ = о{ОЦ)) (5.9) 
при у оо. Тогда 

Р(11511 ^ ж ) - С(ж) (ж-> оо). (5.10)-

Это следствие носит иллюстративный характер: оно показывает, что 
распределения отдельных слагаемых могут быть весьма нерегулярными, 
даже двухточечными; для справедливости (1.7), (1.8) достаточно пра­
вильного изменения лишь суммы «хвостов». 

Отметим, наконец, что теорема 4.3 вытекает из теоремы 5.1 (Надо 
положить (п = 2, X,, „ = X^.) Нетривиальна только проверка условия (5.2). 
В данном случае оно легко выводится из следующего утвернчдения. 

Лемма 5.1. Пусть ф.р. Р удовлетворяет условию 1 — Р{х) = 
= 0(1—Р(2ж)) (х-> оо). Тогда существует такое 5 > О, что для любого 

X 

^ и" ар (и) 0{х'' {1 - Р {х)У). 
о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При О < а < ж 
X а X 

I ийР (и) I ийР (и) + ^ ийР{и) ^ а + {I — Р(а +)) х. (5.11) 
о о а+ 

Положим А = вир (а ^ 0: а/(1 — Р{а+)) ^ х). Тогда 
А/(Л-Р{А+))^х, (5.12) 
А/Н-Р{А))^х, (5.13) 

и, в силу (5.11), (5.12), 
X 

^иаР{и)^2А. (5.14) 
о 

Далее, для некоторых С > О, ^ > О 
1- Р{х) > С-ЧА/хУН -РШ) > С-ЧА/хУ+' 

ввиду (5.13). Отсюда А < х[С{1 — Р{х))]% где 8=и+1)-\у из 
(5.14) вытекает 

X 

ийР{и) ^0{х{\-Р{х)У). 
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Если теперь взять любое ^ 1, то 
X X 

^иЧР{и)^х^-^^иаР{и)^0{х''(1-Г{х)У). • 
о о 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5.1. Обозначим 
Х = -6х/1пСЛх). (5.15) 

Положим 
у = Еох (5.16) 

(выбором 8о ^ (О, 1) распорядимся позднее). Тогда у^['к, х), ввиду ус­
ловия (3.10). Поэтому, в силу (5.1), выполнено (3.9), что дает 

т^Сгг(у)'==оШп(х)), (5.17) 

и, по лемме 3.1, при / = 1, 2 

и?^Оп{х). (5.18) 

Вследствие (3.8)-(3.10), (3.14) 
Р ( 8 и р 11^,, ЛуП > А/4) ^ О^у) + Р(йир Иб",- „II > А/4) - 0. (5.19) 

Отсюда, в силу формулы (2.8) из [41], 

Ш\\8„{у)\\^0{А + Вп(у)). (5.20) 

Из (5.2), (3.10) вытекает 

В1{у)^В1{х)=0{-хЧ1пСп{х)) = о{х'), (5.21) 

поэтому, с учетом (5.20), (3.6), М11<5'„(г/)11 = о(ж). Следовательно, в силу 
теоремы 2.3 и соотношений (5.19), (3.6) 

По = 0{Рт„(у)\\ Ш\\8п(у)\\ о{х))). (5.22) 

Пусть а > 0 близко к О, а и а1 близки к 1/2, а + а 1 < 1 , а Я определя­
ется формулой (5.15). Тогда из (5.22), в силу теоремы 2.1 и оценки (2.2), 
получим 

По = С>(ехр{0,5ааб- ' 1 п ^ „ ( х ) ] ) + ехр[-хЧ{2 + е)В1{х)] + 
X -|р\ 

+ —х~^{ ийСп (и) , (5.23) 

где р> а/2ео> 2, если Во достаточно мало. Далее, ввиду (5.1), для не­
которых С > О, ^ > О 

- 1 — х ' \ {и)^Сп (Я)<С (ж/Х)' Оп (ж) = С | 6"^ 1п С„ (ж) |* Оп (х) < Оп (ж)"''. 
X 

Остается воспользоваться соотношениями (3.1), (5.17), (5.18), (5.23), 
(5.2). • 

Д о к а з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 5.1. Из (5.4), (5.5) следует, что 
для А > О, и> О 

НЫ) ^ НЫ + А) ^ [и/Ы + А)У'Н{и), 

поэтому, ввиду (5.3), соотношение (3.7) верно для любого А, удовлетво­
ряющего условию (3.6). Далее, из (3.10) вытекает, что —1п С „ ( ж ) о о , 
а из (5.3), (5.4) -

- 1 п С„(ж) = 0 ( - 1 п Я(ж)) = 0(1пж) = о(ж). 

Поэтому (5.1) следует из (5.5). 
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Остается проверить условие (3.8) и, в случаях 2) , 3) — условие (5.2). 
При ^ > для некоторого Й > О, 

X X / X \ 

— [ иЧСп {и) < С 1и~^0п {и) йи = О п + п \ [и) йи 1 = 
о о \ / 
/ X 

= 0 п + пх^Н {х) и йи = О (п + пх*Н (ж)) = О {пх^Н (х)), 

ввиду (5.3), (5.5), откуда 

и'йСгг{и)=0{х%гИ) ( ^ > Р ) . (5.24) 

Поэтому при ^ < 2 (5.2) следует из (3.10). 
Далее, 

знр Р(11^,, „II > А / 1 6 ) < знр Р(116',, М\\ А / 1 6 ) + СМ. (5.25) 
3 3 

Так как А в (3.6) может быть выбрано прои.звольно, для проверки (3.8) 
достаточно, ввиду (5.25), (3.10) и неравенства Чебышева, показать, что 

8ирМ115'̂ , „(ж)11 о{х). (5.26) 

Если МА^, „ = О, I — типа р {\^р^2), то 
т а х М15,-, , {х) \\ шах (М 13^,п (х) - М 5 , > (х) ]; + | , М 5 , > {х) \\) = 

= О 
/ X 

— \ (и) ийСп (и) + хСп (х) + ^ Сп (и) йи |, 

(5.27) 

где /р = — ]* и'^йСп (и). 

Если ^<р, то /р-=0(ж^б:„(а;)) =о(хР) , ввиду (5.24), (3.10). Кроме 
того, 1^ = В1{х) = о (х^), ввиду (5.21). Таким образом, в каждом из 
случаев 1), 2) 

(/р)^/^ = о(ж). (5.28) 
Из (3.10) следует, что 

хСЛх) ==о{х). (5.29) 
При а > 1 

/ оо >\ со N 

' Сп (и) йи^О п \  ( и )  й и  О  п х ' ^ Л  ( х )  I  и - ' ^ й и  =  О  { п х Н  { х ) )  =  
/ V X ) 

= 0{хСп{х)) = о{х), 

ввиду (5.3), (5.4), (5.29). Отсюда и из (5.27) —(5.29) следует оценка (5.26) 
для случаев 1), 2). Если же [3 < 1, т. е. имеет место случай 3) , то 

X 

т а х МII (.г) К 2 М | „ (х) Ц - — 1" ийС„ (и) = О {хСп (х)} = о (х) 
3 г ^ 

с учетом (5.24), (5.29). Оценка (5.26) полностью доказана. • 
В доказательстве следствия 5.2 нетривиальна лишь проверка усло­

вия (5.2), что нетрудно сделать с помощью леммы 5.1. 
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6. «Хвосты», убывающие быстрее любой степенной функции 

Основная цель этого раздела — перенести теорему 4.2 на случай схе­
мы серий бесконечномерных неодинаково распределенных слагаемых. 

Рассмотрим класс &у дифференцируемых функций §, удовлетворяю­
щих условиям 

{ё'{и)-р1и\\0), (6.1) 
щ'Ы)\ос (6.2) 

при гг -> оо. 
Обозначим 

Рп = зир М 2 ^ г . п 1 : Н^{\, ...,1п]\ 
г е н 

Теорема 6.1. Предположим, что 

СМ - Ъпехр{-§Ы)} (п, м->«>), (6.3) 

где последовательность Ь„ > О не убывает по п, ё^^^, р > 1. Пусть 
X оо и при этом 

Вп + 11п^оИ/ё'(х)), (6.4) 
и для некоторого е > О 

{2Л-г)В1^хУ§{х). (6.5) 

Тогда имеют место представления (1.7), (1.8). 
Свойства класса (в дальнейшем для краткости их будем имено­

вать просто свойства, опуская дополнение «класса 9,,») изложены ниже. 
Смысл условия (6.1) полностью раскрывают свойствд 3 , 4 , а условия 
(6.2) — в наибольшей степени — свойство 7. Грубо говоря, (6.1) означа­
ет, что «хвосты» убывают медленнее любой показательной функции, 
а (6.2) — что быстрее стененпой. 

Следующее утверждение означает, что теорема 6.1 описывает «хво­
сты», как угодно близкие к экспоненциальным. 

П р е д . л о ж е п и е 6.1. Для любой функции / такой, что /(и)==о(ц) 
(и оо), найдется функция § такая, что /(и) === о{§{и)). 

(Доказательство см. в конце раздела.) 
Условие «факторизации» (6.3) не вполне естественно для общего 

случая неодинаково распределенных слагаемых, но оно позволяет избе­
жать ряда осложнений технического характера. В этой связи мончно со­
слаться на теорему 1.7 из [17], в которой соответствующее условие по 
форме совпадает с условием (7.2) теоремы 7.1 настоящей работы (но в 
теореме 1.7 из [17], разумеется, «хвосты» могут быть сколь угодно 
близкими к показательным, в то время как теорема 7.1 описывает слу­
чай «хвостов», убывающих не быстрее, чем ехр (—х"), 0 < а < 1 ) . 

Условие (6.5) является конкретизацией ограничения (5 .2), занисан-
ной с учетом других условий теоремы 6.1. Вместе с (6.4) оно определяет 
границы зоны уклонений, в которой справедливы представления (1.7), 
(1.8). Сравнение с результатом работы [ 3 5 ] показывает, что эти границы 
неулучшаемы. Отметим, что для «хвостов», достаточно близких к экспо­
ненциальным, основную роль играет ограничение (6.4); «разделителем 
сфер влияния» условий (6.4) и (6.5) слулгпт функция §(х) = ]п^ х. 

Приведем утверждение, по своему характеру аналогичное след­
ствию 5.2. 

Следствие 6.1. Пусть для некоторого фиксированного п выполнены 
условия (5 .7), ( 5 . 9 ) . Пусть при этом СО) = о{]р,) ( / - > оо) и С(] + \У ^ 
<(? ( / +2)С(у) ехр (—р//^) для некоторого р>{ и достаточно больших 
целых ']. Тогда имеет место (5.10). 

Чтобы убедиться в справедливости данного следствия, достаточно 
положить в (6.3) Ь,г = 1, ^{и) = ^тЛ-иХи—т) + СтЫ—тУ12 при т < 
< и < о г + 1, где = - 1 п С ( т ) , = 7 ^ + 1 - 7 „ + ^э/2т^ = - / т . 
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Рассмотрим теперь произвольную функцию ^ е р > 0. Положим 
г{и) = §{и) — р\пи. В доказательстве теоремы 6.1 используются следую­
щие свойства (предельные соотношения рассматриваются при условии 
и оо, остальные — в некоторой окрестности оо): 

1) ^ ' (ц) ->0, г'Ы)^0; 
2) ё'^; 
3 ) функции г п § вогнуты; 
4) г ( и ) / ц - > 0 , ёЫУи-^О] 
5 ) Ш)/и)^, {ё{и)/и)\; 
6) ё'(и)^ё{и)/щ 
7) ^(и)/1п и оо; 
8) ё(и) -> оо, г(и) ~> оо; 
9) Ни) -ёЫ)] 
10) ^'(цб) ^ ^ ' ( г г ) / б ( 0 < б < 1); 
И ) I е - ' "^ '^йг-е-^^"У^ ' (1^) ; 

12) ё'(и)>[ёЫ)/и]\ 
Свойства 1—3 легко следуют из (6.1), 7—10 — из (6.2), а свойст­

во 4 — из свойств 1 и 8, а также правила Лопиталя. 
Д о к а з а т е л ь с т в о с в о й с т в а 5. Положим 1Ы) = г{и)/и. В силу 

свойств 3, 4 найдется такое щ, что /(мо) ^ / ( и ) при и ^ И о и функция г 
вогнута на [щ, оо). Возьмем и. ^ Иг ̂  Ио. Тогда и2== ащ+Ц — а)иа для 
некоторого [О, 1]. Поэтому 

г (и\ (иЛ-]-(I — а) г (и\ ^ ^ 

Убывание г{и)/и доказано. Аналогично доказывается убывание ^(и)/м. • 
Свойство 6 следует из свойства 5, так как 0>[ё{и)/и]' = [иё'{и)— 

-ё(и)]/и\ 
Д о к а з а т е л ь с т в о с в о й с т в а 11. Обозначим 

и 

Пользуясь условием (6.2), свойством 7 и интегрируя по частям, полу­
чаем: 

/ < [иё' (^)1~\  гё' ^^) ^"'^'^^1  = [иё' {и)Г' [ие'^"^") + / ] = е-'^^^/ё'{и)-Ьо{1); 
и 

ос 

I > [ё' (и)]-' ^ ё' {^) - е'^^^У^' (и). • 
и 

Д о к а з а т е л ь с т в о с в о й с т в а 12. В силу свойства 4 и условия 
(6.2), ^(ц) =^ ц/3, ^ ' ( и ) > 0 и иё'(и) не убывает при и^щ, для некото­
рого Цо > 0. Поэтому 

и и 

и'ё' {и) > ] ' 1ё' {1)й1-^ъ \ (О ^ ' (О = 3 [^^ {и) - {и,)\11. 
"о "о 

Остается воспользоваться свойством 8. • 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 6.1 начнем с ряда вспомогатель­

ных утверждений. 
Пусть 5 = х(х; и) есть наибольший корень уравнения 

ё{8)18 = 'кё^и)/щ (6.6) 

где X > 1. Ввиду свойства 4 такое 8 существует, если и велико. Положим 
у = 8Ы\х)\) 

, ш = 5(х';а:) = 5(х;1;) . (6.8) 
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Из свойств 4, 5 следует, что 
ж > у > гг?-> оо. (6.9) 

Отсюда, с учетом свойства 8, 
§{и)>§Ш-^<^. . (6.10) 

Из (6.6), (6.7), (6.10) вытекает оценка 
x/§{x) = оЫ=о{V). (6.11) 

Положим 
и^=[х/§{х)]\) 

Здесь и в дальнейшем б обозначает различные (возможно, даже в 
пределах одной выкладки) малые положительные постоянные; их кон­
кретные значения могут быть выбраны с учетом контекста. 

Из свойств 1, 12, 7, 4 следует, что 
1пё'{х) = о{§{щ)). (6.13) 

Отсюда и из (6.11) находим 
Ыё'(х)=о{ёЫ). (6.14) 

С помощью условий (6.3), (6.4) и неравенства Чебышева получаем для 
достаточно большого а > О 

Ьп ехр { - § (а)} < 20п {а) < 2В1/а^ = о (х^). 
откуда 

1пЬ„ = о(1п1/^'(ж)), (6.15) 
и, в силу (6.14), (6.10), 

1пЬп = о{ёШ)=о{§{и)). (6.16) 
Положим 

ё ' „ ( и ) = ^ ( к ) - 1 п 6 „ . (6.17) 
Тогда, ввиду (6.3), 

^„(ц) - ехр {-^„(и)} (я, м - ^ о о ) . (6.18) 

Из (6.17), (6.15), (6.13) следует, что 
ёп{и)^§{и) (и^и^). (6.19) 

Из (6.16), (6.17) вытекает 
ёп^V) -> (6.20) 

Так как (6.9)-(6.11), (6.14), (6.16), (6.20) верпы при любом к > 1, 
можно считать, что 

% - > о о . (6.21) 

При этом с учетом свойства 4 мо/кно полагать 
X = о (и^) (6.22) 

(см. (6.12)). 
Лемма 6.1. При О < р < 1/2, Х^и^ 

иех1р{^§{и)}аСп{и)=о{1/§' ( ж ) ) . 
к 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду (6.19), (и) < у§п ("*) при Р < V < 1/2, 
и'^и^. Поэтому, пользуясь соотношением (6.18) и неравенством Ко-
ши — Буняковского, получаем 

со / оо \ 

1 иехр{^§{и)}аОп (и) 

== О {ВпОп (Я)^- '^ )=о(Сп(м*) ' - '7^ ' (х)) 

в силу (6.4). Остается заметить, что ввиду (6,18), (6.19) С „ (Иф ) -> -0 . • 
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Лемма 6.2. Пусть на интервале [а, Ь) заданы функции ограничен­
ной вариации Р и О, непрерывные слева на (а, Ъ). Тогда 

ь- ъ~ 
I Р (и) йО {и) = Р{Ь)0 (Ь) -Р{а)а(а)-^ 0{и^)йР [и). 
а а 

Из леммы 6.2 следуют другие известные формулы интегрирования 
по частям (см., например, [20, с. 189; 23, с. 139]). 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . ,6.2. В силу теоремы Фубини 
Ь - Ь - / и- \ Ь - Ь - / и-

[ Р (и) ао {и) = 'I Р (а) + [ ёР (г) 
а \ 

ао (и) = Р (а) {О ф) - О {а)) + 

+ I ар (г) { ао (и)^ Р (а) (О (Ь) - О (а)) + | {0{Ь)-0 (л + ) ) аР (2). • 
а 2 + а 

Лемма 6.3. Пусть Р, С1, Ог — определенные на интервале [а, Ъ) 
неотрицательные функции ограниченной вариации, непрерывные слева 
на (а, 6), причем Р не убывает, а О^ не возрастает, и, кроме того, 
О^Ы) ^ССМ {а^и<Ъ). Тогда 

ъ- ь-
- I Р{и) ао, ( и ) < С Р (Ь) 0^ (Ь) - ^ Р (и) йО^ (и) 

о и а 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 6.2 
ь - . ъ-

— ^ Р{и) ао, {и) < Р(й) О, (а) + | 0,{и+)аР (и)< 

ъ- 1 Г ь~ 
Р{а)0^{а)+ ]0^{и+)аР{и) = С Р {Ъ)0^{Ь)Р {и) аО^{и) 

Лемма Пусть р>1, ь^-^^2^+Ч{р-\), У > 0 , 
^^^,Ы)^и-Ч{и>V}, (6.23) 

1 = 1, 2, и, кроме того, функции Д, /2 измеримы. Тогда функция Д = 
=^1* ^2 также удовлетворяет {^,2?)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нетрудно видеть, что / з ( м ) = 0 при И < 2 У , 
а при и^2V 

11 — 1) и—ц 

0 < / з ( 1 г ) = I и{и-Ь)и{^)ЛК I ( ( а - 0 0 ~ ' ' ^ ^ < 

и/2 

< 2 I {и12)-Т^а1 < 2*^+' [р - 1)-^^-^1г"^<1^-Р. • 
V 

Лемма 6.5, При 

2>1/§'{х) (6.24) 

П о ( 2 ) = 0 ( ^ 1 ( 2 ) + ^ 2 ( 2 ) ) , . 
где Е, (г) = ехр { - 22/(2 + 6) В1], Ег{^) - ехр {-К2^(ж)/5ж} (а По(2) оп­
ределяется формулой (3.4)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу (6.11), (6.12) и леммы 6.1 

, зир IМЦ 8з,п {П; и) Ц - М|| 8^,п (Щ оо)| 1 < 2 МЦХ,- - X,- (и) \ 

иаОп{и) = о{1/ё' (х)). 

Здесь и далее Я пробегает все подмножества в { 1 , . . . , г„}. Поэтому, вви-
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ду условия (6.4), 
зир М 1 ^ (Я; и) 1^0 { ! / § ' (ж)). (6.25) 

Пользуясь теперь теоремой 2.3, получим, с учетом (6.24) 

По (2) = О (^вирР ( 1 5 п (Я; \\8п(Я; иЦ^г + о Щ, 

где 8п (Я; 1̂ ) = 2 ^ г . " {^)- Отсюда, в силу теоремы 2.1, 
ген 

П О ( 2 ) = О ( 2 Р , ( 2 + О ( 2 ) ) } , (6.26) 
\ г = о / 

причем полагаем % = а и « 1 — близкими к 1/2, а — близким к О, 
ф(и) =иехр{^§{и)}, где число ^ ̂  (О, 1/2) близко к 1/2. Тогда 

^ 1 (2 + о (2)) < ехр { - 2 ^ ( 2 + 6) В1] = Ег (г). (6.27) 

В силу леммы 6.1 
г— 

Лп (Ф; Я) = - ]• 1̂  ехр ф§ {и)} йОп (и) = о {1/§' (х)), 
и* 

откуда, ввиду (6.24), 
-4„(ф; Я) = 0 ( 2 ) . (6.28) 

Принимая во внимание (6.9) и свойство 7, видим, что 1пф(у) ~ 1пф(г;), 
поэтому 

Р,{2 + 0 ( 2 ) ) ^ ехр { - 2 ^ ( 1 ; ) / 5 У } = ЕМ; (6.29) 

последнее равенство записано с учетом (6.7), (6.6). Далее, с учетом 
(6.22), (6,12) и свойства 4 

Ро (2 + о (2)) = ехр { - аа (2 + о{г))/щ} < Е, ( 2 ) . (6.30) 

Ввиду (6.28) и свойства 7 

5-ЧеМ„(ф; Х ) / а 2 а ( 2 + о ( 2 ) ) ; Я, 1?)=0, 

т. е. ^ 2 ( 2 + 0 ( 2 ) ) = 0. Отсюда из (6.26), (6.27), (6.29), (6.30) вытекает 
нужная оценка. П 

Завершим доказательство теоремы 6.1. 
Положим 

А = 1/^'(ж), (6.31) 
у = х-А. (6.32) 

Тогда ввиду (6.2), (3.6) выполнено и 
у^х. (6.33) 

Отсюда 
О ̂  ^(ж + А) - ^(ж - А) ^ 2А^'(г/) = 0(1), 

вследствие (6.31) —(6.33), свойств 2 и 10. Поэтому, с учетом (6.3), вы­
полнены условия (3.7), (3.9). Из (6.4), в силу неравенства Чебышева, 
вытекает (3.8). Из (6.18), (6.19) следует (3.10). Поэтому, в силу леммы 
3.1, справедлива оценка 

П['^^Оп{х), 7 = 1,2. (6.34) 

С помощью (3.9), (3.10) находим (ср. с (5.17)): 
1и = о{ОМ). (6.35) 

Из леммы 6.5 и соотношений (6.5), (6.21), (6.19), (6.18) (см. также 
(3.2)) вытекает, что 

Яо = о(С„(ж)). (6.36) 
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Из леммы 6.3, пользуясь оценками (3.5), (6.18), выводим 

Я 1 < - ^ П,М-и)с10п{и)=^0 е~^^'^^^Под(ж-1/)+ ]п,,^{х~и)^~'''^''\'{и) йи 
V \ . 4 

(6.37) 

(отметим, что ввиду (6.17) (м) = ^ ' (м)) . В силу теоремы 2.3 и усло­
вий (6.4), (6.32), (6.31) 

По.Дж -у) = 0(р„/(ж -у))^ 0 (1) . (6.38) 

Из (6.18), (3.9) следует, что 

^-'-^''^ = О {ап{х)). (6.39) 

Отсюда и из (6.37), (6.38) 

Л 1 = 0 ( / ) + о(С„(ж)), (6.40) 

где 
у-

1= I §' {и) е"^"^"^ По {х - и) йи (6.41) 
V 

— (Пв(2) определяется формулой (3.4)) . Ввиду леммы 6.5 

/ = (9(/о + / 1 + Д ) , (6.42) 
где 

Ьх 

1з = \ И е " ^ " ^ " - { X - и) йи (/ = 1,2). 
бх 

В силу (6.20) 

1^ < е"̂ ""̂ "̂  По (ж - бх) = о (По (ж - бж)). 
Аналогично (6.36) _ 

П о ( х - б х ) = о ( С „ ( х ) ) 
(для достаточно малых б > 0 ) . Поэтому 

и^о{СМ). (6.43) 

Далее, с учетом (6,33) и свойства 10 

ё'{и) = 0{ё'{х)) при и е 1бг/, т/], (6,44) 
поэтому 

/ ^ ^ О ^ ^ ё - Ч ^ ) 1 е х р { - Д ( 1 * ) } ^ ^ , (6.45) 

где ],{и) = ёп{и)Л-{х — и)-1ЪВ1. В силу (6.32), (6.31), (6.4) найдется 
такая функция 1р = р(«, х) <», что /1(м)= |г' (г̂ ) — 2 (х — м ) / 3 5 п < — р ^ ' ( ^ ) 
при м е [ б г / , I / ] , откуда ^Ы) > }1(у) + р(у - и)^'(х) > ёп(у) + р(у - и)§'{х), 
и е [бг/, у]. Следовательно, 

оо 

/ 1 = 0 {§' (х) [ ехр { - §п {у) - ргг^' (х)} йи) = о{В-'-(У))^ (6.46) 
о 

Аналогично (6.45) 

§'{х) \{-и(и)}йи\ 
\ ) 

и = о _ , ^ _ 
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где /2(1*) =^п ( г^ ) + х(ж-и)^(ж) /5ж. При и^18у, у] /а (м) = ё^'(")— 
— ( х ) / 5 ж < я ' ( м ) — х^'(а;)/5 < —х^'(а ; ) /10, в силу свойства 6 и 
соотношений (6.44), (6.21). Отсюда Ми) > и(у) + к{у - и)ёЧх)ИО> 
> §п(у) + аВ'(х){у — и)/\{]. Поэтому аналогично (6.46) получим 

/, = о (е-^п^^^). (6.47) 

Из (6.42), (6.43), (6.46), (6.47), (6.39) выводим оценку 

/ = о((?„(х)), (6.48) 
откуда и из (6.40) 

п,=о(ап{х)). (6.49) 
В силу (3.5) для д>2 

00 оо 

Л д I — (Щ) . . . 1* (И-О) Пц (Х — « 1 — . . . — Пд), 

Применяя-теперь д раз лемму 6.3 и учитывая (6.18) и свойство 1, не­
трудно получить оценку 

я , = 0{Н,), (6.50) 
где 

= I . . . | е х р { - ^§п{иг) По (ж — ^ 1 — . . . — Ыд) йщ , . . йПд. 

Очевидно 

^?, = I / / (и) По (х — и) йщ (6.51) 

где 

X ехр 

/ {ш1п 1^1, . . . , и^-ъ и — и,— .,.— Щ-,] '^у) X 

2 (щ) — §п и — ^иЛ\(1и,... ди^-х-
г=1 V г=1 / ) 

Обозначим 
(4-1 

и = 1 

/ 9-1 \ 
и — 2 ^^ I -

\1 / 

т 1 П [и,, . . . , и^--^, и — и, — . . . — и^-1•^\ ^^ 

(напомним, что г{и) = §{и) — рХпи, р^Х). Тогда ввиду (6.17) 

Я (и)<Ь5^е-Р^^)( А * . . . * / , ) ( « ) , 

где 1\{и) = и'^Ни > у } . В силу леммы 6.4 и соотношения (6.9) отсюда 
получаем 

Н(и) = о{Ъ1и~Рв-Р<^^} = о ( б ^ м - Р е - Р ( « ' ) ) . (6.52) 

По теореме 108 из [22] 
р(и))>(д~1)г{и?) + г{и — {д — {)1С>), 

учитывая свойство 3. Отметим, что у нас и ̂  ду. Пользуясь свойством 
5, получим отсюда 

рШ > (д -1)г(ш) + г(и)[и - {д - 1)и^]/и = 
= Ли) + (д - 1)[г(и;) - юг{и)/и\ г{и) + {д- 1)[г{ю) - и}^^V)/V] > 

> г{и) + {д- 1)ё{ш)Ц + о(1)), (6.53) 
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так как в силу свойства 9 и соотношений (6.8), (6.6) югЫ)/п^ м?^(г;)/1; = 
= §{ш)/к. Из (6.52), (6.53) находим оценку 

Н {и) = О (е-^«^"> ехр {(д - 1) [1п Ъп- (1 + о (1)) ё (ю)]}). 

Принимая во внимание (6.51), (6.16), получим отсюда 
П, = 0{{11§'{х) Л-Г) ехр{ -Чё{ю)Ш), ч>2, (6.54) 

где / дается формулой (6.41), а 

у 

Используя свойства И , 2, а также соотношение (6.39), находим 
Г = 0{СМ/§'Ш. 

Отсюда из из (6.48), (6.54), (6.14), (6.10), (6.50) следует, что 

Яа + + . . . = о Сп(ж) 2 ехр{—д^(гг^)/4} = о{0„{х)). (6.55) 

Остается собрать ' оценки (3.1), (6.34), (6.35), (3.2), (6.36), (6.49), 
(6.55). • 

Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 6.1. Пусть функция 
11(11) >О такова, что ^(и) = о{1^{и)), / 1 ( а ) = о ( а ) . Положим §'1(и) == 
= тПср(м) : ф — вогнутая функция, ф ( м ) ^ / 1 ( г г ) для и'^и^). Здесь чис­
ла Щ'> \т условиям: ^{иХи/] при и>щ, и^<и^_^.^ (; = 
= 1, 2 , . . . ) . Пусть ф — непрерывная ломаная с вершинами (щ, ц>{щ)), 
9 ( ^ 1 ) =1^1, ф ' ( и ) = / - * при щ<и<.щ+1 (/ = 1, 2, . . . ) . Тогда функция ф 
вогнута, ц){и) ^ и/] > /Ди) при щ <и< ф(и) = о{и) (и оо). По­
этому ё1(и)>11{и) Ы>щ), §1{и)=оЫ) {и-^°°), и ^ 1 вогнута, как и 
всякая вогнутая мажоранта. Отсюда следует, что ё1(и) \ (и-^оо), где — 
правая производная вогнутой функции ^ 1 . Положим К(11)^и§1(и) + \пи, 

и 

к (и) = зир {к (^): ^1 < ;̂  < и), (и) = | ^~^к (I) 6,1. Имеем гг̂ 'а (и) ^к(и). 

Следовательно, и§2 (и) ^ к (и)'^ 1п оо, более того, и§2 (и) \к как 
ЪЫ) ие убывает. Далее, ё'ч (и) = и~^к (и) = о (1), поскольку и-^кЫ) = о(1). 
Докажем, что ё2(и) не возрастает. Пусть ^ < 5 , Если Шз) =кП), то 
8- 'Л(5) < ^-*7г(^), т. е. ^ 2 ( ^ X ^ 2 (О- Пусть к(5)>кИ). Тогда, ввиду убы­
вания и~^к(и), 8~^к(8) = 8~^ зир /1(1^)^5"^ зир и{~^к (I) = к(1)^ 

и и 

< ГЧ1(1). Итак, ёг (и) ^0(и-^ оо). Наконец, ё2 И > ^^'^^ (1)йЬ^\ё1(ЩЛ1^ 

= §1 (и) — ё! ("О > /1 (и) — ё1 (^1)• , 
Поэтому / (а ) = о(/Д14)) = о(^2(м)). Остается положить ^ ( г г ) = ^ 2 ( м ) + 

+ 21пи. • 

§ 7. «Хвосты», убывающие не быстрее, чем ехр(—ж"), 0 < а < 1 

В пп. 5, 6 получены теоремы, охватывающие весь диапазон воз­
можного изменения «хвостов» (от о(1) до ехр{о(ж)}), в котором появ­
ляются представления (1.7), (1.8). Тем не менее «хвосты», указанные 
в заголовке данного пункт;», представляют некоторый самостоятельный 
интерес. Как видно из формулировки приведенной ниже теоремы 7.1, 
в ней накладывается ограничение только, по существу, на величину 1-й 
производной «хвоста», в то время как в теореме 6.1 требуется учитывать 
изменение 1-й производной, или знак 2-й производной. (Правда, в тео-
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реме 7.1, как показывает сравнение с результатами пп. 5, 6, даются худ­
шие оценки границы зоны уклонений, в которой справедливы представ­
ления (1.7), (1.8).) Кроме того, теорема 7.1 обобн],ает оодновременно тео­
ремы 1 и 2 [10]. Аналогичные результаты в одномерном случае, как 
отмечалось, получил Л. В. Розовский. Рассмотрим следующие классы не­
отрицательных неубывающих функций §, определенных на некотором 
интервале [а, Ь], а > 0 ; 

1) класс Аа. = Л.Ла, Ъ), 0 < а < 1 , определяемый условием: 5~°'^(5) 
не возрастает; 

2) класс Во. р = Ва. (.{а, &), О < а, ^ < 1, определяемый условием: 
§{8)-§Ш^а§{8К8-г)/8 при ^ 5 < ^ ^ 5 ; 

3) класс Са. = Са{а, 6), 0 < а < 1 , определяемый следующим услови­
ем. Функция §• абсолютно непрерывна, и ее производная подчиняется 
ограничению: §'{8) <:а§{8)/8. 

Класс Л а изучал Л. В. Розовский, В а , а — А . В. Нагаев [10], класс 
Са рассматривался в работе [17]. 

П р е д л о ж е н и е 7.1. Имеют место вложения: 
С„р г 3 г Л , Е 5 „ р - I р е (О < а < р < 1). 

В частности, €„, = Л а . 
Таким образом, все эти классы представляют, по существу, одно 

и то же. 
Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 7.1. 
1. Пусть ^ е С а р . Тогда ( § ' ( 5 ) / 8 ) ' < О, т. е. д{8)/8 не возрастает. По­

этому при ^5 =^ ^ =^ 5 

ё{^)-ё (О = I ^ ' (") < ар I гг"V (и) йи < 

< а^Г^ё (Ь) {8~-г)^ а§ [Ь) {8 — 1)18 < а§ (« ) (5 - 1)18, 

т. е. §^Ва,ц. 

2. Пусть § е В а , р. Тогда при ^5 ^ ^ ^ 5 
8-^§{8) - 1-^ёИ) = 8-ч§{8) - §{т + вП) ( 8 -" - г « о < 

^ аёШз - ^ ) / 8 « + ' - ^(^)(8" - Г ) / 8 « Г ^ 

^ а§{8){8 - г ) / 8 « + ' - аёШз - 1)/81^ = [ 8 - « ^ ( 8 ) - 1-''ёШа{8 - 1)/8, 

откуда 8~"^(5) — Ь'^'ёП) <{), т. е. § ^ А а . 

3. Пусть § е А а . Тогда при ^5 < ^ ^ 8 

§{8) - §{1) ^ ё{8) - г''8-^§{8У = 8 - « ^ ( 8 ) ( 8 " - П ^ 

< 8-«ёГ(5)аг«-Ч8 - о =^ а^(8 ) (8 - {)/1 ^ а р - ' ^ ( 8 ) ( 8 - 1)/8, 

т. е. ^ е Я „ р _ 1 ^ р . 
4. Пусть ^ е 5 ^ р _ 1 _ р . Тогда, по доказанному^ е у4^р_1, и ^(8)78 не 

возрастает. Кроме того, функция § удовлетворяет условию Липшица с 
постоянной а § - * - ^ ^ ( 8 ) / 5 на интервале [^"8, 8 ] , следовательно, она абсо­
лютно непрерывна, и д'И) <а^~^~^§{8)/8 ^'х^-^-^ё(1)/1: нри Р ' 8 ^ г ^ 8 , 
т. е. ^ е С^р_1. 

Наконец, из вложений Сар ^ Е и произвольности р е 
е (а , 1) следует, что С ^ ^ / Ц . 

Теорема 7.1. Пусть ж > О меняется так, что выполнено условие 
(3.10) и пусть существует функция §п^Аа{а, Ъ), где 0 < а < 1 , а = 
==т1п[ж, -^Ао], Ь = х + т а х [ 0 , А о / ^ ] , 

Ао = ж/^п(ж), (7.1) 

такая, что 
С-Ли) - ехр {-8,гШ (7.2) 
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при п-^ ос, а^и^Ъ, каково бы ни было у > 0; пусть при этом 
§п(Ао)/1п§'„(ж)-^ оо, (7.3) 

5„ + 8ирМ115',. „11==о(Ла). (7.4) 
3 

Тогда имеют место представления (1.7), (1.8). 
Следствие 7.1. Пусть справедливо представление (6.3) для некоторой 

функции ^^А^Н, оо) , О < а < 1, удовлетворяющей условию 
§(и)/1пи-^оо ( а _ ^ с з о ) . (7.5) 

Тогда в зоне ж ->• оо, 
В„ + вир „II = о{х/§{х)) (7.6) 

3 
имеют место представления (1.7), (1.8). 

Следствие 7.2. Пусть 
0,Ли) = Ь„и-Ч{и), р>2, (7.7) 

где &„ > О не убывает по п, I медленно меняется на оо. Тогда в зоне 
ж о о , определяемой условием (7.6) с заменой §{х) на 1пж, справедливы 
представления (1.7), (1.8). 

Конечно, последнее следствие можно было бы вывести и из теоре­
мы 5.1, и при этом получить более точные но сравнению с (7.6) гра­
ницы соответствующей зоны уклонений. В то же время следствия 7.1, 
7.2 обобщают теоремы 1, 2 из [10], вернее, но одному из двух утверл^;-
дений каждой из этих теорем. Оставшиеся утверждения можно полу­
чить аналогично, если заметить, что в теорему 7.1 можно внести сле­
дующие модификащш: 

1) заменить (7.2) условием 
О Ли) X ехр {-и Ли)}; 

2) добавить условие (3.7); 
3) заменить правую часть в (7.4) на о ( т ш [А, Ао]). 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 7.1. Положим 

А = х Д о , (7.8) 

где Ао определяется формулой (7.1), к ^ 1 произвольно, 

У - ж - Д . (7.9) 
Ввиду (7.2), (3.10) 

ёЛх) оо. (7.10) 

Поэтому, в силу предложения 7.1, 

е Л (ж — Д, ж + А) ^ ^ар-1,Э ( ^ — А, ж + А), 

следовательно, 
^„(ж + Д) - §Лх - А Х • 2А§Лу)/у ^ (2 + о(1))ар - 'х , 

с учетом (7.8) —(7.10), (7.1), откуда, принимая во внимание (7.2), вы­
водим (3.7), (3.9). Кроме того, из (7.10) следует (3.6), а из (7.4), (7.8) 
и неравенства Чебышева — (3.8). В силу леммы 3.1 

и'^'^Оп{х) и = 1,2). (7.11) 

Теперь, учитывая произвол в выборе х > 1, можно считать, что 
х - ^ о о . (7,12) 

Пусть 7 и р — любые числа, удовлетворяющие неравенствам 
1 > ' ^ > ш а х [ а , 2-'*-"^^"], (7.13) 

у / ( . - а ) > ^ , > 2 - 1 / « . (7 14) 
Положим 

и = рх. (7.15) 
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Тогда, ввиду (7.2), (7.10) и условия ^ „ ^ Л ^ , 

Сгп(^) ~ ехр {-§п(^)} ^ ехр {-7?"§-„(ж)} = 
= о(ехр{-дМ/2})=о(аЛхУ''). (7.16) 

Отсюда, в частности, 
§ п М - ^ ^ , (7.17) 
ОпЫ)-^0. (7.18) 

С помощью оценки (7.16) также получим 
и, + л, + п, +...^^п^V^^оШп(x)). (7.19) 

Для дальнейших выкладок потребуется следующее вспомогательное 
утверждение. , 

Лемма 7.1. При 
%>х/ёМ (7.20) 

верна оценка 
П о , д ( 2 ) = 0 ( е х р { - ' у 2 § ' „ ( 1 ; ) / 1 ; } ) , д = 0, 1 

{для любого у, удовлетворяющего неравенствам (7.13); По,5(2) опреде­
ляется формулой (3.3)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу неравенства Коши — Буняковского и 
соотношения (7.18), (7.4), (7.1) 

ос 

- _' иаОп {и) < ВпОп (1^)'^' = о {х1§п (ж)). 
V 

Отсюда, ввиду (7.20), так же как и в доказательстве леммы (6.5), по­
лучаем _ 

По. , ( 2 ) = 0(Р(115„(г;)11 - М11^„(г;)11 > 2 + 0 ( 2 ) ) ) , 

д = О, 1. Поэтому, в силу теоремы 2.2, при 5 > О, 9 = 0, 1, 

По. , ( 2 ) = 0(ехр {-8{г + 0 ( 2 ) ) + Л ) , (7.21) 

тле I ^ (е*" —\ 8и) йСп (и). Далее, 
о 

/ ^ Л + Л, (7.22) 
1/8 1? 

где / 1 = - ]* (е*" -1-8и) йвп (и), - | е'^^с^п {и). 
о 1/в 

Положим[ теперь 

5 = '^'§п{V)/V, где < 7' < 1. (7.23) 

Тогда, ввиду (7.15), (7.4), (7.1), 

1,^0{8''В1)=о{\). (7.24) 

Интегрируя по частям и учитывая (7.2), получим 

1^=0 {Оп (1/5) + 8 \{8и — ёп (и)} йи). (7.25) 
1/* 

Пользуясь неравенством Чебышева, аналогично (7.24) находим 

0п{Ц8)<,8''В1=0{\). (7.26) 

В силу условия ёп^Аа, ёЛиУи убывает при и^[8~\, х1, 
поэтому с учетом (7.23), (7.3), (7.1), (7.15) 

ви - ёп(и) == ^'и•\.ёп{V)/V - §п{и)1и\ (1 - '^1ёп{и) < 
^ - ( 1 - '^')ёп(и) ^ - ( 1 - -{ПёЛШ ^ - ( 1 - '{')ёпШ§М) ^ 

< - ( 1 - ^')р''§п{х/дп{х)) ^ - 2 Ы§Лх) < -2\п§М 
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при 1/5 < м 5̂  17, откуда 
V 

I 

8 ] • ехр {ш — ёп (и)} йи О {8V ехр {— 2 ]п ^„ {ь)}) = 
1/в 

= 0(1 /Яп(^)) = о(1), (7.27) 

ввиду (7.17). Соотношения (7.21) —(7.27) дают искомую оценку. П 
Вернемся к доказательству теоремы 7.1. С помош,ью леммы 7.1, 

полагая г = х, получим, пользуясь условиями ёп^Ла и (7.15), что 
По = б>(ехр {-^xё^V)/V}) = 0(ехр {-7/?""*^„(а:)}), 

откуда, ввиду (7.14), (7.2), (3.10), 
яо = о(0„(ж)). (7.28) 

Нетрудно видеть (ср. с (6.40), (6.41)), что 
л, = 0{Л + о{СЛх)), (7.29) 

где 
V 

^ ^ ^ ёп (и) е " Под (х — и) йи. 
V 

В силу леммы 7.1 

^=-о(^ ёп{и)ехр{-/ (и)}йи), (7.30) 

где Ци) = ёп(и) + '{{х — и)ёМ/1К Так как ^ С^, то 

§п{и)<,а§п{и)1и^а§-ц{^)1^ {и^и^х). (7.31) 

Поэтому }'{и) < (а — ^)§п(^)/и, следовательно, /(м) > /(ж) + (и — х)Х 
X^а-^)§п(V)/V = §п(x) + ^x-и){'^-а>)§п^V)/V {и<и^у). Отсюда, вви­
ду (7.30), (7.31), (7.13), 

V \ 

1 = 0{и~^ёп{^))^ехр{—ёп{х) — {х — и)(у — а)ёп{о)1и}йи == 

= О ( е х р { - §п (х) - (7 - а ) (ж - у) ёп {V)IV)). (7.32) 
Пользуясь теперь соотношениями (7.9), (7.8), (7.1), (7.12), получим 

(•^ — а ) ( л ; — г / ) ^ „ ( у ) / у ^ 5<('у — с с ) - > оо, 

следовательно, ввиду (7.32), (7.2), / = о(0„(ж)). Поэтому, с учетом (7.29), 
щ^о{СЛх)). (7.33) 

Остается собрать оценки (3.1) (3.2), (7.11), (7.19), (7.28), (7.33). • 
Д о к а з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 7.1. Положим ёЛи) = дЫ)— 

— 1п&п. Ввиду (6.3), (7.6) и неравенства Чебышева для некоторого а > 0 

Ъп = 0 {Оп ( « ) ) = О {В1) = о {хУ§ (ж)2). 

Поэтому, с учетом (7.5), 
ёп(и) ^ ё(и) пря и^ ех/§(х), (7.34) 

каково бы пи было в > 0. В частности, ^„(ж) — ̂ (ж) = бХж"), так как 
^ ^ Л * . Отсюда вследствие (7.6) получим (7.4), а из (7.5), (7.34), (7.1) — 
соотношение (7.3). Из (6.3) и определения ^„ вытекает (7.2). Из (7.2) 
и соотношепия ёп(х) ^ §{х) следует (3.10). Наконец, ^ е Л а = Са, по­
этому, ввиду (7.34) и определения §„^Са — Ла. Все условия теоре­
мы 7.1 проверены. • 

Д о к а з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 7.2. В силу интегрального 
представления Карамата [20, с. 342] существует такая абсолютно непре­
рывная функция ^ 1 , что иЫ) ^ Ни) и [1п ^Дк)] ' = о(1/м) (и-^оо), Поло-
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жим §„{и) = р1пи — 1п11(и) —1пЪп. Так же, как и выше, убеждаемся (ср. 
с (7.34)), что для любого е > 0 

ёп(и) р1пи при и > ехЛп х. 

Отсюда следуют условия (7.2) — (7 .4) , (3.10). Наконец, (1*) == р / ^ + 
+ 0 {1/и) = о {ёп{и)/и) нри и^[а, Ы, так как [а, Ь] ̂ [ехЛпх, «>), если 
8 > 0 мало. Таким образом, дп^С^а, Ъ) для любого а ^ (О, 1). ^ 

Приложение. Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 1.1. Поль­
зуясь выпуклостью I и тем, что р{х) = ехр {—1{х)} — плотность, нетрудно 
убедиться, что Ни) не убывает при и'^а для некоторого а. Поэтому 
утверждение для случая 1) следует из неравенств / ( ^ 1 ) + • . . . + Я 1 * „ ) ^ 

пШщЛ-... + ип)/п) > пНи/п) при п > па. 
Для рассмотрения случая 2) заметим, прежде всего, что Гп(и) ••= 

= тт (Рп, 1, Рп, 2 ) , где Рп, 1 = т { { / ( ^ 1 ) + . . . + Дгг,,): ^ а; и^ + . . . + Мп > 
> м), 2 == т И Д ' ^ 1 ) + . . . + / ( г г „ ) : + . . . + м „ > гг; щ> а ( ^ = 1 , п)}. 
Доказательство утверждения в случае 2) проведем по индукции. При 
п==\о тривиально. Предположим, что Рп-Аи) Ни) (м-> оо) при не­
котором п'^2. Так как плотность р предполагалась ограниченной, то 
Ни)>С для некоторого С и любого и. Поэтому Рп, 1> С + Рп-1{и — а) 
•^Ни — а)^Ни) (и-^оо) в силу иредполонхения индукции, вогнутости I 
и условия Ни)=о{и). Далее, вследствие (унхе использованной ранее) тео­
ремы 108 из [22], Р„^2 = Ни — (п — 1)а) + Ы — '[)На) Ни). Таким обра­
зом, Рп(и) — Ни). • 
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