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В.И.БОТВИННИК 

МУЛЬТИПЛИКАТИВНОСТЬ в ТЕОРИЯХ КОБОРДИЗМОВ 
МНОГООБРАЗИЙ с ОСОБЕННОСТЯМИ 

Наиболее известные экстраординарные теории когомологий (теории 
кобордизмов, Д;-теории) обладают естественной мультипликативной струк­
турой, которая играет важную роль в приложениях этих теорий. Вопрос 
о сохранении этой структуры при переходе к теориям когомологий с ко­
эффициентами нетривиален и требует специального рассмотрения 
(см. [1]). ; 

Теории кобордизмов многообразий с особенностями естественно обоб­
щают теории кобордизмов с коэффициентами. Мультипликативность в 
некоторых конкретных теориях кобордизмов многообразий с особенно­
стями изучена в работах Дж. Мо̂)авы [2] и У, Вёрглера [3]. Общее гео­
метрическое исследование мультипликативности в теориях кобордизмов 
многообразий с особенностями было проведено О. К. Мироновым в рабо­
тах [4, 5]. Именно он построил геометрические препятствия, которые от­
вечают за существование допустимого внешнего умножения и за его ком­
мутативность и ассоциативность, (Допустимое внешнее умножение — это 
умножение, которое согласовано с мультипликативной структурой в ис­
ходной теории кобордизмов.) Конструкция О. К. Миронова дозволила пол­
ностью изучить допустимое внешнее умножение во многих теориях ко­
бордизмов многообразий с особенностями. Тем не менее препятствия к 
коммутативности и ассоциативности допустимого внешнего умножения 
были определены О. К. Мироновым при условии, что на многообразиях, 
по которым вводятся особенности, определена инволюция, обращающая 
на них {В, /)-структуру. В конкретных ситуациях это условие проверить 
довольно трудно — далеко не всегда класс кобордизмов задается геомет­
рически, он может быть задан как характеристический класс некоторого 
расслоения или описан чисто алгебраически в терминах спектральной 
последовательности и т. д. Такова ситуация для теорий симплектических 
кобордизмов о особенностями, введенных В. В. Вершининым [6]. 

Целью настоящей работы является изучеЕше мультипликативности в 
теориях кобордизмов многообразий с особенностями в общем случае, т. е. 
когда на многообразия, по которым вводятся особенности, не наложены 
априорные ограничения. Отметим, что в геометрических конструкциях 
этой работы активно используются методы, разработанные О. К. Миро­
новым (см. [4, 5]). 

Двтор выражает искреннюю благодарность В. В. Вершинину в 
О. К. Миронову за полезные обсуждения материала этой статьи. 
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§ 1. НЕОБХОДЖМЫЕ СВЕДЕНИЯ О ТЕОРИЯХ КОБОРДИЗМОВ 
МНОГООБРАЗИЙ С ОСОБЕННОСТЯМИ 

Как и в работах [4, 5], рассматриваются многообразия с (5, / ) -
. структурой в смысле Стонга [7]. Соответствуюп̂ие теории бордазмов и ко­
бордизмов обозначим и й* соответственно. Предположим, что опе­
ратор прямого произведения многообразий задает мультипликативную 
структуру в теориях , и й* с оби:чжыми свойствами (ФМ., например, 
[4, § 2]). Зафиксируем последовательность Ри ..Рь, ... замкнутых мно­
гообразий и введем обозначения: Ък={Ри Р*)» ^ = 1. 2, .1.» 2== 
« (Л, Рк, . . . ) . 

Опре!деление 1.1 (см. [4, § 1]). Многообразие М называется 2*-
жногообразием {многообразие^^ с особенностями типа 2ь, см, [8]), если 
зафиксированы 

а) разбиение дМ = доМ У ̂ 1^11... ид^М края дМ в такое объедине­
ние многообразий^ что ОЛЯ любого множества индексов Г'^Ни сг 
<={0, 1,..., к) пересечение 

, д1М = дг.МП ОдпМ -

является многообразием и 

д{д1М)^,и {дгМ П д^М); 
т! 

согласованные структуры прямого прот 

(р!-. д1М—*^1М ХРг^Х.^.хРц 

{т. е. диффеоморфизмы, сохраняющие {В, ^)-структуру), К11^...^и<: 
^ к, где ^хМ — некоторые многообразия. 

Согласозванность ознатет, что если 1с:1 = {]\, вложение 
упорядоченныя Множеств,'V: йхМ-р 5вложение, то отображение 

,Ф1»У»Ф7^ №ХР"'-—>|гМХР^ . 

тождественно на прямрм сомножителе Р\ь Р̂  = Р|̂ Х ,#.Х 
X Ргг?-Р*̂  =-Р̂ з X » X Р̂да• ̂  

Определим отношение эквивалентности на 2А-мн6гообразии Д̂Г сле­
дующим образом: две точки X, у^М эквивалентны, если они лежат в не­
котором многообразии * д^М, Ки<...<и^к ш рг ''Ц)1{х) = рг° фх (г/), 
где рг: ^хМ ХР^ РхМ — проекция на прямой сомножитель. Фактор-про­
странство топологического пространства М по этому отношению экви-
валештрости называется моделью ^к'Многооб'разия М и обозначается Мг. 

Границец 8М Ък-многообразця М называется многообразие дМ с 
индуцированной структурой 2ь-многообразия: до{д<^М)=0, дх{даМ)^ 

Многообразия ^хМ имеют естественную структуру Бь-многообразий: 

' д,{^1М) = 0, есш = 

№ = Р^Д^̂ ,(.*.(Р ,̂М) ...)). 

Сингулярным ^^-многообразием пары топологических пространств 
(X, 7) называется па̂ра(М, / ) , где М — 2гмногообразие, /: {М, бМ)-*-
-»-(Х, У) —непрерывное'отображение такое, что для любого множества 
/ — {̂1; ., ̂ ^ с: {0̂  1, , /с}, охобр̂ецие /̂э̂м представляет собой 

композицию: 

, / Ь/М = /г ° РГ о ф7, 

где рг: рхЛ/ХР̂—*-̂1Л/ —проекция на прямой сомаожитель, ^1•.^IМ-^ 
—*-Х—-непрерывное отобрайгёцие.( В этЬм случае ̂отображение / пред-
ставляетсд в виде композиции / =/г °-я, где п: М—>-Ж"х — каноническая 
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проекция, /2: —»• X — непрерывное отогбражение.) Тем самым опреде­

лены теории бордизмор и кобордизмов Теории Й| и ошределя-

ются как гфямые пределы теории О* и соответственно. Как хорошо 

извеетао (см. [8]), теории й?, являются эистраордиваршьши теори­
ями гомологии и когомологий соответственно. 

Напом;ЕИм, что теория О*** является модулем над теорией бордиз̂ 

мов р.*. Мы называем внешнее умножение 11 в теории допусти­
мым, если оно согласовано с этой модульной структурой (см. [8] и § 2). 

Так же как и в работах [4, 5], построение допустимого виеишого ум­
ножения и изучение его свойств проводится то следующей схеме. Сна­
чала по данным Е->1ногообразиям строится новое 2-мж)гоо%ази«, затем 
ата ксрютрукщя проводится для сингулярных 2-лшо1Ч)образий, проверяет­
ся ее согласованность с операцией взятия границы, таким образом ова 
определяется для классов бордизмов 2-многообрааий. Для формализащш 
этой схемы удобно понятие канонической конструкции, введенное 
О. К. Мироновым [5]. 

Определение 1.2 (см. [5, § 2]). Канонической п-линейной кон-

струкцией Л? размерности р называется правило, относящее каждому упо­

рядоченному набору ^-многообразий многообразие 

Л̂(Л/1, ..., Л/„) ризм&рности + т^+р, подмногообразие (̂Л/г, ... 
..., Мп) его края ^{М^^ ..., Мп)<=^ д^{М1, ..., Мп) размерности 4-... 
...+тп + р—1 и непрерывное отображение 

п{Ми .... Мп): {^{М„ М„))2->(М0хХ'...Х(Л/„)х, 

При этом должны выполняться следующие свойства. 
1. Согласованно<̂ть с границей. Существует разложение 

{Мг, Мп) = «(М1, ...,Мп)[} I и ^ (\..Л1{Мг,.. .,Мп))\ 
1'<^^^<...<г^<п ^ 

ще отображение ^{^^...ц сопоставляет набору (^1, Мп) набор 

(1-1, Ьп), где . 

' ^ если 7 ^ / = {г^ г'гЬ 
\ьМз, если / е /. 

Для этого разложения должны выполняться следующие равенства: 

ЦМ„...,Мп)ОЩММи...,Мп))='Цбх{Ми...гМп)), 

б̂(бх(М„ ..., Мп))^ЦММи ..Мп))и{Ш{б.{М„ М„))), 

^ л {М^, . , Мп) Ы^щм^^ Мп)) ^ " ^-^1' • • •' 

2, Согл асов анноеть с умножением на многообразие 
I»' б е 3 о с о б е н н о с т е и. Должно быть справедливо следующее равен­
ство: 

^ {Мг, ..., М^-1, М^ X Ь, М^+1,: . . . М п У = 

е {Ми ... м^-1, М} X м,ч1,...,, Мп) = 

= (_ 1)'('«.Чх+-+-п+р-1)̂  ̂ ^^^ ^ ̂  ^ ̂  ^ 

л (Л !̂, ..., М1^1, X Ьу М^+и •' 'У ^п) = 
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3. Согласованность со склеиванием. Если Л/̂—М^ \] 3/*, 

то 

= (̂̂ кг ,̂, ,..,,м],.,Мп) и,̂  (-̂ 1' • • • ' — ' - ^ п ) * 

м7,....м„) 

е(АГ, М^^ АГп) = 

= ...аМ„) й ( л / 1 , л / й ) « 
.м7.....м„) 

я(.л̂,...,м7 м„) 

Границей канонической конструкции ^ называется каноническая 
конструкция / 

Каноническая конетрукщвя ̂  жмкнута, если ©(Ж !̂, М„)==0 ]щя каж­
дого набора 2-многообразий {Ми Мп). 

Простейшими примерами канонических конструнций являются ум­
ножение на многообразие N без особенностей М >-* М X N и оператор 
Бокштейна Мьи̂-РйЛГ. 

Отметим прост€Йшше свойства канонических конструкций. 
1. Склеивашпв вдоль гра1Еиц двух канонических конструкций есть 

каноническая конструкция. 
2. Суперпозиция канонических конструкций есть каноническая кон­

струкция. 
Использование канонических конструкций для доказательства тео­

рем о теориях бордизмов и кобордизмов Е-многообразий основано на сле­
дующем факте (см. [5, § 1]). 

Предложение'1.3. Замкнутая п-линейная каноническая конструкция 
^ размерности р определает для набора конечных комплексов Хх, 
гомоморфизмы ^* {рЬ^-модулей: 

(^): ОхЧад® — <8>^^''{Xп)-^^7'^'^^'^"'^' ' ' '{Хгх хХп), 

(^): О^̂  {Хг) ® .. • ® йт„ {Хп) 0^,+... ,т^+р {^1 ® ® Хп), 

естественные по отношению к отображениям клеточнглх комплексов и 
коммутирующие с граничными гомоморфизмами. Если каноническая кон­
струкция Л? является границей некоторой канонической конструкции, то 
гомоморфизмы й (̂й), ^* {^) тривиальны для любого набора комплек­
сов Х\, ,.., Хц. 

§ 2. СУЩЕСТВОВАНИЕ ДОПУСТИМОГО ВНЕШЙЕГО УМНОЖЕНИЯ 

Вопросы о существовании внешнего умножения в теориях гомологии 
/г* и ког<шодогий к* эквжвалентны; мы будем изучать умножение в те­
ориях бордизмов ввиду удобной геометрической интерпретации этих 
теорий. 

Как было отмечено, теория Й** является модулем над теорией Й*; 
это означает, что определены спаривашга: 
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Определение 2Л. Внешнее умножение (х* в теории й^' назы­
вается допустимым, если оно согласовано со спариваниями ЦЙ.В И }Ак,г, 

г, е, для 
равенства 
т. е. для любых элементов х'^^^{X^ Х^), у{У,У^^) имеют место 

где Пк'. — естественное преобразование, порожденное отобра­
жением, сопоставляющим многообразию М" его само, рассматриваемое как 
Игмногообразие, т. е. д^М = 0, ]' = 1, ..к. 

Из определений и предложения 1.3 вытекает 
Лемма 2.2. Каноническая билинейная конструкция размерности О, 

определенная на категории пар Ищ-многообразий, такая, что ^(р!:, рЬ) = 

== рЬ, задает допустимое внешнее умножение в теории й*''.,. 
Пусть 24=»(Рц Р0> ^ = 1» Рассмотрим многообразия 

Р| = Р|̂^ X Р^̂  X / как 2гмногообразия, полагая 

5 , р ; = X р^=5р;, 

^ ,р̂р; = (-.1)^*"'^р$^>х{0}иР1^^х.{1). р̂ =̂ ^̂ ^ 

Заметим, что. 2г̂ногообразие Р\о многообразию без осо­
бенностей, если р1 четно или если нечетно и 2[Р<] = 0. 

Теорема 2.3. Яг̂сгь [Р{]2^ = 0 и ^^ — 1ц-многообразия такие, что 

= Р1 для всех 1 1, ..., к. Тогда для каждого. 1 = 1 , ...» к 

в теории й** существует такое допустимое внешнее умножение Ц{ = 
— . , ^ ^ ) , что'следующая диаграмма 

коммутативна. 

Здесь й*"'==й ;̂ = 1А — умножение в теории й,с, л|~ : ̂ * - > Й * — 
естественное преобразование, порожденное отображением, сопоставляю­
щим 21_1-многообразйю Л/ его само, т. е. д{М^0. 

Доказ*й1ельство. Рассмотрим случай1, Для каждого 21-мно-
гообразия Л/", рассмотрим многообразие М X Р 1X / и определим 

М^^ = МxРгXI\^{-^Г~^'^^,Мx^г, 

«где склейка происходит по многообразиям * 

р̂Л/X Р '̂̂  X Р1'^ X / = РхМ X б(?1. 
л.' 

На Мд^ введем 2гструктуру следующим образом (рис. 1): 

. бМ-о;=(-1Г^"^МхР^х^\х{0},; • 

дгЩ^ ̂  1)"^^^!+^ Р̂М X дЖ [} М X Р1'^ X {1} =^ ^ 

- (_ (р^м X и М X {1}) X Р1. , ' . 

Пусть Ш?! —категория 21-многообразий. Определим спаривание (кано­
ническую билинейную конструкцию размерности 0) т1,:5Й1Х9Л1 »-ЗЯ1 
по формуле (см. рис. 2) 
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Рис. 1. Рис. 2. 

Если М — многообразие без особенностей, то Мд^ = М X Р[^^ X / , ив 
этом случае многообразие 011(71/, ]У) диффеоморфно многообразию МХМ. 
Если =^ 0', то, по определетпо, Ш1 {М, Щ==МХН. Нетрудно убедить­
ся, что Ш! — каноническая билинейная конструкция размерности 0. Оче­
видно, что Ш1 {р1, р1) = р1. Итак, конструкция определяет допустимое 
внешнее умион?ение 

Совершим индукционный шаг. Йо индукции предполагаем, что по­

строена конструкция ДЛЯ ка}кдого А; — 1: 

. га* гЗЙ̂ Х.ЗЭТ.-—>5Ш<. 
Кроме того, определены спаривания 

такие, что, если М, Ж—Ё.-мпогообразия, го тг(М, Щ = Щг+1{М, -Щ = 
= П1.+1;(М, Щ. При 1 = 1 мы рассмотрим Ег-многообразие М, дМ = 

^~&аМ_[}д1М[}д2М как 2,-многообразие следуюш,им образом: дхМ=д1М^ 

доМ = доМ и д^М и положим 

т,,,{М, Щ^ш,{й, М)= ш,{М, М). 

(Здесь Л'— 21-миогообразио, а Ж = Л/— 21чмпогообразие , с введенной 
выше струтстурой.) 

Наконец рассмотрим для каждого 2;гмпогообразия Л/™ мпогообра-
зио вида 

= мх Р1РХ / и (- 1Г'^ч.-1д(ра/, 

где склейка происходит пошодмногообразпям края, т. е. : 

д^Л! X Р^'[Х I Ш XР^'^ X Р['^ X / ^ Ш X Р;с=6(ш,_х.„(РЛ,<?0). 

Рассмотрим М^^^ как Е,.-мпогообразпе, полагая 

ЦЩ;) = {~1Г'''''ЛМ.ХРТХ{^^ 

9к {щ) - и (-1)"'"'' >< р^'^ х {1}. 

^^^^^^) = ^гМ X Р1'^ X I \] д,(ШЙ.,,-! фиМ, 1фк.-

Заметим, что Л/д̂  М X Р̂ ^̂  Xесли Л/— Бл-1-многообразие, по­
этому многообразия тд,й-1(Л/, -/V) и т„(Л#, Л") диффеоморфны. Если N — 
2А-1»-мпогообразио, то, по определению, Щ{М, Л̂) = ш̂,ь-1 (Л/, Щ. 
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Таким образом, спаривание ШЙ является канонической билинейной 
«сонструкцией размерности О и, согласно лемме 2.1, определяет допусти-

мое внепшее умножение \1к в теории й . Ск)гласованность умножения |Хл 
с умножениями ..., ц̂ -! доказана вьйпе. 

Отметим следующее свойство спаривания Шк. 

РА ШМ, Ю) = ( - 1 Г "т , {М, Щ) и (- 1 Г т И ю П Р Л Ш), 

РйЛ^)Ц(-1Г1а,(М,р,ЛГ). 

Предположим, что при 1=1, А—1 зафиксированы 2гмногооб-

разия = которые определяют допустимое внепшее умноже­

ние в теории ^*^~^, , — два 2й-многообра5ия такие, что 

6 Й ' ^ = Рй- Положим 

Пусть у^к^,\>'к^— два допустимых внешних умножения в теории й*\

определенвые наборами многообразий. ̂ ^, ..., ^к^; ̂ ^, шт.^^к-и 
• Справедлива следующая 
Теорема 2.4. Имеет место формула 

\^кЧх(8>у) — \к^к\х(^у)=^ 

Доказательство проводится сравнением двух конструкций 
т1^>итР. 

Возможна в принципе такая ситуация, когда препятствия; ['Р^]^^ 

не равны нулю при г = 1, . . . , к — 1, но вместе с тем в теории 

эти препятствия, так же как и [РЙ!̂ ;̂ * тривиальны, т. е. [^П^^ == ̂  

при 1=1, к. Можно ли при этих условиях определить допустимое 

внешнее умножение непосредственно в теории ? Ответ на этот 
вопрос дает следующая 

Теорема 2.5. Яг/сгь 2А = (Р1, Р ^ ) , где й1тРг>0, 1 = 1, к, и 
бИтРгФ 6.1т Р^ при ]'. Тогда если 

• [ Р Г К = О, [РкЪ,^ = 0, 

то в теории Й*̂  существует допустимое внешнее умножение Цк, в част­
ности следующая' диаграмма 

. й,̂  0 ^ ^— -— 

Й*''® Й*" — ^ Й* 

^к 

коммутативна. 
Доказательство. Многообразие тл(М, ]У) будем строить индук­

цией по трем параметрам — числу особенностей М, числу особенностей 
и по Й1т-Ь (11т Л'̂. Именно, будем доказывать следующее 
Утверждение (ь / ) . 'Для всех ^.^-многообразий М и N таких, что 

М имеет не более I непустых особенностей, N —не более / непустых осо--
бенностей, а йип М Лип N < п, определено Ик-^многообразие Шк{М, М), 
причем Шй. является билинейной канонической конструкць^ей размерно­
сти О, определенной на парах таких Ък-многообразий, причем Шк{р1^,- р^) = 
^рг. 

1". Утверждения ^„(0, А;), ^п{к, 0) доказаны, ибо, по определению, 
полагаем Шй (М, Л̂) = М X Л̂. 



2°. Пусть йхшР< = р ттОчевидно, что если й^р, то 
^„(0, 0)=>^п{к, к), (В этих размерностях отсутствуют многообразия с 
непустыми особенностями.) ^ 

3°. Зафиксируем Еь-многообразия ^^: Ь^^==Р^, г = 1, . . к . Пусть 
М и N — многообразия с одной особенностью, для онределенности, Р1 (ес­
ли особейности М ж N разные, то полагаем Шк(М, N)'='МXN), &шМ + 
+ А1тМ — п. Предположим, что утверждение ^„_1(1, 1) доказано (на-" 
чало индукции обеоцечивается п. 2°)̂. Тогда положим 

т. е. действуем тотао так же, как при построении умножения Хг̂ного-
образий (а/=.Й1т^У(;?1+1)+1), ибо ' ' 

4°. Предположим, ?то доказано утверждение̂„-1(й;, к). Покажем, 
что ̂ п-1(к, к)=>^п{1, 2). Пусть М ж N имеют особенности, скажем, 
Ра и Ри Рг. соответственно. (Если М ж N же имеют общих особенностей, 
то полагаем ШЙ(М, М ) = М X М.) Рассмотрим ]У как многообразие с осо­
бенностью Рх'. ' 

Определим 

= м х р[''х1 и (-1)''°^"'^ ^гмx^„• 

где склейка происходит по мшогообразию 

Р1М X Р;-= Р1Л/X Р1'^ X Р Р X/. 

Рассмотрим многообразия Шк{М, ^1^ )̂, Щ^^и ^1^ )̂, которые опре1делены 
по индукции: первое определено потому, что Шк{М, ^^N)== МХ^1М (мно­
гообразия Л/ и имеют разные особенности), а второе — согласно ут­
верждению ^„-1 (А, А;) (так как (11т(?1 + Й1тр1Л?<п —1). Многообразия 

Шк{М, ̂ ,ЩХР,Х1, - р , М Х т д « ? 1 , , ,. 

склеим по общей границе ̂ ^МxР'^X^^N. Тем самым построено много­
образие Юй(Мд̂, Р1Л'') с границей МX^^NXРи Положим 

{М, Щ = Шп (М, Ю {] (- А)"̂  Шк (Мд ,̂ Р̂Л̂), 

где склейка происходит по М X 1̂̂ .̂ 
5**. Покажем, что утверждение ^п(1, г+1) следует из утвержден 

НИИ ^п-1{к, к), ̂п(1, О- Пусть многообразия И ж N имеют соответ­
ственно особенности Р1.И Р±, Рг, Р^+^ (если необходимо — перенуме­
руем Многообразия Р}). Рассматривая как многообразие N01 особен­
ностями (бМ = $0^ ^ д^^д^N при / = 2, 1 + 1 ) , мы можем по­
строить многоЬбразие ША(Ж, ^V) с краем Шк{М, ЬЩ, Пусть 

Многообразие тй(Л/"д^̂ ^ ̂ хЩ строим так же, как и в п. 4°. 

Итак, по индукции доказано утверждение ^«(1, к). 
6% Покажем, что ̂ „-.(А:, к), ̂ „(Л, 7 = 1), ^п{1, ]')=>^п{1+1, /У. 
Пусть 7 = 2 (если / — 1 — доказательство очевидно). Предположим, 

что многообразия Л/ и ̂ V имеют особенности Р1, . . . , Ри Р̂+с и Р<, Рц.1, ... 
..., Р^+^ соответственно. Предположим̂  что йхт О (если 
(11т ^{+1]^ О, то перенумеруем многообразия Р*: {I + 1) 1,1 (̂  + 1), 
тогда по условию ̂;еоремы получим, что (11т > 0). Рассмотрим N 
как многообразие N с особонностями Рц Р.+1, ..., Р<+̂  и границей 6ЛГ = 
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= 5,+!̂ ''и определим многообразие тй(ДГ, N) с границей бШь(М, М) = 
= ти{М, бЛ̂). Положим 

где склейка происходит по Ш̂ДМ, 5^+1^V). Многообразие (Л/д.̂ ,̂ Р̂+хЛ'') 
определено ввиду следующих обстоятельств. Поскольку (11т ̂гч-!̂^ > О и 
^г+^N содержит не более (/—1) особешюстей, то из утвернедепия 
^п-1{к, к) получаем -многообразно ^^+^), а из „̂(/с, / —1) — 
многообразие Ш^;(_ШкX{^^+^М, ^г+^), ^^+^N)'. Это дает нам' возмол̂пость 
построить многообразие 

склейка в котором происходит по 

Аналогично доказывается утворледепие ^.^([+1, /) из /с), 
^п{к,] — \), ,̂г(г, /) при любом 7 = 1, ..., А;. Из этого получаем; что 
^„_,(А", /г), <53„(А-,/-1)=^^„(7с, 7). 

Заверптает доказательство теоремы импликация̂ 

^^-,{\ Фп{ц к), ^п{1+1, 7 - 1 ) = > ^ 4 ^ + 1 , / ) , 
которая, фактически, обоснована в п. 0°. Теорема 2.5 доказана. 

Пусть 01 еЙх'̂(р̂)—образующий элемент, его образ в ̂ ^{р^) обо­
значим через 01. Обратим впимапие па следующее свойство 2ь-мпогооб-

разий Ри-
У 

Лемма 2.6. Яг/сгь |̂̂, = й̂тР,, нечетно, тогда в группе {р1) 

справедлиео равенство 

. {умножение на. ^1—модульное), 

Д о к а 3 а т е л ь (̂,т в о. Дадим прямую конструкцию пленки. Рассмот­

рим А Р^^^ X Р^^^ х1х8'^- как 2,,-многообразие с краем, полагая, что 

5,А = [ X [{х - 1)2 + (ф _ |, I < 2!, X < 1] X Р,, 

(и+1)шо(12, бД = 4Р^^ Р'̂хб-!. . 

Здесь X, ф — координаты па / и 5^ соответствеппо. Остается лишь за-» 
метить, что на окружности 6'* дойствптейыю возникает пул̂пое осна­
щение. 

§ 3. КОММУТАТИВНОСТЬ для одной ОСОБЕННОСТИ 

Здесь мы разбором отдельно случай,-когда 2—(Р). Пусть [Р']2: = О 
и зафиксировано 2-миогообразпо ^, Щ Р', которое оироделяет допус­
тимое внешнее умиоженпе в теории й*. 

На многообразии Р' опроьдолспа инволюция т: Р' >Р' по формуле 

т: (Рх, Ра, О(/'2> Ръ 1 — О-

Тем самым определено Е-мпоа'ообразпе 

• и {-~^)^^,р==^{^шР. 

Теорема 3.1. Для любых элементов ж е й* (X, Х]), т/(̂,й* (У, У̂) 
имеет место равенство. . . . 

^{х^у) - с- 1)̂ "̂̂ -̂ -'"™̂ ъ[*(̂  ® ^) ^Г''''''^''^Му^{^{^иВ]ШУ)). 

где ХХУ —>• У X X — перестановка сомножителей. 
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Доказательство. Пусть а= 
= п>{р+!)+{. Напомним, что если 
Ж " ' и ТУ" — 2-многообразия, то, по 
определению, 

А:=ш{М, Щ = М •М = МХ 

• ХТУ и(-1)«МдХрТУ, 

Д'=(-1)™"т(ТУ, Л/) = (-1)™'̂ Х 

хл^ •ж = жхтуи (-1)»рмхл^. 

Приклеивая воротпики к грани­
цам многообразий М ж N (рассмат­
ривая их как обычные многообра­
зия), мы можем считать, что 
д{МХЩ=дМ X М\}дМ X дМХ1[} 
\^{-^)"'МXдN. Поэтому 

А = МХТУи (-1)"̂ М"ХрТУХ<?, 

д' = мхтуи (-1)«рмхртух(?, 

где в первом случае XрNX6^ = 
РМ X Т̂У X Р', а во втором X Рис. 3. 

X^NXб^=^МX^NXx {Р'). 
Рассмотрим два цилиндра ДХД и Д'X Уз» склеим их с помощью 

цилиндра ЖХТУХ/з: 

ЖХТУХЦ} =ЛГХ]У{0}—^ Д Х{0), 

Ж X ТУ X {0} = Ж X ТУ{0}Д'X {0}. 

Полученное многообразие обозначим через 17{М, ТУ) (см. рис. 3). Его 
граница равна 

' 6̂ 7(Л/, ТУ) = Л/ • ТУ и (-1) <̂ +̂ '"+'рЛ/ X рту X и (-1')™»ТУ • м, 

где 

Но многообразие 5'*̂  диффеоморфно многообразию В; согласно условию 
теоремы [В^'% = 0, т. е. [Л/• ТУ̂  - (-1)'""[Л^ • ЖЬ = 0. Тем самым по­
строена каноническая билинейная конструкция (I (Ж, ТУ), граница кото­
рой 6Г7(Ж, ТУ) = Ж-ТУ и(—1)'""ТУ-Ж. Согласно предложению 1.3 делаем 
вывод: допустимое внешнее умножение \1 в теории й* коммутативно. 

Отметим следующий простой факт. 
Лемма 3.2. Если р = Р нечетно, то 2[В]^ = 0. 

§ 4. АССОЦИАТИВНОСТЬ ДЛЯ ОДНОЙ ОСОБЕННОСТИ 

Определим 2-мпогообразие, класс кобордизмов которого является 
препятствием к ассоциативпости допустимого внешнего умножения (при 
условии его коммутативности). 

Многообразие Д =Р''^ ХР*̂ ^ ХР<̂^ ХХ)̂  рассмотрим как И-многооб-
разие, полагая, что 

бд = б<''>д иб̂ '̂диб̂ '̂д, 

5а)д_р(1)̂ р(2)хр(з)̂  

рд =^(-1)Р Р̂^̂хР̂'̂х 

и (-1)рр^̂ ^хР '̂̂ х 

(2г 4-1) я (21 + 2) я 
3 ' 3 . 

у р(1)̂ р(з)̂  

4 я 5я 

^ = О, 1, 2, 

3 
2я 

л; 

3 ' 3 
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Л^рС)^р{гУ^р1з) • 

Рис. 4. 

По каждой из компонент края 
1 = 0, 1, 2, приклеим к 21-многооб-
разию А многообразие ( — X 
Ж«?ХР)''^ так, чтобы полученное 
многообразие А1 являлось замкну­
тым 2-многорбразием, а именно (см, 
рис. 4): 

\ 1 \ 
] 

\ 1 
\ 1 1 

\ 1 1 
\ 1 

\ 1 
1 1 / 

\ 1 ' / 
\ 1 / 
1 

\)^ 

бС»д = (_1)р(р(1)хР(̂ >х 
я 2я 

13' 3 

л, 
4л 

Рис. 5. 

ХР̂ >̂ = (-1)Р+1б((<?хР/''0,; 

ХР<2) = - 6 ( ( < ? Х Р П , : 

хР(̂> = (-1р+^б(((?хР/^>). | , 2 я 

Определим диффеоморфизм А1 —>- А̂  следующим образом. На 
части А многообразия А1 отображение г]? зададим формулой 

'Ф(Ри Р2, Рз, г, ф) = (рз, Ри Рг, г, ф + 2я/3). 

Здесь (г, ф)—полярные координаты на круге О^. Далее, .положим, что 

я|,((_1)Р(̂ +1)+1((̂ ХР)̂ '>) = (-1)р(̂ +='>+̂ ((?ХР)̂ *+̂ ', (1то(13), 

Пусть Г = А1 X/, тогда 

' Г=Г/(г|з(А1Х{0})=А1Х{1}). 

Замечание. Пусть 21 = (Р1, . . . , Р^), 1=1, ..., к, ^^ — такие 2г 
многообразия, что 6^^ = Р|. Заметим, что согласно приведенной в||1шв 
.конструкции определены 2,-многообразия Г{ = Г(Р1). 

Теорема 4.1. Яг/сгь [Р']г — 0, ^— Ъ-многдобразие 8^ — Р', определя­

ющее допустимое внешнее умножение |л в теории й*. Тогда, если 

[В]г = 0, [Г]2 = 0, то умножение ц, коммутативно и ассоциативно. 
Доказательство. Согласно теореме 3.1 умножение ц коммута­

тивно. Пользуясь коммутативностью |А для доказательства его ассоциа­
тивности, мы будем сравнивать многообразия {М-М)-Ц (—1)̂ "+'̂ '"Х 

1°. Достроим некоторые нужные нам многообразия. Рассмотрим ци­
линдр ^З^X^ и введем на нем координаты (г, ф, I) (.(г, ф)—полярные 
координаты на круге В^). На баковой поверхности 8^X1 рассмотрим 
кривые -̂ 1, "Уз, заданные уравнениями 

0 ^ ^ ^ 1, 0 ^ф ^ 2я, 

5 2 
•^л1 — ц> + -^л = О, 

и семейство 
я я . ^ 2я , 5я . 
у—-г<Ф< — + — г 0 < г < 1 , 

3 " - ^ т - ^ 3 ' 3 

«горизонтальных» интервалов мещцу кривыми -̂ 1 и '{г 
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Рис. 6. Рис. 7. 

N 

Дайее, на круге X {1} выберем гладкое по т семейство интерва­
лов /г такое, что (см. рис. 6) ч 

а) /о = Л, ' ^ 

б) /1 = {г = 1 ,я <ф < ^ , 

•в) = {хФх'), \ 

г) и г,=о%, 
0-<Т<1 / 

д) (0) = ^ + (1 - | , Л (1) = I - (1 - т) 

Приклеим (-1)^(?ХРХ[0, 2] к цилиндру ХР'''> ХР̂ >̂ Х/)'-X/, 
отождествляя следующие многообразия: . 

(р(з) р(2) ̂  ^ р(1)̂  1 < I < 2, 

Полученное многообразие обозначим По (см. "рис. 7). К По приклеим 
многообразие 

(?ХРХ[0, 1]Ц(?Хр(?а(-1)Р(?ХРХ[2, 3], 

Ше 

6̂ (2 = Р<'' и (-1)'>Р^̂ \} = (?ХР '̂>, 

(̂ХР<'> = (?ХРХ{2}, 

следующим образом: 

б(?Хр^ = (-1)^^((?ХР)Х[1, 2], 

> ) р(з) ̂  I 11 ̂  р(2) ̂  О < т] < 1, 

(р(2)><р(3)^^5^^2я]) 

Цолученное многоо)бразие обозначим П (см. рис. 8, а)'. 
2". Прадположим теперь, что к границам многообразий ДГ"*, ТУ", ̂ ' 

нриклеень! воротники (многообразия М, N, Ь рассматхжваются при этом 
как обычные многообразия). Тогда граница многообразия Л/XТУХ2/ мо-
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жет быть представлена следующим об­
разом: 

асж X ТУХ X ) = 5 М X X 2> и 5 М X 5ТУ X 

х /1.2 и(-1)™жх5ТУХ1,и(-^1)™л/х 
Хд^ХдЬХ / 2 , 3 ^ (-1)'"+"М Х1^ХдЬ\] 

[^(-^^-^+п^мxNXд^xI^,з^ 
[}дМХдМХдЬХ1)\ 

Схема склейки указана на рис. 9. 
К многообразию МХМХЬ приклеим многообразия ЩХ^МХЬХ ^, 

МX^NX^^X^, XNX'^^X^, отождествляя соответственно 

Рис. 9. 

рмXртуXХ.Хб(?, мx^Nx^^xь^,щx'Nx^^x8^, 

и 
дМХдМХЬXД,2, жXдНХдЬX/2,з, дЙХМХдЬХ/1.2, 

учитывая, что б(?=Р '̂'ХР^̂ '̂  X/у. ^ 
Нетрудно заметить, что полученное многообразие II есть Е-много-

образие с краем ЩX^NX^^XА. Многообразие же {М • М) • Ь получа­
ется склейкой <[/ и рЛ/ХрТУХрХХП.по многообразию рМХрТУХрХХА 
(см. рис. 8). , 
- Аналогично строится многообразие (—1)"'̂""+'̂  (Х • Л'') • ДГ. Именно, 

вместо построенного выше многоо1бразия П необходимо использовать 
многообразие Н1, получаемое из П следующим образом. Определим диф­
феоморфизм , 

Т,:.Р^'^ХР^'^ХР^'^ХВ^'^Х1—^Р^^^ХР^'^ХР^'^ХВ'Х1, ' 

задаваемый соотношением , 

'̂1(^1, Р2, Рз, г, ф, г)=^{Т{ри Рг, рь, г, ф), I). 

Последующие привел ейки многообразий (—1) X Р X [О, 2], ^XРX 
X [О, 1] и X р^ и ̂  X Р Х {2, З] необходимо «подкрутить» на диффео­
морфизм Т^. В частности, получим диффеоморфизм Т: П —>- П1, совпа­
дающий с Г при ограничении на А. , 
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3°. Рассмотрим два цилиндра 

Склеим их с помощью цилиндра ?7Х/з: 

их{1} = их{о}с-{м-щ-ьх{о), 

С/X (0} = г/= {0} с: (ТУ. X ) . мх {0}. 

Затем мпогообразия 

- щx^Nx^^xпx{о}^^^^м -щ-ь)х{0}), 

X X ^ьхи.х {0} <={-^Г^'^^^^^{{N • ь) • м X {0)) 

склеим по диффеоморфизму, определенному формулой 

(ж, г/, 2, Е ) ^ (5, у, 2, ?(Е)). 

Получеппое многообразие У{М, М, Ь) является 2-мпогообразием с гра­
ницей 

{мxN)•^\}Щx^Nx^^xV\}{~^у^'''•^^\N'^)•м. 

т. е. если [Г]2 = 0, то тем самым определена 3-линейная канопиче1м<ая 
конструкция §1 (Л/, ту, Ь), граница которой равна 

т{М, 1^, Ь)^{М •Щ-Ь\}{-1У'^^^''{К-Ц-М. 

Приклеивая к пей билинейную конструкцию • Ь, М), получаем со­
гласно предложению 1.3, что допустимое внешнее умнон̂ение р, ассо« 
циативно. Теорема 4.1 доказана. 

В дальнейшем нам понадобится следующее простое свойство много-
о-бразия Г = Г(Р). 

Лемма 4.2. В группе имеет место следующее равенство: 
-3[ГЬ=.[А].-бь -

§ 5. КОММУТАТИВНОСТЬ 
И АССОЦИАТИВНОСТЬ В ОБЩЕМ СЛУЧАЕ 

Пусть 2г==(Р1, ..., Р^), 1=1, к, [Рг]х^ = О, и зафиксированы 1ч-

многообразия ^ г , Ь^^ = РЦ онределяющие допустимое внешнее умно-

жение р.1 = |1|(|21, • • ^ ^ ) в теории Й*Л Напомним, что ранее были по­
строены 21{-многообраэия Вг==^В {Р^), Г« = Г (Рг). 

Теорема 5.1. Пусть 1к = (Ри Рк), [ ^ { Ь ^ = О при г = 1, ..., к; 

^^ —такие Ич-многообразия, что 6^^-= Рг', • • •, Ок) — допустимое 
внешнее умножение, определенное многообразиями ^^. Тогда если 

1В,Ъ. = 0, [Г,Ь. = 0 

при г = 1, ..., к, то умножение |1д в теории коммутативно и ас^ 
социативно. ' 

Доказательство. Поясним схему доказательства. Для каждого 
^ = 1, ..., к строим билинейную конструкцию ^ 1 и 3-линейную конст­
рукцию 5Сг па категории Егмиогообразий, которые обладают следуюхци-
ми свойствами: 

1) б^̂  (М, ТУ) = (М, Щ и (- 1)"^" (ТУ, М) \] (ЬМ, 
.V) и ^,{м,ьн)-

2) д%(М, N) = т^^ш^(М, ТУ), ̂ )и-ш^(М, т,(ТУ, Ь)и%{ЬМ, ТУ, Ь)\} 
[}ЩМ, бТУ, Ь)и%{М, ТУ, 6Ь), где конструкции31̂(бТ1/, ТУ, Ь), ЩМ, бТУ, Ь) 
склеиваются по ^г{8М, бЛ̂, Ь); конструкции Шг(6М, ТУ, Ь), 5̂ (̂Л/, ТУ, 6Ь) — 
по ^^(8М, ТУ, б )̂; %{М, бТУ, I), %{М, N, 8Ь)-по %{М, бТУ, дЬ); 

3) если М, ТУ, Ь Егмногообрааия, где ]'<1, то ̂ 1{М, ТУ, Ь)-= 
= ЩМ, ТУ, Ь), ̂ ,{М, М)=,иЛ^,М); 
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4) если одно из многообразий М, N не содержит особенностей, го 
^^{М, N) = МXNXI; 

5) если одно из многообразий М"*, ТУ", (например, многообразие 
У̂) не содержит особенностей, то Ш{{М, ТУ, Ь) = (—1)"'т<(Ж, Ь)ХМХ1; 

6) если два многообразия из М, И, Ь не содержат особенностей, то 
Ш^{М,N^^)^МXNX^XI; ^ 

7) %{М,.N,^)='МXNXI, ^о(М, N)^МXNXI. 
Покажем, как совершить индукционный шаг при построении кон-

^ струкции * Пусть Д/, ТУ — 2гмно(гообра8ия, т = д.1шМ, л = (11т ТУ, 
а{п) = п{р{+Для простоты изложения предположим, что дМ = 
^^N^0. Применяя конструкцию ^,+1 к 2<-многообразиям X, Г, будем 
рассматривать эти многообразия X, 7 как Е(-1-многообразия следующим 
образом: д^Х = д^Х при / Ф г, б'̂  = бХ У д^X. 

Рассмотрим многообразия М^^, р,ТУ. Напомним, что 

• Мр. = МхР^х/и(-1Г^">т 

• где склейка происходит по ^^МxР'г = Р^Мx8^^^. кроме того, 

д^М^. = Л/ X Р1Х {1} У (- ^^^'^%-г{т,д^^^)ш 

Введем конструкцию 

^;»> {М, ТУ) = {М, ТУ) и {м^., м1 

где склейка происходит по конструкции ^{-1{М, длЩ. Заметим, что 

6^1'̂ {М, ТУ) = т^{М, ТУ)и(- 1)™"[т̂ (ТУ, М)у (- 1)«̂ ^̂ т̂ _1 (р̂ТУ, М^.)], 

Рассмотрим = МХР1Х1 как 2гМногообразие: 

= 5,Т1/ XР^XI,^Ф ц 8^11, =^ МXР^X{^}, 

>бЩ) = -МХРгХ{ОУ[}^гМХР'г. ' 

Заметим, что 

т|_1 (Р4ТУ, ТЙ"д.) = т̂ 1̂ (Р̂ТУ, и ш̂-х (РгТУ, ш 

1)де склейка происходит по конструкции 

Но многообразие 6̂̂ 4 = Р̂  не имеет общих особенностей с ^{М, по­
этому 

а^^-г{Ь^^,т)='Р^X^^М. 

Рассмотрим теперь конструкцию Ш.^-^(^^N, ^^, ^{М), граница которой* 
равна 

иШ^-1(^^N,Р^:^^М)иш^^г(т^.г(Мг^^)^^ 

(Здесь мы пользуемся индукционными предположениями относительно 
конструкции Поскольку многообразие Р1 не имеет общих осо­
бенностей с РгТИ/̂'и р,ТУ, то 

ЗГ̂_1(Р,ТУ, Р;, р,Т1̂) = (-1)(--Р~1)(^Р1+1)^^^^ 

Построим следующую конструкцию: < , 

(Л/, ТУ) = {И, ТУ) и (- 1)«̂ "̂ шц (рД, Щ^] X I, У 
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Рис. 10. 

Ее граница равна 

' У (-1)"^" V I («1-1 (Р#, ^г), 

Теперь рассмотрим ' 

^Т''{М, Щ = [т̂ (Л̂ , М)и(- 1Г "̂̂ 1(РгЛ ,̂ Мш)У 

У(-1ГЧ|-х(ТУш,№)]х/,. 

Иными словами, в конструкции •̂ 4'̂  мы приклеиваем «воротники» к 
Ш^{М, К) (см. рис. 10). На конструкции |̂̂ (̂ЛГ, М) определим сле­
дующую Е1-структуру. Пусть = ЛГX?!X/з, Й^^^^NXР^XI^. В гра­
ницу ^1 \М, N) вложено многообразие > ! 

^^^NXР^X^^МXР^)X{^з[}I,)XIг. 

Пусть П — параллелограмм, заштрихованный на рис. 11; разложим его 
в произведение: П = = / X / 5 . Положим 

б̂Г̂  (М, Щ = [т _̂1 {N, М) у.(- 1)°'̂"̂ю̂_1 (р̂ЛГ, М^)] X {1} У 

у (_ 1)--р~1ш,_1 (р̂ТУ, р̂Ж) X Р;/5У {-к_1 ̂  

У(-1)«^"^_1(^(,),р,Л/)]}. 

Здесь мы отождествляем X /5 = X Р* X / X /5 = Р{ X Р» X П. 
Наконец, рассмотрим коистрзгкцию 

^1*^(Л/, ТУ) = щ{М, Щ X /в = [т̂ _1 (ЛГ, Л/)У (- 1)«̂'">щ,_1(ТУо.,р̂Л/)]Х/в. 

Склеивая последовательно ̂ ^^^ Ю|̂\^ получаем, как нетрудно 
убедиться, конструкцию ^{{М, М) такую, что 

Ь'^^{М,.N) = ш^^М, Щ[}(^1Г''ши^, М)[} 

Ц ( _ 1)--Рг-1ш. (Ш. (Р^М, РД), М ' ^ ) , ; 

где = У Р; X /5 У (здесь б(??> ̂  Р; X {0}, б(??> = тР; X {1}). 

Заклеивая мдогробразие (которое, очевидно, диффеоморфно В{), по­
лучаем конструкцию ^{ (М, М). Свойства перечисленные ранее, лег­
ко слЬдуют по индукцшг Примерно таким же образом проводится по­
строение конструкции ©СХЛ/, N, Ь), . 
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Замечание. В формулировке теоремы 2 работы автора [9] необ­
ходимо добавить условие 

[Г|]2. = 0 при 1<А; — 1. 

Справедлив также следующий результат, который мы приведем 
здесь без доказательства. 

•Теорема 5.2. Яг/сть 1н = {Ри Ри), (11тР,>0, {Р'Л^^^^ при 

1 = 1, ..., А;; (11тР,=7̂ (11тР^ при 1^]; Ог —такие ^.^-многообразия, что 

Ь^^ = Рг', Рй = V^^{^^, ..., ̂ к) — допустимое внешнее умножение в тео-

Тогда если 

[В^Ъ^ = 0, [ Г , ] Е ^ = 0, 1 = 1, ...,к, 

рии 

то умножение коммутативно и ассоциативно. 

§ 6. УМНОЖЕНИЕ В ТЕОРИЯХ КОБОРДИЗМОВ 

СИМПЛЕКТИЧЕСКИХ МНОГООБРАЗИЙ С ОСОБЕННОСТЯМИ 

Здесь мы изучим допустимое внешнее умножение в теориях кобор­
дизмов «5р-̂^ симплектических многообразий с особенностями, рас­
смотренных В. В. Вершининым [6]. 

Пусть 2=(Р1, . .., РА, ...)—последовательность симплектических 
многообразий таких, что [Р^в, = {Рк\8р ̂  Ц>ф-2, где ф̂е 
е элементы Н. Рэя [10]. Обозначим 1п={Ри • •Рк)\ь 
8р-^,^, 8р-2, — соответствующие теории кобордизмов, МЗр^^,) М8р^^ 
их классифицирующие спектры. 

Теорема 6.1 (В. В. Вершинин [6]). Для каждого к в теории Зр^'^ 

существует до/густимое внешнее умножение р.^ такое, что 

1) при р> 2 (р — простое) 

^РЧ (Р*)(р) = (̂р) 1'̂'!' • • •' ^1^^ ^ 2 , .. Хп, . ..I, 

гдеп = 2,А,5,...,пФ2^-1, ]<к, йе^ и;,= - 2(2'- 1), Лед а;„ = - 4?г; 

2) кольцо 8р-^^ (р{) имеет кручения в размерностях^ строго 
меньших 2̂ "̂ ^ —3; 

3) в теории 8р^ существует допустимое внешнее умножение 
ц, относительно которого 

8р^(р1) = 2:[Щ1, .. и)и, . . .,Х2, ..Хп, .. 

где Аеёю^ = -2{2' -1), 1 = 1, 2, . .., Ае§Хп = ~^п, к = 2, 4, 5, . . . 
..?г^2^ —1. При этом умножения р.̂, р, согласованы, т. е. для всех 
к^ I диаграмма коммутативна (рис.12). 

Эта теорема доказана с помощью изучения спектральной последова­
тельности Адамса — Новикова для 

Зр| спектров М8р-2,^^ М8р^. В частности, в 

работе [6] установлено, что для каж-

•Я, 

. ЗР1 ® 5р* — 

А, 
5Р1 

Рис. 12. 

дого к 8руУ^ ̂ {рг)^0, где 

^сИтР^^г^+^-З, т. е. [Рйк>=0. 
Пусть ^^ — Егмногообразия такие, что 
5^1 = Рг, 1 = 1 , ..., к, и соответствую­
щее допустимое внешнее умножение 
совпадает с умножением р̂. Рассмот­
рим 2д-многообразие В^ = В (Р )̂, 
сИт̂й = 4(2̂ ^ — 1). Согласно лемме 3.2 

{ВиЪ^^1:от8р\Ар1), 
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но 4(2'^) —4<2 ' " ' ' ^ —3, поэтому [.^АЬ^ == О; Наконец, элемент [ГЙ]̂ ;̂  
имеет третий порядок согласпо лемме 4.4, по в кольце 8рх^^(р1) нет 

элементов третьего порядка, поэтому [Г/1]2,^==0, Мы доказали сле­

дующий результат. 

Теорема 6.2. Для всех /г = 1, 2, ... допустимые внешние умножения 

Рй б теориях 8рт,^ и умножение р, в теории 8р^: коммутативны и 

ассоциативны. 
Из теоремы 6.2 вытекает (см, [11]) 
Следствие 6.3^ Теория кобордизмов ('^/^2)(2) с мультипликативной 

структурой р изоморфна прямой сумме теорий когомологий Брауна — 
Летерсона ВР*. , 

Тем самым, в частности, отождествляются соответствующие сдект-
ральные последовательности Адамса — Новикова для спектра М8р\­
лее того, тесная взаимосвязь между теориями кобордизмов Зр^^ и 18р^^ 
позволяет дать геометрическое описание этой спектральной последова­
тельности Адамса — Новикова в геометрических,терминах (см. [И]), 
в частности, мультипликативная структура в пей порождается умно­
жением ц. . . . 
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В. В. ВЕРШИНИН ' 

УМНОЖЕНИЕ В СПЕКТРАЛЬНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯХ 

Алгебраические структуры сиектральпых послодовательпостей, не­
сущие информацию о соответствующих структурах в тех объектах, к ко­
торым эти последовательности сходятся, являются такяго одним из основ­
ных средств для вычисления дифференциалов. Однако существование 
таких структур, как умнон̂ение, зачастую лишь подразумевается илп, 
во всяком случае, принадлежит фольклору. Одной из причин этого, по-
видимому, является необходимость проведения кропотливых рассмотре­
ний, результатом которых может быть лишь подтверждение того, что 
должно быть по природе вещей. С точки зрения мультипликативных 
структур нас интересуют спектральная последовательность Атьи — Хир-
цебруха и экстраординарная спектральная последовательность Адамса, 
в частности последовательность̂ построенная на основе унитарных кобор-


