
ческим морфизмом 

я * (X) ® (У) ^ я * {X Л У) (5) 

(если последовательности сходятся, то присоединено к спариванию ( 5 ) ) . 
Следствие 2. Для мультипликативного спектра X спектральная по

следовательность Адамса обладает мультипликативными свойствами. 
Для спектральной последовательности Адамса — Новикова ) есть 

теория унитарных бордизмов Ми^{ ) или теория, определяемая спект
ром Брауна — Петерсона ВР^{ ). В последнем случае ее член Е2 изо
морфен -

Е х и Л ^ Р * , В Р ^ ( Х ) ) ^ Е х и ( 5 Р * (X) , 

ще А^ = ВР^(ВР), А = ВР*{ВР). Спектральная последовательность 
Адамса—Новикова обладает хорошими свойствами сходимости. .Из тео
ремы 2 и следствия 2 следует, что эта последовательность обладает так
же и мультипликативными свойствами. 

В заключение автор выражает благодарность В. Г. Горбунову за 
полезные обсуждения материала настоящей работы. 
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С.К.ВОДОПЬЯНОВ 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ОБЛАСТЕЙ И ОТОБРАЖЕНИЙ. 
О Ц Е Н К И СНИЗУ НОРМЫ ОПЕРАТОРА ПРОДОЛЖЕНИЯ 

Рассмотрим шкалу анизотропных пространств Соболева И^р (О) при 
I еN'^,• р^[1, оо] (изотропных пространств (О) при р^[1, <»]), 
состоящих из локально суммируемых на открытом множестве С <= К" 
функций / : К, имеющих на О обобщенные в смысле Соболева про
изводные ( ^ " / , [ а ] = г) и конечную норму 

где V; — градиент порядка .̂ 
Оператор (не обязательно линейный) ех!;: РГр ( С ) Р Г р (К'^) на

зывается оператором продолжения, если ех1;/1с = / , ' г д е /еРГр(С^)* 
В статье' выводятся оценки снизу нормы оператора ех1: (0) 

^ Т ^ р ( К " ) , представляющие интерес в связи с некоторыми задачами 
интерполяции и теории функциональных пространств. Для частных слу
чаев, когда Сг — шар и пространство Соболева изотропно, С. Г. Михлин 
[ 1 , 2] нашел точные нижние оценки нормы оператора ех!! В работе {3] 



в . и . Буредкрв получил точные нижние и верхние оценки величины 
т { 1Гех1;1] для случая, когда О = (а, 6) <= К. В отличие от цитированных 
раёот мы получаем нижние оценки нормы оператора для произвольаой 
области С^сгК". Эти оценки зависят от геометрии области О. Полученные 
оценки снизу для нормы оператора продолжения влекут необходимые 
условия для сугцествования ограниченного оператора ех1 при данных 
I ш р . В ряде случаев эти необходимые условия являются достаточными. 

Опишем кратко содержание каждого из шести параграфов работы. 
Рассмотрения § 1 соответствуют соотношению 1*р ^ п между пока

зателями гладкости и суммируемости 7 и р (здесь и далее = 

г=1 / 
В этом случае мы получаем оценки снизу нормы операто-

ра^продолжения, зависящие от отношения метрики Мазуркевича в обла
сти к метрике пространства. Основным объектом изучения в § 1 являет
ся представление однопараметрической группы невырожденных преобра
зований пространства К" в группе изометрий произвольного полунорми
рованного пространства функций, определенных на К". Общий результат 
сформулирован в теореме 1, из которой следует, что получение нетри
виальных оценок снизу для нормы оператора продолжения сводится 
к нетривиальным оценкам снизу для емкости Тейхмюллера и оценкам 
сверху для емкости кольца. 

В § 2 выводятся оценки для емкостей кольца и Тейхмюллера в про
странствах Соболева, Никольского — Бесова, и Кальдерона. 

В § 3 приведены доказательства теорем 1—3, сформулированных 
в § 1. Более простым является случай однородных пространств. Рассмот
рение неоднородных пространств сводится к случаю однородных. 

В § 4 установлены оценки снизу для нормы оператора ех*: Р Г р ( С ) ^ 
( К " ) , при п~К1*р<п, зависящие от изопериметрических со

отношений специального вида. При их вьтводе также используются по
лученные в § 2 оценки для емкостей кольца и Тейхмюллера. 

Основные результаты работы содержатся 'в § 5 и 6, где соответ
ственно получены необходимые условия для сзгществования ограничен
ного оператора продолжения и описаны метрические свойства гомеомор
физмов ф, индуцирующих ограниченный оператор ф* функциональных 
пространств по правилу ф*/ = / ° ф. В § 5 в качестве частного случая 
мы получаем результаты работ [4—11]. Характер необходимых условий 
продолжения зависит от соотношений ^ л или Отметим 
здесь, что для конечносвязных областей на плоскости полученные при 
1*р = 2 необходимые условия продолжения равносильны достаточным ус
ловиям из работы [12]. В случае конечносвязных ограниченных обла
стей С с: это обстоятельстэр приводит к необходимым и достаточным 
условиям для существования ограниченного оператора продолжения 
ех1: Ь1,(0)-^Ь1{К'), 1*р = 2. Любая связная компонента V^ границы 
д(т такой области, отличная от точки, обладает следующим характери
зующим свойством: существует постоянная И < °о такая, что для любой 
точки 2 одной из поддуг с концами X, Г<, выполняется неравенство 

р1{х,2)<Мр1{х,у). 

(Здесь Р1{х, у) = шах \х^-^У1г*'"- = 2 " ' (/1"^ + /Г ' ) -1 В изотроп-
V г=1,2 I 
НОМ случае соответствующий результат установлен в [7, 8, 13—15. 
Заметим, что достаточные условия продолжения, полученные в (12], 
формально слабее достаточных условий из работ [15, 16]. 

Аналогично случаю пространств Соболева формулируются необхо
димые и достаточные условия продолжения для пространств ВМО^ и 
анизотропных пространств Никольского — Бесова при 1*р = 2 (5]. Эти 
условия обобщают соответствующие «изотропные» результаты работ [10, 
17,18]. 
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Наиболер общие достаточные условия продолжения из известных 
автору получены в р^аботе {12]. Они являются редакцией Достаточных 
условий Лихтенштейна [15, 16, 21]. Заметим, что локальная эквивалент
ность метрики Мазуркевича метрике пространс';гва является частью доста
точных условий из работы [12]. Сравнительный анализ указанных ре
зультатов проведен в [6] . В работе [19] получены сходные с условиями 
Лихтенштейна достаточные условия продолжения для анизотропных 
пространств Соболева. 

Используя имеющиеся условия, можно сформулировать критерии 
продолжения дифференцируемых функций в духе работы [20] (см. так
же [7, И ] ) . Библиографию, более подробно отражающую историю вопро
са, можно найти, например, в [6] или ![10]. Часть результатов статьи 
анонсирована в заметках [4, 5]. Настоящая работа является естественным 
продолжением статьи (6]. 

§ 1. ОЦЕНКИ СНИЗУ НОРМЫ ОПЕРАТОРА ПРОДОЛЖЕНИЯ 
ЧЕРЕЗ ОТНОШЕНИЕ МЕТРИКИ МАЗУРКЕВИЧА 

К МЕТРИКЕ ПРОСТРАНСТВА 

Прежде чем сформулировать основной результат, введем предвари
тельные понятия. |Более подробно эти понятия обсуждены в работе [6]. 

У с л о в и е п р о д о л ж е н и я . Пусть на пространстве К" и откры
том множестве С с К р определены функциональные пространства ^\^(К"), 
/^(К") и N(0) соответственно. Будем говорить, что область О удовлетво
ряет условию продолжения, если функциональные пространства Л^(К!"), 
/^(К") и ]У((т) связаны диаграммой ' 

г ехр 
N{IС^)—^N{^) ^ /? ' (К") , (1) 

где г: 7У(К")-> ^V((т) — оператор ограничеййя, норма которого равна к, 
Л^(С)-^-^'(К")—ограниченный (не обязательно линейный) оператор 

продолжения, т. е. ех1;/|о ==/, / е Ж ( ^ ) , 

ехгЦ = 8нр ,, ,,. ' < оо . • 

Пространства Ж (К") и ^^(К"), входящие в диаграмму "(1), мы снабжаем 
дополнительной структурой: рассмотрим тройки (К", N, Нг) и (К", / , Яг) , 
где Я<,^5^К'*",-^однопараметрическая группа линейных отображений про
странства К" , определяемая равенством Яг = ехр(С/1п^), *^К"^, при ус
ловии, что V — невырожденная действительная п X и-матрица. Более то
го, группа Я«, ^еК"*", индуцирует однопараметрическую группу изомор
физмов Я< К^, пространств ]У и п о правилу 

Н*)=^гоНи / ^ Л ^ ( и л и / ) , * е К + , 

причем полунорма пространства однородна с'гепени а ^ К относительно 
действия группы Я*, т.е. ' 

а полунорма пространства Р однородна степени б. 
Будем говорить, что пространства 7^(К") и /^(К") инвариантны от

носительно сдвига, если для любого сдвига То̂  К" -» -К" на вектор л, 
Ха{х) = х + а, х^ Н", и любой функции ^^Р функция = ° Та при
надлежит пространству Р и 

Пусть р: К" -> К — произвольная непрерывная функция, обладающая 
свойством р(Я((ж)) = ф ( ж ) , г е К + , р ( а ; ) > 0 приж=5^0. Функцию р{х, у) = 
= р{х~-у) будем называть р-метрикой в В". Множество ^{а,^)={x^ 
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^ К " : р(а , а ; )<г} является р-щаром с центром в ,точке а и радиуса г; 
а 5 (а, /•) == {ж ^ р (а, а:) = г} — р-сферой. 

Для точек X, у, принадлежащих одной связной компоненте открыто
го множества О, относительное расстояние (или метрика Мазуркевича) 
определяется как величина 

ра{х, г/) = т ! 2 г , 

где нижняя грань берется по радиусам всех шаров ^ (г, г ) , для которых 
точки X ж у принадлежат одной связной компоненте пересечения ^ (г, г) Л 
П (г, 2 — произвольная точка К". 

Пусть (^0, — пара множеств, содержащихся в замыкании множе
ства (г. Функция }^М(0) ^а.^.гыйа^ется N-допустимой для пары множеств 
Рй1 Ри еслж ^{х) = 1 (/(ж) = 0) для всех х, принадлежащих некоторой 
окрестности множества ^1 (Ро) (имеются в виду окрестности относитель
но множества О). Вещ^чшиа. 

, <^{Ро, Ри Л^((?)) = ш{11/11;.(а), 

где нижняя грань берется по всем ]У'-допустймым для пары множеств 
Ро, Р1 функциям, называется емкостью пары множеств Ро, в простран
стве Щ0)\

' Функция двух переменных О < г < ?̂ < оо 

С{г,1{; N)^^^ЯЛ^{0, Е), ^ ( 0 , г ) ; Л^(К'*)) 

называется емкостью кольца Т)^,т^. = ^{0, Е)\^{0, г) в пространстве 
7У(/?") (здесь ^{а, г) есть замыкание шара ^{а, г ) ) . 

Назовем емкостью Тейхмюллера функцию двух переменных г, Е, 
0 < г < / г < о о , 

Т{г,Е;Р):= Ы ЦР„Р,;Р{Я'^)), 

где нижняя грань берется по всем замкнутым связным множествам Ро, 
Р1 кольца Ог,н, пересекающимся как с внутренней 8(0, г) = {ж: р ( л ; ) = г } , 
так и с внешней <5(0, Е) компонентами кольца Вг,я-

Пусть V — открытое множество, содержащееся в области О. Звездной 
окрестностью множества V относительно области О называется множе
ство 8в{У)={у^0: '3.х^У{[у,х](=:С)}. (Здесь [у, а;] —отрезок, соеди
няющий точки у ш. X.) 

У с л о в и е н е в и д и м о с т и . Будем говорить, что открытое множе
ство О удовлетворяет условию' невидимости, есяи_для любой функции 
1^М(^0), равной нулю в точках множества 5й (У ) \1^ , функция 

также принадлежит пространству N{0) и при этом 

где X —некоторая постоянная, не зависящая от функции /^Л^(б^) . 
Теорема 1. Пусть открытое множество О удовлетворяет условиям 

продолжения и невидимости, а функциональные пространства Л^(К") и 
/^(К") инвариантны относительно сдвигов ш однопараметрической груп
пы преобразований Иг, ^еК"*", причем полунорма пространства ^^(К") 
однородна степени 6, а полунорма пространства /^(К") однородна степе
ни а относительно группы Нг, I е К+, О =^ б < о. 

Тогда в случае 

а=^б/а при 0<Ь^а, « = = 1 при б==^о==0, для нормы оператора про-
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должения ех1;: ]У(С^)-»- / ( К " ) имеют место оценки снизу 

| е х Ц > М 

|ехг 

а Т (1, 2; 7̂ ) 
АхС (1/2, 1; ЛГ) 

Г (2/Ж. 1; Р) 
ккС (1/2, 1; Щ 

Т (1, 2; Л 
кнС {2/М, 1; V̂) 

при 0 < 6 < ( Т , 

при 0 = 6 = ст. 

Приведем примеры пространств; которые удовлетворяют условиям 
теоремы 1. 

1°. Однвродное анизотропное пространство Соболева Ьр((т) при 
^^N'^, оо] (пространство Ьр^ при 1^ N, р ^{1, оо]) состоит из 
локально суммируемых на О функций / : О -> К, имеющих на О обобщен
ные в смысле Соболева производные ^ ) ^ ^ / | а | ==/)• и конечную 
полунорму 

п 
II/ 

г=1 

( I / I 4 0 , „ , = | V , / 

2°. Однородное простра'нство Никольского — Бесова Ьр,е(С^) при 
/ е ( К + ) " , / ) , е е | [ 1 , оо] (пространство &р,е(<?) при г е К + , е е [ 1 , оо]) 
состоит из локально суммируемых функций / ^ б? -> К, для которых ко
нечна полунорма 

« Г 

.|/|ьр,в(с) = 2 } 
г=1 1п 

где 

Д ^ / . ; (? ) / (х) = 

Ьр(С) 
г* 

йк 

Щ<оо 

А*(й;С)/ 

к 

1/е 

1/е 

(Тй — 1)^1{х) при [д:, а: -Ь Л:/̂ ] С1 (?, 
О при [х, X + кк] ф О, 

(х) ^1{х+к),к:>1, ^\^ {П О) / = {ье^ О) /, 

ег — орты стандартного базиса пространства К", к^ > и, 1 = 1, 2, 

1 _ X V л 
г = 1 ^ 

3°. Пространство ВМО'{0) при ^^^(К"^)" состоит из локально сум
мируемых на С функций, для которых конечна полунорма 

где П П(ж, г) = (у е К": рг (х, у ) < г } , рг (ж, у) = т а х | а:{ — 
г=1;2 , . . . ,п 

1П1 — мера Лебега параллелепипеда П, а / п = | П ]*/(х) (̂ л:, и верхняя 
п. 

грань берется по всем параллелепипедам П = П(х, г ) , содержащимся в С. 
Для примеров 1—3 в качестве однопараметрической группы преоб

разований Нг, I ^ К+, рассмотрим Ц^ (х) = {1^*'^^Х1, . . . , *'*/^"Хп), ^ е К+; 
в случае числового параметра гладкости I или вектора I с одинаковыми 
компонентами^ мы имеем обычную группу гомотетий. Можно проверить, 
что для функции /, принадлежащей любому из перечисленных про-
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странств 5'р(К"'), функция (Н*}) (х)^ (Н^{x)) также принадлежит 
пространству 5^ (К") и при этом 

1^*4^(к") = *11/14(»п)* 

где о = 1* — п/р для пространства Соболева и Никольского — Бесова и 
0 = 0 для пространства ВМО^(В^^). Кроме того, р1{Н'1{х), Н1{у)) = 
=^1р1{х, у). Для любого из перечисленных пространств мы имеем сле
дующие значения постоянных: х = = 1. 

4°. Рассмотрим пространство Ь р ^ ' , р ^ с и К^, при 11,12^М, 
Ра ^ [ 1 , °*], локально суммируемых функций, имеющих обобщенные 

в смысле Соболева производные О]^} и 1>'|/ и конечную полунорму 

1 . ^ 
р 

Положим ^1 = = / 1 — ^ + — ^2 = ^2 + — — — , я < {х)=(г^*^^1Х1,г'^*1^^х^), 

где — = -5- [г 1- р^{х, у) = т а х | ж̂  — У{ \^^^^*. Непосредственно 

проверяется, что р;^(Я<(х), Е^(у))-= 1рх{х,у) и для функции Я* / = 
= / о Я ь / е / . р ^ Д ( Н ^ ) , мы имеем | | я ; / 1 = где 

_2_ 

'̂1 

Пространство Соболева Р^р (С) состоит из функций пространства 
1'р{С1), для которых конечна норма 

Аналогично определяется пространство Никольского — Бесовк Вр^(^). 
В тех случаях, когда формулировка результата является одинаковой 

для шкал пространств Соболева или Никольского — Бесова, мы будем 
обозначать эти пространства одним символом 5р {зр^), если они одно
родны и анизотропны (изотропны), и символом 5р(<5'р^), если они 
неоднородны и анизотропны (изотропны). В случае однородных про
странств область определения предполагается связной. Оценки нормы 
оператора продолжения для указанных шкал пространств являются след
ствиями теоремы 1. 

Теорема 2,' Если 

М = И т 8ир 
Ра у) > 4 

зир > 4 

(постоянная а определяется ниже) , то ^для нормы оператора 

( е х г : 4 ( С ^ ) - ^ 4 ( К " ) ) , 

где 0<:Г*~-п/д^1* — п/р, г=>^2, х ^ ( 0 , 1], имеют место оценки снизу 

у,М'*^'^ при О < г* - п1д, а = 

М 
721п — при — п/д = 0, I = г, р = д, а = 1. 
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Теорема 3. Если 

М = зир } ' , > 4, 

то для нормы оператора продолжения ех1: ВМО\0)-р-ВМО^Т^."*) спра
ведлива оценка снизу ' 

* м 
| е х 1 | > 7 з 1 п | ^ . . , ^ 

§ 2. ОЦЕНКИ ДЛЯ ЕМКОСТЕЙ КОЛЬЦА И ТЕЙХМЮЛЛЕРА 

в этом параграфе мы установим оценки для емкостей кольца и Тейх
мюллера. Иа теоремы 1 следует, что для получения нетривиальных оце
нок для нормы оператора ех* достаточно знать оценки снизу для емко
сти Тейхмюллера и свер±у для емкости кольца. Основным модельным 
примером является пространство Соболева, однородное или неоднородное. 
Есжщ специфика пространства Никольского — Бесова требует некоторых 
изменений в доказательствах, то мы эти модификации каждый раз ука
зываем специально. В изотропном случае такие оценки известны (см., 
например, [8, 10, 22—27]). Здесь для оценок емкости мы используем 
метод, в основе которого лежит применение теорем вложения (см. [10, 
26, 27]). 

1°. Напомним определение и основные свойства емкости. Множество 
всех функций из N{0), допустимых для пары множеств Ро, Рх, обозна
чим символом %{Ро, Ра', N{0)). Величина 

^{Р„Р^;Н\а))= т { тща) 
/аЭ{(?д,1!'̂ ;]У(С)) 

называется ^У-емкостью пары множеств Ро, Р1'в пространстве N{0), 
Если для пары Ро, Р1 допустимых функций не существует, то полагаем 
ЩРо,Ри Щ0))==<^. ' 

Приведем два общих свойства емкости, которые непосредственно 
следуют из определения. 

С в о й с т в о 1. М о н о г о н н о с т ь е м к о с т и о т н о с и т е л ь н о 
п а р ы м н о ж е с т в . Если пара множеств ( ^ 0 , ^ 1 ) содержится в паре 
множеств (Ро, Р1), т. е. Р^а Рг, I = О,,!, то 

(^{Р'„Р[;М{а))^®{Р„Р,;М{0)). 

Напомним, что для двух пространств N(0) и Л^(К") ойределен опе
ратор ограничения г: Л ^ ( К " ) - > Щ С ) , т. е^ г( / ) = /1<г, / е ] У ( К " ) , норма 
которого равна к. 

С в о й с т в о 2. М о н о т о н н о с т ь о т н о с и т е л ь н о о б л а с т и 
о п р е д е л е н и я . Для любой пары множеств 7^о/Л^=<? справедливо не
равенство 

^{Ро,Рг, N{^))^кЩРо, Р,^,N{п")). 

Перейдем теперь к изучению емкостей кольца и Тейхмюллера. В [6] 
доказано, что в пространствах, инвариантных относительно сдвига, ем
кости кольца и Тейхмюллера зависят лишь от радиусов и не зависят 
от выбора центра. Поэтому в дальнейшем мы считаем, что центр кольца 
отнесен к началу координат. 

Из монотонности емкости (свойство 1) вытекает следующее свойство 
емкости кольца (Тейхмюллера). 

С в о й с т в о 3. Функция С (г. Я) {Т{г, В)) при фиксированном В 
не убывает (не возрастает) на промежутке (0,7?), а при'фиксированном 
г не возрастает (не убывает) на промежутке (г, <»). 

'Сформулируем теперь свойства, которые вытекают из однородности 
нормы относительно однопараметрической группы преобразований Яг, 
^ е К + . . • ^ ' /. 
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С в о й с т в о 4 [6] . Емкости колец Вт,в и Ву.г,\и1 в пространстве ЩЯ'^) 
связаны условием 

Полагая в последнем равенстве р, = 1/Л, г = В/2, получаем 
С{В/2, В] Щ = В-'С{т, 1; И). (2) 

С в о й с т в о 5 [6]. Емкости Тейхмюллера Т{г, В; Р) и Т{\1Г, \хВ; Р) 
« пространстве /^(К") связаны условием у 

Т{г,В;Р)=-\1'Т{11Г,1лВ;Р). 

Полагая |х =^ 1/В, имеем 
• Т{г,В:,Ру=В-'Т{г/В,1;Р). , (3) 

2°, Перейдем теперь к оценкам емкостей кольца и Тейхмюллера в 
пространствах С1оболева и Никольского — Бесова. 

Напомним, что с каждым пространством Соболева или Никольско
г о — Б е с о в а 5р мы связываем р-метрику Р1{х,у)= шах | г/^!^^/'*, 

I г=1,2,...,п 

где 1*~^=п ^ 2 ^г^- Как обычно, относительно этой метрики определя-

ются р-шары и р-сферы (в нашем случае р-шары являются параллелепи
педами) . Относительно однопараметрической группы преобразований 

пространство Зр (К" ) инвариантно и 
его полунорма однородна степени/* — п/;?, т. е. 

' II я ! = I / ц , / е 4 - ( К " ) , * ^ к + . 

Отметим соотношение между емкостями колец в однородном и не
однородном пространствах, которое базируется на неравенстве Пуанка
ре — Соболева. Известно [28], что если зирр и с: ^ (О, Я ) , то 

Поэтому для любой функции и, допустимой для ёмкости кольца Вт, к, 
имеем 

• ^ ( ^ ' ^ ' ^ ^ ) < 1 1 " 1 1 4 ( н . ) < Я " 1 1 4 ( н ^ ) 

-||г*||г (нп) -ь М1. ся^*)||« 

Отсюда вытекает следующее 
Предложение 1. Емкости кольца Вт,в,в однородном и неоднородном 

пространствах связаны между собой неравенствами 

; С{г,В;4)^С{г,В-8'р)^11 + СВ'*]С{г,В;81), 

где С — постоянная в неравенстве Пуанкаре — Соболева. 
Неравенство для емкостей Тейхмюллера в однородных и неоднород

ных пространствах следует непосредственно «из определения емкости. 
Предложение 2. емкостей Тейхмюллерш в однородных и неодно

родных пространствах имеем соотношение 

Т(г,В;4,)^Т{г,В',811 

Сформулируем теперь свойства 4 и 5 для случая пространств Собо
лева и Никольского — Бесова. 

Предложение 3. Емкости колец Вт, в ш'В^т.т в пространстве 8р(К'*) 
связаны условием , 

е{г,В;4)=^^'*-^^Щ1хг,11Я;8'р). 
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Из (2) получаем 

С (Л/2, Д; 4 ) = 1Г<^-'* С (4- , 1; '̂р). ' (4) 

Предложение 4. Емкости Тейхмюллера Т{г, К; 5д) и 3"(|лг, р,Д; 5,) 
связаны равенством 

Из (3) получаем 

Т(г,В; 81) = Я-'^-'*т[^,1;з1). (5) 

Напомним, что из свойства 3 вытекает следующее свойство емкости 
кольца: функция С (г, 7?) при фиксированном Я не убывает на (О, Я)^ 
а при фиксированном г не возрастает на промежутке (г, «з). 

Предложение 5. Емкость кольца С (1/2, 1) в однородных простран-
' ствах Соболева и Никольского — Бесова отлична от нуля. 

Д о к а з а т ' е л ь с т в о . Если и — допустимая функция для емкости 
С(1/2, 1 ; 4 ) , то - , 

[т((?(0, 1/2))1^/^<С(1/2, иЗ'р). 

Применяя теперь правое неравенство предложения 1 при Д = 1, получа
ем оценку / 

[т {^ (О,, 1/2))]^/^ < С 1; 4 ) < [1 + С] С ( 4 , 1; 4 ) . 

что и требовалось доказать. 
Предложение 6. Если в случае пространств Соболева 1*р > п при 

р> 1 или 1*^п при р = 1, а в случае пространств Никольского — Бесова 
1*р п при е > 1 или 1*р > п при 6 = 1, го при (1 ^ Л 2г) 

С (г, Я; 4 ) = аЯ^^^-'*{С (г, Я; 8^) ^ Я^'^-'*). ^ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Полагая в предложении 3 р. = ^?~^ получим 

равенство 

( ^ ( г , Я ; 4 ) = Л"/^-'*с(-^,1 ;4) . 

Воспользовавшись, далее, монотонностью емкости, получим оценку сверху 

1; 4 ) = С {г, Я; 4 1 < С ( | - , Я; 4 ) = Я-^^-^*С 1). 

Чтобы получить оценку снизу, достаточно проверить, что С{8, 1; 4 ) ^ 
^ а >• О, где 5 = г/Я ^ 1/2. Из предложения 1 имее>1 неравенство 

^•(5, 1 ;5^)<(1-^С•)С (5 , 1 ; 4 ) , 

из которого следует, что надо убедиться в справедливости неравенства 

С ( 5 , 1 ; 5 ' ^ ) > а > 0 , 5 ^ ( 0 , 1 / 2 ] . 

Заметим, что допустимые функции для емкостей С{8,1\81),, з^ 
е ( 0 , 1/2], равны нулю вне шара и единице в окрестности точки 0. По 
теореме вложения 5 р ( К " ) - ^ С ( К " ) [28] для любой допустимой функ
ции и имеем неравенство 

1 ^ 8 П Р ) И (Ж) К 6*11 М II Г, 
5сен« ®р 

где постоянная С1 — норма опё^^атора вложения 5^р(К")->С(К"), огра
ниченного в силу условий предложения 6^ Таким образом, 
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что доказывает предложение для однородных пространств. В неоднород
ном случае доказательство требует иримененйя предложения 1. 

Доказательства предложений 5 и 6 основаны на неравенстве между 
емкостями, вытекающем из возможности, вложения одного функциональ
ного пространства в другое. Сформулируем соответствующий результат 
в абстрактной форме. 

Предложение 7. Если г. Н^(В.")^ НгЩ"^)—ограниченный оператор 
вложения двух функциональных пространств и Н^, то 

^{Ро, Ри Н,{Я-))- (Ро,'Ри Я , ( Л " ) ) , 

где \Н\\ норма оператора вложения. 
Д о к а з а т е л ь с т в о следует непосредственно из определения ем

кости. 
В следующем предложении устанавливается оценка снизу для емко

сти Тейхмюллера. 
Предложение 8. Пусть компоненты вектора гладкости упорядочены 

п -1 

1̂ < /г < . • • Если р > 2 ] - ^Р^ 7> > 1 или 1 ^ 2 — при р = \

п -1 

г=1 ' г=1 » 

случае пространств Соболева и р^^^г- в случае пространств Николь-
•1=1 * 

ского — Бесова, то 
К с1п — при 1*р = п, 

1*р — п ̂ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем для пространства Соболева ^\,^, а за
тем укажем изменения для случая пространств Никольского — Бесова. 

Заметим, прежде всего, что при фиксированном ^ = 1, 2, п для 
почти всех x^ ограничение функции и^Ь\, на гиперплоскость Р {x^) = 
= { ^ ^ К " : 1/г = л:Д есть функция класса ^р^'^^ {Р {х^), где == . . . 
..., ..., 1п). Этот факт доказывается точно так же, как теорема 
5.5 [29, с. 120]. 

Рассмотрим произвольную допустимую функцию и для емкости 
Г(г , Д) в пространстве Ь р ( К " ) . Перейдем теперь в выражении для 
и|^г к обобщенным сферическим координатам [28] 

п 
\й8 С 2 
Г 8(0,1) г=1 

ВСи{НЛх')) %"-^Й(О(Ж' ) . 

В силу ограничений на показатели суммируемости и гладкости для почти 
« всех 5 ^ (г, К) сужение функции г* на р-сферу 5(0, 5) является непре

рывной функцией и, кроме того, для почти всех 8^ [г, Я) 

8(0,1) 

поскольку 08С 1̂  = т а х м — т 1 п и ^ 1 п о определению функции и. Здесь 
Я(0,в) .5(0,*) 8(0,в) ^ 

С — постоянная, зависящая от нормы оператора вложения Т'Гр (5 (О̂ ,. «)) 
в С{8{0, 8)). 
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Объединим теперь выведенные неравенства в окончательную оценку: 

и 
н 

1п — при 1*р = п, 

1*р 

^^^п-1*р_^п-1*р^ при 1*р<П. 
п — 1*р 

Так как допустимая для емкости Т(г, Д) функция и^Ьр выбиралась 
произвольно, то утверждение для пространств Соболева доказано. 

Доказательство для пространств Никольскбго — Бесова проводится по 
той же схеме с учетом следующего замечания: в силу вложения 
Яр в ( к " ) с= 5р,оо ( к " ) достаточно установить оценки для классов Ни
кольского. Ограничения на показатели суммируемости и гладкости гаран
тируют ограниченность оператора вложения в пространство непрерывных 
функций на соответствующих р-сферах. 

Предложение 9. Если 1*р <п, р'^ 1 для пространств Соболева И^р 
и 1*р<п, /?>1 {1^В^д при р = 1) для пространств Никольского — 
Бесова В^^^, то при П>2г (1>Н>2г) 

±-1* ( -?-г*А 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим в предположении 3 ц = Н~\а 
цолучим равеЩзтво 

С(г , Д ; 4 ) = Л ~ ' * б : ( ^ , 1 ; 4 ) . 

Напишем теперь применительно к нашему случаю неравенства предло
жения 1 . 

Из этих неравенств следует, что достаточно найти оценку снизу для ем-

кости С 1; Эта оценка следует из вложения И''р(К") в 1гв(К")' 

[28, 30] (Лр.еСН") в пространство Лоренца Ья,со(ВГ) [28, 31, 32]) при 
1/д = (п — 1*р)/рп. Для всякой функции е И^Р ( К " ) (Вр,е ( К " ) ) ^ рав
ной единице на ^ { 0 , г/Е), имеем неравенство 

(ш (О," г/Л))1'''< с 1 « Ц , ^ „ Д < с I . |Ц^^,^„)). 

Заметим, что мера ш а р а ^ ( 0 , г/Й) равна 2"(г/Л)". Поэтому 

^Л-ж) ' <сс{г/Е:и81{я-))^ 

. < С [ Ц - С ] С [ ^ , 1 ; 4 ] = СЛ ^ С(г , Л ; 4 ) . 

Таким образом, получена оценка снизу ' 
Сг^/р-1*^С(г,Еу81,). 

Оценка сверху для емкости С{г, Л ; 4 ) следует из соотноЩения 

С ( г , Л; 4 ) < С ( г , 2г; 4 ) = С ( 1 , 2; 4 ) , 

так как по предложению 5 емкость С ( 1 , 2; 5р)=?^0. Применение предло
жения 1 дает двустороннюю оценку емкости С {г, Е; 8р). На этом дока
зательство закончено. 
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Предложение 10, Если п = 1*р, р^{1, оо)^ то • для емкости кольца 
^г,1, г е ( 0 , 1), в пространствах И^р имеет место оценка сверху 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В [33] доказано существование положительной 
гладкой в К"\{0} функции Р1: К"\{0} К, однородной относительно груп
пы п р е о б р а з о в а н и й ( х ) = {^Ь ̂ ^^х^, , . " ^ " ^ Х п ) , т. е. Р1(Яг(х)) == ^р^{x). 
Кроме того, функции р(ж) = Рг(^7 0) и Р1 эквивалентны в том смысле, 
что существуют положительные постоянные Со, Сх > О такие, что для всех 
х^ВГ -

СоР^(x)^р{x)<Сф^{x). 

В [34] отмечено также, что \0''р1{х)\ х^В.Л{0}, где С„ не 
зависит от х, а а, = {1*/и, /*/ /„) , о — произвольный /г-мерный 
мультииндекс. В силу эквивалентности метрик р и Р1 достаточно доказать 

1п — 1 1п —. Обозначим 

через ф функцию из пространства С"(К) , такую, что ф(^)=зО при ^ < 0 , 
ф(^) = 1 пщ 1^>1. Пусть и{х) = <^{и{х)'\. Ясно, что и = 0 вне Яа = { х е 
е К " : Р1(а: )<2} жи = \а множестве Я , = {л ;еК": Р1(д;)<г}. Кроме 
того, с учетом предыдущих замечаний имеем неравенство 

В^Си{х)\^д 

на множестве Вг\Вг. Отсюда получаем 

1 п 1 
Г . 

-I* 

[с{Вг, В.'^ХВ,; Ж И ^ < С 2 1 . < 
г=1 

1 2 
1п — 

г 

- Р - р 

г _ 5 Г . 

1 - Р 

В заключение отметим свойства емкостей кольца и Тейхмюллера в 
пространстве ВМО\е нам понадобятся при доказательстве тео
ремы 3. 

Предложение И . Я пространстве ВМО^В'^) емкость Тейхмюллера 
2; ВМО')=г^0.. Для емкости кольца имеем оценку сверху 

С ( г „ 1 ; ВМО^)^С 1п 
-1 

(О,, 1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Непосредственно проверяется, что 1п ——г 

ВМОЧ^С). Тогда функция и(х)=^ 
и{х)^1 на <?(0, г), и{х)^0 на К"\(?( 
емкости С (г, 1; ЯЖО') . Поэтому 

С{г, 1; ВМ0')^\\и1^^1^^п)<С 

), 1), является допустимой для 

1 п 1 \1п 11 
Р вмоЧп^) г 

- 1 

В последнем переходе использован результат работы [35]. 
З а м е ч а н и е 1. Доказанные оценки для шкал пространств Собо

лева и Никольского — Бесова позволяют получить аналогичные соотно
шения для промежуточных шкал. Приведем в качестве примера шкалу 
пространств-ЗЧр1 а > 0 , р^[^, °°], введенную (в изотро'Пном случае) Каль-
дероном [36]. В [37] доказано, что шкала пространств Кальдерона зани
мает промежуточное положение в шкале пространств Бесова: В рр си 
а ^рС1. Вр,оо. В силу предложения 7 имеем следующие соотношения для 
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емкости: 
к,^ (Р,, Р,; Д « р ) < ® (Р„ Р,; 3 1 ? ) < А : 2 < 5 { Р , , Р.^В^Л 

Отсюда мы видим, что оценки для емкостей кольца и Тейхмюллера в 
пространствах Кальдерона немедленно получаются через соответствующие 
оценки емкости в пространствах Бесова (см. предложения 1—6, 8, 9 ) . 

§ 3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1—3 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1 основано на теореме 2.2 из [6], 
которую мы сейчас процитируем. Все понятия, входящие в формулировку 
теоремы, определены в § 1. 

Теорема [6]. Пусть открытое множество О с: К " удовлетворяет усло
виям невидимости и продолжения. Тогда если 

ЛГ = вир д > 4, 
. ж ,уеС,р1-а(х,у)<1 Р У) 

•|б/а при 0 < ; б ^ а , 
~ и при 6 = 0 = 0, 

то для норм%1 оператора продолокения выполняются неравенства 

Т 
\ 

Т{г, 2г; Р) < кхЫ\С{2г, Мт^; Щ. 

г , ! МЛ р] < Тех 1 ех1 II с г«, Мг«; ^V (6) 

(7) 

заведомо выполнены, если 
в условиях теоремы 1 мы 

Заметим, ч.то условия цитируемой теоремы 
выполнены условия теоремы 1'. Следовательно, 
имеем неравенства (6) и (7) . * 

Применим; равенства (2) и (3) к емкостям, входящим в неравенство 
(6) . Получим 

г, Л - М Л ^ - -^Т ( 1 , 1 М г « - 1 ; М"̂ !" (1 , | , М г « - 1 ; Р^ 

С (М г«, МЛ N^ {Мг'^)-" С (1, 1; ^V' 

и поэтому 

М' с Та,2',Р) 

Ьсс(^.,1;^V^ 
при о<: 6 ^ о,; 

1(8) 

ккС 
при б = а = 0. 

Если применить равенства (2) и (3) к емкостям, входящим в неравен
ство (7), то получим I 

Т(г,2г;Р) г-^Т{\,2;Р) _ Й^Т{{,2-Р) 

' , « V М ) 
Отсюда 

'м°т{\,2\р) 

2г 1-а 

| е х 1 | | > 
' Т(1,2',Р) 

при 0 < 6 < а , 

- ,1 

кхС 
при 6 = ст = 0.. 

(9) 

Очев^[дно, что неравенства (8) и (9) составляют утверждение тео
ремы 1, 
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З а м е ч а н и е 2 . Оценки снизу-для нормы оператора продолжения 
при 0 < б < о в (8) и (9) совпадают, в то время как при б = а==0 они 
различны. В (8) оценка снизу зависит от поведения емкости Тейхмюлле
ра Т{11М, 1; Р), при М о о , а в (9) — от поведения емкости кольца 
С{2/М, 1; Щ при Л / - * -оо . Это обстоятельство, во-первых, расширяет воз
можности применения теоремы 1 к конкретным пространствам, я во-вто
рых, позволяет из двух возможных оценок выбрать наилучшую (ср., на-
п^)имер, поведение емкостей кольца и Тейхмюллера в пространствах Со
болева при 1*р = п ъ предложениях 8 и 10). 

Применение теоремы 1 к конкретным пространствам при О < б ^ 0 
сводится к проверке того, что емкости кольца С ( 1 / 2 , - 1 ; Л )̂ и Тейхмюлле
ра Т ( 1 , 2 ; Р) не равны нулю. В этом случае оценка снизу нетривиальна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Положим в теореме 1 М==Р = 
=^ВМО\а к = % = \, б==»а —0. Из (9) имеем оценку снизу для 
нормы оператора продолжения: 

ЦехгЦ^ Г ( 1 , 2 ; ВМО^С 1; ВМО"-

1п м - 1 
По предложению И Г ( 1 , 2 ; ВМО')Ф{^ жс{^,\\ВМО'^<,С 
М > 2. Отсйда окончательно получаем Иех̂ Н ^% 1п М / 2 , где уз = 
= Г ( 1 , 2; ЯЛ/О^У/С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2 . Разберем два случая: однород
ный и неоднородный. Дусть пространства, фигурирующие в теореме '2, 
однородны. Тогда мы находимся в условиях теоремы 1 при А'^(К")=> 
= 4 ( К " ) , Л^(С!)= 41;С),/Г(К«) = 4 ( К " ) , /с = х = 1, б = г * - / г / д . 
о = — п1р^ Поэтому 

1ех*11> 

при 0 < г * — п/д^1'^ — п/р. 

(10) 

Т 1; 5^]/с ( | , 1; 4 ) при г* - п/д = 0,1=^ г, р = д. 

п 

Если г*д>п, то ? > 2 ~ ~ ' поэтому выполняются условия предло
га!'"* 

жения 8, из которого <;ледует, что Г ( 1 , 2 ; 4 ) т ^ О . По предложению 5 

С -̂1-, 1; 4^ ^ О- Таким образом, при О < г* — п/д < I* — п/р теорема 2 до

казана с постоянной 7 1 = г ( 1 , 2 : 4)/С ( 1 1; 4 

Если г*д =п, то з ! > 2 7"Для любого 1 = 1, 2, п, и мы опять на-

ходимся ц условиях предложенид 8. В этом случае для емкости Тейх
мюллера имеем оценку снизу Т\2/М, 1; 81)-^С1п-^. Из предложения 5 

С (1/2,1;4)=7^ 0. Отсюда получаем искомую оценку в однородном случае: 
М 

где = С / С - у , 1; 4^ 

Перейдем теперь к неоднородному случаю. Из условий теоремы сле
дует, что для всех г е ( 0 , Го), где г»—некоторое положительное число, 
одновременно выполняются неравенства М * * ^ 1 и О < г*"" < Д:Г/4. Напом
ним, что Ь==г* — п/д, а — 1* — п/р и а = б/о, если б < о, и а = 1, если 
б = а. В условиях теоремы 2 справедлива теорема 2.2 из [ 6 ] при (1 "̂̂ ) = 
= ^-^СК"), N{0) = 4 ( С ) , /5 ' (К") (К" ) , к - к ;= 1, поэтому при 
6* т 



Мг« ^ 1, о < г'-« < Л//4, г е (О, Го), 

г ( г , 1 ] к Г Л 5 $ ) < | е х 1 ; | | с ( ^ Л (И) 

Неравенство (11) является основой для получения окончательного ре
зультата. 

Имеем следующие неравенства (объяснения переходов даны в 
скобках): 

г - « Т ( 1 , 2; 5 0 < ( с в о й с т в о 3, 2 < - | - М г " - ^ ) < 

< г-^Т ^ 1 , | - ^к^^"-^; 5^) = (равенство (5)) = 

= Т (г, 1 Мг"^; 5д] ^(предложение 2)<г(г, -|-Мг°'; 5д)<(неравенство (11)Х 

у < | | е х 1 С ^ Л М Л 5 ^ < (предложение 1 , М г « < 1 ) < 

ехг[(1 + О-С (^г" ' , Мг"; 4) = (равенство (4)) 

ех1||(1 + С ) ( Л / г " ) - ' ' < : ( | - , 1;^. 

Из этой цепочки получаем оценки 

| е х 1 | > Л Г ; 
(1 + С) С 

при О < г* — тг/д < г* — 

II ех1 > 

(12) 

(1 + С ) С ^ | , 1 ; 4 

при Г* — лг/дг = О,, г = Г, р = ^ , 

Здесь С — постоянная из неравенства Пуанкаре — Соболева. 
Очевидно, что (10) и (12) отличаются лишь множителем 1 + С в 

знаменателе. Поэтому к (12) применимы те же рассуждения, что и к не
равенствам (10). Таким образом, теорема 2 доказана. 

З а м е ч а н и е 3. Утверждение теоремы 2 справедливо также для 
пространств Кальдерона при тех же соотношениях между показателем 
гладкости и суммируемости. По поводу оценок для емкости в пространст
вах Кальдерона см. замечание 1 в конце § 2. 

§ 4. ОЦЕНКИ НОРМЫ ОПЕРАТОРА ПРОДОЛЖЕНИЯ 
ЧЕРЕЗ ИЗОПЕРИМЕТРИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ 

В этом параграфе мы рассмотрим оценки нормы оператора продол*-
жения через соотношения изопериметрического типа. Эти оценки выво
дятся для случая, когда показатели суммируемости и гладкости в прост-
ранстваз^ Соболева связаны соотношениями 

,г=1 » 

(и ) р > шах - 2 7 ^ ^Р'^ р > 1 

или 1 ^ шах; 2 Г" °Р*^ Т?'^%-
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1. ^Рассмотрим вначале абстрактную ситуацию. Мы используем по
нятия и обозначения из § 1. 

Из определения емкости вытекает следующая 
Лемма 1 [6, 38]. Рассмотрим оператор продолжения ехЬ: V̂ 

-»-/^(К"). Для любой пары множеств (Ро, -^О, содержащихся в С, спра
ведливо неравенство 

^{Ро,Р^; Р{П"))^Ыт{Ро,Р,; N{0)), 

У с л о в и е ' р а з д е л е н и я . Пусть р-шар ^(а, з) расположен таким 
образом относительно области О, чтр ^\^{а, з) содержит, по крайней 
мере, две непустые связные компоненты Уо и Уи Будем говорить, что 
область О удовлетворяет условию разделения д л я пространства N(0), 
если для любой фуякцжж и^М{0) такой, что и = 1 в некоторой окрест
ности ^{а, з), функция ^ 

и{х) при х ^ У^,. 
1 при X^Ух 

щ (х) == 

также принадлежит N{0) и 

Очевидно, .что для пространства Соболева ^р (С) и пространства 
В МО'{О) условие разделения выполняется с постоянной х = 1. 

Из условия разделения следует 
Е м к о с т н о е у с л о в и е р а з д е л е ь и я . Рассмотрим замкнутые 

множества Ро То п Р^ = {^ {а, з) П С) Ц У^. Тогда 
^{Ро, Ри N{^))<%ЦРо, <?(а, з)ПО; N{0)). (13)' 

Действительно, возьмем произвольную допустимую функцию и для 
емкости ^(/^0, 01а^~8)1ГО; N(0)). Тогда в некоторой окрестнбсти 
^ ( а , 8)0 С функция и тождественно равна единице. Очевидно, что функ* 
ция м^ ИЗ условия раздоления, построенная по и, является допустимой 
для емкости ®(/^о, Ри ^((^)) и, кроме того, 

^{Ро, Ри N{^))^\\иX^а)<Мщо,. 

Отсюда уже немедленно следует (13). 
Напомним, что емкость С {г, з; ТУ (К") ) , фигурирующая в следующей 

лемме, определяется при О < г < 5 < с» как емкость пары множеств 
{ОЩ~Т), К " \ ^ ( 0 , 5 ) ) в пространстве ]У!(К"): 

С{г, з; ЛГ(К")) = ©((?(О, г) , КЛ(?(0 , 5 ) ; ^V(К")У. 

Лемма 2 [38]. Предположим, чтр область С с: К" удовлетворяет усло
вию продолжения и разделения для пространстеа N(0). Пусть р-шар 
^{а, г) расположен таким образом, что ^\^{а, г) содерокит, по крайней 
мере, две непустые связные компоненты Уо, УI и в то же время пересе
чения сферы 8 (а, В) с Уо и не пусты. Тогда для любого числа з^ 
е ( г , Л) имеет место неравенство -

Т{8, В; Р{Я^))^кхих1^С(г, з; Л^(К")), (14)' 
где к — норма оператора ограничения, а % — постоянная из условия раз
деления. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим Р^ = У{ П л ( а ) . По определению 
емкости Тейхмрллера имеем 

Т{8,В;Р{П-))^<^{Ро,РиРт)-
По лемме -1 ~ 

ЩРо, Р,; ^ ' ' ( К " ) ) ^ 11ех111®(/̂ о, Ри N(0)). 
Так как .̂ 1 с г (^ (а , г) и О) и У1, то в силу свойства 1 из § 2 

11ех1,11б(̂ 'о, Ри N{^))<\\еxт^Ро, (<?(а, г)П(?)и У,; N{0)), 
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в силу неравенства (13)' 

11ех111(2;(-Ро, {^{а, г)0О)\)Уи к\\ех1Ш{Ро, ^^а, г )ПС; N(0)). 

Опять используем свойртво 1 из § 2: 

х11ех111(§;(̂ ?'о, ( ? (а , г )ПС; ЛГ(С))< >с11ех111©(К"\(?(а, 8)П С, (2(а ,г )ПС; N(6)). 

А теперь — свойство 2 из § 2: ' г 

%\\ех1Ш{КЛд{а, 5)ПС, ' (?(а, г ) П С ; • Л ^ ( С ) ) ^ 
<А;х11ех111©(КЛ(?(а, в), (?(а, г ) ; Л^СК")) = А;х11ех11!С(г, г, Л^(К"))\ 

Переходя последовательно от первого нерг^венства доказательства к по
следнему, мы, очевидно, . получаем утверждение леммы 2. 

Доказанная лемма является основой для доказательства следующей 
теоремы. < 

Теорема 4. Пусть открытое множество С удовлетворяет условиям 
продолжения и разделения, а функциональные пространства ^У (̂К")' и 
/?'(К") инвариантны относительно сдвигов и однопараметрической группы 
преобразований Нг, геК"*", причем полунорма пространства Р{^'^) одно
родна степени б, а полунорма пространства N (Щ) однородна степени а 
относительно группы Н^,^^К^^_с^ б <0. Пусть р-шар ^{а, г) распо
ложен таким образом, что ^\^{а, г) содержит, по крайней мере, две не
пустые связные компоненты Уо и Т̂ 1, и в то же время пересечения сферы 
8(а, Я) с Уо и VI не пусты. Тогда для нормы оператора вхЬ: N{0)-*-
->/^(К") имеют место неравенства 

Т ( | , 1; Лк«)^ 

ех1 
ккС (1, 2; Л' (К"))' 

7 ( 1 , 1;^^(К«)) 
(15) 

ккС 
Я а—б 

где 2г<Я/2 и а, = б/а при О < — 6 = ^ — 0 и а * = 1 при 6 = 0 = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Чтобы доказать верхнее из неравенств (15), 

положим в (14) 5 = 2г. Тогда 
Г(2г, Л ; ^'(К"))</(;х11ех1;11С(г, 2г; Л^(К"Х). , (16); 

Применим теперь к (16) равенства (2) и (3) : 

Д-^т{^, 1; ] у ( К ^ ) ] = Г ( 2 г , Д ; Л^(К")) < ' , 

• ^/сх11ехг11С(г, 2г; Л^(Е"))^г-''А;х11ех111С(1, 2; ЛГ(Н»)У, 

Таким образом, первое из неравенств (15) доказано. Чтобы доказать 
второе, положим в (14) 8 — Я/2. Тогда ' / 

Г ( | , ^^[;/г" (К^)) < / с х 1 ех* IС (г , Д /2 ; \̂ (К")Х 

Воспользуемся ещ;е раз равенствами (2) и (3 ) : 
Д-«Г(1/2 , 1; Р{И''))<ЫШ\1Я-'С{г/Я, 1/2; ЛГ(К")), 

что и доказывает теорему*. 
2. Доказанную теорему можно теперь применять к конкретным п р о 

странствам. Рассмотрим случай однородных пространств Соболева и про
странств ВМО\1 

,В следующей теореме С —открытое связное множество в К". Для 
точки х ^ и и радиуса О < Л <((11аш С ) / 4 обозначим через Уа{х, Л) за-
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мыкание любой связной компоненты открытого множества ^(x, Д)ПС^, 
содержащее точку х, а через 8о(х, Я) — множество Уа{х, Л ) 0 5(ж, Л ) . 
Число с1{Зо{х, Я)) = т1{г: г<Я/А, шар,(?(г/, г ) , у^8(х, Л ) , располо
жен таким образом, что 0\^{у, г) содержит, по крайней мере, две не
пустые связные компоненты, замыкание одной из них содержит точку хУ. 
Заметим, что, вообще говоря, 

2а{8о{х, ЯУ)^сй1аш8о{х,Я), 

где с не зависит от размерности, выбора-точки х и радиуса Я, 
Теорема 5. Для нормы оператора продолжения ех1: ^р((?)->-^р(К"),: 

где показатели гладкости и суммируемости удовлетворяют одновременно 
условиям {ъ) и {и), имеют место оценки снизу 

||ех11|: 

Сайр Р 
1<1 (3(. {X, Н)) 

при 1*р<щ 

(17) 
Е 

где в^хняя грань берется по всем таким точкам х е ^ и радиусам Я<< 
<(й1ат О)/4, для которых 0<а{8о(х, Л ) ) < Л / 4 . 

Д о к а 3 а т е л ь с т в о . Зафиксируем произвольную точку ж е ^ из 
тех, по которым берется верхняя грань в (17). Для положительного 
числа е > 0 выберем произвольный шар ^{а, г ) , г<^{8о(х, Л ) ) + 8 , ае 
е 8{х, Я), г <: Л/4, расположенный таким образом, что 0\^(а, г) содер
жит, по крайней мере, две непустые компоненты Уо и 1̂ 1. При этом точка 
X принадлежит замыканию одной из этих компонент, а сфера 8 (а, Я) 
пересекается как с Уо, так и с по непустому множеству. При таких 
предположениях мы находимся в условиях теоремы 4, в которой N(0)=^ 
=^^,{С),Р{К'')=^^{^'^),о=-б = п/р-^*, к = Из неравенства 
(15) имеем 

6x1 ^ 
С ( 1 , 2; ^ ^ ( К " ) ) 

±-1* 
(18) 

Для емкостей, входящих в (1^) , имеем следующие соотношения (см. 
свойство 3 и предложения 8 и 5 из § 2 ) : 

• г( | :л ;^^1>(ьГ))>^(уЛ;4(к"))>о; 
" • , • 1 

| : ,1;4(к"))>с 1п П 
2г при 1*р = ге,; 

* < : ( 1 , 2 ; 4 ( К " ) ) > 0 . 

Подставив теперь выписанные соотношения в (18), получим неравенства 

|ех11|> 
• ( - ) 
\ / 

Р 

-1п н 
2г 

При 1*р<1п, 

при 1*р = п. 

Поскольку (^(^о(ж, Л ) ) < г < й ( 5 ' е ( а ; , Л ) ) + Е И Е — произвольное положи
тельное число, то теорема доказана. 

В формулируемой ниже теореме значение радиуса Л и величина 
^•\5а{х, Я)) такие же, как в теореме 5. 
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Теорема 6. Для нормы оператора продолжения ех1: ВМО^{0)-*-
-7>ЯЛ/0'(К") имеет место оценка снизу 

Чтобы доказать теорему, положим в теореме 4 пространства Р ти N 
равными ВМО^ и применим схему доказательства предыдущей теоремы. 
Соответствующие оценки для емкостей кольца и Тейхл1юллера в прост
ранствах ВМО^ приведены в предположении И , § 2. 

Специфика плоского случая позволяет заменить изопериметрические 
соотношения, входящие в теорему 4^ на отношение метрики Мазуркевича 
в дополнительной области С * = К Л С к метрике пространства. Соответст
вующий вариант теоремы 4 мы сформулируем ниже. 

Теорема 7. Пусть открытое множество С с: удовлетворяет усло
виям продолжения и разделения, а функциональные пространства Л^(К^) 
и Р{В^) инвариантны относительно сдвигов и однопараметрической груп
пы преобразований Н1,1^Я^, причем нормы пространства Р {Ъ^) и N{^) 
имеют одинаковую однородность а ^ О относительно группы Н{, I е К"*". 
Пусть М1 = аир рв^{х, у)1р {х, у)> 8, где верхняя грань берется по всем 
точкам X, у, принадлежащим одной и той же компоненте связности С{ 
дополнения К ^ / С Тогда для нормы оператора ех1: N{С)-^Р{Ъ?) имеют 
место неравенства * 

«С(1, 2; Л̂ (] 

Т [щ, 1; /^И) 

И ехг II •— 7-^г^ при а < О, 

ех11[> 
2; ЛГ(К")) , 

/ 1 у при а = 0. 
г ( | . , 1 ; ^ ' ( К ^ ) ] 

ыс 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем две точки х, у е С,., для которых 
Рс{х, У)/р{х, у)>— ^>д>. В условиях теоремы 7 существует шар 
^{а, г), на границе которого находятся точки ж и у, такой, что 
^ Р ( ^ 1 у)' При этом дополнение С\^{а, г) содержит по крайней мере две 
непустые связные компоненты Уо и У^ замыкания которых Уо и пере
секаются со сферой 8(а, /?), где ^?==ро(л:, у)/2. Тогда В/г>ро{х, у)/ 
12р{х, ^ ) > ( Ж 4 — 8 ) / 2 > 4 , поэтому 2 г < Л / 2 . Таким образом, мы нахо
димся в условиях теоремы 4 — при б = о. Следовательно, утверждение 
теоремы 4 можно записать в виде 

ехг I ~ ^ '̂ ^^ '̂̂ ^ 
2;ЛГ(К^)) 

Отсюда в силу свойства 3 из § 2, неравенства 2 г / Д < 1 / 2 и произволь
ности е > О получаем первое из неравенств теоремы 7. Второе неравенст
во получим из (15) с учетом того, что о==б = 0; 2 г / Л < 4 / ( М < — в ) , 
т/В<2{М^ — г)\>0 произвольно; по свойству 3 из § 2 емкости кольца 
и Тейхмюллера монотонны. 

Сформулируем следствие теоремы 7 применительно к пространствам 
4 и ВМО\ 

Теорема 8. Пусть М[=^УX^ро*{x,у)|р{x,у)'>^^ где верхняя грань 
берется по всем парам точек х, у дополнения'О* = '^\0, принадлежащим 
одной компоненте связности. Тогда для нормы оператора продолжения 

Ь\,{0)-^Ьр{В% где одновременно выполняются условия &) 1*р< 
^ 2 и Ь ) р > ш а х Ч ^ ) при р > 1 или 1^>т8^x{^Т^,'^2^)при р = 1, 
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имеют место оценки снизу 

1У^_М^^^~^* при1*р<2, 

1 1/р 
при 1*р = 2. 

Здесь VI =^ Г ( А , 1; 11(1^^))/2^/^-^*^ ( 1 , 2; 7 2 = ^ / ^ ( 1 , 2; ^ ( К ^ ) ) , 
где с — постоянная из предложения 8. ^ 

Теорема 9, Если М = вир рс* (ж, г/)/р (д:, у) > 8, г(9е верхняя грань бе
рется по всем парам точек х, у дополнения О* = В.^\П, С с К ^ , принадле
жащим одной компоненте связности, то для нормы оператора 
ех1: ВМО^О) ^ ВМО^справедлива оценка 

| | е х г | | > 7 з 1 п : ^ , 

где -уз зависит от постоянных в предложении 11, 

.§ 5, ОБ УСЛОВИЯХ ПРОДОЛЖЕНИЯ 
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 

Оценки снизу нормы оператора продолжения, зависящие от отноше
ния геометрических величин, влекут необходимые условия для существо
вания ограниченного оператора продолжения. В этом параграфе мы сфор
мулируем те из них, которые непосредственно следуют из доказанных в 
предыдущих разделах теорем. Часть результатов этого параграфа анонси
рована в работах [4, 5]. 

Параграф состоит йз нескольких пунктов. В первом мы формулируем 
условия продолжения для случая 1*р ̂  п, во втором — для 1*р ̂  п, 
в третьем — для случая плоскости мы покажем, что полученные условия 
продолжения совпадают с достаточными работы [12]. 

1. Из теоремы 1 получается условие существования оператора про
должения в виде эквивалентности метрики Мазуркевича метрике прост
ранства. Пусть вьшолнены усло;вия теоремы 1 и заранее изэестно, что 
норма оператора ограничена. Если оценки для емкостей кольца и Тейх
мюллера не тривиальны, т. е. в случае 0 < б ' ^ о 

Т{1,2^Р)ф0жС[^,\;ы)ф0, (19) 

а в случае О = б == о 

Г ( т , 1; Р)-^ оо при т ^ О и с(^\, 1; м)ф^ (20) 

или 

Г ( 1 , 2; Л=7^0 и С(т , 1; Л ^ ) ^ о при т - ^ о, 

то оценки теоремы 1 влекут ограниченность отношения • 

рв(;г, у ) / 2 ' - р « ( ^ , у) 

для всех точек ж, г /при условии р*~" (ж, 1/) ^ 1. 
Таким образом, поведение емкостей кольца и Тейхмюллера в теоре

ме 1 влияют на соотношение между метрикой Мазуркевича в области О 
и метрикой пространства. 

Будем говорить, что в области О метрика Мазуркевича эквивалентна 
р-метрике, если существует такое число С < ' » , что для всех точек а?, у^ 
^ О выполняется неравенство 

• ро{х, у)^Ср{х, у). (21)" 

Если условие (21) выполняется для всех точек х, у^О с р{х, у ) < 
<Ь{С), где положительное число б (С) < (Наш С, то будем говорить, что 
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в области О метрика Мазуркевича локально эквивалентна р-метрике. 
Сформулируем общий вывод, следуюпщй из теоремы 
Предложение 12. Если в условиях теоремы 1 норма оператора про

должения ограничена и для емкостей кольца и Тейхмюллера справедли
вы соотношения (1&) и (20), то существует такая постоянная С, что для 
всех точек х, у^С выполняется неравенство 

ро{х,у)^Ср'Чх,у) 

как только р*"*(а:, г / ) ^ 1 , т. е. метрика Мазуркевича эквивалентна {ло
кально эквивалентна) р-метрике [в степени а), если пространства N и Р 
имеют одинаковую-{различную) однородность. 

Модельными пространствами в предложении 12 являются однород
ные пространства Соболева, Никольского — Бесова, Кальдерона, ВМ&. 
Соответствующее поведение емкостей кольца и Тейхмюллера в этих про
странствах изучено в, § 2. 

Необходимые условия продолжения для неоднородных пространств 
Соболева и Никольского — Бесова следуют из теоремы 2. 

Следствие 1. Пусть в условиях теоремы 2 оператор продолжения 
,€х1;: 8\, [О) - > 8^^ (Л" ) ограничен. Тогда в каждой связной компоненте 
множества 6 метрика Мазуркевича локально эквивалентно, р-метрике в 

степени а 1 ^ г * — - Д ^ * " " ' ^ ) ' 

З а м е ч а н и е ; 4 . В качестве пространств 8р{0) ж 5 р ( К " ) в след
ствии 1 можно также взять пространства Кальдерона З^р(С)» С с: К", и 

Л Ц К " ) (ЛМО'(С) , С с г Е " , и № 0 ' ( К " ) ) соответственно. 
Предложение 12 и следствие 1 содержат в качестве частного случая 

результаты работ [6—11, 29, 39]. В, работе [17] необходимые и достаточ
ные условия существования в изотропном случае оператора продолже
ния для пространств ВМО сформулированы на дрзггом языке. 

2. В этом пункте мы сформулируем условие продолжения в терми
нах изопериметрических соотношений. Основным для нас является случай 
плоскости. 

Предложение 13. Если в условиях теоремы 7 норма оператора про
должения ограничена и для емкостей кольца и Тейхмюллера справедливы 
соотношения (19) и (20), то существует такая постоянная С, что для 
всех пар точек ж, у, принадлежащих одной связной компоненте допол
нения = С*, выполняется неравенство > 

Рс*(ж, у)^Ср{х,у), -
( 

т. е. в каждой компоненте связности дополнительной области • С* = 
метрика Мазуркевича эквивалентна р-метрике. х, 

Следствием теоремы 8 является следующее утверждение. 
Следствие 2. Пусть в условиях теоремы 8 оператор продолжения 

6x1: Хр(Сг)->1/р(Й^) ограничен. Тогда существует такая постоянная С, 
что для всех пар^ точек х, у, принадлежащих одной связной компоненте 
дополнения выполняется неравенство 

рс*{х,У)<;Ср1{х, у). 

Таким образом, в каждой компоненте связности дополнительной области 
О* = К ^ \  м е т р и к а  М а з у р к е в и ч а  э к в и в а л е н т н а  р г м е т р и к е ,  

В  качестве пространств •^р(С) и Х р ( К 2 ) в следствии 2 можно 
также взять пространства 5М(9 ' (С) , (?с=К^ и ВМО^(К*). (см. теорему 9), 
а также однородные пространства Кальдерона. * , 

Отметим следующее предложение, которое является одновременным 
следствием теорем 1 и 7. 

Предложение 14. Пусть,открытое множество С а В? удовлетворяет 
условиям продолжения, невидимости и разделения, а функциональные 
пространства N(К^) и ^^(К^) инвариантны относительно сдвигов и одно
параметрической группы преобразований Нг, I е К"*", причем нормы пррст-
90 • 



ранете Р(В^) и 7У(К^) имеют нулевую однородность относительно группы 
Н{, {^В.^. Пусть, кроме того, выполняются соотношения (20), 

Тогда как в области О, так_и в каждой компоненте связности допол
нительной области О* = В.^\0 метрика Мазуркевича эквивалентна 
р-метрике. , , 
, Модельными пространствами в предложении 14 являются прост
ранства Собвлева Ьр^ 1*р = 2, ВМО^ и однородные пространства Каль
дерона. I , 

Предложение 15. Если существует ограниченный оператор продолже-
пик ех1: И^р(С)->Т^р(К^), =» 2, где О — ограниченная область в И*, 
то в любой компоненте связности дополнительной области С* = В^\П 
метрика Мазуркевича рс* (х, у) локально эквивалентна ргмётрике. 

Д о к а з ^ 1 т е л ь с т в о . Пусть ргшар ^{а, г) расположен таким обра
зом, что С\^ {а, г) содержит, по крайней мере, две непустые компоненты 
связности Уо и У1 и в то же время пересечения сферы 8 {а. В) с Р'о и 
не пусты. Здесь В — наибольший радиус, обладающий данным свойством, 
т. е.^1юбая сфера 8{а, в) с 8>В может пересекаться лишь с множест
вом Уо. 

Положим Ш=[и^ \Ур{0): О < м < 1, и равно ( в некоторой окрест
ности множества Р{==У{, 1 = 0, 1}. Кроме того, будем считать, что 2 г < 
<В/2. Тогда мы имеем следующую цепочку неравенств: 

Г ( 2 г . Л ; 4 ( К = ) - ) < Ш ^ | « г и | | ^ , ( ^ , , < | | е х 1 Г Ы 

= 1|ех*| ш! 11 и \рах 
1/р + 11-1Ц^,Л<11ех1|1(л^/^ + 

Заметим»» что если для точек х, у, принадлежащих одной компоненте 
связности дополнения О* ==К^\б^, отношение Ро* У)191{х-, У) достаточно 
велико, то существует 1цар ^ ( а , г) , обладающий свойствами, обозначен
ными в начале доказательства, для которого г ~ р,[х, у), В рс* {х, у). 

В силу этого замечания и лредложецин 8 результат цепочки нера
венств можно, записать в другой форме: 

1/р 
< 16x11! ({рс* {X, У)У1^ + VI) при 1*р = 3. 

Из полученного неравенства следует, что в каждой связной компоненте 
области метрика Мазуркевича локально эквивалентна ргметрике. 

Сформулируем теперь следствие теоремы 5 применительно к одно-
Связным плоским областям. 

Предложение 16. Пусть область С односвязна и в условиях тео
ремы 5 оператор продолжения ех1: Ьр ( С ) - > ^ р (К^), г*р=^2, ограничен. 
Тогда существует постоянная е>0 такая, чтд для любых двух точек 
X, у^О существует кривая у (с концами х и у), для любой точки % 
которюй выполняется неравенство 

р, {г, ВЛа) ^ 8 ш ш (р, {X, %), р, (2, у)). (22) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если в условиях предложения неравенство 
(22) не выполняется, то Для любого т^Н существует пара точек Хт, Ут^ 
^ О такая, что на любой дуге С- с концами в точках х^ ж ут най
дется точка 2т ̂ У т , для которой выполняется неравенство 

рг(2„, Й ' \ е ) < т - ^ т ш ( р е ( а : т , г,„), рг(гт, у т ) ) . 

Если шЫ{р1{х„,, рг(2т, Ут))='Р1{Хт,. 2т), ТО ПОЛОЖИМ в теореме 5 
= Хт, Л = = р г ( ж т , 2т) . Тогда, очевидно, ^{8о{х, Л))=^р{(2да, К^\0) . и поэто
му ^{8в{х, В))<т~^В. Таким образом, мы приходим к Следующей оцен-
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ке для нормы оператора продолжения: 

|ехг11> 
стР- при 1*р<. 2, 

1/р 
при 1*р = 2, 

, т 

1^2 

которая в силу произвольности т^М противоречит ограниченности опе
ратора продолжения. Полученное противоречие ^ доказывает предложе
ние 16. 

3. Следующее определение приведено в работе [12]. Говорят, что 
область С с: К" удовлетворяет (е, б)-условию Лихтенштейна, есДи су
ществуют положительные постоянные & — е{С), 6=^6(0), такие, что 
для любых точек х, у^С с р1{х, ^ ) < б существует непрерывная кривая 
у с- С, соединяющая х ж у, ш такая, что для любого 2 е у выполняется 

Р1{х, у)<е'^р,{х, у), 
Р((2, К"\С)^еП1ш(рг(аг , 2), р,(2, I / ) ) . 

З а м е ч а н и е 5. Легко проверить, что первое условие Лихтенштей
на эквивалентно (21), а второе совпадает с (22). 

Жордановую замкнутую кривую Г с г - Й ^ будем называть 1-кривой 
Альфорса, 1 = {11, /г) —вектор гладкости, если существует постоянная 
М < оо такая, что для любой точки^ 2 на поддуге меньшего диаметра с, 
концами хну выполняется неравенство 

р,{х, г)^Мр^(х,.у). (23У 

В изотропном случае данное определение совпадает с общепринятым 
определением кривых Альфорса [22]. 

З а м е ч а н и е 6. Отметим, что для ограниченных кривых локализа
ция неравенства (23) не приводит к расширению введенного класса 
/-кривых Альфорса. Другими словами, если потребовать выполнения усло
вия (23) лишь для точек х, у, удовлетворяющих условию р{х, у)<б, 
гДе б > О, то такое определение не приводит к расширению класса /-кри
вых Альфорса. В самом деле, рассмотрим кривую Г, для которой условие 
(23) выполняется локально в приведенном только что смысле. Рассмотрим 
теперь последовательности точек Хп, Уп, ^п, п^М, на кривой Г, причем 
точка 2„ лежцт на поддуге меньшего Диаметра с концами Хп и у^, для 
которых ' 

Р1(Хп, 2п)> пр1{х^, у„). (24)' 

Так как кривая Г ограничена, то р1{х„, уп)<8 для всех N одно
временно. Переходя поэтому, если необходимо, к подпоследовательности, 
мы можем считать, что р{Хп, уп)-^0. При р(х„, Уп)<Ь начинает работать 
условие локальности и поэтому выполняется (23), что противоречит до
пущению (24). Следовательно, ограниченная кривая, для которой (23) 
выполняется локально, является /-кривой Альфорса. 

З а м е ^ т а н и е 7. Легко привести пример неограниченной замкнутой 
кривой в К^, для Которой условие (23) выполняется локально, но кото
рая не является /-кривой Альфорса, 

В следующем предложении плоскость рассматривается с некото
рой ргметрикой. 

Предложение 17. Для конечносвязной области ( т с = К ^ следующие ус
ловия эквивалентны: 

а) область О удовлетворяет (е, б)-условию Лихтенштейна; 
Ь) дополнительная область О* = К^\(3 удовлетворяет (е, Ь)-условию 

Лихтенштейна; 
с) как в области О, так и в дополнительной области С * = с К ^ \  м е т 

р и к а  М а з у р к е в и ч а  л о к а л ь н о  э к в и в а л е н т н а  р г м е т р и к е ;  
А )  л ю б а я  о г р а н и ч е н н а я  к о м п о н е н т а  с в я з н о с т и  Г,- границы дО, отлич

ная от точки, является 1-кривой Альфорса, в то время как неограничен
ная удовлетворяет условию (23) локально. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Основным в данном предложении является 
случай односвязных областей, к рассмотрению которого мы переходим. 
В- общем случае доказательство следует приведенной ниже схеме. 

Докажей эквивалентность следующих двух предложений: 
а ' ) область О удовлетворяет (е, «з)-условию Лихтенштейна; _ 
с 7 как в области О, так и в дополнительной области 0* — В.^\и мет

рика Мазуркевича эквивалентна ргметрике. 
Если выполнено а ' ) , то в области С метрика Мазуркевича эквива

лентна ргметрике. Кроме того, область Сг является локально-связной в 
каждой граничной точке. Последнее означает," что для любого шара 
В{х, Н), х^дС, найдется шар В{х, г) , г<В, такой, что любые две точки 
и, и^В{х, г) О С можно соединить непрерывной дугой, содержащейся в 

. В{х, В)(]0. Известно, что граница односвязной Локально-связной в каЖт 
дой граничной точке области является жордановой кривой. Проверим 
теперь, что в дополнительной области С * = К ' \ ( ? метрика Мазуркевича 
эквивалентна рг-метрике. Фиксируем две точки и, и^О* и отрезок [щи], 
их соединяющий. Если [и, у] П С = 0 , то Рг {и, V) = рс* {и, у). Если [и, V] П 
О.6Ф0, то пусть а ' и у' —точки пересечения [и, и]С\дС, ближайшие 
к и ж V соответственно. Среди двух поддуг на дО с концами и' и у ' вы
берем дугу '̂  меньшего диаметра и проверим соотношение рг(2, и ) ^ 
<Мрг(м , V) для любой точки 2 ^ "у. Пусть точка 2 принадлежит поддуге 
7 с: 1̂  с концами и и у ^ [и, р], для которой хорда [и, О. Тогда по 
условию а ') рг(2, м ) < 8 ~ р г ( м , д). Имеем теперь р!(2, м ) < С ( р г ( 2 , й) + 
+ р / (и , и))^С{р,{и, и)+&-'р,{и, и))<ММ^, V), где М = С{1 + г-^). Из 
доказанного неравенства вытекает, что в С* йетрика Мазуркевича экви
валентна Ргметрике. 

Если выполнено с ' ) , то первое соотношение в условии Лихтенштейна 
очевидным образом выполняется. Если второе соотношение в условии 
Лихтенштейна не выполняется, то отсюда вытекает, что в дополнитель
ной области С* метрика Мазуркевича не эквивалентна ргметрике. Таким 
образом, эквивалентность утверждений а ' ) и с') доказана. 

Эквивалентность утверждений а) и с) доказывается локализацией 
вышеприведенного рассуждения. Точно так же доказывается эквивалент
ность утверждений Ь) и с ) . 

Легко видеть, что с) является эквивалентным определением локаль
ного выполнения условия (23). Таким образом, в силу замечания 6 каж
дая ограниченная компонента связности границы дО является /-кривой 
Альфорса. Предложение 17 доказано. 

Теорема 10. Для существования ограниченного оператора продол
жения 

ех*: 4 ( С ) - ^ 4 ( К 2 ) , 1*р = 2, 
{ехи ВМО'{0)^ВМОЧК')), 

где О — конечносвязная ограниченная область в К^, необходимо и до
статочно, чтобы каждая компонента связности границы дО, отличная от 
точки, являлась 1-кривой Альфорса. 

Д о к а з а т е д ь с т в о . Пространства, входящие в формулировку тео
ремы 10, являются модельными для предложения 14, которое утверж
дает, что при условии существования ограниченного оператора продол^ 
жения как в области О, так и в дополнительной области О* = К^\Сг 
метрика Мазуркевича эквивалентна рг-метрике. Отсюда в силу предло
жения 17 каждая компонента связности границы дО области С, отличная 
от точки, является /-кривой Альфорса, 

Обратно, если каждая компонента связности границы дО области О, 
отличная от точки, является /-кривой Альфорса, то в силу предложе
ния 17 область С удовлетворяет условию Лихтенштейна. В работе [12] 
доказано, что для области С, удовлетворяющей условию Лихтенштейна, 
существует ограниченный оператор продолжения 

ех*: 4 ( е ) - ^ 4 ( К 2 ) , /*р = 2, 
93 



{ехЬ:ВМОЧО)'^ВМО'{Щ). / 

Так же, как предложение 17, доказываетс'я следующее зггверждение. 
Теорема 11, Для существования, ограниченного оператора про

должения л I 

где О — конечносвязная ограниченная область в необходимо и до
статочно, чтобы область О удовлетворяла (е, 6)-условию Лихтенштейна, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если существует ограниченный оператор про
должения ех1: Т^р((г)->Жр(К2), 1*р = 2, то по следствию 1 метрика 
Мазуркевича в области О локально эквивалентна ргметрике, а по пред-; 
ложению 15 метрика Мазуркевича в дополнительной области С*=^В^\& 
локально эквивалентна р{-метрике. В силу предаожения 17 область С 
удовлетворяет (е, 6)-условию Лихтенштейна. 

Обратно, если область С удовлетворяет (е, б)-условию Лихтенштей
на, то в работе [12] доказано существование ограниченного оператора, 
продолжения 

ех1: 1^^ ^ ^ ( Ш ) , 1*р^2. 

З а м е ч а н и е 8. В силу предложения 17 утверждения теорем 10 
и 11 эквивалентны. 

Сформулируем теперь утверждение общего характера о необходи
мых условиях, суЕпествования оператора продолжения. 

Теорема 12. Пусть конечносвязная область в удовлетворяет усло-^ 
виям продолжения, Невидимости и .разделения, а функциональные про
странства Л^(К^) г* Р(!1Х^) инвариацтны относительно сдвигов и однопа
раметрической группы преобразований Нг, /еК"*", причем полунормы 
пространств Л^(К^) и имеют нулевую однородность относительно' 
группы Нг, (^К*", Пусть, кроме того, выполняются соотношения (20). 

Тогда каждая ограниченная компонента связности границы дСг, от
личная от точки, является р-кривой Альфорса, в то время как неогра
ниченная удовлетворяет условию ( 2 3 ) локально. 

З а м е ч ^ а н и е 9. р-Кривая Альфорса определяется так же, как и 
/-кривая Альфорса с заменой 4)гметрики на р-метрику, которая опреде
ляется по однопараметрической группе Я«, « е К^. 

Доказательство теоремы 12 сводится к применению предложе-
НИЙД4 и 17. 

З а м е ч а н и е 10. Можно проверить, что условия теоремы 12 вы
полняются для пространства Л" (К^) = ^'(К^) = Х-р̂ '̂.р̂ , (К^)^ определен
ного в § 1 (условия (20)' проверяются методами, разработанными 
в § 2). Поэтому получаем, в частности, следующий результат: 

Для существования ограниченного оператора продолжения 

ех1: 4 ; ; ; ^ ^ ( С ) - ^ 4 ; ' ; 4 ( К ^ ) , ( = 1 . 2 , 

где 0-- односвязная область, необходимо, чтобы граница области С яв 
лялась рх-кривой Альфорса (определение рл-метрики см. в § 1). 

Если граница О локально является графиком некоторой функции 
Х2^ё{'Х1) (или Х1^§{х2)), то метод получения модуля непрерывности 
для функции разработанный в приложении к работе [6] , позволяет 
состыковать необходимые условия продолжения в терминах модуля не
прерывности функции ^ с достаточными условиями, указанными в ра
боте [40] для специальных областей класса А {и, (см. определе
ние в [40]). 

З а м е ч а н и е 11. Для ряда пространств, например ВМО, Ь], ш 
^р[,р* утверждение теоремы 12 можно усилить. Покажем, что для ука
занных пространств 'В условиях теоремы 12 не только ограниченные 
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^ компоненты связности границы, но также и неограниченная компонента 
являются кривыми Альфорса в соответствующих метриках. , 

Рассмотрим случай пространств Соболева 1/р, 1*р = 2. Если область 
СсгК^ конечносвязна и существует оператор продолжения ех1: Ьр(Сг)-^ 
- ^ Ь р ( К ^ ) , то, как уже доказано, все ограниченные компоненты связ-
ности границы являются рг-кривыми Альфорса. Т а к как О связно, <то 
в есть только одна неограниченная компонента Г границы дС. Рас
смотрим область б^,-границей которой является кривая Г и которая 
содержит 6. Покажем, что -существует ограниченный оператор про
должения . / 

Действительно, рассмотрим функцию / е Х р ( б ^ ) ; ее ограничение § = 
= / |с е 4 (О) принадлежит \0). Далее, ехХ^шЬ^ (К^), поэтому 
функция / — ех1 ^ е Ьр {С) и, кроме того, равна нулю в области С. 
Поэтому она может * бы'гь продолжена нулем на все пространство до 
функции и^Ьр (К^). Легко видеть теперь, что еx1,V = ех1 ̂  + и е Ьр (Ш) 
и оператор продолжения ех!: ^р{^)-^^р(^^^) ограничен. Применяя 
предложения 12, 16 и случаи а') и с ') в доказательстве предложения 17 
к области б ,̂ заключаем, что граница = Г является ргкривой 
Альфорса. 

§ 6. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 
И КВАЗИКОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 

В изотропном случае кривые Альфорса, фигурирующие в теореме 10, 
являются образами окружностей при квазиконформных отображениях 
плоскости на себя [22]. Прямая связь между квазиконформными отобра
жениями и продолжением функций класса Ь^Р из неограниченных 
односвязных областей установлена в работе [41]. В этой работе продол
жение функций класса Ь!^^ осуществляется с помощью квазиконформ
ного отображения плоскости на себя^ которое переводит границу обла
сти С на прямую. 

Напомним, что функциональный класс — размерность про
странства) инвариантен при квазиконформных отображениях [42, 43], 
т. е., для, любого квазиконформного отображения ф: С С и функции 
/ ^ Х ( ^ > ( С ) функция / ° Ф принадлежит (С) и -

здесь К — коэффициент квазиконформности. Верно также и обратное 
утверждение: если гомеоморфизм ф: 0-^ С индуцирует ограниченный 
изоморфизм пространств Ьп^ по правилу ф*/ = / г ф , ^^Ъп{0'), то ф 
является квазиконформным отображением (см. [42, 43], где этот резуль
тат доказан при более слабых предположениях относительно отобра
жения ф). 

Отметим также, что аналогичный результат установлен для про
странств ВМО [44, 45]'; необходимость в [44] доказана при некоторых 
условиях регулярности относительно ф, которые сняты в [45]. 

Приведем точную формулировку. Если ф: С — ^^-квазикон-
формный гомеоморфизм, то 

I / \\вмско') < 11./° ф \вмо(а) ^ ^ I / 1вмо(С') 

для любой функции ^^ВМО(О') (здесь постоянная С зависит только 
от К ш размерности п [44]). Обратно, если для сохраняющего ориента
цию гомеоморфизма ф: С С существует такая постоянная С, что 
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неравенство 

II / |ВМ0(В') II /° фЦ ВМО(Г>) ^ ^ II / 1вМ0(,О') 

выполняется для любой подобласти П<^0 и для всех ^^ВМО{0')^ 
В' =хр(В), то / квазиконформно [45]. 

В этом параграфе изучаются метрические свойства гомеоморфизма 
<р: К"->• К", который индуцирует ограниченный оператор ф*: ^У(К")-*' 
->/^(К") по правилу <р*/ = / ° ф , / ^ Л ^ ( К " ) . Прежде чем сформулировать 
точный результат, введем необходимые, для этого понятия и опишем 
абстрактную ситуацию, в которой происходят наши рассмотрения. 

Условия на функциональною пространства введены в § 1. Введем 
разновидность емкости Тейхмюллера как функцию переменной г > 0 

где нижняя грань берется по всем замкнутым ^вязным множествам Ед, 
Р1 такий, что Р1 пересекает 5(0, г) и (О), а Ра пересекает 5(0, г) 
и 5(0, 2г) . 

Так же, как свойство 5, доказывается 
С в о й с т в о 6. Емкости Тейхмюллера Т ( г ) и Т{цг), | х е К ^ , в про

странстве Р связаны условием 

Т{г) = 11^Т{11г), (251 

где о — степень однородности полунормы в пространстве /^(К") относи
тельно группы Нг, К"*". 

Полагая в (25) р, = г"*, получаем ' 
Т{г)^г-'^Т{1). (26); 

В этом, параграфе мы различаем емкости С (г, К; Р) и С (г, В; 
кольца 'Вг,н в пространствах Р и N соответственно. Введем также 
значения 

.С{О, П; Р) = ПтС{г, В; Р), 

С {г, оц; Р) = ПтС{г, В; Р), 
Н-*оо 

которые суш;ествуют в силу свойства 3, § 2. Свойство 4 (§ 2) справедливо 
также при крайних значениях г и Л, т. е. при г = 0 и Л = <». Полагая 
в нем р, = Л ~ \м 

С(г,В; Р) = В-<'С{г/Н;и Р). (27) 

Сформулируем теперь результат о метрических свойствах гомеомор
физмов, цорождаюш;их ограниченный оператор функциональных 
пространств. 

Теорема 13. Пусть функциональные пространства Р{1М^) и N(В^^) 
инвариантны относительно сдвига и однотшраметрической группы 
1^В.'^, причем полунормы в Л/'(К") и Р(ВР) однородны степени а отно
сительно действия группы Н^ 1^В^. Если гомеоморфизм ф: К " - > К " по
рождает ограниченный оператор ф*: ^ ( К " ) / ^ ( К " ) по правилу ф * / = 
= I•1^к{В'^), то в случае 

1) а = 0 иТ\\)Ф^, С (О, 1; N)=^ отображение ф обладает свойством 
т а х р (ф (т),, ф {у))1 т 1 п р (ф {х), ф [у)) < С < о о , (28) 

Р(я;,г/)=г 1р{х,у)=г 

где С не зависит ни от х е К", ни от г X); 
2) о > О и Т{\)Ф О, С(0, 1; Р)Ф О отображение ф обладает свойством 

Р ( Ф И , ^{у))<Сф, у), (29). 

где С не зависит от выбора точек х, ^ е К " ; 
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3) о < 0 и Т{1)Ф0, С{1, °о; Р)ФО отображение обладает евой-
ством (29), т. е. 

р{ц>-Чх), Ц>-ЧУ))^<^9{^, у), 

где С не зависит от выбора точек х, у ^ К " . 
Доказательству теоремы предцошлем две леммы. 
Лемма 3. Если выполнены условия теоремы 13, то для любой пары 

замкнутых множеств Ра, Рг из К " имеем 
®(ф-.Ч^о), / ^ ) , < ^ © ( / ^ о , Ри Щ, (30): 

где К — норма оператора ф * . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ограниченность оператора ф * означает, что 

| ф * / | ^ ' ^ ^ 1 / 1 ^ - Е с л и ]У ( К " ) — допустимая функция для пары замк
нутых множеств (Ро, Р1), то ф * / является допустимой функцией для 
пары замкнутых множеств (<р~^(Ро), Ф ~ Ч ^ 1 ) ) при этом 

е ( ф - М П ) , ф - М ^ 1 ) ; ^ ) < ' | ф * / 1 1 ^ < ^ | 1 / 1 и . (31) 

Так как допустимая функция выбирается произвольно, то из (31)] 
получаем (30). 

Для гомеоморфизма ф : К " - ^ К " введем функции Е{х, г) и 1{х, г) 
следующим образом: 

Ь {х, ф ) = т а х р ( ф {х), ф (у)), 

1{х,ц>)^ т ш р ( ф (х), ф (г/)). 
Р(.х,у)=г 

Здесь ж е К " и г > 0. 
Лемма 4. Если выполнены условия теоремы 13, то справедливо еле* 

дующее неравенством 

г-^Т {\)^КЬ-' {х,г)с{}^^, \', М). (32) 

где д; е К " — произвольная точка, г > О, а К —норма оператора ф*. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим Р̂'1 = ^ ( ф ( ж ) , 1{х, г)), Ро — 

= К"\^{ц>{x), Ь{х, г ) ) . По определению емкости Тейхмюллера Т{г)^ 
свойству 1 и неравенству (30) имеем последовательно три неравенства 

Г ( г ) ^ е ( ф - М ^ о ) П Х . . . . , ф - ' ( ^ ^ 1 ) ; / ^ ( К " ) ) ^ 

<Щср-'{Ро),ср-^{Р,)-,Р{Я"))^т{Ро,Ри N{Я-))=^ 
= КС{1{х,г),Ь{х,г);Щ. 

Используем теперь (26) и (27), чтобы окончательно записать 
Г-'^Т{\)-^Т{г)<КС{1{х, г), Ь{х, г ) ; Л )̂ = 

=^КЬ-''{х,г)С{1{х,г)/Ь{х,г),Л;М). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Рассмотрим первый случай: 
о = 0. Из (32) имеем ' 

0<Т{\)^КС{1{х,г)/Ь{х,г),\;Щ.. (33)] 

По условию теоремы И т С (^, 1; Л'') = О, поэтому, если существуют по-

следователъБОСти Хщ г„, п^Ы, для которых ^(л:„, г„)//(а:„, г„)-^ с» при 
п о о , мы приходим к противоречию с неравенством (33). Таким обра
зом, (28) доказано. , 

Если теперь о > 0 , то из условий теоремы Г(1)=7^0 и по неравен

ству (32) с учетом ОфС{1, 1; Л^)<с(-|-, 1; Ну1 = Цх, г)/Ь{х, г ) ^ 1 / 2 , 

получаем 
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Отсюда немедленно следует неравенство , 
р{^{х),^{у))<Сф{х, у), • (34): 

где €1 = {КС(1/2, 1; Щ/Т{1)У'', полученное в предположении, что 
1{х, г)/Ь{х, г)<1/2. • 

В случае 1 / 2 < 7 ( ж , г)/Ь{х, г ) , используя неравенство (30) и моно
тонность, емкости (свойство 1 ) , приходим к соотношению 

С{0,г;т^КС{(},1{х,г)',Щ, 
откуда , 

г-''Сф,иР)^К1-°{х,г)С(0,иЩ, 

что приводит к неравенствам 
; 1{х, г ) < 2Цх, г ) ^ 2ШС(0, 1; Щ/С{0, 1; Р)У'''г. 

_ * 
Таким образом, в случае \/2<1{х, г)/Ь{х, г) также получаем неравен
ство (34) с постоянной С2 = 2{КС{0, 1; М)/С{0, 1; РУ^". Следовательно, 
при о > 0 неравенство (29) доказано с постоянной С = тд^x{С^, С2). 

.1 Рассмотрим .теперь случай а < 0 . Из условий теоремы и неравен
ства (27) получаем, что при О < г < 1/2 

^ 0ФС{г,иЮ<С{г,2г,Щ==г-''С{1,2]Щ, 

Перепишем (32) при г = 1{х, г)/Ь(х, г)<1/2 в следующем виде: ' 

г-<^Т{1)^К1-'{х, г)Г1^С(1, 2;М), * 
Ь (X, Г) 

откуда й. 

. , . I Г (1 ) ] 

Последнее неравенство приводит к соотиошепию ' 
р{ц>-'{х),ц>-'{у))^С,р{х,у), (35) 

где Сг = {КС{\.,2; Щ/Т{\)}~^''', которое получается при условии 
1{х, г)/Ь{х, г)<{/2. В случае 1/2<1{х, г)/Ь{х, г ) , используя (30) и 
свойство ( 1 ) , приходим к неравенству 

С{г, <^;Р)<КС{1{х;г), оо; Л^), 

из которого имеем 

г - ^ ( 1 , со; Р)^КЬ-<^{а:, г)€{1, с«; N), 

откуда > 
г<2{КС{1, оо; М)/С{1, оо; Р))-^/Ч{х, г). 

Таким образом, в случае 1 /2 < / ( ж , г)/Ь{х, г) также приходим к нера
венству ( 3 4 ) с постоянной (74 = 2 { ^ С ( 1 , оо; Щ/С{1, оо; Р)}-'^\
тельно, ( 2 9 ) доказано с постоянной С = ш а х ( С з , С4). 

Гомеоморфизм ф метрического пространства (В, р) на метрическое 
пространство (В', р ' ) называется квазиконформным, если функция 

Н^{х) = Пщ т а х р ' (ф (ж), ф (1/))/ ш т р ' (ф (ж), ф (у)) 

является ограниченной, и К-квазиконформным, если Н^{х)<К ]щя 
всех х^В. , '4 ' 

В [46] можно найти простейшие метрические свойства квазикон
формных гомеоморфизмов. 

Следствие 3. В условиях теоремы 13, случай 1), отображение ф яв -
ияется квазиконформным. ' 

Гомеоморфизм ф мед-рического пространства {В, р) на метрическое 
пространство {В\) иазывается квазиизометрическим, если для неко-
98 



торой постоянной с 

• 9' (Ф (х). Ф (у)) ^ ТТш Р (ф"^ (̂ )̂  Ф^' (у)) ^ 
У^х 9{^^У) • г/-̂ * р'(а;, ^) ^ * 

Средстцие 4. ]?сла условия теоремы 13, случаи 2, 3, выполняются 
как для отображения ф, гак и ^лл отображения ф~*, го ф является ква^ 
зиизометрическим. ' 

Теорема 14. Пусть гомеоморфизм ср: В.""В." порождает ограниченг 
ный оператор ц>*: I I {В'')-^Ь1{Я'^} 

(ф*: & ^ . о ^ ( К " ) - ^ Ь 1 , . 9 ^ ( К " ) , 0 , > 0 , ) 

по правилу ф*/ = /°Ф, / е / / р (К'^) ( / ^ Ьр^еДК")). Тогда в случае 
1) 1*р = п, р^{1, 9°) для пространств Соболева {1*р==п, р ^ ( 1 , «>), 

61 > 1 для пространств Никольского — Бесова) отображение ф обладает 
свойством / . : 

т а х р (ф (ж), ф (I/)) / щ ш РХФ (з:), ф(1/)) < С 

где С не зависит ни ОТ х^В.'^, ни от 0; 
2) 1*р> п отображение ^1 обладает двойством 

р(ф(г) , ф ( у ) ) ^ < 7 р ( д ; , I / ) , 

г5е С ке зависит от точек х, у^ К"; 
'3) 1*р <п и выполнены условия предложения 8 отображение ф"* 

обладает свойством I 

р(ф-Ч^), ф - ' Ы И С ' р С а : , г/), 

г5е С не зависит от выбора точек х, у^В'^. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Во всех трех случаях ограничения на Пока

затели суммируемости и гладкости гарантируют выполнение условий 
теоремы 13. В случае 1) см. предложения ,10 и 8; в случав 2), —пред
ложения 6 и 8; в случае 3) — предложения 9 и 8. 

Следствие 5. Если условия теоремы 14 в случаях 2) и 3) выполня
ются как для отображения ф, так и для отображения ф ~ \ ф является 
квазиизометрическим. В условиях теоремы 14, случай 1), отображение ф 
является квазиконформным. 

З а м е ч а н и е 12. Для изотропных пространств Соболева (Л" ) 
(Ьр{В^), р ^ п) и Бесова Ьп+1^п+1 (Л" ) утверждение теоремы 14, слу
чай 1 (случай 2) доказано ранее в [42, 43, 47] ([13]). ' ' 

З а м е ч а н и е 13. Утверждение следствии 5 остается в силе при 
более слабых требованиях на отображение ф: 

1) можно отказаться от гомеоморфности отображения ф, а рассмат
ривать лишь определенные почти всюду взаимно однозначные отобра
жения, которые индуцируют ограниченный оператор функциональных 
пространств; ^ ^ • 

2) ограниченность изоморфизма ф* следует;из его существования; 
3) можно рассмотреть случай неоднородных полунормированных 

функциональных пространств /^(К") и Л^(К"). > 
Теорема 15. Пусть гомеоморфизм ф: К"-> Д" индуцирует ограничен

ный изоморфизм ц)*: ВМО^{В'^)-* ВМО'(В") по правилу ф * / = / ' ' ф , /"^ 
еЯМО ' (К") . Тогда отображение ф удовлетворяет условию (28), в част* 
ности квазиконформно. • ^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о сводится к проверке условий теоремы' 13 
с помощью предложения И . 

З а м е ч а н и е 14. Теорема 13 справедлива также в том случае, 
когда областью определения функций является однородная группа {48], 
в частности группа Гейзенберга [49]. Отметим, что доказательство тео
ремы 13 для случая однородных групп остается без изменений. 
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З а м е ч а н и е 15. Утверждение следствия 5 справедлива также и 
при других. соотношениях между показателями гладкости и суммируе
мости. Однако его доказательство при 1р^п — I требует другой техники. 
Случай изотропных пространств Соболева, 1<1р<п, > 1 рассмотрен 
в [50]. Распространение этого результата для пространств Соболева 1Ур^ 
при р — 1 й Никольского — Бесова 1<1р<п, р > 1 , осуществля
ется методом, разработанным автором, в основании которого лежит ком
бинированное применение теорем вложения Соболева — Ильина в форме, 
доказанной Адамсом, и теоремы Фростмана. 

В заключение абтор выражает искреннюю признательность В. Г. Пе-
репелкину за обсуждение цредмета статьи и замечания по изложению 
материала. 
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В. М. ГОЛЬДШТЕЙН, В. И. КУЗЬМ И НОВ, И. А. ШВЕДОВ 

Ьр-КОГОМОЛОрИИ РИМАНОВЫХ МНОГООБРАЗИЙ 

Для риманова многообразия X и числа 1 банахово пространство 
\Ур{Х) образовано дифференциальными формами степени к на X, мо
дуль и модуль дифференциала которых интегрируемы в степени р. Про
странства \У1{Х) вместе с оператором внешнего дифференцирования ё 

т 


