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РАВНОМЕРНО СУММИРУЕМЫЕ ПОЛУГРУППЫ ОПЕРАТОРОВ 
I . ПОРОЖДЕНИЕ ПОЛУГРУПП 

Описание линейных операторов, порождающих полугруппы с йадан-
выми свойствами,— одна из основных задач теории полугрупп. Решение 
этой задачи во многом определяет исследование других/вопросов теории 
и ее приложений — возмущение, аппроксимация полугрупп, абстрактная 
задача Коши и т. д., словом, тех вопросов, где речь идет о существова
нии и построении полугрупп. В банаховом пространстве такое описание 
в большинстве случаев можно дать в терминах резольвенты оператора. 
Успех здесь обеспечивается тем замечательным обстоятельством, что ре
зольвента оператора, порождающего полугруппу, по существу, представ
ляет собой преобразование Лапласа Ьтой полугруппы. В ненормируемом 
пространстве аналогичной возможности, кЬк правило, нет, и для изуче
ния полугрупп приходится изыскивать иные средства. В связи с этим 
в работах [ 1 , 2] был предложен подход к исследованию;, полугрупп опе
раторов, не опирающийся на классический аппарат резольвенты. В осно
ву его положено понятие, называемое здесь квазирезольвентой (в [1 ] — 
это /г-резольвента, в [2 ] — асимптотическая резольвента) и являющееся 
специальным обобщением понятия резольвенты. 

Аппарат квазирез0льа,енты позволил вполне удовлетворительно ис
следовать ряд традиционных вопросов теории полугрупп для широкого 
класса пространств и, в частности, описать производящие операторы раз
личных типов полугрупп. Однако попытки применить его к проблеме 
возмущения полугрупп вскрыли определенные недостатки тех разновид
ностей квазирезольвенты, что рассмотрены в [ 1 , 2] . Наиболее существен
ный из них — условие «коммутативности» квазирезольвенты (в [1] это 
свойство вытекает из специальных условий на остаток ге-резольвенты, 
в [2] — свойство коммутируемости операторов асимптотической резоль
венты просто постулируется). Одна из задач настоящей е̂ татьи — устра
нение (в частности) отмеченного недостатка. Полученные здесь резуль
таты будут прАенены во второй части работы к изучению вопроса о 
возмущении полугрупп. 

В основе излагаемого ниже способа построения полугрупп лежит 
одно «эргодическое» свойство квазирезольвенты. Оно заключается в том, 
что линейный оператор, обладающий квазирезольвентой можно ап
проксимировать операторами Х^Я{Х)—К (ср.: — а)~^ — к а при 
Я - ^ о о ) . Такой подход, довольно популярный в банаховой теории, позво
ляет одновременно рассматривать как комплексные, так и вещественные 
пространства. С необходимыми модификациями он был применен в [2] 
при построении Со-полугрупп в локально выпуклых пространствах. Еще 
одпа задача этой статьи — показать, что указанный путь возможен, и 
в более общей ситуации (как с точки зрения рассматриваемых здесь 
классов полугрупп, так и в смысле используемого понятия квазирезоль
венты). . 

Если иметь в виду формальную сторону дела, то главным резуль
татом работы следует считать теорему 4.3, описывающую производящие 
операторы равномерно суммируемых (в нуле) полугрупп. На самом деле, 
к этому классу полугрупп правильнее относиться, как к модельному, 
удобному для выявления тех препятствий, которые приходится преодо
левать при построении полугрупп практически любого класса. Основная 
же цель, преследуемая в настоящей работе,— достаточно подробно рас
сказать о наиболее типичных моментах, как принципиального, так и тех
нического характера, связанных с использованием аппарата квазире
зольвенты в теории однопараметрических полугрупп линейных операто
ров. Здесь дается развернутое изложение части результатов, содержа
щихся в предварительной публикации [3] . 
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§ 1. ТЕРМИНОЛОГИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ 

Рассматриваемые в работе локально выпуклые пространства предпо
лагаются лишь секвенциально полными, в связи с чем возникает и со-
ответствуюш,ая «секвенциальная» терминология. Так, секвенциальным 
замыканием множества называется наименьшее из всех секвенциально 
замкнутых множеств, содержапщх. данное; одно множество считается 
секвенциально плотным в другом, если последнее содержится в секвен
циальном замыкании первого, и т. п. Для обозначеция обычного за
мыкания используется стандартный символ с1, а для' секвенциального 
замыкания — символ 8с1. 

Если X к У — локально выпуклые, пространства, то Ь {X, У) озна
чает совокупность всех непрерывных операторов, определенных на X 
и действуюпцих в У. Вместо Ь{Х, X) будем писать Ь{Х). Далее, 1(1 = 
= 1(1х — это тождественный оператор на X. Для операторов V та. V, 

* действующих в X , полагаем. сош(^, У)=11У—У1]. Символы йот, 1Ш 
и кег не нуждаются в пояснениях. Если р — полунорма ъ X, ^ ^ полу
норма в Г, то для всякого оператора С ш X ъ У определена величина 
IIС Ц — наименьшая из констант ЛГе_[0, «>], для которь^х д{Сх)< Кр{х) 
при всех X е йот С. Наконец, пусть N = N У (0) — совокупность всех не
отрицательных целых чисел. 

Следующий факт (легко вытекающий из леммы Цорна) заслужива-
, ет упоминания ввиду частого его использования в дальнейшем. 

Предложение 1.1. Пусть X и У — локально выпуклые пространства, 
Хо — подпространство X, а С/о^^Х-^о, Если Ха секвенциально плот
но в X, а У—секвенциально полно, то существует (только один) опе
ратор V е Ь{Х, У) такой, что 11\Х^ ^11^. г 

Начиная с этого момента, X означает отделимое секвенциально пол
ное (вещественное или комплексное) локально выпуклое пространство, 
а ф — совокупность всех непрерывных на X полунорм. 

, I 2. КВАЗИРЕЗОЛЬВЕНТА 

О п р е д е л е н и е 2.1. Пусть А — линейный оператор в X и —оо ^ 
< (О < + 0 0 . Отображение Я: (а, оо)-^ Ь{Х) называется^квазирезольвен-
той оператора А на интервале (со, оо ) , если выполнены следующие 
условия: 

(1) Я{'к)А<=^АЕ{Х)^Ь{Х) для всех%->&\ 
(^) отображения В. и АЕ сильно бесконечно дифференцируемы в 

(Ш, о о ) ; 

(3) для некоторых а > Ъ > О равностепенно непрерывно семейство 
операторов { а -^Ч ' * ' (Я ) } (Я , > ©, А; е N>, где обозначено V(Я) = 
^{Х-А)Е{'к)~1а, (а. 
Отображение V: (ю, оо)-^Ь[Х) называется остатком квазирезольвенхы 
Е относительно оператора А. Всякую пару чисел {а, Ъ), удовлетворй-
ющую условию (3 ) , будем называть показателем убывания остатка V, 

Отметим, что операторы Е{Х) ж у {"к) коммутируют на X, а опера
торы А и у(Я) — на йот Л. Последнее означает, что для всякого х^ 
^АотА справедливы включение у{'к)х^йошА и равенство АУ{Х)Х = 
= х(Х)Ах. ' . , 

"Предложение 2.2. Для всех Я > со и р, > ю справедливы тождества 
с о т ( Л ( Я ) , ^ г (ц ) ) -V (я )Л (^1 )^ г ( я ) -^? (я )/ г (р )V (я ) , 

сот (/г (я ) , V(^*)) = V(я)VX^x)^?(я)-^?(Я)V(ц)V(Я). 
Действительно, умножая равенство (Я — Л ) с о т ( Д ( Я ) , Л ( { л . ) ) = 

= ешп(г(Я) , /?(М')) слева на оператор Я (Я ) и учитывая перестановоч-
ност*ь /?(Я) и \ (Я ) , получаем первое тождество. Второе доказывается 
аналогично. 

Ряд полезных выводов об операторах, обладающих квазирезольвен-* 
тами, позволит сделать 
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предложение 2.3. Если x^д^^ш{А^) и /?(Х)Л^я;-^0 при Я->а>, 
то Х^В.{Х)х — 'кх-^ Ах. 

Это утверждение — непосредственное следствие вытекающего из оп
ределения 2.1 предельного соотношения ЯV(?^)->- О и очевидного равенства 

: }гК{'К)х-Хх = Ах + Н{'к)А''хЛ-у{Х){1х + Ах). 

Предложение 2.4. Если подпространство йот А плотно {секвенци
ально плотно) в X, то и любое подпространство йот ( А " ) , и е N. плотно 
{секвенциально плотно) в X. ' _ 

Для доказательства построим по индукции множества Х„, п^Ш^ 
полагая 'Хо = X, а. для п ^ 1 определяя Х^ как объединение множеств 
Л ( л ) ( Х „ _ 1 ) , Я > о ) . Ясно, что Х „ с а о П 1 ( Л " ) . При этом Е{к){кх-Ах)-^ 

-> й: для всякого элемента х^йотА. Таким образом, Х1 секвенциально 
к 
ПЛОТНО в йот л и, следовательно, плотно в X в нужном смысле. Если 
это верно и для Х„_1 при каком-нибудь п> 2, то Я{'к) {X) содержится 
в соответствующем замыкании множества Л (Я,) (Х „_1 ) , а тем самым, 
в замыкании Х„, что и доказывает требуемое. 

Предложение 2.5. (а) Оператор А допускает замыкание {т. е. соот-
еетствие с1 А однозначно); при этом с1 А = 5с1 А. 

(Ь) Если В — линейный оператор и А <=^В (=с1А, то В — квазире-
золъвента В^ причем АЯ — ВЯ, т. е. остатки Я относительно А и В 
совпадают. ' 

(с) Если Я — квазирезольвента не только оператора А, но и неко
торого линейного оператора С, причем АЯ = СЯ, то 8с1 Д = 8с1 С. 

Однозначность соответствия с\А вытекает из следующих соображе
ний. Если семейство {ха) из йот Л таково, что д ^ а О и Аха-^ у для 
какого-либо у ^ X, то при каждом Л, > «о справедливы соотношения 
ЛЛ (Я )ж „ -^0 и Я{1)Ах^-^ Я{1)у, откуда Я{к)у=0. Так как 
^Х —А)Я{Х)уу при Я-> оо, то у = 0. Для обоснования утверждения 
(Ь ) достаточно записать следующую цепочку соотношений: 
. Я{%)В <= Я(Х)с1 А с± сЦЯ{X)А)с= сЦАЯ(Х) )=АЯ(к)^ВЯ(Х), Х>(д. 

Докажем теперь, утверждение ( с ) . Пусть х^йотА. Так 1̂ ак 
Я{к) {кх — Ах)-^ X, коща. к-^ оо^ ^ при этом 

СЯ{к){кх-Ах)^АЯ{к){кх-Ах)=^{к-А)Я{к)Ах-^ Ах, 

то определен элемент {8с1С)х и он совпадает с Ах. Таким образом, 
А<=-8с[С. По тем же причинам С<=^^1А, что и доказывает нужное 
равенство, рстается применить утверждение (с) к оператору С = с1А, 
чтобы завершить доказательство утверждения ( а ) . " 

Предложение 2.6. Пусть п ^ N. а Хо — плотное в X множество, 
.инвариантное относительно операторов Я{Х), Х> (о, и лежащее в 
6^от{А") .Тогда для всякого х^ 6^от(А") можно указать такое семейство 
{ха} <= Хо, что ,А'х^ А'х при каждом I = О, ..., п. В частности, 
с1{Д"|Хо )=с1(71"). . • . 

Определим оператор Д„ : й о т ( Д " ) - ^ X " на каждом л : ^ й о т ( Л " ) по 
формуле АпХ={Ах, ...,А"х). Наша задача — установить равенство 
с1{А„\Хо)= сЦАп). Пусть сначала x = Я'^{^)у для некоторые Я, > со и 
у ^ X. Подберем такое семейство {у^} а Хо, что Уа-^У, и положим Ха=^ 
= Я"{Х)уа' В таком случае е Хо и А'ХаА'х для всех 1 = 0, .:., п. 
Это означает, что Л„| 1 т (Л " (Я ) ) с : с1{А„|Хо). Рассмотрим теперь произ
вольный элемент х из йот ( Л " ) . Полагая = (1Й 4-V (Я) ) "л:, заметим, что 
Л^хз.—^А^х для всякого 1 — 0, ..., п. Однако Хх^ ^т{Я{X)'^), так что, 

по доказанному выше, (ж, Дп^:;)^ с1(Дп1Хо). 
В заключение параграфа — несколько слов в связи с условием диф-

ференцируемости квазирезольвенты. Отметим, что для любого га е N опе
ратор с1 А на своей области определения коммутирует с каждым из опе
раторов Л<"> (А) и V<''ЧЯ). 
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Предложение 2.7. Для любого п е N справедливо равенство Л "̂̂  = 

В самом деле, дифференцируя соотношение, определяюн];ее остаток 
V, для: каждого Я > © получим,равенство (Я — сЫ)Л^"^ ( Я ) + пЛ'"^"*^ (Я) = 
= V'"ЧЯ). Умножая его слева на Л (Я) , приходим к нужному результату. 

§ 3. ПОЛУГРУППЫ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

О п р е д е л е н и е 3 . 1 . Отображение Т\, о о ) - > Ь ( Х ) будем назы~, 
ватъ прлугруппой (линейных) операторов в X в том случае, если выпол
нены следующие условия'. 

(1) Т(8 + ()~Т(8)Т(г) для всех 8,^>0; 
( 2 ) отображение Т сильно непрерывно; 
( 3 ) для всякого &щ(0, \) семейство операторов {Т (Ь)} (г ^ I ^ 

равностепенно непрерывно; 
(4) множество 1^0. Т = \] 1т Т (I) секвенциально плотно в X; * > о 
(5) множество Кет Т = П кет Т (г) состоит лишь из нуля. 

г<о 
Третье условие часто оказывается следствием второго (например, 

если X—бочечно). Это важное условие, необходимое для получения 
уже самых простых свойств полугрупп. Напротив, последние два усло
вия— чисто технического характера, позволяюш^ие освободить от вто
ростепенных детале!! дальнейшие формулировки определений и утвер
ждений. 

О п р е д е л е н и е 3 .2 . Пусть Т — полугруппа операторов в X. Если 
элементы х и у из X таковы, что ч 

•.. Т(1) х — х 
Ь т — 1 1 - = у^ 

то, полагая АоХ=у, мы определяем линейный оператор Ао в X, кото
рый называется инфщштезималъным оператором полугруппы Т. 

Инфинитезимальный, оператор представляет собой важную характе
ристику полугруппы — он содержит исчерпывающую информацию о ней. 
Отметим несколько элементарных фактов, относящихся к этому опе
ратору. 

Удобно определить полугруппу Т в нуле, полагая Г(0)==1(1. Таким 
образом, если х^1тТ, то отображение ^->-Т(^)x. непрерывно по ( 
не только на (О, оо), но и в нуле. Если же х^6.от(Ао), то указанное 
отображение дифференцируемо на [О, оо). При этом для всякого ^^0, 
как легко видеть, справедливы включение Т(^)x ^ Аот(Ао) и равенства 
Т'({)х = АоТ(^)x = 1^(1)АоХ. Стоит подчеркнуть, что уже здесь суще
ственно используется условие ( 3 ) определения 3.1. 

Пусть а > О • и ф е С[0, а]. Для каждого х^1тТ определен интеграл 
а 

Та((р)х= ^ Ц)(г)Т(1;) х(И. о 
Непосредственно из определений (полугруппы и ее ицфинитезимального 
оператора) вытекает 

Предложение 3.3. Если ф ̂  С'[0, а], то для каждого х^1тТ спра
ведливы включение Та{ц))х ^ йот (Л о) и равенство АоТа(ц>)х = --Та(ц)')х+ 
+ (р(а)Т(а)х — ц>(0)х. Если при этом х ^ Т(^) (д.от(Ао)) для некоторого 
г> О, то АоХ'^ 1т Т и Та(ц))АоХ = АоТа(ц))х. 

В частности, если ф — бесконечно дифференцируемая функция с но
сителем в (О, а], то для каждого х^1тТ (и даже для любого х ^ X) 
элемент Г (ф) а: принадлежит пространству йот (-4^)— пересечению, об
ластей определения операторов А^, Из этого замечания легко.вы
водится 

Предложение 3.4. Ёсе элементы вида Т(1)х, где 1'> О, а а;,ейот(>1^), 
образуют секвенциально плотное в X подпространство. 
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Серьезный «недостаток» оператора Ао состоит в том, что он не всег
да замкнут. Этот недостаток, конечно, легко устранить заменив оператор 
его замыканием. Но в таком случае немедленно возникают два вопроса: 
будет ли замыкание однозначным оператором и определяется ли им ис
ходная полугруппа? Принятое здесь определение полугруппы таково, что 
ответы на оба вопроса, как мы сейчас увидим, утвердительные. 

Предложение 3.5. Оператор Ао допускает замыкание. 
Действительно, пусть — такое семейство из йот{Ао), что х^-^ О 

и АоХа у ДЛЯ некоторого у ^ X. Тогда для любых чисел 5, ^ > О имеем 

Т (о) уйа = И т [ Г (а) А^х^йа = И т (Г {г) х^ — Т {в) Ха) = 0. 

Отсюда у е Кег Т и, следовательно, у = 0. 
О п р е д е л е н и е 3.6. Оператор о\{Ао) называют производящим опе

ратором полугруппы. Обозначим его буквой А. 
Легко понять, что для любого х ^ йот А при всех ^ > О справедливы 

включение Т{1)х ^ Аот{Ао) и равенства Т'{г)х = АоТ{г)х = Т{1:)Ах. • 
Предложение 3.7. Пусть Т — полугруппа, А — ее производящий опе

ратор. Если А си А, то Т = Т и, следовательно, А = А. 
В самом деле, ^ пусть ^ > в, а х — элемент одного из множеств 

Г (а) (йот Д ) , о > 0. Для каждого. 5 е [О, I) положим {I — 8)Т{8)х. 
Непосредственно проверяется, что отображение /: [О, I) -> X дифферен
цируемо и ^'{8)=Т{1—&)АТ{8')х — Т{1—8)АТ{$.)х—0 для любого 8 е 
е [О, ;^). Таким образом, для всех 5 > 0 ж 1> 8 справедливы равенства 
Т{1-8)Т{8)х = Т{1)х=Т{1-8)Т{8)х, откуда Т{8)х^Т{8)х. Рассмотрен
ные нами точки X образуют плотное в X множество, так что Т — Т, 
а значит, ш А = А. 

В заключение отметим еще один факт, который нам понадобится 
в дальнейшем. 

Предложение 3.8. Предположим, что для некоторых а > О и_ ф ^ 
^С\0, а\ Т а ( ф ) и ?'о(ф') непрерывны на 1т Г. Пусть Г « ( ф ) 
и Та{ц>') —их непрерывные расширения на X. Тогда для любого х^Х 
справедливы включение Та(ц>)хейотА и равенство 

АТа{кр)х = -Т(ср')х + ц,{а)Т(а)х-(р{0)х. 

Если же X ^ йот Л , то АТа{^х = Та(ц>)Ах." 
Первая формула для АТа{ф)х вытекает непосредственно из предло

жения 3.3. С учетом непрерывности оператора Л Г а ( ф ) , вторую из инте
ресующих нас формул достаточно установить лишь для ж е йот (До ) . 
Заметим для этого, что операторы Т{{) и Та(ц>) коммутируют. Кроме то
го, согласно предложению 3.3, АоТа(ц1)Т{1)х = Та((^>)АоТ{^)x. Таким 
образом, 

Т{{}АТа{(р)х = АоТ{г)Т4ц>)х = АоТ4>с(>)Т{Ь)х = 

= Т4ц>)АоТЦ)х = Та{ц>)Т{г)АоХ = Т{1)Т4ц>)АоХ 

для всех * > О, откуда и вытекает требуемое равенство. 

§ 4. ПРОИЗВОДЯЩИЕ ОПЕРАТОРЫ 
РАВНОМЕРНО СУММИРУЕМЫХ ПОЛУГРУПП 

О п р е д е л е н и е 4.1. Полугруппа Т называется равномерно сумми
руемой, если для любой полунормы р еД5 можно указать такую полу
норму р'^^, что функция \ интегрируема на (О, 1 ) . 
. Следующее предложение устанавливает связь между понятиями, рас

смотренными в предыдущих двух параграфах. ' , 
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Предложение 4.2. Пусть Т — равномерно суммируемая полугруппа 
в X и А — ее производящий оператор. Для любых а > О, Я е К и х^Х 
положим 

а ' 
Па(К)х= ^е-^^Т{I)хаг, Щх=— е-'^^Т(а)х. ' о 

Тогда Па— квазирезольвента оператора А (на К ) , а Vо — ее остаток, для 
которого пара {а, а) —показатель убывания. При этом'для любых^р, 
5 е тг ̂  N и Я е К выполняется оценка 

а 
\п^''^ЩXр<.]е-Щ'^\Т{г)\^й^. . о , 

в проверке здесь нуждается лишь то, что На — квазирезольвента 
А с остатком Те. Но это прямо вытекает из предложения 3.8, если по
ложить в нем ф ( ^ ) = е~^', О < * < а, и заметить, что благодаря равномер
ной суммируемости Т операторы Г „ (ф ) и Го (ф ' ) непрерывны, причем 
Т а ( ф ) = / ? а ( Я ) , а Г а ( ф ' ) = - № ( Я ) . ' 

Теперь можно дать описание (в терминах квазирезольвенты) тех 
операторов, которые порождают равномерно суммируемые полугруппы. 

Теорема 4.3. Замкнутый линейный оператор А порождает некоторую 
равномерно суммируемую полугруппу в X тогда и только тогда, когда 
он определен на секвенциально плотном в X множестве и для некрторого 
о < с» имеет на (со, <») квазирезольвенту В такую, что для каждой полу-* 
нормы р е ф су (Чествуют полунорма и неотрицательная измеримая 
на (О, оо) функция фр, для которых 

1 Л("> (Я) 6 < ] ' е-'^'Гфр (О С1К.ОО 

при всех п е К г * Х> а. При этом, если Т — полугруппа, для которой 
А-—производящий оператор, а пара {а, Ь) — показатель убывания ос
татка квазирезольвенты В., то для каждой полунормы р^^ почти для 

всех I из интервала (О, (Уа— Уа— ЪУ) выполняется оценка \ Т ^ 
< Ф р а ) . 

Необходимость условий теоремы (даже в более жесткой форме) уже 
установлена в предложении 4.2. Для доказательства их достаточности 
нам предстоит явно построить требуемую полугруппу. Эта полугруппа, 
как мы увидим, будет удовлетворять и указанным в теореме оценкам. 
Тем самым и последнее утверждение теоремы окажется доказанным, так 
как согласно предложению 3.7 наш оператор не может порождать какой-
либо другой полугруппы. Построению нужной полугруппы посвягцен весь 
следующий параграф, а здесь мы отметим некоторые следствия из при
веденной теоремы. 

Сначала посмотрим,, как из теоремы 4.3 можно вывести соответству
ющий результат для банахова пространства (см. [4, с. 377] и [5 ] ) , когда 
производящие операторы обладают резольвентами. 

Теорема 4.4. Замкнутый линейный оператор А, действующий в {ве
щественном или комплексном) банаховом пространстве X, порождает не-
которую равномерно суммируемую полугруппу • в X тогда и только тог
да, когда подпространство йот А плотно в X, при некотором м < оо для 
каждого Я, > ш существует резольвента В{Х, А) оператора А в точке к , 
и можно указать неотрицательную измеримую на {О, оо) функцию ф 
такую, что 

^ ) 1 < (;~1 )11 е'Щ'^-\ (Ц< оо 

для всех и е N и Я > м. При этом, если Т — искомая полугруппа, то 
\\Т{Ь)\\ почти для всех ^>0. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) Пусть Т — равномерно суммируемая по
лугруппа, порожденная оператором А, а числа со е К и таковы, 
что =̂  Ме" ' для всех ^ ^ 1. В таком случае для любых Я > о и 
а е (О, <»] определен непрерывный оператор 

Ка{Х)=] е-^*Т{1)6,1. о 
Так как Л а ( Я ) ^ Л « , ( Я ) и е-*Т'(а)->-0 при то в силу замкнуто
сти А из предложения 4.2 вытекает, что (Я) — резольвента А в точ
ке Я. Полагая Ц){1)=\\Т{1)\\ учитывая равенство Л^"~^ЧЯ, А) = 
= (—1)"~*(/г—1)!Л"(Я, Л ) , справедливое при всех и Я > ю, по
лучаем требуемые оценки. 

(2) Пусть теперь выполнены указанные в теореме условия. Резоль
вента — это квазирезольвента с нулевым остатком. Поэтому применима 
теорема 4.3. Пусть Г — соответствующая полугруппа. Так как любая 
пара вида (а, о ) , где а > О, является показателем убывания (нулевого) 
остатка, то IIГИ ^^ф'почти всюду на (О, а) при любом а > О, т. е. почти 
всюду на (О, о о ) . Теорема доказана. 

Теорему 4.3 удобно использовать и для описания производящих опе
раторов полугрупп с теми или иными дополнительными свойствами. Как 
правило, это — свойства,, отражающие характер поведения полугруппы 
в нуле. Рассмотрим здесь один пример такого рода — классические С»-
полугруппы. 

Оирет^елее Л.Ъ. Полугруппа Т принадлежит классу Со, если 
семейство операторов {Т{!;)}(О <И < 1) равностепенно непрерывно (в бо
чечном пространстве это условие означает, что Т{1)х-^х при 1-^+0 
для всякого х^ X). 

Теорема 4.6. Замкнутый линейный оператор А порождает в X полу
группу класса Со тогда и только тогда, когда йот Л плотно в X и на 
некотором интервале (ю, оо) существует такая квазирезольвента К опе
ратора А, что семейство {(Я""^У/г!)Л^"ЧЯ)}(Я > со, п ^ М ) равностепенно 
непрерывно. ч 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) Если Т—полугруппа класса Сь, порож
денная оператором А, то в качестве Я можно взять квазирезольвенту Н^ 
из предложения 4.2. Действительно, если р{Т {1)х)^ д{х) для всех 1^ 
^ ( 0 , 1) и ж е Х , т6 

р{П'ГЧ>^)^)<]е-Щ-й1ч{х)^ф^д{х) о 
для всех л; е X, N и Я > 0. -

(2) Пусть теперь, напротив, выполнено указанное в теореме усло
вие. Прежде всего заметим, что в таком случае Я/?(Я)а;-»-ж при Я о о 
для любого х^Х, так что йот Л оказывается секвенциально плотным 
в X множеством. Далее, считая ш положительным и полагая фр(^)=1., 
^ > О, мы видим, что выполнены условия теоремы 4.3. Приведенные в 
ней оценки на полугруппу Т, порождаемую оператором А, означают в 
данном случае принадлежность Т классу Со. Теорема доказана. 

В отличие от соответствующих утверждений из [1 ] и [2] о Со-полу-
группах, в этой теореме не требуется перестановочности оператороБ, со
ставляющих квазирезольвенту. V 

§ 5. ПОСТРОЕНИЕ ПОЛУГРУППЫ, ПО КВАЗИРЕЗОЛЬВЕНТЕ 

В этом параграфе будет показано, каким образом пр квазирезольвен
те можно построить полугруппу. Построения проведем в предположениях 
теоремы 4.3, хотя подобным способом можно конструировать полугруп
пы из более широких классов и при менее ограничительных условиях 
на квазирезольвенту. Доказательство теоремы целесообразно предварить 
некоторыми пояснениями. \ 
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Предположим сначала, что X — банахово пространство. В таком слу
чае для каждого Я > со можно определить семейство операторов 

являющееся полугруппой с производящим оператором Х^Я {к) — к. Так 
как в условиях обсуждаемой теоремы операторы к^Я (к) — Я, очевидно, 
сходятся к А при Я оо на плотном в X множестве йот(Д^) , то есте
ственно попытаться строить нужную полугруппу в виде предела полу
групп Ту, при Я -> оо. " ^ 

В банаховом пространстве в случае, когда Я — резольвента опера
тора А, такой путь действительно приводит к цели [4 ] . Если же про
странство X всего лишь локально выпукло, то у нас нет резольвенты. 
Однако главным препятствием к распространению указанной- схемы 
порождения полугрупп является то обстоятельство, что экспонента непре
рывного оператора в локально выпуклом пространстве, вообще говоря, 
не определена. Точнее, такой оператор, за исключением редких случаев, 
не порождает какой-либо полугруппы. 

Возвращаясь на минуту к той ситуации, когда Я — резольвента, за
метим, что, в силу отмечавшегося уже равенства Л'?ЧЯ) = (—1)"я!Л' '* ' (Я), 
указанные выше операторы Тх{Ь) можно записать следующим образом: 

\0 •\ Л / 

Нетрудно видеть, что такой ряд сходится и в том случае, когда Я — ква
зирезольвента, удовлетворяющая, например, условиям теоремы 4 .3 . Что / 
же. касается полугруппового свойства операторов Тх{{), 1:>0, то оно 
теперь, разумеется, утрачено, Но есть все основания надеяться, что 
асимптотические, свойства квазирезольвенты (а точнее, ее остатка) по
зволят, во-первых, установить, что отобран^епИя Тх при «больших» зна
чениях Я «очень похожи» на полугруппы, и, во-вторых, доказать схо
димость этих отображений при Я оо. Если эти надежды оправдаются, 
то предел, конечно же, должен быть полугруппой, и останется лишь 
установить связь ее с исходным оператором А. Как мы увидим, в ин
тересующей нас ситуации описанная схема порождения полугрупп дей
ствительно может быть реализована. В условиях теоремы 4 .6 и в пред
положении «коммутативности» квазирезольвенты это успешно было сде
лано в работе [2 ] . 

Отвлекаясь частично от условий теоремы, мы будем считать (до 
определенного момента), что квазирезольвента Я оператора Д опреде
лена на (О, оо), а для каждой полунормы указаны такие полунор
ма р^^ ж неотрицательная интегрируемая на (О, оо) функция фр, что 

оо 

р (/г^"^'(Я) ж) < I е-?^'«>р (О (ж) 
* о 

для всех я > о, и х^Х. Пусть, как и прежде, V означает оста
ток Я, а пара {а, Ъ) — показатель его убывания. Для каждой полунормы 
р е выберем еще полунорму р'^^, для которой ^^(V^"ЧЯ)ж)=^ 
=^ а^е-^^р' [х) при всех и е N . Я > О и х^Х. Наконец, лдя р е 5р фикси
руем полунорму /?1 е ^, мажорирующую р, р ж р\ по индукции для 
каждого л е N определим ^„+1 =(/?„) ! . Условимся возникающие в ниже
следующих леммах обозначения использовать безоговорочпЬ в даль
нейших' формулировках и рассуждениях. 

Итак, для любых Я > 0 , 1> О ж х ^ X положим 

Ясно, что этот ряд сходится и определяет оператор Тх{^)^ Ь{Х). Наша 
первая цель — установить сходимость семейства {Тк{1^)} при Я ̂  оо. Дать 
точную формулировку и доказательство соответствующего утверждения 
124 



мы сможем только в лемме 6, а сейчас приступим к подготовительной 
работе. 

Далее сугцественно используется следующее утверждение (см. [4, 
с. 238] ) . 

Лемма!. Пусть измеримая функция (О, <»)->• С такова, что при 
.некотором со 'ёК для всех Я > со определен (лебеговский) интеграл' 

о 
В таком случае для любых 1> О и К> си сходится ряд 

-1)^(Х^0»^ 
п! (/г+ 1)! 

п>0 

и для всех точек Лебега I функции § . выполняется соотношение 
8{1)- Если функция § непрерывна на каком-либо открытом 

промежутке, то на любом содержащемся в нем компактном множестве 
указанное предельное соотношение выполняется равномерно. 

Всюду далее под нормой измеримой на (О, <») функции понимается 
ее норма в (О, <»). 

Лемма 2. Существует семейство {ц)р,х\р Я > 0 } непрерывных и 
неотрицательных на [О, <») функций, удовлетворяющее условиям: 

(а) II {г) \% < фр я (*) для всех р 'К> О и 1^ 0; 
(б ) 11фр,х11 5С 1-^ + ||,фр,|| всех р ^% и 'К>Ь; 
(в) И т Фрд(*) = Фр {I) при каждом р^% почти для всех ^ ^ 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любых р^%, Я > О и ^ > О положим 

\ V (Х^ ) » +^ 
/ ^ п ] ( « + ! ) ! 

е-'̂ '̂̂ фр (5) 

Непосредственно видно, что функции фр, ̂  непрерывны и удовлетворяют 
условиям (а) и ( б ) . По поводу свойства (в) достаточ;но лишь заметить, 
что фр, с точностью ДО слагаомого, е~^\я по"фр так же, как 
в лемме 1 функция §г была построена по §. Лемма доказана. 

Для каждого Я > 0 определим оператор Ля, = Я^/?(Я) —Я. Пусть так
же с = Ь74а. 4 

Лемма 3, Для всякого Я > 0 отображение Тх. [О, <х>)^Ь{Х) сильно 

дифференцируемо. Если г (Я, ^ ) = ^ Гх (0 — ^х?'я(*)1 то для всякой 
полунормы р'^^ можно указать константу Мо{р)'^ О так, что для всех 
€^[0, с] и х^ X будет справедлива оценка р{г(Х, ()х)'^ М^{р)}^^е~^''Р2{^)^ 

Дока^з &т ельство. Возможность пс^членного дифференцирования 
ряда, определяющего Тх{1^), вместе с предложением 2.7 приводит к со-
<)тношению 

I Т, (О = Л^П (О + ^'е-^' 2 Ь ^ " ( Л (Я) V(") (Я) - V (Я) (Я)). . 

Таким образом, полагая г„(Я) = ^?(Я)V'" ' (Я)—Л^"ЧЯ)V(Я), можно пред
ставить г (Я, I) в виде , 1 

г (Я, г) = К^е-^^^Ь^Гп{Х). 

у . 

в силу имеющихся оценок на производные Е ш V, для каждого х^Х 
имеем • 

оо 

р{гп{1) х)^е-^ь ^ е-^'(а'^ср^,{8) +.8^^срр^{8))а5р^{x) г о 
125 



и, следовательно, 

р(г (Я, г) ж ) < XЧ-Ч^+ь) [ е-^о Се^>-^рц)р(з) + е'̂ «+«)фр^ ( « ) ) бзр^[х)< 

Так как Ъ> с, А г+ Ь — 2Уа{ > с, если О < I ^ с, то в качестве Мо (р) 
можно взять 11 фр I + I фр̂  |-Лемма доказана. 

Лемма А. Для^ полунормы р^^ можно указать М1{р)Х) так^ что 
для всех Я > О, [О, с] и х^ йот Л будет выполняться оценка 
р{Т,Ц)х)^М,{р)(рихНрЛЛх)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть же йот А и Я > 0. Исходя из равен
ства Д{К)х = Х-^х + Х~*Е{Х)Ах + Х-\{Х)х, для любого и е N получаем 

( - 1 ) " п ! А! {Н^'^^{Х)Ах + х^'^^Х) х)У 
Отсюда следует, что для каждой полунормы р^^ справедлива оценка 

/ п 
р (Л<"> (Я) х) < р (ж) + II фр II р, (Ах) + е-^ь 2 (Ха) 

к=0 
к1 РЛ^) ) 

Теперь, если ^ > О, воспользовавшись очевидным неравенством 

Ш) П И ' 

П>0 

легко приходим к оценке 
р{Тх{{)х)<.р{х)Л- ЦМ{Ах)+ е-'-^'-'''^'р,{х). 

Остается заметить, что Ъ — 2Уа^ > О, когда О =̂  * ^ с, и в качестве Мх{р) 
взять, например, шах(2, ИфрИ). Лемма доказана, 

Лемма 5. Для всякой полунормы р^% существует константа 
Мг{р)^ О такая, что 

р{сот{ТхЦ),П{11))х)<М4р)Х''е-^'р,{х) 

длявсехХ>0,\1>0,{^[0,с]их^Х. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое соотношение из предложения 2.2 и 

вытекающая из имеющихся оценок равностепенная непрерывность се
мейств {/? ' 'ЧЯ) } (Яе Д ) , где 1>0, а А — компакт в (О, оо ) , позволяют 
для каждого /г е N записать равенство 

сот (Я), Л (ц) ) = 2 С1У^^^ (Я) Л (ц) Л^"-^> (Я) -

^С^Е^''-^\Х)Н{[1)у^^\Х). ь = о . -
Отсюда для любых р и х ^ X нёносредственно вытекает оценка 

/?(сот(Л^"^(Я), Л ( ц ) ) ж ) < 
оо' ' • 

< I Фр̂  II е->^^ ] е->^ (а + 5 ) " (фр^ (*) + : ф^ { « ) ) йзр^ (х), 
о 

Таким образом, 
р ( о о т ( П ( « > , Л (^1 ) )ж)< ^ 

оо , 1 

< 1 фр, II е-Ч'+^т I е -^(*-2>'<та) (фр̂ ^ (5) + фр (*)) азр^ (х). 
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Так как 5 — 2')/ (а + « ) ^ ^ —2'}/а{ при всех 8,>0, когда О =̂  г ̂  а, то для 
г е [О, с] с: [О, а] мы имеем 1+ Ь + 8 — 21/ {а + 8)^^ с, 8>0. Теперь ясно, 
что в качестве М2{р) можно взять с|фр̂ ||фр̂ ^ + Фр|- Лемма доказана. 

Теперь все подготовлено для» доказательства сходимости операторов 
Т},{^) при Я оо. Точнее говоря, справедлива 

Лемма 6. Для каждого. х^Аот{А^) семейство {Тх{1)х) сходится 
при Я оо равномерно относительно 1: е [О, с]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем X > О, ц > О, ^ ^ [О, с] и запишем 
очевидные тождества * в 

тм-т^,{г)=^^^(Тф)т^{{-8))а8 = ^1^{х,1х,{), о 
где /й — операторы, определяемые следующим образом: 

^ 

м,, {) = - Я^ 5сот (Гя (5 ) , П{К}) Т^{1 -8)68, 
о 

^ 

I,{К |1, г) = -Х^^ Т^{8)сот (Г^, - 5 ) , Н(Х))й8, о 
/з (Я, ^1, *) = {г̂  5 сот - 5) , Я (^1» йз, 

о 

О 

Вытекающие из лемм 2—5 оценки для каждого из этих шести слагаемых 
позволяют для каждой полунормы р^% указать такие числа К1{р), 
Кг{р)>0, что 

р{Тх{1)х - Т^{1)ху^ К.,{р) {Х'е-^' + X'^^'е-^'+^^'е-^^^^)р,{x)+ 

^^-К2(р){р2{АкX-А^x) + р4АкАx-А^^.x)) 

для всех X, | г^1 и х^^отА. Учитывая симметричность левой.части 
неравенства относительно Я и |х, мы можем в правой его части заменить 
X^ц^е-^^'' на максийальное из чисел Я*е-^" и ^^^е-^^''. Кроме того, если х е 
е ( 1 о т ( Л ^ ) , то имеющиеся в нашем распоряжении оценки на ?̂ позво
ляют воспользоваться предложением 2.3 как для точки х, так й для Ах, 
откуда Ахх Ах ж А^Ах А^х при Я «». Эти замечания и доказывают 
требуемое. Лемма доказана. 

Итак, первая цель достигнута. Теперь предстоит изучить предельные 
операторы ИтГ » , { * ) , 0-^^=^с. Далее будет доказано, что они включа-

ются в некоторую равномерно суммируемую полугруппу (лемма 9 ) . 
Но прежде необходимо отметцть два дополнительных свойства семей
ства {Тх). 

Лемма 7, Для каждой полунормы р^^ можно указать число 
^я{р}^0 так, что для любых Х>1, х^Х и всех 1:, 8>0, удовлетво
ряющих условию 8 + ^ ^ с, будет справедлива оценка р{Тx{^-^8)x — 
-Тх{г)Тх{8)х)<М,(р)Х'е''''р,{х). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Замечая, что 
У? сот ( Л , ) , запишем равенства 

П ( 0 ) = Ш и сот(Гх, Ах) 

(1% + 
\

Тк + )̂ - (О г'я (̂ ) = ] ^ (г̂ и̂ ^ - о) + о)) ̂  = о 
= Я21 сот (Гя (г - о?),'Й (Я)) (5 + о;).^(т— 

— I г (Я, * — 5) Гя (5 + о) б̂ а + I Гя(^ — (т) ̂  (Я, 5 + а) 6^0. 
о о 

Оценки, доставляемые леммами 2, 3 и 5, приводят теперь к нужному 
результату. Лемма доказана. 

Лемма 8. Для любого 8 ^ ( 0 , с) семейство операторов {Тх{1)}{'К>Л, 
Е ^ с) равностеАённо непрерывно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть р е Л ̂  1, ^ е [е, с] и х^Х. Лем
мы 7, 2 и 1 приводят к соотношениям 

\
о ' 
(фрД (5) Фр̂ Д - 5) Р2 (̂ ) + (р) %'е->^р^ (ж))^/^ < 

Отсюда и вытекает требуемое утверждение. Лемма доказана. 
В. дальнейшем нам потребуется условие секвенциальной плотности 

в X множества йот Л. 
Лемма 9. Существует {единственная) полугруппа Т в X такая, что 

для всех ^е ; [ 0 , с]и х^Х выполняется равенство Т{^)x — ^^т Т)^{Ь)х. 
Я->оо 

Это предельное соотношение выполняется равномерно относительно I е 
е [е, с] при любом е е (О, с ) . Если же ж е йот Л, то указанное соот
ношение выполняется равномерно по ^ е [О, с]. Далее, если ж е йот Л, 
то Т{Ь)х^х при I +0. Наконец, для каждой полунормы р е почти 
при всех ^ е [ 0 , с] и для всех ж е Х справедлива оценка р{Т{Ь)х)'^ 
^Ц!р{{)р{х). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть * е [ 0 , с], ж е йот (Л* ) , а Т^^{!:)х оз
начает предел при Я-> «> семейства {Тх.{1^)х}, суш,ествуюш,ий в силу лем
мы 6. Из предыдуш;ей леммы следует, что непрерывный опе
ратор, определенный на множестве йот (Л* ) , которое, как мы знаем из 
предложения 2,4, секвенциально плотно в X Тем самым можно про
должить Т:р{Ь) до оператора из Ь{Х). Сохраним для этого продолжения 
то же обозначение. Пользуясь еще раз леммой 8, заключаем, что не толь
ко для ж из йот (Л^ ) , но и для произвольного ж е Х при каждом ^ е [ 0 , с] 
существует предел семейства {Тх{Ь)х} при совпадающий с 
Т^{1)х. При этом для любого е е ( 0 , с) предел равномерен п о . * е [ 8 , с]. 
Так как отображения Г;̂  (•) ж непрерывны на |0, с], то отображение 
^ * (•) ^ будет непрерывным на (О, с]. 

Пусть теперь ж е йот Л. Лемма 4 утверждает, что семейство опе
раторов |йот А){Х>0, О < * =̂  с) равностепенно непрерывно в 
Ь{йотА, X), где пространство йот Л снабжено топологией графика опе
ратора А. Согласно предложению 2.6, множество йот(Л.^) секвенциально 
плотно в йот А относительно этой топологии. Поэтому (О ^* (*) ^ 
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при я о о равномерно по ^ ^ [О, с] не только для ж е йот ( Л ' ) , что от
мечено в лемме 6, но и для любого ж е йот Л. В частности, сказанное 
означает, что отображение Г * { ' )ж , как и Гл(-)ж, Я > О, непрерывно 
в нуле. 

Далее, если 5 ^ 0 , 1:>0 и 5 + г < с, то леммы 7 и 8 гарантируют 
равенство Г# + « ) = Г* (̂ ) Г * ( 5 ) . Это позволяет распространить ото
бражение Г* с [0| с] на [О, оо) с сохранением необходимых свойств, 
в самом деле, выбрав для каждого г > 0 то единственное /геК, для ко
торого гес < ^ < ( г е + 1 ) с , положим Т{г) = Т^{(/{гг-\-1))'^'^^. Легко 
проверить, что полугрупповое свойство отображения Г, сильная непре
рывность и локальная эквинепрерывность переносятся с промен^утка 
(О, с] на полупрямую (О, о о ) . Таким образом, мы имеем отображение 
Т: {О, оо)-*- Ь{Х), удовлетворяющее условиям (1 )—(3 ) определения 3.1. 
Осталось доказать, что условия (4) и (5) также выполнены. Если ж е 
е йот Л, то, как уже отмечалось, Т х = Т^^{1) х-^ х при ^ + 0 . 
Это значит, что 1т Г секвенциально плотно в йот Л, а значит, и в X . 
Пусть, наконец, точка ж е Х такова, что Т{^)x'=0 для всех ^ ->0 . За
метим, что из леммы 5 вытекает Перестановочность операторрв Т{^) и 
Е{ц) для любых ^ е [ 0 , с] и \1>0. Так как 1т (Л ( [л ) ) с: йот Л, то 

Л (р,) ж = И т Т (р) П {[1) X ^ И т Е (ц) Т{г) ж = 0. 

Отсюда ж-Ь г({л)ж = ([1 —Л)Д(|л)ж == О, где г(|д,)ж->;0 при | х о о , 
т. е. ж = 0. 

Итак, Г — полугруппа в X Указанные в лемме оценки, обеспечи
вающие ^ равномерную суммируемость Г, вытекают, из леммы 2: если 
/7 е то почти для всех ^ ^ {О, с] и Для всех ж е X имеют место со
отношения 

р (Г (*) ж) = р {Т^ {1)х) < И т р (х) = фр (*) р (ж). 

Лемма доказана. 
Теперь наша цель — описать связь между полугруппой Т и опера

тором Л. Это будет сделано в лемме 11, а пок^ нам необходимо уста
новить один вспомогательн^дй факт. Далее, как и в теореме 4.3, опе
ратор Л предполагается замкнутым. 

Лемма 10. Пусть а > О Я > 0. Положим 
• • ^ • ^ 

Ра (Я) = I е-^*Т-{I) й1, Ца (Я.) - -е-^Т (а ) . о -
Отображение Ра является квазирезолъвентой оператора Л , отображение 
Ца — се остаток, а пара (а, а ) — показатель убывания остатка. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала покажем, что операторы Л и Г ( * ) , 
^ ^ О, перестаново'чны на йот Л. Действительно, Л коммутирует с й^"'(р,) 
для любых п е .N и р. > 0. Поэтому он коммутирует и с каждым опера
тором Тр,(^), ще 1>0, 1ь>0. Так как, согласно леммр 9 Тр,{()-^ Т{^) 
и Тр.{1)А ->• Г (^ )Л при р,-^ ОС для каждого ^ е [О, с], то Для таких * 
оператор Л перестановочен с Т{{). Наконец, полугрупповое свойство Т 
позволяет распространить установленное утверждение на все ^ > 0 . 

Пусть ж е йот (Л^) . Для любых в е (О, с] и р, > О имеем 
8 

Т^, (8) ж — (() ж = I (Т^ {̂а) А^,x + г (а, р ) ж) ба. 

Так как ЛцЖ-> Ах при (л-»- оо, то, переходя (с помощью леммы 8) к пре
делу по р . о о в последнем равенстве, получаем 

' Г ( 5 ) ж — Г ( г ) ж - | г ( а ) Л ж й с т . 
• • • / ' ; ' « • . 

Полугрупповое свойство Г и непрерывность Г ( ' ) Л ж в нуле позволяют 
9 Заказ ^̂й 175 12» 



распространить это соотношение на все I, 5 ^ 0 . Отсюда следуют непре
рывная дифференцируемость Т{)х на [О, оо) и равенство Т'({)х = 
= Т(г)Ах, IX). . 

Теперь легко доказывается утверждение леммы. Если же (1от (Л^ ) , 
то 

а 

АР а. ( Я ) X = Ра {%)Ах = I е-^^Г Ц) хаг = е-^^Т ( а ) х - х + кР^ (к) х. 
о 

Согласно предложению 2.6, замыкание сужения А на (1от(Л^) совпа
дает с А. Поэтому равенство Ра{к)Ах = кРа.{к)х — х—Ца{к)х справед
ливо для всех х^йотА. Аналогичное равенство для АРа{к) перено
сится с плотного в X множества д.от{А^) на все пространство X Утвер
ждение, касающееся пары (а, а ) , в обосновании*не нуждается. Лемма 
доказана. 

Лемма И . Оператор А является производящим оператором полу
группы Т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть В — производящий оператор полугруп
пы Т. Отображение Ра является квазирезольвентой не только оператора 
А, но, как указано в предложении 4.2, и оператора В. При этом остаток 
Ра относительно А ш В — один и тот же. Предложение 2.5 гарантирует 
в таком случае равенство А =В. Лемма доказана. , . 

Можно сказать, что тлавная работа уже проделана. Нужно лишь 
уточнить интервал, на котором выполняются оценки на полугруппу, 
указанные в лемме 9. _ 

Лемма 12. Пусть 6 = {1/а — Уа — Ь)^. Для каждой полунормы р^^ 
почти для всех ^ е { 0 , 6] и для всех х'^ X справедлива оценка р{Т{{)х)^ 
^Ц)р{{)р{х). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для полунормы р е 5)3 подберем полунорму 
и неотрицательную интегрируемую на (О, оо) функцию -ф̂  так, 

чтобы для всех ж е X и ^ ̂ [0, выполнялись оценки 

р,{Т{а)х)<р{х), р,{Т{1)х)<Мр,Ц)р{х). 

Определяя теперь операторы Та,к{^) по формуле 

» 

оценим разность ТхЦ) — Та^х{(). Легко проверить, что для любого N 
справедливо тождество 

Д ( X ) _ Р^Р^ (к) = '2^С^ ( - ау-^ е-^'^Е^^^ (к) Т (6) + 
Й=0 

+ 1,су--^\к)Р'а''\к). 

Отсюда для всех х е Х и Я > 0 получаем 

р(Л<"Ч^)л:- .Р^"ЧМ^)<е" '"^ 5)"фр(5)Й5р(ж) + 
О 

оо • ' 

-\-е-^^'^е-^^(а-^8У'^р{8)а8р{х). 
о ' 

Замечая, что при условии О < ^ =̂  с?(<а) для всех ^ ̂  О имеют место не
равенства 8 - 2Л1Т7)1 > -21 йг, 8-21 {а + 8)г^ -21 аЬ, для Iе [О, й] 
легко выводим оценку 

р{Тх{Ь)х-Т,,х{1)х)< 

(е-*^'-''''^"^'')) 11|фр11 + е-^<'-^*'^+*)11г|)р!1)?(ж)'. 
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Итак, если О ̂  « < то Тx(^)x — Та^х{1)х О при А, оо. Теперь можно 
сделать окончательные выводы. Пусть ш х' причем |а;'Г<.р. 
По лемме 1 для всякого ^ е [О, й) справедливо равенство 

Итаа,х{^)х,х'У = {Т{г)х,х'у, 

Следовательно, если I — точка, для которой <рр, >,(0~^ ФР(0 Я оо, то 

р{Т{1)х) = 8ир {Т{г)х, х'У = вир И т {Тх{1)х, ж ' Х 

< Иш фрд (О Р Н = фр (0^ (а̂ )-

Лемма доказана. 
Полезно отметить, что можно было бы установить и сходимость опе

раторов Тх{1) к Т{1) для всех ^ е [О, й). Как видно из доказательства 
последней леммы, для этого достаточно распространить лемму 1 на ото
бражения со значениями в локально выпуклом пространстве. 

Для завершения доказательства теоремы 4 . 3 нам остается обсудить 
случай произвольного со < оо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4 . 3 . Пусть со < 0 . Рассмотрим 
операторы 

1 = ( й - й } ) 1 ( 1 + Л, !Д(Я) = Л (Я + с о - ю ) , V ( Я ) = V ( Я + ( о - ю ) ' , 

где X > со. Положим также 

Тогда Я — квазирезольвента оператора А с остатком V , определенная в 
(й ) , о о ) = 5 ( 0 , оо ) . Показатель остатка V тот же, что и у V , т. пара 
(а, Ъ). Функции фр оказываются уже интегрируемыми на (О, оо ) , причем 

ст.» 

р (Я) х) < [ е-^Ч%-р Ц) йП> {х) 

для всех р^%, п е N 5 Я > со и х^Х. Таким образом, по доказанному, 
оператор Л порождает полугруппу Т такую, что для всякой полунормы 

почти всюду на (О, д) выполняется оценка | ? ' ( ' ) 1 Р ^ Ф Р - В та-
ком случае операторы Г ( * ) = е(®-'«>*Г(1?), ^ > 0 , составляют, очевид
но, полугруппу, порождаемую оператором А и удовлетворяющую нужным 
оценкам. Теорема 4 . 3 полностью доказана. 
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