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Ю. Г. РЕШЕТНЯК 

Ж ТЕОРИИ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
ОГРАНИЧЕННОЙ ИНТЕГРАЛЬНОЙ СРЕДНЕЙ КРИВИЗНЫ 

Для всякой двумерной поверхности Р, удовлетворяющей принятым 
в дифференциальной геометрии условиям регулярности, может быть оп
ределена некоторая вполне аддитивная функция множества Н. Именно 
пусть Н(/)) есть вектор средней кривизны поверхности в произвольной 
точке р^Р. (В случае поверхностей в трехмерном пространстве Н(р ) = 
— 2Н{р)\{р), где Н{р)—средняя кривизна, у(/?) — единичный вектор 
нормали в точке р.) Обозначим через 3{Е) площадь множества Е<=^Р 
и для произвольного борелевского множества положим 

'к{Е)=Ы{р)аЗ{р). 
Е 

Вектор-функцию множества к будем называть интегральной средней 
кривизной поверхности Р. 

Цель настоящей работы — ввести наиболее общий класс поверхно
стей, для которых может быть естественным образом определена инте
гральная средняя кривизна. Предлагаемое здесь решение этой задачи 
основано на следующем, наблюдении. Пусть и{х, у) {{х, у)^С, О — 
область па плоскости)—параметризация поверхности Р. Предположим, 
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что эта параметризация является изотермической, т. е. 
ди 

/Ьи , . дц 

2 

\ 5 х ( ^ ' ^ ) ' ^ ( ^ ' У)/ = 0. 

(Здесь <,> означает скалярное произведение векторов.) Тогда для вся
кой точки р = и{х, у) поверхности имеем В.{р)к{х, у) = Аи{х, у) ( А — 
оператор Лапласа), откуда заключаем, что для любого множества Е на 
поверхно)ети Р 

]ъ{Е)= ^ И^иХх, у)с1хйу. 
и-\Е) 

В соответствии с этим мы будем говорить, что поверхность Р в прост
ранстве К" есть поверхность ограниченной средней кривизны, если она 
допускает параметризацию и{х, у) такую, что вектор-функция имеет 
обобщенные в смысле С. Л. Соболева первые производные при

чем 
ди ди 
9^ {х, у) " = ^~- {х, у) -« {Ху у), ^ {х, у)У = О для П О Ч Т И всех 

(х, г / )е (г и ' оператор Лапласа функции и(х, у), понимаемый в смысле 
обобщенных функций, есть вполне аддитивная функх^ия множества в 
области 6̂ . Мы будем рассматривать, главным образом, случай, когда 
О — круг. Класс поверхностей ограниченной интегральной средней кри
визны в умысле данного определения обозначим через . 

Основным результатом статьи является предложение о предельном 
переходе (лемма 4,3). С его помощью может быть установлена, в част
ности, принадлежность классу 3^ класса поверхностей ограниченной аб
солютной интегральной кривизны (ПОАСИК), введенного и исследуе
мого И. А. Данёличем [ 1 — 3 ] . 

Результат настоящей статьи анонсирован в заметке автора [4]. 

§ 1. ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ. 
НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ О ВЕКТОРНЫХ МЕРАХ 

Приведем здесь некоторые определения и опишем обозначения, ис
пользуемые в дальнейшем. Для с ^ С и г > О, В {с, г) есть открытый 
круг { г ^ С| и — с| < г}, В {с, г) —замкнутый круг {г е С| и — с1 ^ г}, 
Г ( с , г )—о к р у ж н о с т ь {г е С1 и — с| = г}. Для краткости обозначаем: 
В = ^{0, г),В = В(0, 1),В=В{0, 1 ) , Г = Г (0 , 1 ) . 

Для произвольного непустого множества ^Е" сг С и числа 2 е С 
^ определим расстояние от точки 2 до множества Е как величину 

р{2,Е)Ш\^~а 

Пусть О — открытое множество в / С. Будем говорить, что функция 
и: О-^В."^, 1П>1, принадлежит классу И''рДос(б^), ^ 1, если каждая 
из ее компонент « 1 ( 2 ) , ^ 2 ( 2 ) , . . , , и™ (2) имеет в О обобщенные первые 

ди- ди^ ' , 
производные ^ (2) и - ^ ( 2 ) , /==1^ 2, . . . , т, интегрируемые в степени р 
на всяком компактном подмножестве О. Если указанные производные 
интегрируемы в степени р на всем множестве О, то мы будем говорить, 
что и принадлежит классу Ш\{С). 

Далее мы будем рассматривать разного рода вектор-функции мно
жества. Приведем необходимые определения. 

Пусть Т — произвольное множество, 5 — некоторое о-кольцо его 
подмножеств. Мерой со значением в К"*, называется всякая впол
не аддитивная функция множеств 1̂ 1: 5 К'". При т> 2 меру со зна
чениями в К'" будем называть векторной. Если ( I : -> К™ — векторная 
мера, то для всякого Ае8 имеем: \1{А) = {\11{А), \12{А), . . , , \1т{А)). 
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Меры Ц], / = 1, 2, . . . , т, которые таким образом определены, называ
ются компонентсщи векторной меры ц. 

Пусть ц: 5 Ч К " " — векторная мера. Для произвольного А^8 по
ложим 

1^х|(Л) = 8 и р 2 1 ц ( Л ) 1 . 

где Ак^8, к=1, 2, произвольная конечная система попарно 

непересекающихся подмножеств Л, для которой У И точная 

верхняя граница берется но совокупности всез^ таких конечных разбие-
йий А. Для всякого А^З величина (-4) конечна и I < ф,| ( А ) . 

Введем некоторые обозначения для интегралов по мере. Если и: Т 
К—ве*цественная функция, |х: 5->-К"* — векторная мера, то символ 

и{х)'й^{х) 

означает вектор, / -я компонента которого есть 

^и{х)й\1з{х), ] = 1,2, ...,т. , 
т 

Цг, Ц т — компоненты меры ц). Имеет место оценка 

^и{х)ёц{х) ^^\и{х)\а\\1\{х), 
т т 

Пусть даны вектор-функция и: Г-^Н™ и векторная мера [х: <§'-*• К", 
и = ( « 1 , « 2 , . . . , » т ) , и = [1г, . . . , Рпп). Тогда полагаем 

^ {и{х), ац.{х)у = ^ I и^{x)а^^^{x). 

Справедлива оценка 

[ < и ( х ) , ф ( ф < | | 1 г (^ )|^||х\ (^ ) . 
г т 

§ 2. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ О ПОВЕРХНОСТЯХ ФРЕШЕ 

Поверхность здесь понимается в смысле Фреше. Это понятие явля-
'ется частным случаем общего понятия многообразия Фреше. Приведем 

' необходимые определения. 
Пусть дано некоторое непустое семейство Ш топологических прост

ранств, любые два из которых гомеоморфны и для каждой пары X, У е 
еЗЯ выделено некоторое непустое множество ^{Х, У) топологических 
отображений X на У. Будем предполагать, что ^{Х, У) удовлетворяет 
следуюпщм естественным условиям. ' , • 

А. Рели ф е ^ ( Х , У), 2 ) , ' т о ^-((^^{Х, 2). 
Б. Если ц>^ЗГ{Х, У), то ф - ^ е ^ ( Г , X ) . 
Из А и Б, в частности, следует, что для каждого X множество 

^ (X, X) образует группу относительно композиции отображений 
( ф , г|)) ^ 1|>оф. I . \ 

Предположим, что задано метрическое пространство 91 с метрикой р. 
Параметризованным многообразием типа 2)1 называется всякое непрерыв
ное отображение » : Х->9? , где Х^Ш. Пусть и: I ? : У-^Щ — 
произвольные параметризованные многообразия типа Ш. Полагаем 

р (м, V) == 1 п ! (зир р (и (х), V [ ф {хЩ^ 

где точная нижняя граница взята по множеству всех гомеоморфизмов 
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ф е ^ ( Х , 7 ) ; . Леисо проверяется, что для любых и, г , ш 
0 < р ( г г , 1 ; ) = р ( у , и ) ^ * » , р{ц, ш)^р{щ у) + р ( У , ш) . 

Параметризованные многообразия и: Х-^Ш я V: У-^Ш типа Ш счи
таем эквивалентными,' если р(№, V) = 0. Совокупность всех параметризо
ванных многообразий типа ^ распадается на классы_ эквивалентных. 
Каждый такой класс Р называется многообразием Фреше типа Ш. Эле
менты класса Р цазыв&ются параметризациями многообразия Р. 

Отметим два частных случая., 
I . Пусть 2)1 — множество всех отрезков [а, Ь1<=:К, а ' ^ ( Х , 7 ) — с о в о 

купность всех топологических отображений отрезка X =: [а, Ь] на отрезок 
У — [с, (Ц. Многообразие Фреше типа Ш в этом случае нащвается кри
вой в пространстве Ш. . , . 

I I . Пусть Л/̂  — компактное двумерное многообразие с краем, 21? — 
совокупность всех топологических пространств, гомеоморфных М. В этом 
случае многообразие Фреше типа Ш будем называть поверхностью ти
па М в пространстве Ш. В том частном случае, когда М есть круг В̂ <= С, 
поверхность типа М будем называть, поверхностью типа круга в прост
ранстве Ш. 

Пусть Р и ^ — два многообразия Фреше типа Ш в пространстве 9?. 
Полагаем р{Р, Р) = р.{и, г), где и^Р, V^^^ (От выбора и ш V величина 
р{Р, 0), очевидно, не зависит.) Величина р(Р, 0) является метрикой 
на совокупности всех многообразий Фреше типа Ш. Говорят, что после
довательность поверхностей- {Рт), т= 1, 2, . . . , сходится к поверхности 
Ро при т-^ оо^ если р{Рт, Ро)-^0 при ттг-^ оо. Это условие равносильно 
следующему. Существуют параметризации м™: X - > 9?̂  т=1, 2, . . . , и ио'. 
Х-^Ш поверхностей Рт и Ро соответственно такие, что «о равно
мерно при 7П. оо. _ 

Поверхность Р типа круга в метрическом пространстве называ-
^ется кевы/?ож^енкой, если она допускает параметризацию и: В-^Ш та-
*кую, что множество и [Г] содержит более одной точки и для всякой 
точки реи[В] множество и~^{р) не разбивает круг В. 
[ Лемма 2 . 1 . Пусть Р ^ невырожденная поверхндсть типа круга в 

метрическом пространстве Ш, и: Х-^Ш—произвольная параметризация 
Р, где X — замкнутый круг в плоскости С. Тогда по всякому е>О н'ай-
дется б > О такое, что^ если Ь<=^Х есть континуум, для которого диаметр 
множества и{Ь) меньше б и множество Х\Ь несвязно, то по крайней 
мере для одной из связных компонент О множества Х\Ь диаметр мно-
жества^и(О) меньше е. . . 

Д о к а з а т е л 1 Ь с т в о . Предположим, вопреки доказываемому, что 
для некоторого е = бо требуемое б > 0 не существует. Пусть У : К - ^ Ш -
параметризацйя Р, удовлетворяющая условию, указанному в определе
нии невырожденности Р; Каково бы ни было натуральное число т, 
в силу сделанного предположения найдется континуум Т^т^^Х такой, 
что Ашти.{Ьт)< 1/т, множество Х \ Ь т несвязно, и Л1йти(0)Щео для 
любой связной компоненты О множества Х\Ьт. Так как Х\Ьт несвязно, 
то множество Х\Ьт имеет по крайней мере две различные компоненты 
Огя и Сгт- Диаметры множества и (С^) и и не меньше Во. Отсюда 
вытекает, что найдутся точки ^хт^Сгт и г а т е С ^ т такие, что каждая 
из точек ц (21т) и м(22т) О Т С Т О И Т от множества й(2^т) на расстоянии, 
не. мбньшем го/2 —Шт. Пусть ф т : - Х Г — топологическое отображе
ние X на У такое, что р{и{ъ), у [ ф т ( 2 ) ] ) - ^ 1//п для всех г е Х . Положим 
Кш = ((т{Ьт), ^1т = Ф т ( г ш ) , ^2т == ф т ( 2 2 т ) • Так как дл8ту{Кш)^Ъ/т и 
каждая точка и {Ьщ) обстоит от множества У {Кш) на расстоянии, мень
шем "1/те, то точки V{^,^^п) и V{%гт) О Т С Т О Я Т О Т V{К^п) на расстоянии, 
не меньшем ео/2 — И2тп — 1/т— 1/т = ео/2 — 5 / 2 т . Пусть 1̂ < < . . . 
. . . < <. . .—последовательность натуральных чисел такая, что после
довательность континуумов топологически сходится к некоторому 

• континууму Ко, а последовательности точек ^ И щ и С г г т ' ^ = 1,, 2 , . . . , схо-
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дятся к некоторым точкам ^ 1 и соответствеано. Диаметры множеств 
17 стремятся к нулю при т-^оо^ откуда вытекает, что ^^д^т.V{Ко) = 
= 0, т. е. множество V{Ко) состоит из единственной точки ^ .̂ Каждая 
из точек У ( С О и V{^г) отстоит от ^о на расстоянии, не меньшем е о / 2 > 
> 0 , поэтому ^1 и Сг не принадлежат' К^. Пусть М — произвольная, 
кривая в круге У, соединяюп];ая ^1 и Сг. Кривая, составленная из М и 
отрезков С ш ! ? ! и СгСгпг, пересекает континуум К^, так как и Сгт при
надлежат различным связным компонентам множества У\Кт. Отсюда 
следует в пределе, что кривая М пересекает Ка. Таким образом, любая 
кривая, соединяющая точки ^1 и Сг, пересекает континуум К^, поэтому 
^1 и Сг принадлежат различным связным компонентам множества У\Ко, 
так что континуум К разбивает У. Следовательно, также и множество 
^ ~ Ч ? о ) разбдвает У. Мы приходим к противоречию с выбором парамет
ризации V. Лемма доказана. 

Следствие. Пусть Рт, т = 0, 1, 2, невырожденные поверхности 
типа круга, Пт: X -^Ш — параметризация Рт, т — 0, 1, 2, . . . . Предпо
ложим, что при т-^ оо функции ит равномерно сходятся к щ в круге X. 
Тогда по всякому е > О найдется б > О такое, что если Ь<=^Х есть кон- ' 
тину ум, разбивающий X и такой, что д.ттит{Ь)< б, то по крайней мере 
для одной из связных компонент О множества Х\Ь диаметр множества 
ит{0) меньше г. -

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зададим произвольно е > 0 . Положим во = Б / 3 . 
Так как поверхность Ро невырожденная, то согласно лемме по числу 8о 
найдется соответствующее ему бо > 0. 

Пусть р = т т { б / 3 , бо/З). Так как ит-^щ равномерно, то найдется 
т о такое, что р[ит{^), ио{1)]<р при т'^Шо для всех Ь^Х. Пусть 
т > пъо. Предположим, что континуум Ь разбивает X (т. е. множе<ство 
Х\Ь несвязно) и с11ати™(Ь)< бо/З. Так как р[ио11), ит{1)]<р при всех 
1^Х, т с11ат 1го(^^)< бо/З + 2р < бо и, значит, Атт.ио{0)< ео = г/3 по 
крайней мере для одной из связных компонент С множества Х\Ь. Тогда 
(11атит(6^)<Е/3 + 2 р ^ 8 . При каждом т<то по данному е найдется 
число бт > О такое, что если континуум Ь(=Х разбивает X и 
й1атиш{Ь)< б, то (Наш Цт ( ( ? )< е хотя бы для одной из связных компо
нент О множества Х\Ь. Наименьшее из чисел бо/З, 61, бг, . . . , бто-1) 
очевидно, и есть искомое б > 0. Следствие доказано. 

§ 3. ПОНЯТИЕ 6-СУБГАРМОНИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ. 
СВОЙСТВА" 6-СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Пусть С — риманова поверхность. Тогда 1ос(С^), р^^, Означает 
совокупность всех функций и: С ->- С таких, что для всякой допустимой 
локальной системы координат ф: С/ С поверхности О функция 
и [ф~* ( 2 ) ] интегрируема в степени р на всяком компактном множестве 
А с : ф ( С / ) . 

Мерой на римановой Поверхности О будем называть всякую меру 
р, определенную на а-алгебре борелевских подмножеств О. 

Функция и: К" - называется б-субгармонической, если и& 
^ ^ 1 , 1 о о (С^) и существует мера г̂ со значениями в К\я в О 
и такая, что для всякой функции ф ^ (О) выполняется равенство 

^ Ац){2)и{2)ахау=\ср{г)а\1{г). (3.1) 
в в 

Мера |1 в правой части (3.1) определяется функцией и{2) однознач
но, обозначается символом Агг и называется лапласианом функции и. 

Лемма 3 . 1 . пусть а: Су-^Сг—голоморфная функция комплексной 
переменной 2, топологически отображающая открытое множество С, <= С 
на множество Ог. Тогда, если и: С^-^!^^ — 8-субгармоническая 
функция, то функция также является Ь~субгармонической и 
162 



для всякого множества Е<=^&1 , 
{^V){Е)==^иЩЕ)^ 

Лемма есть простое следствие известных свойств голоморфных ото
бражений. 

Для множества А с: С и числа кХ) определим множество 1]к{А) = 
= {г е С|р(г', А ) < /^ } , которое будем называть к-окрестностъю множе
ства Л. . ^ 

Функцию 6: С -> К назовем усредняющим ядром, если 
1) У г е С 6 ( 2 ) ^ 0 , е(2) = 0 при к ! > 1 ; 
2) е ^ С - ( С ) ; 
3) ]в{2)ахау=1. 

с 
Пусть С̂  — о т к р ы т о е множество в С, к>0. Множество Он = 

= {г е 0\р{2, С\С) < к} открытое, и для всякого компактного А<^С су
ществует число к{А)>0 такое, что если О<к^к{А), ю А<^Оп. Зада
дим произвольно усредняющее ядро 0 и возьмем определенную и ин
тегрируемую в О функцию и ( 2 ) . Пусть ко>0 таково, что Сп не пусто 
при 0<к'<ка. Для 2 е положим 

щ (2) = ^ 1^ (С) е [ ^ ) аыц = I I . (2 ~к^) в (С) (^Ы^. 
о |?|<Л 

функция ин называется усреднением функции и. Имеем: ин^С"^(Сь) 
и для всякого компактного А<=^ О 

| | м л ( 2 ) Р « г / < I \и(2;)\''ахау 
А и^(А) 

' (предполагается, что О < ^ < ^(^4)) , 

1\ин{г)-^и{г)\^ йхйу^О 
,д 

при к-^0. Если и^Ш1 (О), р=^^^,^ = ^, и рн, Як — усреднения 
• диг, 

функций р, д соотв., то /'л = ? л =-щ^» Для всякого компактного 
Ас10 прж 0<к<к(А) 

А Т1^(А) 

И при к-^0 . 

V I (I (2) - (2) Г + I дл(2) - д(2) Г) йхАу-^О. 
А •• _ ^ 

Пусть и (2) — б-субгармоническая функция в открытом множестве 
С с: С, |1 = Агг. Тогда для всякого 2^ Он выполняется равенство 

Аид(2) = , 1 ] е ( 1 ^ ) с г ^ 1 ( о . (3.2) 

непосредственно вытекающее из определения того,, что [х = Ам. Для 
компактного множества А<^0 при 0<к<Н{А) имеет место оценка 

(3.3) 1\Аин{7,)\йхйуКЫт{А)], 
А' 

где р, = А1г. Действительно, согласно (3.2), 

Аггд(2) = 1 ^ в[^)а11и 
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откуда 

В{г,Н) 

Так как круг 5 (г, к) с С при г^Ои, то из последнего неравенства сле
дует, Ч Т О 

в 
Интегрируя по 2 и применяя теорему Фубини, получим" 

11 Ащ (2) I ы у < I К 1 е ( 5 ^ ) шу] (?). 

Осталось заметить, что 

и т](С) = о при с ^ 17л(Л). Отсюда 

1\Аин{2)\Шу^\\к\[и^{А)], 

и оценка (3.3) доказана. 
Для 2, ^ е Л полагаем 

6 ( 2 , 0 2п 
1п 

Функция есть функция Грина оператора Лапласа в круге В. 
Пусть р. есть мера со значениями в К", определенная в круге В. 

Для 2 п о л а г а е м 

в 

Применяя теорему Фубини, нетрудно показать, что функция' и{2, р) 
интегрируема и, следовательно, величина и{2, р;) определена для почти 
всех 2^ В. ' , 

Лемма 3,2. Пусть \х — векторная мера в круге В. Функция У: С-»-К" 
такая, что V(2)= О при 2^В и V{2)=^и(2, ц ) при 2^В, является Ь-суб-
гармоничёской. При этом мера Аи{Е) допускает представление 

АV^Е)=X{Е)-^I^^ЕпВ), 

где X — мера, сосредоточенная на окружности Г, г. е. %(Е)= ^.{Е и Т) 
для всякого Е. Кроме того, М ( Г ) < 1р,| ( 5 ) . ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любой функции ф ^ С ^ 

/ (ф) = ^ Аф (2) V (2) Ыу =^ С Аф (2) и {г, \1) ЛхЛу. (3.4) 
. с в 

Подставляя в интеграл справа выражение функции н(2, р,) через |х и 
применяя теоре1лу Фубини, получим 

/ (ф) = I { I С! ( 2 . I) Аф (2) йхйу\)Х {I). 
в \в 

(3.5) 

По известным формулам для оператора Лапласа 
дО 

О (2, С) Аф (2) йхйу== ф ( О + ф ( 2 > ^ (2, ^ | й2 \. (3.6) 
г . 

(Здесь ^ означает дифференцирование по внешней нормали к Г.) 
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Для в ^ ( 0 , 2л)' и положим ' 

Функция 9) является гармонической в круге В. При ^ = 
= е'^ е Г имеем: со (С, 6) = 1, если О < ^ < 0, ш (С, 0) = О, если О < р < 2л.' 
При каждом фиксированном С 6 ) (С, 0) есть неубывающая функция 0. 
Подставляя выражение для ^ ( б * в Д ) = _ со (^ , 0) в правую часть (3.6) 
и выполняя интегрирование по частям, получаем 

^О'Хг, 1)А^{г)Ыу = ^ ф ( 0 + Ф . ( 1 ) - 1 |(ф(е^^))со(С, е)сг0, (3.7) 

Из (3.7) очевидно следует 

/ ( Ф ) = 

Положим 

Ф (С) ф ( О + [ Ф ( 1 ) - ^ ( I Ф {е^')) 0) (С, 0) Й0 
в Ь о 

^ Л 0 ) = I со (?, 0) ф ( Р . 
в 

ф ( С ) . (3.8) 

Для любых 01, 0 2 ^ [О, 2л] таких, что 01 < ©а, 

1 ^ . ( 0 2 ) - ^ » . (61) [ с о ( С , 0 2 ) - о > ( ? , 0 1 ) ] ф ( О 

< I [ с о ( ^ , 0 2 ) - й > ( С , 01 ) 1 ^ 1 ^ 1 ( 0 . 
в 

Отсюда вытекает, что для всякой конечной системы значений 9о 
= О < 01 < . . . < 6т = 2л из отрезка [О, 2л] 

т 
2 I/^Л0/.) - (0Я-1) 1 < ] 0) (С, 2л) ^ 1 ^1 ! ( О = I ^̂  I ( 5 ) . 

Это позволяет заключить, что /^ц(0) есть функция ограниченной вариа
ции, при этом вариация не превосходит \\1\{В). Отметим, что Т^,{0) = 
^0,РМ=^11(В). 

Преобразуя второй интеграл в равенстве (3.8), по теореме Фубини 
получаем 

; * ф ( 1 ) - | | Г ф ( ^ * « ) ] с о ( С , 0 ) Ф ( С ) = 

вЛ о ) . • 

= Ф (1) ^̂  ( 5 ) - ^ ^1<р (е^е)]Т?*^ (0) сг0 = I Ф (е^в) с̂ /̂ ,̂ (0). 

Окончательно заключаем 

I Аф (2) V (2) ахау = - I ф ( г ) ;ф (г) Ч- 5 Ф (е^^) ^Рц^(0). 
2Л 

(3 .9) 

В силу установленной выше оценки для вариации функции лем
ма доказана. 

Следствие, Функция и {г, \1) является Ь-субгармонической в круге В. 
При этом Аи{Е)=—ц{Е), 
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Для доказательства. ?|;остаточно заметить, что если ф е С~ ( 5 ) , то 
равенство (3.9) превращается в следующее: 

^ А ф ( 2 ) и ( 2 , }х)(гжй^ = — ] ф ( О ф ( С ) . 
-в, в , ^ 

Лемма 3,3. Пусть \1-^мера в круге В.'Величина 
2Л 

' 7 (г ) = ] \и(ге^в, ц)| д,В. 
о 

определена и конечна для всех г^(О, 1), и 

И т 7 ( г ) = 0. 
т-*1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим случай, когда ц есть неотрица
тельная мера в В. Тогда и {г, ц) > О для всех 2 и 

Положим 

2П /2Л \ 

7(г ) = I гг(е^0, р )й9 = ^ I б?(^е^е, (3.10) 

2Я 

Простое вычисление показывает, что Яг(С) = 1п 1/1^1 для г ^ 1 с 1 < 1 и 
Яг(С) = 1п1/г для 1̂ 1 < г. При г - ^ 1 Яг ( С ) 1 равномерно в круге В. 

В силу (3.10) 

7 (г) = I I а (геШ, }г) I с/0 = ^ Я , (С) ф ( 0 . 

Отсюда вытекает, что "{{г) определено и конечно для всех г е ( 0 , 1) и 
7 ( г ) О при 

Общий случай очевидным образом сводится к рассмотренному. 
Лемма доказана. , . 
Лемма 3.4. Пусть вещественная функция »(2) определена и является 

б-субгармонической в круге В. Тогда если 
2Я 

I IК (ге^ф) I й ф О 

при г 1 , то и{г) допускает представление 

а ( 2 ) = [ 6 ( 2 , 0 ^ ( 0 , • (3.11) 

где р = —Аи. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Правую часть равенства (3.11) обозначим че

рез и*(г). Функция /^(г) = 1г(2) — » * ( г ) является б-субгармонической и 
ДЛ. = О в круге В в обогащенном смысле. Отсюда следует, что к есть 
1'армоническая в В функция. В силу леммы 3.3 

2Я ' 

ттри г-> 1, Это позволяет заключить, что к{г)^0 в Я и, значит, и (2) = 
= и * ( 2 ) , что и требовалось доказать. 

Лемма 3.5. Функция и {г, где \х есть мера в круге В, имеет в В 

обобщенные в смысле Соболева первые производные ^ ( ^ 5 \ )̂ " ^ ( ^ 1 Р')-
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При этом для почш всех г^В 

(2,11) = ^§ (2, о ф (О, I (2, о Ф ( 0 . 

в " в ' 
_ ди ди -п ^ \, 

Функции ^ ^ интегрируемы в В любой степени р такой, что 
Кр<2. 

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. В силу оценок 
д_а 
дх (2, I) 1 1 

функции 

в в . 

интегрируемы в любой степени р<.2. Стандартными рассуждениями 
устанавливается, что р ( 2 ) = ^ ( г , р,), д(2) = ^ ( г , ц). Лемма доказана. 

Лемма 3.6. Пусть Соткрытое множество в С, и: С->-К" — Ь-суб~ 
^армоническая функция. Тогда, если функция и непрерывна, то она при
надлежит классу И^2,1ос(6) и для всякой вещественной функции 
Ф е Со' {(г) выполняется равенство 

]^Ши^{г)\^ + \иу{г)\'')йхйу = 
о 

= \{2.)\^ А^^{%)ахау -^^^{2){и{2), й\1{%)у. (3.12) 
о с 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим сначала, что и^С°°(С). Зада^ 
Д И М произвольно функцию ф е С ^ ( С ^ ) . Применяя правило интегриро
вания по частям, получим ' 

I ф « " ж , и^У 4- <иу, НуУ) йхйу = — ][(ч>их, ">х + <фМу, иУу] йхйу = 
е а 

= — I [ фх <Мх, + Фг/ (Цу, иу ] йа̂ йг/ — | ф <и, Аи> ёхЛу. 
о в 

Первый интеграл справа преобразуем, замечая, что 

В результате "получим 

* — [ [фх <м^ , гг> + фг/ <Му, гг>] = 

' = — 4 I Ф« I; ^> + фу ̂  ^> ^^^У ^ • ! I ^> Аф^^^У» 
е ^ -

Отсюда 
о 

^ц>{2)[\и^{г)\^ + \иу{1) \^]ахау^ 

1 
2 

и (г) р Аф (г) йхд,у — ф (2) (и (2), Аи {ф йхйу» 

Для случая и е С" (С) равенство (3.12) доказано. 
Предположим теперь, что и{х) есть произвольная непрерывная 

б-субгармоническая функция. Тогда, по доказанному, для всякой функ-



ции ф е С* {€г) выполняется равенство, 

I Ч> (2) [| ИЛх (2) [2 + 1 Щу (2) сгх̂ 1/ 

2 Ид (2) р Аф (2) Йхб?г/ — | ф ( 2 ) <«л(2), Аил(2)> ахс14/. (3.13) 
ел 

Функцию ф (2) теперь выберем некоторым специальным' способом. За
дадим произвольно открытое множество V такое, что замыкание V ком
пактно и содержится в О, построим неотрицательную функцию 
ф е С ^ ( < ? ) такую, что ф ( 2 ) = 1 при г^У, 0 < ф ( 2 ) ^ 1 для всех г^С, 
и пусть Л = 5 (ф) — носитель ф. Очевидно, Л ^ У. Рассмотрим усредне
ние Мй(2) функции и ( 2 ) , определенное на множестве Он. При 0 < ^ < 
<к{А) имеем Л.<=(?/,. Будем считать, что Н<Но = Н{А)/3. Пусть 
^ = ?7лд(Л) — з а м к н у т а я Ло-окрестность множества Л. , Ясно, что 
^ С1 С. Так как, по условию, функция 11(2) непрерывна, то |гг(2 )|^Ь = 
«=соп81 ; < о о щя всех 2 С = ^ , При 0<.к^На имеем \ин{г)\^Ь для вся
кого г^А. Подставляя в (3.13) данную функцию ф, после очевидных 
преобразований получим оценку 

II Щ.х (2) Р + I Щ,у (2) |2] Шу < 

В силу (3.2) 

А«л(2) = ^ е 

\ф (2) 1 йхйу + ^ ^ I Амл (2) I йхйу. 
33 

(3.14) 

в 
Ф ( О г 

откуда заключаем, что 

^\Ащ{г)\йхйу^ ^1 8 ^ 1 и 1 ( 0 йхйу. 

В качестве области интегрирования во внутреннем интеграле можно 
взять множество ^7л^(^), так как при 0</1=^Ло, 2 в е л и ч и н а 

0 ^^^^^ обращается в нуль, если ^ лежит вне Меняя по 
теореме Фубини порядок интегрирования и замечая, что 
1 Г Гг — Л ' 

-5 0 —г--^ йхйу = 1, получим, что 
к и \ • 

^\Ащ{г)\йхйу^\\1\[ип^{Щ, 

откуда вытекает оценка 

I (1 «л,х (2) Р + I г/л.И2) Р) ^л:ф < М , (3.15) 

где постоянная М не зависит от А, При к-*-О Мй(2 ) -»-и(2) равномерно 
на множестве У. Ввиду (3.15) отсюда следует, что и^]У1{У). По^ 
скольку открытое множество V <=0 взято произвольно, то производные 
ы*(2) и иу(^) интегррруемы с квадратом на всяком компактном подмно
жестве С, т. е. и е РУг.юс (<5). 

Для завершения доказательства осталось установить равенство 
(3.12). Зададим произвольную функцию <^^С^{0)'. Пусть Л = 15'(ф). 
При к О 1^/1(2)^^(2) равномерно на множестве Л в силу непрерыв-
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ности и (г). Пусть ко>0 таково, что 11{,^{А) спС. Множество Он = 
= {г1р(2, С\0)>Н}, 0<11<ко, содержит Л. Функции и» определены 
на Ок. При А О 

I (I мл.сс (г) — (г) |2 + I ил,у (2) — (2) р) йд ;ггг /О, 
А 

[ 1 а/1 (2) р Аф (2) I ] м (г) [2 Дф (2) с/жф. 

В сил^^ (3.2) для всякого 2^ Он 

А . л ( 2 ) = ^ 5 е Ф (С). 

Положим 
г /г — Л 

• \ (2) Мл (2) 0 ( — ^ ) (^x(^у^ 
ел 

Простое преобразование показывает, что 

^ Ф (2) <«л (г), Аил (2)> с/жйу = I <1;л (С), Ф (С)>-

При А О Ул(^)->-ф(С)м(С) равномерно в Отсюда вытекает, что, 

] Ф (2) <1гл(2), А М А (2)> с г д ; й у | ф (2) <и (2), ф ( 2 ) ) 

при к-^0. Переходя в (3.13) к пределу при к-*^0, в силу доказанного 
получим равенство (3.12). Лемма доказ(1на. 

Следствие. Пусть функция и{2) определена и непрерывна в круге В, 
причем и(2)~0 при г е Г . Тогда, если и(2) есть б-субгармоническая в 
В функция, то ее обобщенные производные суммируемы с квадратом 
в В и справедлива оценка 

С (] р + 11% р) йагйу < I Ам I (Я) т а х I м (2) |., 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим г ;(2)—к(^г) при г е Я , 1 7 ( 2 ) = О при 
2^ В. Согласно лемме 3 . 1* функция V ( 2 ) б-субгармоническая, и полная» 
вариация меры А У на плоскости'не превосходит 21Аи1(Я). Пусть 
ф ( 2 ) — ф у н к ц и я класса С'^(С), равная единице в круге В, Имеем: 
Лф ( 2 )==0 'при г^В, 1 7 ( 2 ) = О при 2^ В. Полагая в равенстве (3.12)^ 
м ( 2 ) = = у ( 2 ) , (т=^С и подставляя данную функцию ф, получим 

(1."х (2) Р + I г?у ( г ) Р)г/д^^у = — [ <г; (2), ф (2)>. 
в • в 

Осталось заметить, что 1 ? « ( 2 ) = В д ; ' ( 2 ) , 1 ; „ ( 2 ) = 1^2,(2) дая всех 2^В и 

(* <1; (2), ф (2)> < [ | г ; ( 2 ) Ы 1 р I ( 2 ) < I [XI (Я) шах 11; (2) |. 
в 'в г^В 

Следствие доказано. 
Лемма 3.7. Пусть и: Яг ^ К" — вектор-функция класса 1У\, 

\{\их{г)\^+ \иу{2)\^)ахау = М. 
Вг . -

Тогда для всякой точки го =={хс, у^)тВг и любоео р » ^ т ш { 1 , г*} найдет
ся число к тйкое, что р < А < У р , функция и {г) непрерывна на дуге 
Г(2о, к) Г^Вг, цричем колебание функции и на этой дуге не превосходит 

ГЦ (М -Ь!) 
1п (1/р) 
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З а м е ч а н и е . В данной формулировке предполагается, что функ
ция м является точной, т. е. и^г) равно правой части интегрального 
представления Соболева, функции и в каждой точке г, в которой значе
ние этой правой части определено. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим » 

Зададим произвольно точку ^ Я,.'Обозначим через Сн дугу Г(2о, А)ПЯг^ 
и пусть Вр, где р < щ ш { 1 , г^}, есть множество тех Вг, для которых 
р ^ 12 — 2о I ^ Ур. В силу известных свойств функций класса ТУ2 функ
ция и абсолютно непрерывна на дуге Сн для почти всех к^{р, Ур), и 
ее колебание вдоль этой дуги не превосходит 

' I 7 (2) IЙ21 = б (/г). 

В силу неравенства Буняковского 

:2лк ^[у{2)?\й2 

Интагрируя по А в пределах от р до Ур, получим 

2я ^ 
р 

к 

= 1 дх (2) (2) (3.16) 

Отсюда следует, что найдется такое, что р < < Ур и 
2 я ( Ж + 1 ) _ 4я (М4-^) 

1п(1/р) 

к 

(3.17> 

При этом мера множества таких Ь, положительна. Действительно, пред
положим, что [ ^ 5 ( А ) р > 4 я ; ( Ж + 1 ) Л п ( 1 / р ) для дочти всех ^ ^ ( р , Ур). 
Разделив обе части этого неравенства на 2пЬ, и интегрируя по Ъ почлен
но, будем иметь 

4 
2я 

что противоречит (3.16). Из досказанного, в частности, вытекает, что 
найдется такое значение Л ^ ( р , Ур), что функция « ( г ) абсолютно не
прерывна на окружности Сн и выполняется неравенство (3,17). Лемма 
доказана, 

§ 4. ПОВЕРХНОСТИ ОГРАНИЧЕННОЙ ИНТЕГРАЛЬНОЙ ' 
СРЕДНЕЙ КРИВИЗНЫ 

Определим теперь основной объез^т исследования данной статьи — по
верхности ограниченной интегральной средней кривизны. 

Пусть Р есть невырожденная поверхность типа крзгга в' п-мерном 
евклидовом пространстве К". Будем говорить, что Р есть поверхность 
ограниченной интегральной средней кривизны или, короче, поверхност
ного класса Ж, если она допускает параметризацию к ( г ) , 2 ^ Л, такую, 
"ЧТО функция и{г) является б-субгармонической и для почти всех %^В 
выполняются равенства . ' 
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ди , . ^ ди , . 2 . , . Хди , . ди, . \

Параметризацию ^(г ) поверхности Р, удовлетворяющую перечисленным 
условиям, будем называть ее изотермической параметризацией. 

Определена функция множества 
Н{Е)^Аи(Е). 

Вариацию функции Н(Е) будем называть абсолютной средней кривизной 
поверхности Р, величину \Н\{Р) = \}1\(В) — вариацией средней кривизны 
поверхности Р. • 

Фиксируем произвольно невырожденную поверх;ность Ро типа круга 
и сходящуюся к ней последовательность (Рт), т=?1, 2, невырож
денных поверхностей типа крута. Далее ^ „ ( 2 ) , где 121=^1, означает па
раметризацию поверхности Рт. Мы будем предполагать, что последова
тельность ( г г „ ( 2 ) ) , т = 1, 2, удовлетворяет некотором из перечис
ляемых далее усдав)# Л—В. * .. 

А. Каждая параметризация Нт изотермическая. 
В. Функция ит{г) — б-субгармонйческая при каждом т, причем по

следовательность \Аит\(В), т=г^, 2, полных вариаций функций, 
множества Амт на круге В является ограниченной. 

С. Существует постЪянная 8 о > 0 такая, что для всех т точка Мт (0) 
отстоит от граничного контура поверхности Рт на расстоянии, не мень
шем бо. 

В. Для каждого круга Вг существует постоянная Я ( г ) < о о такая^ 
что для всех т 

дц т 
дх (2) + 

ди т (2) 

Так как последовательность поверхностей {Рт) сходится, то она 
ограничена, т. е.. существует чдало Ь<°о такое, что 

У т ^ 4, 2, . . . , Уг^В \ит(2)1^Ь. (4.1) 

Лемма 4.1. Если вектор-функции Пщ, т=\, 2, удовлетворяют 
условиям А и В, то последовательность функций (Нт), т = 1, 2, 
равностепенно равномерно непрерывна в круге В^ при любом г е ( 0 , 1 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Цредположцм, т5то последовательность вектор-
функций Нт, т = I , 2, . . . , удовлетворяет условиям А и П. Зададим 
произБольно_г е (О, 1 ) , и пусть Г1 ==(г 4 -1 ) /2 . Для всякой точки го^Вг 
круг Л(2о, ур) содержится в Я,^, если только р < [ ( 1 г ) / 2 Р . 

Так как поверхности Рт все невырожденные и при т-^ро сходятся 
к невырожденной поверхности Ро, то для всякого е > О найдется б > 0 
такое, что для любой области 0<--В образ границы которой при отобра
жении имеет диаметр, меньший б, диаметр множества ит{0) меньт 
ще 8 (сн. следсигвие лел1мь1 2.1). Зададим произвольно 8 > 0 и найдем 
отвечающее ему в указанном смысле число б > 0. Пусть ро > О таково, 
что У р о < ( 1 — г ) / 2 и 

4 я [ Я ( г , ) + 1 ] ^ 

Пусть 2о ^ Вг. На основании леммы 3.7 найдется Нт ^ (ро, Уро) такое, 
что колебание функции на окружности Г (2, кт)=5к не превосходит 
У | < ^ . Это означает, что образ окружности 8т при ото'бражении и„ 
имеет диаметр, меньший б. Отсюда вытекает, что образ крзгга Я(2о, й т ) , 
а значит, и круга Я(2о, ро)с:Я(2о, Нт) при отображении Пт имеет диа
метр, меньший Со. 

Пусть 21 и 2̂  — др^ произвольные точки круга Вг такие, что 
121 — 2 2 ! < 2 р о . Положим 2о —(1 /2 ) (214-22) . Точки 21 и 2г лежат В кру
ге Я(2о, ро)'. ' 
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Величина \ит{%\) — Цт{2г)\е превосходит диаметра множества 
ит[Я(го, ро)] и, значит, |ит(21) — Ц т ( 2 2 ) 1 < е . Таким образой, задав про-
извол1»но 8 > 0 , мы нашли но нему число т] = 2ро та"кое, что если 21, 
%^^Вг^ и Г21 —221< 'П . то 1ит(21)—йт(22) 1 < е для любого пг = 
~ 0 , 1, 2, . . . . Лемма доказана. • 

Яеммл ^2, Если последовательность вектор-функций ( М т ) , т — 
= 1, 2, . . ., удовлетворяет условиям А и В, то она удовлетворяет тд.кже 
и условию В и, следовательно, равностепенно равномерно непрерыёна в 
круге Вг при любом г е ( 0 , 1 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что последовательность функ
ций (Мт) удовлетворяет условиям леммы. Обозначим через Vт{2) вектор-
функцию, для которой иш(2) = Ут(^) при |21=?1 и Аит{2) = 0. Положим 
ША^г) = ит(2)—Vт(2). 

Так как все поверхности Рт лежат в некоторой ограниченной об
ласти пространства К", то существует постоянная ^1 < оо такая, что 
|у ,„(2)|</у1 для всех т. Отсюда в силу известных свойств гармониче
ских функций вытекает, что для каждого г е ( 0 , 1) существует число 
Ж 1 ( г ) < о о такое, что ' 

К 
Вг 

дх (2) 
9V 

т (2) ^йхйу (4.2) 

для всех /п = 1, 2, . . . . 
Функции 'м7т (2)—б-субгармоническйе и обращаются в нуль на гра

нице круга В. При этом Атт = Ант и существует Ь%<<х> такое, что 
\ют{2)\<:Ьг для всех т = 1, 2, . . . и г е Я . На основании леммы 3.6 
отсюда следует, что существует постоянная Мг < «> такая, что 

т 
дх (2) + 

дю 
т (2) (4.3) 

дагя всех т = 1, 2, . . . . Из неравенств (4.2Х и (4.3) , очевидно, вытекает, 
что для последовательности вектор-функций ( ^ ^ „ ( 2 ) ) , пг ==? 1, 2, вы
полняется условие П. Лемма доказана. 

Лемма 4.З.. Ясди последовательность вектор-функций ( ^ „ ( 2 ) ) , т = 
= 1, 2, удовлетворяет условиям А, В, и С одновременно, то она'рав
ностепенно рд,вномерно непрерывна в круге В. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 4.2. последовательность ^ (гг„ (2)) 
равностепенно равномерно; непрерывна в круге Вт при любом г ^ ( 0 , 1 ) . 

Предположим, вопреки доказанному, что последовательность_(г*т(2)У 
не является равностепенно равномерно непрерывной в круге В. Тогда 
найдется 8 > 0 , для которого ^е существует б > 0 , отвечающее е согласно 
определению равностепенной равномерной непрерывности. Для этого е, 
каково бы ни было натуральное /г, найдется т = т^ такое, что в круге В 
существуют точки 2^ и ,2^, для которых 12/1 — 2^1 < : и в то же 
время ( 2 ь У — ( 2 й ) ^ 8. Так как любое конечное подсемейство 
последовательности (Мт) тривиальным образом равностепенно равномер
но в круге ^1, .то оо при й - » оо. 

,Так как последЬвательпость ( ^ „ ( г ) ) , = 2, равностепенно 
' ' " и равномерно непрерывна в круге Яг при любом ^ ^ ( 0 , 1 ) , то 12^ 

2й 1 оо. Будем считать, что 2^ и 2^ сходятся й некото-
при к-^оо. Очевидно, это требование не умаляет 

при к 

рой точке ^ „ . 
общности, поскольку его вьщолнения всегда можно добиться переходом 
к подпоследовательности. * 

Положим Vи (2) = ит. («^'^«'2), 1н = е-'^'ч^ 1^ = е - ^ о ^ . Тогда 

I Vн (СО - V}, (11) 1 = I {н) — ( 2 А ) > 8 п 

ДЛЯ всех к. .При к 
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' {Vн), к=1, 2, как нетрудно видеть, удовлетворяет каждому из 
условий А, В и С. 

Обозначим через векторную меру ДГ^А. В силу условия В суще
ствует ^ с л о М < о о такое, что \кн(В)\кМ для всех к = 1, 2, . . . . Из 
подпоследовательности векторных мер (к^) можно извлечь подпоследо
вательность, слабр сходящуюся к некоторой векторной мере Ло. Будем, 
для простоты, считать, что уже последовательность мер {К) является 
слабо сходящейся. I 

Пусть Гь — граничный контур поверхности Ртд, Го — граничный 
контур Ро. При й -> оо кривые Г» сходятся к кривой Го. Пусть 
[ — 1 , 1 ] -^К" , к = 0, 1, 2, параметризации кривых Г^ такие, что 
/&(—1) = /й(1) при. каждом к и /л-»-/о равномерно при к-^оо. Будем 
считать, что каждая из параметризаций Д нормальная, т. е. не постоян
на ни на каком отрезке [а, 1, 1]. 

При всяком к'=0, 1, ...Уй(е*') = /ь[гй(ф)], где Д ( ф ) ( ф е [ — я , л])— 
непрерывная неубывающая функция такая, что —я;)==—1, 4 ( я ) = 1. 

"Параметризацию Д кривой Гь можно выбрать так, что 4 ( 0 ) = О при 
всех к. , 

В силу теоремы выбора Хелли из последовательности 4 (ф) 
( ф е [ — я , п]) можно выбрать подпоследовательность, сходящуюся всю
ду на [—я, п] к некоторой неубывающей функции *о(ф)- Будем считать, 
что уже исходная последовательность (Уд) устроена так, что ;1;ля всех 
ф е [—я, я] существует предел И т (ф) = ^̂  (ф). 

Возможны два случая. 
I . Функция ^о(ф) непрерывна в точке ф = 0. 
I I . Функция 4 ( ф ) в точке ф = 0 разрывна. ' 
Сначала рассмотрим случай I . Положим ^^(г) = | ь ( г ^ + % ( 2 ) , где 

т)д — гармоническая в круге Д причем г]к{г)= ин{г) при 1г1=1. Функ
ции т]ь(2) и ^^(г) равномерно ограничены в В, а. 1̂  — субгармоническая 
и обращается в нуль на Г. 

Для последовательности функций ( « „ ) по предположению выпол
няется условие С. Положим 6 1 = пат {е, 8о /2}. Так как поверхности Рт 
невырожденные и сходятся при тга -> оо к невырожденной поверхности Ро, 
то п о ч р с л у 81 > О найдется б > 0 такое, что если замкнутая кривая 
Ь<=^Б такова, что А1атиш{Ь)< б, то образ относительно_отображения 
Ыш хотя бы одной из двух областей, на которые Ь делит В, имеет диа
метр, ме^ьгпий 81. Фиксируем такое значение б > 0. 

Функция /о непрерывна в точке * = 0. Значит, найдется а е ( 0 , 1)' 
такое, что диаметр дуги /о([—а, а]) меньше 6/12. При к-^р» Д -^ /о 
равномерно и, следовательно, существует А?! такое, что йри к>к1 диа
метр дуги / » ( [—а, а]) также меньше 6/12. 

функция ;?о(ф), по предположению, непрерывна в точке ф = 0, 
4 ( 0 ) = 0. Поэтому найдется р ^ ( 0 , я ) такое, что 4 ( [ — р ] ) « = ( — а , а ) . 
Так как- 4 ( — Р ) - * 4 ( — Р ) \(Р)-*-4(Р)^ то существует кг такое, что 
и(—^)>—01. и 4 ( р ) < а при к>к2 и, значит, 4([—р, ?])*=(—«1 « ) 

при к>кг. Так как 1^й(е**)=Д [4(ф)1, то из доказанного следует, что 
при к>ко = т&х{к1, к^ образ отрезка [—Р, р] при отображении 
^^V}^\е^^^ содержится в дуге Д([—а, а ] ) и, следовательно, имеет диа
метр, меньший 6/12. 

Пусть ЛА И % — гармонические функции такие, что % = 'ПА + 'ПА» 
причем % (2) = % ( ! ) при 2 = е*», где — р < ф ^ Р и "ПА (2) = % ( 2 ) при 

. 2 «= е*»,' где ф Ф [ ~ р , р], 1ф1 =^ я. Очевидно, % (2) = Ль (2) — (1) на дуге 
- г Р < ф ^ р и % (2) = О вне этой дуги. При 2 == е** имеем г|ь(2)== Vк{г). 
Колебание функции 1?й(е*') на отрезке [—Р, р] меньше 6/12. Отсюда 
следует, что 111̂ (2) | < : 6/12 для всякого 2, для которого |21р=1 и, так 
как Т]А — гармоническая функция, то | ЦА (2) 1 < ! 6/12 при всех 2 е Л. 
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Для любого к=^1, 2, . . . в силу гармоничности функции щ и рав
номерной ограниченности последовательности функций и^. найдется чис
ло 1̂ 1 такое, что | Т ] Й ( 2 ) | ^ ^ 1 < : оо для всех 2, принадлежащих Г, 
а значит, и вообще для всех г^В. 

При ф е [ — р ] г|й (е*"") = Цк (!)• Гармоническая функция Цк% таким 
образом, является постоянной на некоторой дуге — р ^ ф < Р границы 
крута В и ограничена по абсолютной величине числом При г = ге*', 

ЛЙ ( 2 ) - 1 1А ( 1 ) = 

Пусть 101 ̂  р/2. Тогда при 1ф1 ̂  р 
1 — 2г С08 (ф — 9) + г' 

:Йф. 

(4,4) 

1 — 2г С08 (ф — 0) + г2 = [ 1 г со8 (ф — е)]2 + г2 ЙШ̂  (ф — 9) > 

* > Г 2 8Ш2(Ф — 0 ) > г 2 8ш2-|-. 

Отсюда получаем, что при-2 = ]ге''', где 19|^ р/2, г > 1/2, 

| т 1 ; ( 2 ) - т 1 ; ( 1 ) | < М 1 1 - 2 \
где М=6Ь,/81пЦ^/2). 

Оценка (4.4) позволяет заключить, что найдется р 1 > 0 такое, что 
при |2 — I I < р 1 для всех А; = 1, 2, . . . 

% ( 2 ) - г 1 ; ( 1 ) \ < б / 1 2 . 

Обозначим через Сд дугу окружности с центром в точке 2 = 1 и 
радиусом к, лежащую в круге В. При к<р1 для всякого 2 ̂ Сл имеем: 
1%(2) — % (1)1 < 6/12 и | л и 2 ) | < б / 1 2 прш к>к^^ для всех г^Сн. 
Отсюда вытекает, что | Пн (г) -н ЛА (1) К I Цк(^) \ \'Пк (г) — Л А (1) I < 6/6 
при к>к2, 2 ̂  Сн, О < / I < р 1 , и, значит, колебание функции Ль на дуге 
Сй не превосходит б/З. 

Рассмотрим функцию ^^(г). По условию существует Ьг<<х> такое, 
что 1|ь(2) 1 ^ 2̂12 < оо для всех 2 при любом /г = 1, 2, . . . . Абсолютные 
вариации вектор-функций А|ь = Аь'ь на круге В также ограничены в 
совокупности и 

| А Ы ( ^ ) ^ ^ ^ з < « > 
для всех к. Отсюда в силу леммы 5.6 вытекает, что 

I ( 1 к х (2) Р + и , , , (2) 1̂ ) < Ь 4 < оо, " 
К 

^ где 1-4 = сопв*. 
По лемме 3.7 для всякого р < 1 найдется к такое, что р < / ^ < У р и 

колебание функции 1^'на дуге Сн меньше у (р ) = ( 4 я ( ^ 4 + 1)/1п(1/р))*'*. 
Пусть Р2,^(0, 1) таково, что 7 ( р 2 ) < б / 6 . Положим Ро = 
= ш ш {рх, р 1 , 11 — е'^^ р } . 'Фиксируем произвольно р < ро. При р < 
< Л < У Р концы Сн лежат на дуге — Р ^ ф < Р окружности 'Г в Силу 
того, что У Р О < ! 1 — е^\. При р < А < У р колебание функции г\т,{%) на 
дуге Сн в силу условия й < р1 меньше б/З. При каждом к=^\, 2, . . . 
найдется кн^(р, Ур) такое, что функция на Сн непрерывна и ее ко
лебание меньше 'у(р). В силу выбора р у ( р ) < б / 6 , так что колебание 
функции |ь на дуге меньше б/б. В силу доказанного отскУда сле
дует, что колебание функции Vн = Ь,к'^ ЛИ на дуге С^^ меньше 
( б / 6 ) + ( б / 3 ) = б / 2 . 

Обозначим через 15'̂  замкнутый контур, образованный Сд^ и той 
дугой окружности Г, которая содержит точку 2 = 1. Колебание функ
ции Vн на каждой из этих дуг, составляющих 5̂ ^ при к > кг, меньше 6/2 
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и, значит, диаметр замкнутой кривой 1?Й(5А) меньше б. Дута Сл^ делит 
круг В на области В' ж_В", В силу выбора б диаметр хотя бы одного 
из множеств Р я ( Я ' ) , У}^{В") меньше 81. Предположим, что й^д^тVн{В')<. 
<.г^, Так как 8 1 ^ б о / 2 < е о , точка О не принадлежит В', Отсюда ясно, 
что В' есть пересечение В с кругом, ограниченным окружностью Сд .̂, 
Поскольку \к^и \к-^1 при к-^оо,. при достаточно больших к будут 
выполняться неравенства — 1 1 < Р и | — 1 1 <С- р и точки и 
будут принадлежать кругу В{1, р ) с г Ж 1 , /^^). Значит, Я ' , 5 ' 
при достаточно больших к. Для таких к диаметр множества 
будет не меньше ^к{^к) — ^к{^к)\^%- Это, однако, противоречит то
му, что Й1аш г ;й(Я')< 81 < 8о. Предположение непрерывности функции 
^̂  (ф) в точке ф = 0 приводит, таким образом, к противоречию. 

Теперь рассмотрим случай П. Пусть 
* _ = И ш 4 ( ф ) , ^ 4 . = И т г о ( ф ) . 

Положим . 

Функция т отображает круг В на полуплоскость (г! 1 т г > 0) . При этом 
т ( 0 ) = 1 , т (1 ) = 0, т ( — 1 ) = оо. Для произвольного а > 0 полагаем 

Функция отображает круг В на себя, и для любых а > О, р > О 

Пусть р > 0 , (2Р = { 2 | | 2 1 ^ Р , 1 т 2 ^ 0 } , Яр == т"*((?р). Очевидно, Ор 
-есть часть круга В , отделяемая дугой Ср окружности, ортогональной Г , 
и содержащая точку 2 = 1 . Положим Ар = Я \ Я р - Если 2 = 6*", то 
т ( ф ) = * § ( ф / 2 ) . Отсюда вытекает, что если ж —точка на прямой 1 т 2 = 
= 0, то т~*(2)7==ехр(2гагс1;^д:). 

Зададим последовательность значений р т , = О, 1, 2, . . . , полагая 
р т = 1/{»г + 1 ) ! при каждом т. Отметим, что здесь существенно только, 
что р ' ш - ^ 0 . и р ш / р т + 1 - ^ ° ° при т-^оо. Положим ф „ = 2 агс*^ р ^ , 

2то = е'^^ш 2 т == е~''^'^. Для упрощения записи введем обозначение 
Ст = Ср^, Вт = Ор^. Полагаем Вт = Вш-ЛВш+и 

Пусть рй есть полная вариация векторного заряда А У Й ( Я ) . В силу 
условий леммы последовательность {рй(;йГ)), к = 1, 2, . . . , ограниченная. 
Поэтому из {Vн{2)), к^А, 2, можно извлечь подпоследовательность, 
для которой последовательность мер 11^ слабо сходится к некоторой ме
ре р,о. Чтобы не усложнять обозначений, будем считать, что уже исход
ная последовательность мер (ць) является слабо сходящейся. 

Пусть Ьт ш Ь т — дуги граничного контура поверхности Ро, отве
чающие значениям параметра ^ ^ ] [ 4 ( ф т + 1 ) , 4 ( ф т - 1 ) ] , ^ ^ С 4 ( — Ф т - 1 ) , 
4 ( — ф т - ц ) ] - Обозначим через ?7„ и Пщ (1М)-окрестности дуг Ьт, и 
соотв. При А ; ^ о о функции сходятся равномерно к функции' /о(О, 
а 4 ( — ф т ) 4 ( — ф т ) , 4 ( ф т ) - ^ 4 ( ф » п ) при 7 с О О ДЛЯ любого == 
= 0, 1, 2, . . . . Поэтому найдется кт такое, что при всяком , к кп 
дуги кривой Гй, отвечающие значениям I: из промежутков [ 4 ( — ф т - 1 ) , 
4 ( — Ф т + 1 ) ] , [ 4 ( ф т + 1 ) , 4 ( ф т - 1 ) ] , л:ежат „В множествах Пт и ^7^ соотв. 

Так как функция /о непрерывна и 4 ( ф т ) ^ 4 , а ф т ) ^ 4 при 
т - > о о , хо Д [ 4 ( ф ш ) ] - > / 0 ( ^ 2 ) , / о [ 4 { — Ф т ) ] - " / о ( 4 ) ' и области 7̂™ и Ц'п 
сходятся топологически при т-^оо к точкам /о ( 4 ) , /о (4 ) соотв. 

Множество Л т замкнуто, поэтому 

т 
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Пусть кт таково, ЧТО при к'^кг, 

^ 1 д ( а д < и о ( а д + 1 / » » . 

При к-^еаХк-^1 Пус1;ь к'т таково, что при к'^к'т точки 
и лежат в области Вт+и 

Пусть (кт), т~1, 2, последовательность натуральных чисел, 
такая, что к1<к2< .. .<кт<..ж при каждом т кт'^ т а х {к^, к^, к^]. 
Положим сст (г) == Ш1/р^ (г) = т-^ ((то + 1 ) ! т (г)), = «й^ (отображе
ние, обратное к § т = " ' р ^ и о&т(2т-1) = ат , а т ( 2 « + 1 ) = & » , 
ат(2,„-1) = с« , Ото (2т+1) = «̂ !т. Тогда, как показывают простые вычисле
ния, ат=/^"', Ьгп == е̂ "̂*, Сш = е"^^"», й^=е-^«'»ягде />п. = 2агсг§(1 / (то + 2 ) ) , 
д т = 2агс*д(77г + 1 ) . При т - > о о точки и Ст стремятся к 2 = 1, а &т 
и йт — к 2 = — 1 . 

Область Уп1 = а т ( Я „ ) ограничена дугами а^Ьт, с„,й„ окружности Г 
и дугами йтСт, Ьт^т ОЙруЖНОСТбЙ, ОрТОГОНаЛЬНЫХ г . При т-^ оо дуги 
ОтСт и Ьт<^т топологичсски СХОДЯТСЯ К точкам 2==1, 2 = —1 соотв. От
сюда вытекает, что, какова бы ни была окрестность Ш множества 
Я = = { - ^ 1 , 1}, найдется тпо такое, что Ут^В\^7 при т>то. Отметим, 
^т6 а,„(2„) = I , . ато(2„) = — г. 
'. Исследуем свойства вектор-функций (Ут(г) = Vкт^^т{^)]^ 'Коща г 
лежит на дуге а^Ъш окружности Г, точка ^ = Рт(2) лежит на не содер
жащей точку 1 дуге 2„,-12т„+1 окружности Г. Так как Лт'^ктп, то 
а т ( 2 ) ^ ? 7 , „ . Аналогичным образом заключаем, что при 2, лежащей на 
дуге «„(^т с : Г, не содержащей точки' 1, имеем ат{2)^11т' При т-*оо 
области Пт сходятся топологически к точке / ( 4 ) , а области 11т — к точ
ке ^{^г). Отсюда вытекает, что 0 т ( 2 ) - » - 7 ( * 1 ) , с Г т ( 2 ) - ^ / ( 4 ) при ттг-^оо 
для всякой 2 е Г, лежащей в полуплоскости 1 т 2 > 0. П р ^ этом на 
каждой из дуг. окружности Г, определяемых неравенствами 1 т 2 > 8 = 
= сопз* > О, 1 т 2 < — 8 = сопзЬ < О, сходимость равномерна. 

В силу леммы 3.1 вектор-функция 0от-з_ б-субгармоническая. При 
этом для всякого борелевского множества Ее:В 

Аат,{Е) = ^V^,^[^т{Е)],• 

откуда -
, 1 А а ^ ) ( Я ) = 1 Агк^ (Е)] = ]1кт [Р - (Е)], 

В частности, МЫ" получаем, что последов ательйость (1А(Тт ! (Я)) , т = 
= 1, 2, является ограниденной. Кроме того, очевидно, 1АсГто}(7ги) = 
= I АРк^ I {Вт) ̂  Ро ( ^ " 1 ) + 1/̂ ^ в силу того, что кт ̂  к'^^ • При 
т-^оо р о ( Я т ) - ^ 0 , поэтому_1 АОтI ( Я т ) - ^ о при -><». 'Отсюда, в част
ности, следует, что |Аото1 ( Я \ И ^ ) О при ? г г < » для любой окрестно
сти множества Я = { — 1 , 1 ) . 

При каждом т для всех 2 ^ Я в силу (4 . 1) \ат{2у\< Ь< оо, где Ь — 
постоянная. Положим 0^(2) == 115^(2) + Х т ( 2 ) , где функция г!?̂  — гармониче
ская, причем •\^т{2)'=^ат{2) на Г. Тогда Хт{г) = 0 при 2 ^ Г и Ахг„ = А о т . 
В силу принципа максимума для гармонических функций точка г|?т(2) 
принадлежит выпуклой оболочке граничного контура поверхности Я ь ^ . 
Отсюда следует, что 1'фт(2Я=^Ь = соп8Ь< оо для всех г^В и, значит, 
\%т{2)\<2Ь для всех г^В при каждом т = 1, 2, . . . . При т-^оо 
О т ( 2 ) - ^ / ( * 1 ) , О т ( 2 ) - > - / ( 4 ) для всякой 2 ^ Г такой, ЧТО 1 т 2 < 0. Прини
мая во внимание .ограниченность последовательности функций 'ф„(2) и 
применяя клЕ^ссическую формулу решения задачи Дирихле для уравне
ния Лапласа, получим, что 1|)т(2)г|Зо(2) при / п . - > о о , где •фо ( г ) — г а р 
моническая функция в круге Я такая, что при 2 ^ Г ^ 0 ( 2 ) = / ( 4 ) , если 
1 т 2 < 0 и ^1^0(2) = / ( 4 ) , если 1 т 2 > 0 . При этом г|)„(2)-^ 1150(2) равно
мерно на всяком замкнутом множестве Е с=в, не содержащем точек 
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— 1 и 1, а на всяком замкнутом Ес^В производные любого порядка 
функции 'фт сходятся равномерно к соответствующим производным •фо. 

Дока;чкем, что при т-><х> для любого замкнутого множества Ас^Й 
такого, ч т о и 

т->оо ^ , 

Пусть '^п(г) есть аналитическая функция, отоб1^ажающая единич
ный круг Л на Т т и такая, что 'Ут(О) —О, 7 т ( 0 ) > 0 . При т - * - < » 
1 ^ 7 п { 2 ) - > 2 равномерно в Я и на всяком замкнутом подмножестве кру^-
га В, не содержащем точек — 1 , 1, производные любых порядков функ
ции 7 т равномерно сходятся к соответствующим производным функции 
Чо ( г ) ^ г. Пусть Рт = Ут^ ( Я т ) , 9 т = Ут^ фт), = у ^ ^ (Ст), = Ут^ (^)., 
Тогда Рт-^—1, Гггг-^--!, дт-*-1, 8т-^Л ПрИ ТП-^оо. Точки Рт, дт^ 
Гт И 8т лежат на окружности Г. Положим 

В силу. ;̂[еммы 3 . 1 функция ^« — б-субгармоническая. При этом 
Д | т ( Я ) = ( Д % ш ) [ ' У т ( Я ) ] для всякого ЕаВ. Отсюда, в частности, следует^ 
что 1 А | т 1 ( Я ) - * - 0 при » г - > о о . На дугах [ />т?т] и [Гт8т\и Г 
при всех т . имеем | т ^ 2 ) = О и ( 2 ) 1^21^, Обозначим через т ] т ( 2 ) гар
моническую в круге В функцию такую, что л,,. ( 2 ) == | т ( 2 ) при 2 ^ Г , _ и 
положим 6 т ( 2 ) = | т ( 2 ) 'г\т ( 2 ) . ОчОВИДНО, I %т ( 2 ) I < 2Ь ДЛЯ ВСвХ 2 ̂  Я,^ 
откуда следует, что также и \г\т{2)\<2Ь. ш, значит, ! б т ( 2 ) | < 1 | т ( 2 ) 1 + 
" Ь | т 1 т ( 2 ) 1=^ 41г для всех геВ. В силу следствия леммы 3 . 6 

1{\Вш.:с\^-\-\ет,уПахау^А1\Авт\{В). ( 4 . 5 > 

функция 'Цт(г) равна нулю на дугах [ртдт] и [г„5™] окружности Г ' и 
\г\т(г)\^2Ь для всех т. Используя представление ' П т ( 2 ) по формуле^ 
Пуассона и применяя известные теоремы о предельном переходе под 
Знаком интеграла, получим, что на всяком замкнутом множестве Л с: Я , 
не содержащем точек 1 и — 1 , при ттг-^-оо функция Цт вместе со всеми 
ее производными стремится к нулю. Принимая во внимание оценку 
( 4 . 5 ) заключаем, что для любого замкнутого множества Ас:В\Н при 

т -> оо 

' [ ( I Пгп,. ( 2 ) Р + I Т1т.у ( 2 ) Р) ахау - > 0. ( 4 . 6 ) 
в 

Покажем, что для всякого замкнутого множества А(=:В\Н также и; 

^•%т{^)\'ахау-^о 

при 7?г -> оо. Обозначим через 2р наименьшее из расстояний от точек — 1 
до 1 до множества А, и пусть .^ — совокупность всех точек. г^В, для 
которых и — 1 1 " > р и 12 4 - 1 | > р . При достаточно больших т множество 
А содержится в . Ут, причем его прообраз Ут^ (А) содержится в ^ . Для 
таких т в силу свойства инвариантности интеграла Дирихле относи
тельно конформных преобразований имеем 

С I V X т ( 2 ) Р йхйу = I I У ^ т ( 2 ) Р йхбу <.^ \) р Шу. 

В виду ( 4 . 6 ) отсюда следует, что при тп оо 

1\Ч%т{2)\Ыхау-^0. ( 4 . 7 > 
А _ 

Мы имеем последовательность б-субгармонических -функций Ош = 
«г 'фт + Х^ч ^ ^ ^ 1 . 2, и гармоническую функцию Ор- Для всякого^ 
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замкнутого множества А<=:В\Н при тп-^оо на основании доказанного 

откуда следует, что 

Ч{ат-а,)\Ыхйу^О (4.8) 

при т ->_оо. Вектор-функция От при каждом т > О такова, что для 
всех 2^В 

9а, 
дх (2) 

да. 
(2) 

/да, 

в силу (4.8) отсюда вытекает, что в каждой точке 2 ^ Л 

да. 
дх ду (2) 

/да^ 5а„ \ 
( 4 . 9 ) 

Точками — 1 и 1 окружность Г делится на полуокружности, на каждой 
из которых гармоническая функция Оо постоянна. Отсюда в силу из
вестных свойств гармонических функций следует, что Оо(2) аналитична 
на множестве Я\Я. Производная функция 0 0 ( 2 ) по длине дуги на полу
окружности Г"** = { 2 е Г 1 1 т 2 > 0} равна нулю. Отсюда в силу изотер-
мичноети вектор-функции 0 0 ( 2 ) , т. е. равенств ( 4 . 9 ) , следует, что про
изводная функции 0 0 ( 2 ) по нормали на дуге Г"̂  также равна нулю. 
В силу известной теоремы об единственности решения задачи Коши для 
уравнения Лапласа это -позволяет заключить, что функция 0 0 ( 2 ) яв
ляется тощдественно постоянной в круге В, в частности / ( ^ 1 ) = ^ / ( * 2 ) . 

Пусть Р есть совокупность всех точек 2 ̂  Я таких, что —1/2 ^ 
^ К е 2 ^ 1 / 2 . Множество Р замкнуто и не содержит точек 2 = — 1 и 
2 = 1 . Имеем: От(2)1)3^(2) 4 - Х т ( 2 ) -

В силу доказанного выше г|3т(2)-^ 0 0 ( 2 ) ^ Оо = сопз* при т-^оо 
равномерно на Р «г 

V т = |1 VXш(2)\МжЙ^!/^0 

при т 0 0 . Справедливо равенство 

1/2 / УТ^^ 
111ш,у (2) Р йхйу - [ 

-1/а 
\,у{2)\'Ау\йх. 

Пусть — совокупность всех лге [—1/2 , 1/2], для которых 

] 1 Х т . Л 2 ) р й у < 2 Г ж . 

Очевидно, Ет есть множество положительной мерй. Выберем , я;™ ^ 
такое, что %т.{х-\-1у) при х = Хт абсолютно непрерывна как функция у. 
Таковы почти все ж е ( — 1 , 1 ) , откуда в силу положительности меры 
множества Ет вытекает супдествование требуемого Хорде 1т — 
= {%^К\В&2 = Хт) круга В отвечает некоторая дуга Ьт на поверхности 
Ркт, Диаметр дуги Вт не • превосходит суммы колебаний функций "^т 
и Хш на отрезке 1т. Колебание "кт функции -фт на этом отрезке стре
мится к нулю при /7г-*-оо, так как г]),» равномерно сходится к постоян
ной на множестве Р. Колебание функции х»» на отрезке 1т допускает. 
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следующую оцещсу: 

С О З Хт ( г Х { \{Хш + 1у) \/ < 

\2 

< 2 К т ж . 

т 

т 

Окончательно получаем, что диаметр дуги Ьщ на поверхности Р^^ 
не превосходит Ят + ЗУгте и, следовательно, стремится к нулю при 
т ->. оо. 

Круг В разбивается хордой на две части. Пусть Вт — та из них, 
которая лежит слева, от 1„, Вт — другая. При т-^ оо диаметр дуги 
Вт = От{1т) .на ' поверхности Р^т стремится к нулю. Так как Рпт 
невырожденные поверхности типа круга, сходящиеся при п г - > о о к не
вырожденной поверхности, то на основании следствия леммы 2.1 диа
метр, по. крайней мере, одной из тех поверхностей, на которые Ри 
разбивается дугой Ьт, стремится к нулю при т оо. Следовательно, 
йоЛебапие функщгй а т ( г ) , по крайней мере на одной^ из областей В 
и Вт, стремится к' нулю при т оо. Отсюда мы придем к проти
воречию. 

Положим 2т =- ^т{Х>кт)^ ^'^ {^к^) ' ТаК как Ът ^ точки 2т 
ш 2т принадлежат пересечению В и круга, на границе которого ле
жит дуга [атСт], ортогональная Г. При достаточно" больших т точки 

I II II 
и 2т, очевидно, принадлежат Вт. Имеем 

(^ш(2ш)~ат(21п)\^\г^^(1ит)~^кт(^кт)\>%>0 

и, значит, колебание 0 ^ ( 2 ) на В'т не стремится к нулю при тга-> оо. 
Точка ага(О) 1 при т-*-оо и поэтому при достаточно боль

ших т а т ( 0 ) -лежит в области В^. Имеем: 0 ^ ( а ^ (0)) = 1?̂ »̂ (0). В си
лу условия С точка V^^^{0) отстоит от граничного контура поверхности 
Рида на расстоянии не меньше бо > 0. Отсюда вытекает, что при до
статочно больших т колебание функции ал (2) на множестве Вт не 
меньше б о > 0 . 

Таким образом установлено, что колебание функции о™ на каждой 
из областей Вт и Вт ограничено снизу некоторым положительным 
числом и тем самым получено противоречие: Итак, рассматриваемый 
случай также невозможен. Лемма доказана. 
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