
Ш р и м е н и м последнее неравенство и теорему о замене переменной 
[3, с. 209] для п р о д о л ж е н и я оценки ( 2 ) : 

! ф*СО I л:, р < С0П81 • I со I Й:, р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. П у с т ь г| = йо). З а м е н я я в рас-
•суждениях л е м м ы 2 со па т], получаем , что (р*г\^ {Щ. Дока за т е ль ­
ство было бы закопчено, если бы удалось п о к а з а т ь перестановочность 

•обобщенного дифференщ1ала А и оператора ф * . В случае гладких форм 
этот ф а к т был установлен в [3, лемма 4.7]. Определим класс форм сте­
п е н и к 

с* = {со : О) = г|)*а), г}) квазиконформно , ш ^ 

п л о т н ы й в Ж^р.д. Ц е п о ч к а равенств 
Йф*й) = <^ф* ( ' ф * ( 0 ) = ^ ( ' ф ф ) *Ш = 

/V./ ~ 

= ('фф)*ЙО) — ф*'ф*(^(В = ф * ( ^ ( 1 | ) * С 0 ) = ф*б^!ш 

з а в е р ш а е т доказательство теоремы. 
В книге [4] было дано полное описание замен независимых пере­

менных , с о х р а н я ю щ и х классы ф у н к ц и й РГр. В частности, квазиконформ­
ные гомеоморфизмы (и только они) сохраняют класс И^п- П р и н я в во 
внимание этот ф а к т в качестве дополнения к у т в е р ж д е н и ю теоремы 1 
в случае к = 0, м ы сможем сформулировать аналог теоремы де Рама 
д л я к в а з и к о н ф о р м н ы х многообразий. 

Теорема 2. Для любого квазиконформного многообразия М группы 
когомологий коцепного комплекса 

^п,п ^п,п/2 ~*' ^п/2,п/3 • • • 

ланоническим образом изоморфны группам когомологий Н* {М; К) мно­
гообразия М с коэффициентами в группе К вещественных чисел. 
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О Т О Б Р А Ж Е Н И Я , «ПОЧТИ» С О Х Р А Н Я Ю Щ И Е К О Н У С Ы 

А. В. ШАЙДЕНКО 

Известные результаты А. Д . Александрова [1] об отображениях , со­
х р а н я ю щ и х конусы, в частности, у т в е р ж д а ю т аффинность биективного 
отображения , преобразующего п а р а л л е л ь н ы е строго в ы п у к л ы е конусы 
т а к ж е в п а р а л л е л ь н ы е строго в ы п у к л ы е конусы. А. К. Г у ц поставил 
вопрос о том, что можно с к а з а т ь об отображении, сохраняющем конусы 
л и ш ь с точностью до множества м е р ы нуль , т. е. если образы конусов 
могут не быть конусами, а отличаться от конусов на множества м е р ы 
н у л ь . Ответ на этот вопрос дается в н а с т о я щ е й работе . 

Р а с с м а т р и в а е т с я ^-мерное евклидово пространство где д ^ 3. 
Д а л е е через т{М) будем обозначать п-мерную меру Лебега множества 
Мс:Е'^. Конусом (ординарным) н а з ы в а е т с я объединение лучей {образую­
щих к о н у с а ) , и с х о д я щ и х из одной точки (вершины конуса) и содержа-
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щ и х ее; двойным конусом н а з ы в а е т с я объединение п р я м ы х , проходящих 
через одну точку. Е с л и К<=^Е" — конус , то через К" обозначается конус , 
с и м м е т р и ч н ы й конусу К относительно его в е р ш и н ы , через О (К) — верши­
н а конуса К, а через Кх — конус , полученный из К параллельным пере­
носом, переводящим О (К) в точку X. Мы будем рассматривать строга 
выпуклые конусы, а именно , такие конусы С, что существует з а м к н у т ы й 
в ы п у к л ы й конус КФЕ", состоящий более чем из одной образующей, и 

1) к а ж д а я опорная к К гиперплоскость пересекает К либо по его 
в е р ш и н е , либо по одной образующей; 

2) Конус С равен одному из следующих конусов : 
I . К (в этом случае С н а з ы в а е т с я ординарным замкнутым), 
И . 1п1 К1] [О (К)} — ординарный открытый, 
I I I . К [] К~ — двойной замкнутый. 
I V . гпХК и т1К~ У {О(К)} — двойной открытый. 
Е с л и С — к о н у с типа I I I или I V , то соответственно конусы К и 

1п1;^и {0{К)} и 1п1К~[] {0{К)} н а з ы в а ю т с я половинами конуса С и обо­
з н а ч а ю т с я через С+ и С". 

Возьмем в пространстве Е"" строго в ы п у к л ы е конусы С ж С одного 
из определенных в ы ш е четырех типов. Тогда справедливы следующие 
р е з у л ь т а т ы . 

Теорема 1. Если ^: Е'^Е'^ — такое биективное отображение, чта 
для каждой точки Х^Е"^ верно т{1 (Сх) ^С^^х)) = О, то / аффинно. 

Теорема 2. Если ^: Е"Е'^ — такое биективное отображение, что 
для каждой точки Х^Е"- множество ^ {Сх)^С^^х)есть множество первой 
категории (по Бэру), то / аффинно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Пусть конусы С я С принадле­
ж а т типу I . П о к а ж е м , что е с л и У е С х , то / ( У ) е С / ^ ^ ^ . Предположим 
противное . Т а к к а к У^Сх, то / ( С у ) с : / ( С х ) . По условию существуют 
т а к и е м н о ж е с т в а М1 и М2, что ^ ( ^ 1 ) = т (Жг) = О и / ( С ^ ) с : Сдх) 11̂ 1̂ 1»; 
/ ( С у ) 1 Э С / ( у ) \ М 2 . Следовательно, Сду) с : Сдх) у Л / з - Но по предпо­
л о ж е н и ю пг ( С д у ) \ С / ( Х ) ) фО — противоречие . Итак , / ( С х ) с : Сдх) . 

Д о к а ж е м теперь , что отображение / непрерывно . Предположим, что 
д л я некоторой последовательности точек { ^ Й } Й ^ 1 И З Е'" выполняется 
П т Хи — Х^, но / (Хо) Ф И т / (Х^). Поскольку н а й д у т с я такие точки ^1 и 2̂ 2, 

что д л я всех к имеем 2^ е С^^ с С^д, то легко видеть , что существуют 
т а к и е подпоследовательность {Ук}к=1 последовательности {Хи}^1 и 
точка 7=7^ / (Хо) , что И т / ( У й ) = ^ - П о к а ж е м , что тогда У е С/(х ч. Пред-

положим противное и возьмем точку С е 1п1 Су, С ^ С^х^) -Существует 

такое натуральное ко, что для к а ж д о г о к> ко верно С^^у^^^^ Сд. По усло­

вию д л я к а ж д о г о такого к существует множество меры нуль такое, 

ч т о / ( С у Л = э С с \ М ь . Поскольку т/г [}МЛ=0, а т ( С е \ С / ( х л ) > 0 , 

найдется точка Н е ( С с \ С д Х р ) \ Ми. Очевидно, что Я е П / ( ^ ^ У ^ ) ' 

\к=к^ к=кд 
оо 

т. е. /""^ ( Я ) е П Сх^г но это противоречит тому, что / {^х^) с : к=к^ 
С 

Д л я всякой точки X е т 1 Сх^ существует такое натуральное к^,^ 
что для каждого к> к^ имеем X е Су^ и, следовательно, / (Х) е 

^ П Сду^^ч с : С у . З н а ч и т , / (1п1; С х ^ си С у . Обозначим через М тако& 
к=к^ 
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множество меры нуль , что / (Сх^)^С^(^х^)\М. Тогда получаем С^(^х^)\Сус: 

П у с т ь точка А^дСх^ такова , что / (Л) е хп* ( С / ( х ^ ^ \ С у ) , и пусть 

Ва т 1 ; ( С / ( х ^ ) \ С у ) — некоторый о т к р ы т ы й ш а р с центром 1{А). Обозна­

чим через М1 множество , д л я которого / {СА) = С/(А)\М1, т (М^) = 0. 

Тогда {П[]С'^^А))\{М[}М^)с11(дСх^ПСА). Возьмем точку А^е 

е / ~ • ^ ((/) П у М 1 ) ) и такой о т к р ы т ы й ш а р что сг 

с= П 1п1; Сдл) и П ( ^ / ( А ^ ) и ^ / ( А ^ ) ) = 0 . Т а к к а к т{^^)>0, найдется 

т а к а я точка А^^ОСХ^ПСА, Ч Т О / ( Л 2 ) ^ ^ 1 . Отсюда следует, Ч Т О С'^(^А^)Ф 

^ / ( ^ 2 ) и Но либо СА^^А^ либо С А Ц Э ^ ! . Противоречие . 
Итак , отображение / непрерывно , откуда непосредственно получается , 

что для к а ж д о й точки Х^Е"- выполнено / (С^) = С^(х), т. е. по теореме 1 
работы [1] отображение / а ф ф и н н о . 

П у с т ь конусы С и С п р и н а д л е ж а т типу I I . Аналогично предыду­
щ е м у получаем, что д л я к а ж д о й точки X ^ и к а ж д о й точки 7 ^Сх 

верно / (У) ^ Су(л), т . е. /(сЗ с= С'^^х)-
П о условию существует такое множество М м е р ы нуль , что 

/ (Сх) С / ( Х ) \ М . Отсюда / (С^) =э С / ( Х ) \ ( М 1) 5 С / ( Х ) ) . Следовательно, 
^ ( / ( С у ) Д С/(х)) = 0. Т а к и м образом, п р и ш л и к случаю конусов типа I , 
и отображение / а ф ф и н н о . 

П у с т ь к о н у с ы С и С п р и н а д л е ж а т типу I I I . 
Возьмем произвольно точки 0 ^ ^ " , Х^Со\{0}, 7^Со\{0}. 

П о условию существуют такие множества М1, М2, Мз меры нуль , для 
которых, поскольку Со Сл: и Су, выполняется С д о ) \ М з с= (С/(^) и М^) [} 
[]{с'^(У)иМ^). Следовательно, С Д О ) \ ( < ^ / ( А ' ) У Сду)) с : уЛГа У М 3 , т. е. 

множество С / ( 0 ) \ ( С д х ) 1) С/(у)) имеет меру н у л ь . Н о это возможно л и ш ь 
в случае , если / ( X ) , / ( У ) ^ С/(о), причем точки / ( X ) , и / ( 7 ) лежат 
в р а з н ы х половинах конуса Сдо)- Итак , / ( С о ) с г С д о ) , и разные полови­
н ы конуса Со переходят в р а з н ы е половины конуса С/(0). 

Отсюда сразу следует, что либо т ( / (Со) Д Сдо)) = О, либо 
т ( / ( С о ) АС/(о)) = 0. Б е з ограничения общности можно считать, что верно 
первое из этих равенств . Тогда легко видеть , что и д л я любой точки 
X^Е'^ верно именно та ( / ( С 1 ) ДС/5)) = О, а не т ( / ( С ^ ) Л С д х ) ) - 0 . Зна ­
чит, снова п р и ш л и к случаю конусов типа I , и отображение / 
а ф ф и н н о . 

П у с т ь конусы С и С п р и н а д л е ж а т типу I V . Аналогично случаю 
конусов типа I I I получается , что для всякой точки Х ^ ^ " выполняется 

/ (Сх) с : С/(х). Далее , аналогично случаю конусов тина I I м о ж н о показать , 

что для к а ж д о й точки X е имеем т ( / (Сх) АСдх)) = 0. Следовательно, 
приходим к случаю конусов типа I I I , и отображение / аффинно . Теоре­
ма 1 доказана . 

Доказательство теоремы 2 вполне аналогично доказательству 
теоремы 1. 
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