
меньше модуля расстояния между точками С и В' на поверхности Е. 
Степень близости точек к поверхности не равномерна и зависит от 

выбора самих точек. 
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РАВНОМЕРНО СУММИРУЕМЫЕ ПОЛУГРУППЫ ОПЕРАТОРОВ 
I I . ВОЗМУЩЕНИЕ ПОЛУГРУПП 

В. в. ИВАНОВ 

Ваяшым разделом теории однопараметрических полугрупп линейных 
операторов, существенно расширяющим сферу ее приложений, является 
теория возмущений полугрупп. Основы этой теории были заложены 
Р. Филлипсом [ 1 , 2]. Им выделен и изучен достаточно широкий класс 
возмущающих операторов, предложен метод построения возмущенной 
полугруппы с помощью специальных «усредняющих» рядов и получены 
ответы на некоторые качественные вопросы теории возмущений для полу
групп абелевского типа в банаховых пространствах. Исследования, нача
тые Р. Филлипсом, были продолжены в различных направлениях многи
ми авторами (библиография имеется, например, в обзоре [3] ) . 

В этой работе предлагается некоторая модификация подхода Р. Фил
липса к решению задач теории возмущений. Вместо традиционного для 
теории полугрупп в банаховых пространствах метода преобразования 
Лапласа применяется локальный его вариант и связанное с ним понятие 
квазирезольвенты линейного оператора [4—6]. Это позволяет, в частности, 
изучать возмущения полугрупп, действующих в произвольных локально 
вьшуклых пространствах. Другая характерная черта предлагаемого спо
соба построения возмущенной полугруппы состоит в том, что он опирает
ся лишь на слабую сходимость усредняющих рядов (точнее, сходимость 
их в смысле теории распределений). Поскольку такая сходимость — явле
ние, более частое, чем сходимость поточечная, то расширяются и возмож
ности построения, по крайней мере, обобщенных решений задач Коши, 
отвечающих возмущенным операторам. Отмеченное обстоятельство может 
быть полезным при изучении полугрупп с худшими свойствами, чем те, 
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что рассмотрены в настоящей работе. Такие полугруппы нередко порож
даются, например, дифференциальными операторами, в том числе с по
стоянными коэффициентами. Так, многие из указанных операторов явля
ются генераторами полугрупп с несуммируемыми (и любыми степенны
ми) особенностями в нуле [7], другие же приводят к полугруппам-распре
делениям, впервые введенным и изученным Ж. Лионсом [8]. Впрочем, 
при исследовании устойчивости столь общих классов полугрупп возника
ет ряд дополнительных вопросов, требующих специального изучения. 
Здесь мы не будем касаться этих вопросов и ограничимся классом равно
мерно суммируемых полугрупп, особенно удобным для иллюстрации из
лагаемых ниже соображений и содержащим, насколько мне известно, все 
типы полугрупп, рассматривавшиеся в классической теории возмущений. 

В § 1 приводится формулировка основной теоремы о возмущении 
равномерно суммируемых полугрупп и обсуждается схема ее доказатель
ства. Необходимые для построения возмущенной полугруппы вспомога
тельные результаты собраны в § 2. Доказательству основной теоремы по
священ § 3. В § 4 изучается устойчивость некоторых эргодических 
свойств полугрупп, связанных с поведением абелевских и чезаровских 
средних. Наконец, в § 5 отдельно исследуется устойчивость непрерывных 
в нуле полугрупп, для которых рассматривается более широкий класс 
возмущений, чем для общих равномерно суммируемых полугрупп. 

Основные результаты этой работы были сформулированы автором в 
заметке [9]. Часть утверждений в [9] посвящена вопросам порождения 
полугрупп. Обоснование их приведено в [10]. Настоящая статья является 
непосредственным продолжением работы [10] и содержит подробное из
ложение результатов второй части заметки [9], относящихся к возмуще
ниям полугрупп. 

§ 1. Основная теорема 
о возмущении равномерно суммируемых полугрупп 

В этом параграфе приводится формулировка основной теоремы о 
возмущении равномерно суммируемых полугрупп линейных операторов 
в общих локально выпуклых пространствах и излагается схема ее дока
зательства. 

1.1. Терминология и обозначения. Всюду в дальнейшем используются 
терминология и обозначения работы [10]. В частности, X означает топо
логическое векторное пространство (вещественное или комплексное — 
все равно), которое предполагается отделимым, секвенциально полным и 
локально выпуклым, а 5|3 — совокупность всех непрерывных на X полу
норм. Две мультинормы считаются эквивалентными, если они порождают 
одну и ту же топологию. 

Для любого а е [1, «з] класс 2"А состоит из всех измеримых па про
межутке Дет К функций ф, для которых ИфИсс, д < ° ° , где ИфИ», д—соответ
ствующая лебеговская норма ф на А. Следует считать, что все функции 
принимают значения в том поле, над которым определено пространство X. 

Как и в [10], для линейного оператора С и полунорм ряд полагаем 
1С \\1 = 8ир {р (Сх) IX е й о т С, д{х)^1}. 

.Если С действует в а = д = II На, д, вместо указанного обозначения 
используется более короткое: 11С11а, д. Для отображения ^ , имеющего свои
ми значениями операторы, вместо II • ||р ° удобнее писать II "̂ Цр, Ана
логичным образом мы будем поступать и в других случаях, применяя для 
операторно-значных отображений обозначения, принятые для операторов. 

1.2. Относительно непрерывные операторы. Формулировка основной 
теоремы. Пусть Л и В — линейные операторы, действующие в простран
стве X. Оператор В назовем непрерывным относительно оператора А или, 
короче, А-непрерывным, если й о т Л с: й о т В и для каждой полунормы 
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р е < р можно указать такую полунорму д^'^, что р{Вх)< д{х)+д{Ах) 
для всех х^ 6.отА. Важность для нас этого понятия характеризуется 
следующим утверждением. 

Предложение 1.1. Предположим, что в пространстве X справедлива 
теорема о замкнутом графике, оператор А порождает равномерно сумми
руемую полугруппу в X, а линейный оператор В определен, по крайней 
мере, на йот А. Если оператор А+В допускает замыкание, то В непре
рывен относительно А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Т — полугруппа, порожденная операто
ром А. Для всякого числа X определим линейный и непрерывный на X 
оператор 

1 

о 

Согласно предложению 4.2 из [10] справедливы соотношения 
Л{Х)Ас=АЯ(1)='КП{Х)-1й+ е-'Т ( 1 ) . 

Таким образом, оператор (А + В)К{Х), как и АН (к), определен на X. 
Кроме того, он, очевидно, замкнут, а потому и непрерывен. Так как при 
этом АЕ{К)^Ь{Х), то и ВЯСк)^Ь{Х). Остается лишь заметить, что 
если Л1 =7̂  Яг и 

то для всякого элемента х ^ АотА, как вытекает из предыдущих соотно
шений, 

Вх = а^ВП{'К,) {Х.х - Ах) + а2ВП{'Кг) {Х^х-Ах). 

Предложение доказано. 
Поскольку в дальнейшем рассматриваются лишь такие возмущения В 

оператора А, для которых й о т Л с= й о т 5 , то доказанное утверждение 
оправдывает включение в условия соответствующих теорем требования 
относительной непрерывности возмущения. 

Теорема 1.2. Пусть А — производящий оператор равномерно сумми-
руемой полугруппы Т, оператор В непрерывен относительно А и для не
которых числа а>0 и мультинормы Ь, эквивалентной ^, выполнено 
условие 

\\ВТ\йотА\^^2'1о,а), ? е й . 

Тогда оператор А"^ В также порождает некоторую равномерно суммируе
мую полугруппу. 

1.3. Классический метод построения возмущенной полугруппы. 
В основе его лежит следующее наблюдение. Если забыть о некоторых де
талях, то исходная полугруппа У — э т о решение уравнения Т'==АТ, 
и Г (0) = 1й. Так как искомая полугруппа 5 определяется (неоднородным 
относительно .4) уравнением 8' = А8 +1, где ^ = В8, причем ;5(0) = 1й, то 
8 = Т + Т * I, где * означает свертку. Итак, мы приходим к соотношению 
8 = Т + Т » В8, итерируя которое последовательно получаем 

8 = Т + Т *ВТ + Т *ВТ *В8, 

8 = Т + Т*ВТ + Т*ВТ*ВТ + Т*ВТ*ВТ*В8 

и т. д. Таким образом, естественно попытаться найти в виде ряда 
оо 

где 8о = Т и 8п = Т» В8„-1 для всех ?г > 1. В банаховом пространстве 
действительно удается доказать, что при выполнении, например, условий 
сформулированной выше теоремы ряд, определяющий отображение 5, 
1 1 Заказ М 651 1 6 1 



сходится, причем семейство (ограниченных') операторов 5 Ц) равномерно' 
суммируемо по в нуле, а на бесконечности рабтет не быстрее некоторой 
экспоненты. Тем самым, 15 допускает преобразование Лапласа, которое^ 
как и следовало ожидать, оказывается резольвентой оператора А + В. 
Это, как известно, и означает, что 5"—полугруппа, а А + В ^ ее произво-
дйщйй оператор. 

Дли более широких классов полугрупп и возмущений или же в слу
чае ненормируемого пространства при построении возмущенной полу
группы по указанной схеме определенные проблемы возникают уже на 
первом этапе—'при составлейии операторов <5'„(?). Более существенные 
трудности связаны с доказательством сходимости ряда 2 ' ^ п ( 0 - Наконец, 
если все же удается построить таким путем отображение 5, в ненорми-
руемом пространстве оно йожет иметь сколь угодно сильный рост на бес
конечности и преобразование Лапласа посчитать нельзя. Поэтому даже 
при тех условиях (локального характера), при которых в случае банахо^-
ва пространства возмущенная полугруппа может быть построена стан
дартным способом, для решения этой задачи в локально выпуклом про
странстве необходимы иные м&тоды. 

Окема до1саза'рельства основной теоремы. Предлагаемый здесь 
способ построения возмущенйой полугруппы представляет собйй некото
рую модификацию изложенного выше метода Р. Филлипса и заключается 
в следующем. 

Прежде всего, вместо «точечных» отображений б"™ рассматриваютсн 
соответствующие обобщенные операторно-значные функции. А именно, 
если ф — пробная функция (с носителем, лежащим слева от точки а,, 
указанной в Теореме), то полагаем 

а 

8,{^) = ]^{1)Т{1)аь. 
о 

Чтобы понять, как следует определить дальнейшие слагаемые ^^„(ф) ин-
т-ервсующего нас -ряда, предположим временно, что у нас есть точечные 
отображения ^ „ - 1 и 5„ . Тогда, пользуясь вместо формулы Т *В8п-1 
эквивалентным, но более удобным в дальнейшем соотношением 5„ = 
= * ВТ, придем к следующим равенствам: 

а а ,1 

5п (ф) = [ Ф (О (О = I Ф ( 0 1 5 п - 1 {^ - 5) ВТ {8) авйг = 
о 0 0 

а а—8 а 

= ^ ^{1 + 8^-А1)а1ВТ {8) йз^ [^п-Л^.УВТ {^)^8, 
0 0 о 

где ф, означает левый сдвиг функции ф на 5. Итак, мы выра&или обоб
щенную функцию (5„ через обобщенную же функцию 8п-и минуя соот
ветствующие точечные отображения. 

Теперь составляется ряд 
оо 

8{^) = 2 •5„.(ф), 
П=0 

сходимость которого может быть установлена при довольно общих усло
виях (менее жестких, чем в обсуждаемой Теор1еме). В силу сказаннога 
в предыдущем разделе, нет ничего удивительного в том, что обобщенная 
функция оказывается фундаментальным решением задачи Коши, отве
чающей оператору А-\-В. Точнее, если ф — гладкая функция, для кото
рой ф [а) = ф' {а) == О, то 

^(Ф) ( Л + 5 ) с = ( Л + В ) ^ ( ф ) - - ф ( 0 ) - 5 ( ф ' ) . 

Эти йботаошёния, в частности, означают, что преобразовайие Лапла
с а гйадкой с;резки распредея1ения есть квазйревольвента оператора 
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А+В. Подробнее, пусть Ъ — точка из (О, а ) , а /г. — гладкая функция, рав
ная единице слева от 6 и нулю — справа от а. Если Р — преобразование 
Лапласа функции КЗ, т. е. Р(Я) =^(йе-*'<-^), то 

Р(Л) ( Я - Л - 5 ) с : ( Я - Л - 5 ) Р ( Я ) = Ш + 11(Я), 

где |и — преобразование Лапласа обобщенной^ функции к 8, носитель ко
торой -содержится в [Ъ, а]. Таким образом, Р — квазирезольвепта опера
тора А+В (причем, того общего вида, что был рассмотрен в [10]). 

В условиях теоремь!^ 1.2 доказывается, что оператор А + В замкнут, 
а его квазирезольвента Р удовлетворяет оценкам, позводядащим (на осно
вании теоремы 4.3 из [10]) заключить, что А + В—производящий опера
тор некоторой равномерно суммируемой полугруппы. 

И последнее замечание. Если 5 — полугруппа, порожденная опера
тором А+В, полагая 

а 

^ (Ф) = ]• Ф (О (О 
о 

мы получим еще одно (кроме .?) фундаментальное решение задачи Коши, 
соответствующей оператору А+В. Это позволяет установить равенство 
15'(ф) 5 (ф) и, тем самьш, выразить вовмущенную полугруппу через ис
ходную и возмущающий оператор. Кстати, в .рассматриваемом случае, 
как будет показано, распределения б" и определены и совпадают на 
классе 2 ' ( ^ , а ) ' Этими обстоятельствами мы воспользуемся при исследова
нии устойчивости некоторых дополнительных свойств равномерно сум
мируемых полугрупп. 

§ 2. Предварительные замечания 
и вспомогательные резулвтаты 

Чтобы разгрузить доказательство основной теоремы, рассмотрим 
предварительно ряд вспомогательных понятий и отметим несколько про
стых, но полезных в дальнейшем фактов. Не исключено, что некоторые 
из них окажутся новыми. 

2.1. Операторы сдвига в лёбеговских пространствах. Пусть Л — п р о 
межуток в ^К, а ф —функция 'на нем. Если ('^-К, то Од(^)ф 'будет озна
чать функцию на А, принимающую в точке « ' ^ Д значение ф ( Г + 5 ) , если 
1+^8^ А, и зна*1ение 0 — в противном случае. Условимся индекс А 
(« этом и подобных случаях) заменить буквой а, если А — промежуток 
с концами О и о, 'и опускать совсем, если А = К. 

Подчеркнем, что лишь для А = ' К семейство о = Од представляет со
бой однопараметрическую группу. Если же А К, то равенство 
Од(* + 5) = ад(^)ад(х) справедливо только для чисел ;и 5 одного знака. 
Далее, если рассматривать ад как семейство операторов в 9^\-, оно равно
степенно непрерывно (нормы не 'больше единицы) и сильно непрерывно: 
для любых ; {о^К и ф е ^ д , как хорошо известно, 

Иш II ад (О Ф — ад (/о) Ф Цх.д = 0. 

Полезно отметить также следующий факт. 
Предложение 2.1. Если ^ К ц ф ^ ^ ' д , то 

Ит\\д (О ф — ад ф) Ц̂ .д = 0 

для всякой функции "ф Е - ^ д . 
Д о к а з а т е л ь с т в о достаточно провести для А = К , но в таком 

случае утверждение немедленно вытекает из предыдущих замечаний и 
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неравенства 
Ц{аЦ)ф- а { 1 о ) Н о Ц ) ^ ^ \ ^ о ( г - ^о)г|:- + 

+ 11а{I - Ьо) (г|)а (̂ о) ф) - (̂ о) фИ^ 

Предложение доказано. 
Приведем, наконец, одно следствие предложения 2.1, которое неодно

кратно потребуется нам в дальнейшем. 
Предложение 2.2. Для всякой функции ф е 5 ' д можно построить 

такую последовательность { ф „ } непрерывных на А функций, что 
НфпНоо, д ^ 11ф11», д и 11 'ф(ф„ — ф ) I II , д О при д оо для всех я]) е 2'А-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно считать, что А = К. Выберем функцию 
й „ ^ 0 из 2'\я которой зпрр (Д„) (О, 1 / ге) и 11/г„111 = 1, и положим 
ф „ = ф * Н„. Ясно, что последовательность { ф „ } требуемая. Предложение 
доказано. 

2.2. Распределения на пространстве ограниченных функций. Нас бу
дут особенно интересовать Х-значные распределения Р, определенные па 
классе 2'(^,а),: которые удовлетворяют следуюп1;ему условию: 

для любой полунормы р^^ можно указать такую 
(*) функцию 1р ̂  2'(о,а), что / ? ( / ^ ( ф ) ) ^ Н ^ р ф И ^а 

для всех ф ̂  5^0 ,̂а). 
Из предложения 2.1 непосредственно вытекает 
Лрелаожеипе 2.3. Если распределение Р : 2''(^,а) ~^ X удовлетворяет 

условию (*), то для всякой функции ф е 5'(°^,а) отображение Р°{6^Ц)): 
К ->• X непрерывно. 

Предположим, что / — линейный непрерывный функционал на С{0, а] 
и для некоторых Ъ е [О, а] и Л/ ^ О при всех Я > О выполняется оценка 
|/(е~*''"^)| ^ Л / е ~ " . Тогда зпрр/«=[&, а], т. е. / ( ф ) = 0 для всякой функции 
Ф^С'[о,о], равной нулю на отрезке [Ъ, а]. Аналогичное утверждение для 
функционалов на 2'(^,а), разумеется, неверно. Однако справедливо 

Предложение 2.4. Пусть линейное отображение Р: 2'(^,а)—^Х удов
летворяет условию (*), а Ъ^{0, а). Если для каждой полунормы р^'^ 
можно указать Мр>0 так, что р{Р{е~^^'>))^Мре~^'' для всех Х>0, то 
зиррР <=[Ъ, а], т. е. Е{ц>) = 0 для любой функции ф е ,а)1 равной нулю 
почти всюду на [Ъ, а]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как отображение Р, очевидно, непрерывно 
относительно стандартной топологии в 2^,0)* то в силу предыдущего за
мечания ^Р (ф) = 0 для всякой непрерывной на [О, а] функции ф с носите
лем вне [Ъ, а]. Пусть теперь ф е 2'(^,а). Построим последовательность { ф „ } 
непрерывных на [О, а] функций, удовлетворяющую условиям, сформули
рованным в предложении 2.2. Если ф = О почти всюду на [&, а], то можно, 
конечно, считать, что и 8 и р р ( ф „ ) с : [О, Ь] для всех п. Итак, если р^^, то 

Р {Р ( ф ) ) = Р{Р'{^)-Р ( Ф п ) ) < Ч. ( Ф - Ф п ) I I I . а, 

откуда р{Р{(р)) = 0. Предложение доказано. 
2.3. Свертка. Для любых функций ф и о]) из^'^о .а) свертка ф * -ф пред

ставляет собой также функцию из 5 ' (о ,о), определяемую равенством 
^ 

( ф * Я̂ )) (г) = ] " ф — 5) Я|) (5) С?5. 
О 

Для п>2 положим ф*" = ф * где ф** = ф̂. Условимся также счи
тать, что ф * гр*" — это ф . 

Предложение 2.5. Для всякой функции -ф е 5'(о,а)» где О < ; а << оо, ряд 
2 абсолютно сходится в пространстве а ) -
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Д о к а з а т е л ь с т в о . На11дем такое число Х>0, что 11ф111,а<1, где 
= е-*'*-̂ 'ф. Так как очевидно, $*" == е-*'̂ -^ф*", то 

откуда и вытекает высказанное утверждение. Предложение доказано. 
З а м е ч а н и е . Из этого предложения (и теоремы Леви) следует, что 

для любой функции ф, локально интегрируемой на (О, «>), ряд 2 Ф*" "О-
точечно сходится почти всюду на (О, <») к некоторой локально интегри
руемой функции. 

2.4. Векторное интегрирование. Поскольку в данной работе рассмат
риваются локально выпуклые пространства, удовлетворяющие лишь 
условию секвенциальной полноты, а интегрирование отображений в пре
делах таких пространств — занятие довольно деликатное, представляется 
необходимым уточнить, в каком смысле понимаются здесь интегралы, 
а также отметить некоторые условия, при которых интегрирование 
возможно. 

Для наших целей достаточно «слабых» лебеговских интегралов. Точ
нее, отображение / промежутка А в пространство X будем считать инте
грируемым, если а;' о / е 2\я любого функционала х ^Х' и сущест-
вует такой элемент / е X , называемый интегралом / на А, что 

Отображение / : А X назовем абсолютно интегрируемым па А, если 
/ имеет интеграл на каждом промежутке, лежащем в А, и р° I для 
всякой полунормы р^^. 

В секвенциально полном пространстве X найдется место интегралу 
любого непрерывного на компактном промежутке Х-значного отображе
ния (в этом случае проходит конструкция римановского интеграла, кото
рый будет, очевидно, и слабым интегралом). Далее, если А можно пред
ставить в виде объединения последовательности таких промежутков, что 
на каждом из НРГХ отображение / абсолютно интегрируемо, и р о / е 2\. 
для всех р^^,^о^ абсолютно интегрируемо и на А. Наконец, предложе
ние 2.2 позволяет расширить запас интегрируемых отображений настоль
ко, что этого уже вполне достаточно для наших целей. А именно, если 
отображение / : А X абсолютно интегрируемо, а ф е то и отобра
жение ф/ абсолютно интегрируемо на А. Для доказательства нужно по
строить такую последовательность {ф„} простых функций на А, что 
11ф(ф„ — ф) I II , д О при м оо для всех 

2.5. Регуляризаторы. Пусть С — линейный оператор в X . Оператор 
^ ( X ) будем называть регуляризатором оператора С, если 

^с^с^^^{X) и с{С^ + ^А)^^{X). 

Например, если С имеет регулярную точку Я, то резольвента Д(Я, С) — 
регуляризатор оператора С. Еще один пример, особенно важный для 
дальнейшего. Пусть С — производящий оператор некоторой, скажем, рав
номерно суммируемой полугруппы II в пространстве X . Тогда для любой 
достаточно гладкой функции %, равной единице в точке О и имеющей 
ограниченный справа носитель, оператор ^ , определяемый равенством 

^x = ^х{г)и{()х(И,. х ^ х . 

является регуляризатором оператора С (это вытекает, например, из пред
ложения 3.8 работы [10]) . 
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Нам будут полезны следующие два утверждения об операторах, обла
дающих регуляризаторами. 

Предложение 2.6. Пусть С — линейный оператор е X, обладающий 
регуляризатором, Д — промежуток в К, а / : АX—такое отображение, 
что 1 т / с : й о т С, причем / и С! — интегрируемые на А отображения. 
Тогда интеграл отображения / принадлежит й о т С, а для всякого С-не-
прерывного оператора В {в частности, для В = С) отображение В1 также 
интегрируемо на А и справедливо равенство 

в^Г^^вг. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть прежде Ь^Ь{Х). Для интегрируемого 
на Д отображения § и функционала х ^ X' имеем 

>=. <Ь§,х'У, 

т. е. отображение Ь§ в этом случае автоматически оказывается интегри
руемым на Д и 

А А 

Пусть теперь С — произвольный оператор, ^ — его регуляризатор, 
а / удовлетворяет условиям предложения. Так как / = {С^ + 1й) / — ^С^, 
то, по доказанному, 

| / = ( С ( ? + 1Й) [ / - ( ? [ с / е й о т С . 
д д д 

Если оператор В непрерывен относительно С, то, очевидно, В^ ^ Ь (Х) и 
В {С^ + 1й) е ( X ) . Учитывая, что В1^В + 1й) / - В^С} и 

д д д д 
приходим к требуемым выводам: отображение 1>/ интегрируемо на Д и 

]в/^в{с^-{-ы)^^-в^^^^в^с^ + ^А)\|-вс^^^:^в[|. 
А А Д Д Д Л 

Предложение доказано. 
Предложение 2.7. Если линейный оператор, обладающий регуляриза

тором, допускает замыкание, он замкнут. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть С — оператор в X, а ^ — его регуляри

затор. Так как образы операторов ^ и С^ + ^6. лежат в й о т ^ , а с другой 
стороны, X = {С^ + 1й) л; + (^{—Сх) для всех х ^ й о т С, то 

й о т С = 1ш {С^ + 1й) + 1т ^. 

Если С допускает замыкание, то оператор ^ является регуляризатором 
и для с1С. Это вытекает из соотношений 

(? с1 С с: с1 с с1 {С^) = С<? = (с1 С) ^. 

Таким образом, й о т (с1 С) = 1т ( ( с1 С) + 1й) + 1т = 1т {С^ + 1с1) + 1 т ^ = 
= й о т С , т. е. С = с1С. Предложение доказано. 

§ 3. Построение возмущенной полугруппы 

Теперь можно приступить к доказательству основной теоремы о воз
мущении равномерно суммируемых полугрупп, сформулированной в § 1. 

3.1. Развернутая формулировка основной теоремы. Приведем прежде 
более подробную формулировку теоремы 1.2, указав, каким образом воз
мущенная полугруппа выражается через исходную, и оценив ее рост 
в нуле. 
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Теорема 3.1. Рассмотрим равномерно суммируемую полугруппу Т, 
е пространстве X, ее производящий оператор А и линейный оператор В, 
непрерывный относительно А. Предположим, что существуют число а>0 
и мультинорма О, эквивалентная %, такие, что для каждой полунормы 

функция •\:^д = \ВТ\й.отА\\ на (О, а). Тогда опера
тор А+В также порождает в X некоторую равномерно суммируемую 
полугруппу 8. При этом для любых х^Х и ф е а) справедливо пред
ставление 

I ц> {^) 8 {^) х(И = 2 - ^ ^ ( ф ) X, 

зде ^^„(ф)—операторы из Ь{Х), однозначно определяемые соотношениями 

а 

8^ ( ф ) ж = [ ф (1) Т (г) х(П, х^Х, 
о 

а 
8п ( ф ) ж = I {(Уа ( О ф ) ВТ {{) хйг, X е й о т А, д > 1 . 

о 

Кроме того, если для каждой полунормы р^% выбрана такая полунорма 
« 1 ^ 0 , что функция ^р = \Т{р^ интегрируема на (О, а), то {почти всю-

ду) на (О, а) справедлива оценка \8\р^^Фр,где Фр = . 2 ф р * ^ ? " — 
п = 0 

сумма в 2'\о,а)' 
З а м е ч а н и е 1. Сходимость ряда, определяющего функцию Фр, сле

дует из предложения 2.5. Если для каждой полунормы р ^ ф упомянутую 
выше полунорму ^ О можно выбрать так, что Ц Т\р^ е 2{о,аь где 
1 = ^ а ^ о о , то, очевидно, Фр^^%,а) и, следовательно, |^|р^ е 5'"о,о). 
Более того, в этом случае указанное в теореме представ-пение оператора 
^^(ф) справедливо не только для существенно ограниченных функций ф, 
но и для всех ф из класса 2'(^^а) где 1 / а + 1/а' = 1. 

З а м е ч а н и е 2. Для дальнейшего полезно отметить, что при необ
ходимости всегда, как легко понять, можно расширить О настолько, что 
каждая полунорма из 5р будет мажорироваться некоторой полунор
мой из й . 

3.2. Построение возмущенной полугруппы как распределения. Равно
мерная суммируемость и сильная непрерывность полугруппы Т, а также 
замечания из п. 2.4 позволяют корректно определить отображение 

^ ( о , а ) -^1^{Х) формулой 
а 

^9 {ф = I ф ( О ^ { О Ф ^ 3?{^,аь х^Х. 
о 

Вытекающая из условий теоремы оценка 

р(5 'о(ф)д; )^ 11ффр111,а/?1(:г), 

показывает, что, во-первых, оператор »5'о(ф) действительно непрерывен, 
а во-вторых, семейство {5о(0а(^)ф)} ( ^ ^ К ) равпостепепно непрерывно и, 
согласно предложению 2.3, сильно непрерывно. 

Пусть теперь х^АошА. Отображения Тх и АТх = ТАх непрерывны 
на (О, оо). Но тогда, в силу ^-непрерывности оператора В, и отображение 
ВТх непрерывно, а значит, то же касается и отображения ^ 

8^{с!а {Ь) ф) ВТ {Ь) X, 1>{). Если заметить еще, что 

Р {^0 {^а {1^)^)ВТ [г) Х ) < II ф Нос.а II фр Их. а%^{1)Рг (х) 
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для всех и ^ ^ ( 0 , а), то станет очевидным существование в X ин
теграла 

а 

( ф ) х = ] 8^ {оа ( О ф ) ВТ ( О ха{. 
о 

при этом, если ]э е то 
а а—г 

р ( ф ) ж < [ I 1 ф (5 + о I ф р (5) ( О ^^Р1 (Х) = 
О о 

а а 
= П I ф ( « ) I ф р — О ^^ФР1 ( О '̂ ^Рх (^) = 11Ф («) 1 ( ф р * ' Ф р ^ ) (5) ^«/ 1̂ (^)-

о г 

Полученная оценка доказывает непрерывность оператора >5'1(ф), опреде
ленного на секвенциально плотном в X подпространстве й о т Л (см. пред
ложение 3.4 из [10]), так что он допускает непрерывное продолжение 
на X. Если сохранить для этого продолжения обозначение *5 1̂(ф), то по
следняя оценка, разумеется, тоже распространяется на все пространство: 

р{3^{ц))x)^\\ц>[^рр*^Рр^)\\^^^р^{x), х^Х, р^^. 

Итак, мы пришли к такой же ситуации, что и для »?о, с той лишь разни
цей, что вместо функции фр появилась функция фр*я|)р ,̂ которая, как 
и фр, интегрируема на (О, а). Если предположить, что обобщенная функ
ция |5„_1 уже построена, то функция 15'„ получается из 3„-1 ровно так же, 
как функция получилась из «̂ о. Таким образом, доказана 

Лемма 3,2. Для всякой функции (р е 2'(^,а) определены указанные 
в теореме 3.1 линейные операторы «^^(ф), п^О. При этом для каждой 
полунормы р^Ч^ справедлива оценка 

(ф)||?<||ф (фр*^р") 
1,а 

и, следовательно, семейство операторов {8п{аа{^)ц))}эквинепрерыв-
но и сильно непрерывно. 

Из этого утверждения немедленно вытекает 
Лемма 3.3. Для любых х^Х и ф е 3^1л,а) определена сумма 

<5' (ф) ж = ^ 8п (ф) X. 

При этом 
п = 0 

•5 (ф) 11р'<|1фФр111,а 
для всякой полунормы р^%. 
_ Теперь нам предстоит изучить свойства построенного распределения 
«5̂ : .^(^,0)-^ ^ (X) и, в частности, доказать, что 5̂ — обобщенное реше
ние уравнения 8' = {А-\- В)8. 

3.3. Свойства построенного распределения. Пусть 3)а означает сово
купность всех непрерывно дифференцируемых на отрезке [О, а] функ
ций ф, для которых ф(а) = ф' (а) = 0. 

Лемма 3.4. Для любых ф ̂  3)а и п^О справедливы включения 
Л<5„(ф), 5 5 „ ( ф ) е Ь ( Х ) и неравенства 

\\в8пШ1<\\ч>^7"'''^1,а, 9 е й . 
Кроме того, имеют место соотношения 

8, (ф) Л ^ А8, (ф) = - ф ( 0 ) - 5о (ф ' ) , 

^ „ ( Ф ) Л + 5 ' „ _ , ( ф ) 5 ^ Л 5 „ ( ф ) + 5 ^ „ _ 1 ( ф ) = - ^ „ ( ф ' ) , п>1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из предложения 3.8 работы [10] следует, что 

1т 5о (ф) с: й о т А и 
5о (Ф) Л с А8, (ф) = - ф (0) - 5о (ф ' ) . 
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Пользуясь уже знакомыми нам аргументами, а также предложением 2.6, 
для всякой точки X из й о т А получаем равенство 

и. 
(ф) л: = [ ф (О ВТ (1) хйг. 

о 
Таким образом, 

д{ВЗ,{^)х)^Ц^^\,,аЧ{х), 
Из непрерывности операторов (ф) и Л<5'о(ф) вытекает непрерывность 
и оператора 5(5о(ф), так что последняя оценка справедлива для всех 
х^Х. Итак, для п = О лемма доказана. 

Предположим теперь, что все утверждения леммы установлены для 
п^к — \, где /с ^ 1. Можно также считать, что для каждого такого п се
мейство операторов {А8п{Са{Ь)^)) ( ^ ^ 0 ) равностепенно непрерывно и 
сильно непрерывно, поскольку, в силу соотношения 

А8, (Оа (О ф) = - ф (О - -̂ 0 (Оа (О ф') 

И леммы 3.2, это верно при п = 0. 
Пусть х^&отА. Благодаря отмеченному только что обстоятельству, 

отображение А8п{0а^)ВТх непрерывно на (О, о о ) и, ввиду имеюш;ихся 
оценок, абсолютно интегрируемо на (О, а). Таким образом, из утвержде
ний леммы для тг = О вытекают равенства 

а 
А8^ (ф):г= I А 8 ^ (Оа (О Ч>)ВТ (О х(И = 

о 
а 

= - 1 (Ф {г) ВТ {г) х-\-8, {Оа {I) ф') ВТ {^) х)(И = - В8„ (ф) х - 8 ^ (ф') х. 
о 

Если же к>2, то, аналогично, 
а 

{(р)х=] А81,.г {Оа {I) Ц>)ВТ (О ха1 = 
о 

а 

- - [ {В8п-2 К (О Ф) + {(Уа {{) Ф ' ) ) ВТ (О ха1 ^ - ВЗ^-^ ( ф ) х - 8 ! , { ^ ' ) х . 
о 

Так как оператор А замкнут, а В8к-1{ц>) и 5 й ( Ф ' ) непрерывны, то ра
венство 

АЗ, (ф) X = -ВЗ,-, {ц>)х-8,{ср')х, 

установленное для х^ АотА, распространяется на все элементы х^Х. 
Для обеспечения индукционного шага необходимо подчеркнуть, что 

семейство {А8к{0а{{)^)} {^^0) равностепенно непрерывно и сильно не
прерывно, так как этими качествами обладают семейства {В8}^-^{аа{^)(^))} 
( ^ ^ 0 ) и { 5 Л а . ( 0 ф ' ) > ( ^ ^ 0 ) . 

Теперь установим требуемые оценки на оператор В8,{ср). Для 
X е й о т А из формулы 

а 

5 5 , (ф) х = ^ 55й-1 к (̂ ) Ф) ВТ (О хаь 
о 

легко получаем неравенства 
а а—1 

д {В8„ {ч>)х)^^ ^ IФ + 5) 1 {8) ^8% {I) (Ид {х) = 
о о 

а а 

о { 
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Так как операторы Л8,{ц)) и ^ЙСФ) определены и непрерывны на X, то И: 
В8^{ц))^ Ь{Х), поэтому полученная оценка справедлива для всех х^Х. 

Нам осталось убедиться в том, что 
8,{ср)Ах = -8,-, (ф) Вх - 8, (ф') X 

для любого элемента х^&отЛ. Пусть прежде х^&ош{А-). Для такого х 
отображения Тх и АТх = ТАх, а вместе с ними и ВТх, непрерывны на 
[О, °°) и непрерывно дифференцируемы на (О, о о ) . При этом, как легко 
понять, {ВТх)' =В{Тх)' =ВТАх на (О, о о ) . Отсюда 

5^ (Ф) Ах - ] 8^_^{аа {I) ф) {ВТхУ {Ь) аь = 8^-^ (а« (а) ф) ВТ {а) х -
о 

а 
- 8и-г {Оа (0) ц>)ВТ{0)х~^[-^ 5 , _ , {Оа (О ф)}ВТ {г) хйЬ = 

о 
= -8и-г (Ф) Вх-8^,{^')х. 

Если же л; — произвольный элемент из й о т Л, то, согласно предложениям 
4.2 и 2.6 из [10], можно указать такое семейство (жа) (1от(у1^), что 
з:^-^ X и Аха Ах. Следовательно, и Вха. Вх, откуда вытекает справед
ливость нужного равенства для данного элемента х. Лемма доказана. 

Лемма 3.5. Если ф ̂  3)а, то 

5 (ф) ( Л + 5 ) с = ( Л + 5 ) 5 ( ф ) = - ф ( 0 ) - 5 ( ф ' ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для х ^ й о т Л из предыдугцей леммы_ непо
средственно получаем равенство 8{^) {Ах +Вх)=^—(р{{))х — 8{^')х. 
Пусть теперь х^Х. Из оценок, указанных в лемме 3.4, и предложения 
2.5 следует сходимость ряда 2 В8п (ф) х. Тогда в силу тождества 

Л 5 Д ф ) = - 5 5 „ _ , ( ф ' ) - 5 „ ( ф ' ) , п-^{, 

•сходится и ряд 2 А.8п (ф). Но А — замкнутый оператор, так что 8{^)х^ 

^ й о т А и 

А8 (ф) .г = 2 А8п (ф) X. 
Т1=0 

Ввиду Л-непрерывности оператора 5 имеем 8{ц))х^йошВ и 
оо 

В8 (ф) ж = 2 В8п (ф) X. 

Пользуясь еще раз леммой 3.4, получаем равенство {А+В)8{ц))х = 
= —(р{0)х — 3{ц)')х. Лемма доказана. 

3.4. Порождение полугруппы возмущенным оператором. Начнем с то
го, что построим квазирезольвепту оператора А+В, обладающую нужны
ми свойствами. 

Лемма 3.6. Пусть Ъ^{0, а), а к — функция из класса 3!)а, для кото
рой 1т /г <= [О, 1]и к {I) = 1, если I ^ [О, Ъ]. Для Я > О положим 

Р{Х) = 8{е-'-^-^к), ц(Я) = 5 ( е - ^ ' > Г ) . 

Тогда Р —_квазирезольвента оператора А + В на интервале (О, о о ) , ото
бражение |х — остаток Р, а пара {а, Ъ) — показатель убывания \л. Кроме 
того. 

Р'^''\'К)\1'<1е-'''еФр{1)<И 

для всех и ^ О , /7^5)3 и Я > 0 . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 3.5 непосредственно вытекают соот
ношения _ _ 

Р (К) {А+В) а {А + В)Р (Я) = - 1 а + ЯР(Я) -|я (Я). 

При этом отображения Р и |л, очевидно, бесконечно дифференцируемы и 

\^'''\1) = 8(^^^{е-и-^) к' 

для всех ?г > О и Я > 0. Таким образом, если р ^ то в силу леммы 3.3 
о 

1 1 ( ^ ) I ? < I е-'-'е I к' {I) 1 Фр {г) й1 < е - ^ ^ Ц к' | и , а Ц Фр 111,а, 
о 

т. е. пара (а, Ъ)—показатель убывания остатка ц, и, аналогично, 

(Я) 
1Л 

I е"'^*^''/^ {г) Фр (О б̂ .̂ 

Лемма доказана. 
Лемма 3.7. Оператор А+В замкнут. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как оператор А+В имеет квазирезольвен

ту, то согласно предложению 2.5(а) из [10] он допускает замыкание. Кро
ме того, А + В обладает и регуляризатором. В самом деле, если функция 
1 ^ 2^а такова, что х (0 ) = 1 и х ' ^ 2)а, то в силу леммы 3.5 

8{г) (Л + 5)с= (Л + В)8{г) = -И-8{х')^1 {X) 

и, аналогично, 
{А+В){{А+В)8{х) + 1й)=--{А+В)8{х')^Ь{Х), 

т. е. 8{х)—регуляризатор оператора А + В. Остается сослаться на пред
ложение 2.7. Лемма доказана. 

Лемма 3.8. Оператор А+В является генератором некоторой равно
мерно суммируемой полугруппы 8. При этом для каждой полунормы 

р 
р е ^ почти для всех I ^ (О, а) выполняется оценка || 5 {{) \\р ^ Фр (^). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существование равномерно суммируемой по
лугруппы 5 с производяпщм оператором А + В вытекает из лемм 3.6 
и 3.7, а также теоремы 4.3 из [10]. Из той же теоремы следует, что 
для каждой полунормы р ^ 5̂  оценка Ц ||р̂  ^ Фр выполняется почти 
всюду на промежутке (О, (Уа — 6 ) ^ ) , где Ъ — точка из леммы 3.6, 
в качестве которой может быть взята произвольная точка интервала 
(О, а). Лемма доказана. 

3.5. Связь между построенными распределением и полугруппой. 
Для завершения доказательства теоремы 3.1 нам остается убедиться 
в справедливости равенства 8{ср) = 8{(р), где 

8{ц>) = ^^{^)8{^)а^, ф 2 

Лемма 3.9. Если & ^ ( О , а), а к — функция из леммы 3.6, то семей
ство операторов 

{е"-' {8{е-'^'к) - 8 (е-^(>/г))} (Я > 0) 

равностепенно непрерывно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Наряду с операторами Р(Я) и ^1(Я) из лем

мы 3.6 рассмотрим операторы 
Р{1) = 8{е-'^-^к), ц(Я) = 5 ( е - ^ ' > Г ) , 
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где Я > 0. Как вытекает из предложения 3.8 работы [10], справедливы 
соотношения 

Р(Х) {А+В)<=:{А+В)Р{X) = ХР(Я)-1(1 - ц(Я) . 

Поэтому, как легко видеть, 

Р (Я) - Р (Я) = Р (Я) [Г(Я) - IX (Я) Р (Я). 

Если воспользоваться оценками, которые нам доставляют леммы 3.3 
и 3.8, то для любых х^Х ж мы получим 

р(Р{к)х-Р (Я) а ; ) < 211 Фр 1,^ \\^ \\г,а 11 к' \\^,а е " ' ' ( 1̂)1 (х). 

Лемма доказана. 
Лемма 3.10. Для любой функции ц>^2'^,а)Операторы «5(ф) и <5(ф) 

совпадают. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем х^Х, 6 ^ ( 0 , а) и функцию к,. 

как в лемме 3.6. Полагая 

Р{ц>) = 8{Щх-8{Н(р)х, ц>^2Го,аь 

мы получим распределение Р: 2'(^,а)-^X, которое, в силу лемм 3.3 и 
3.8, удовлетворяет условию (*) из п. 2.2, а именно: если р^^ и др = 
=^2р,{х)Ф^„ то 

1,а, (0 ,а) -

Лемма 3.9 позволяет воспользоваться предложением 2.4, согласно кото
рому 8ирр^^с1:[6, а ] . Таким образом, если функция ф е 5 ' { ~ , а ) такова, 
что ф (^) = О почти для всех точек ^ е [Ь, а], то йф = ф почти всюду на» 
[О, а] и, следовательно, 3{^р)х — 8{ц))х = Р{ц)) = 0. Пользуясь еще раз 
неравенством ( * ) , заключаем, наконец, что 8(ц))х = 8{(р)х для всех 
Ф е 5'о^,а). Лемма доказана. 

Итак, теорема 3.1 полностью доказана. 

§ 4. Возмущение абелевских и чезаровских полугрупп. 
Сильно ограниченные операторы 

Представление возмущенной полугруппы, полученное в основной, 
теореме, позволяет доказать устойчивость некоторых дополнительных 
свойств равномерно суммируемых полугрупп. В качестве примера мы 
рассмотрим два важных класса полугрупп, обстоятельно исследовав
шихся в классической теории [2 ] . Речь идет о полугруппах, обладаю
щих определенными эргодическими свойствами, связанными с поведе
нием абелевских и чезаровских средних. 

Здесь же будет указан один просто описываемый класс возмуще
ний, удовлетворяющих рассматриваемым в этой работе условиям. 

4.1. Абелевские полугруппы. Пусть Г —равномерно суммируемая. 
полугруппа. Положим 

о 

Полугруппа Т называется абелевской, если для некоторого (а тогда, 
очевидно, и для любого) числа а > 0 семейство операторов {^^т(Я, а ) } 
(Я > 0) равностепенно непрерывно. Легко показать, что из этого усло
вия вытекает (сильная) сходимость ^^т(Я, а ) к оператору 1(1 при Я-> «з. 
Обратное утверждение также верно, если, например, пространство бо 
чечно. 

Теорема 4.1. Если операторы А и В удовлетворяют условиям теоре
мы 1.2, причем полугруппа, порожденная оператором А,— абелевская, 
то и оператор А+В порождает абелевскую полугруппу. 
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З а м е ч а н и е 1. Если Г —равномерно суммируемая полугруппа в 
-банаховом пространстве, то для любого достаточно большого к опреде
лен оператор Л,"*^^г(Х, оо), являющийся резольвентой Я {к, А) произ
водящего оператора А в точке X. Принадлежность полугруппы Т абелев-
скому типу, очевидно, равносильна соотношению 

Иш %Я (Я, А) = 1Л. 
Я,-*оо 

Что касается условий теоремы 4.1, то в данном случае они означают, 
что для Л-непрерывного оператора В функция ^1-»-115Г(^) I й о т ЛИ ин
тегрируема в нуле. Таким образом, для банахова пространства теорема 
4.1 — это основная теорема Р. Филлипса о возмущении абелевских по
лугрупп (в его терминологии — полугрупп класса ( 1 , А), см. [2, с. 419]) , 

З а м е ч а н и е 2. Возвращаясь к условиям теоремы 4.1, заметим, что 
если 5 — полугруппа, порожденная оператором А + В, то для любых 
Я > О и ^ ^ [О, а] справедливо равенство 

оо 

П = 0 

где Ао{Х, 1) = ^т{к, ?), а операторы Л„(Я,, 1)^Ь{Х), п>1, однозначно 
•определяются по формуле 

< 

Ап (Я, = ^ (Я, г — 5) ВТ {$) хйз, х е й о т А. 
о 

Здесь и далее используются обозначения, введенные в формулировке 
теоремы 3.1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . (1) Докажем прежде последнее 
утверждение о разложении абелевских «средних», которое, кстати, спра
ведливо для произвольных равномерно суммируемых полугрупп. Фикси
руем Я > 0 , ^ ^ ' [ 0 , а] и определим функцию ф, полагая ф(5)=Я«5~*'% 
если О ^ 5 ^ ,̂ и ф (5) = О, если ^ < 5 ^ а. Согласно теореме 3.1 

^ 5 (К о = ^ (ф) = 2 (ф),; 

Ж нам достаточно для всякого проверить равенство 5 „ ( ф ) = 
= Ап (Я, О • С этой целью возьмем к ^ [О, ]̂ и заметим, что 

г-н 

^0 К (Щ Ф) = I Хе-^^'+'^'^Т (з) аз = е-^А, (Я, 1-к). 
о 

Если для всех таких к уже установлено равенство 5 „ _ 1 ((Тв(Д)ф) = 
= е - ' М „ _ 1 ( Я , {-к), то 

<-л 

8п{<Уа (к) ф) = с1 I (Я, 1-к-з)ВТ[з)\т Айз = 
о 

= ё-^^Ап{Х,1-к). 

При /г = О получаем требуемое утверждение. 
(2) Теперь изучим поведение семейства ^т{Х, V) как функции 

ют I . Пусть О < « 1 ^ ^1 ^ ^2 =^ « 2 и Я > О, Из равенства 

?̂ 
^ т {К — {К х̂) = Я ] е~^^Т {{) йЬ 

Ч 

ясно, что если при некотором > О семейство операторов {б4-т{Х, и)} 
( Я > 0 ) оказалось равностепенно непрерывным, то таким же будет и 
семейство Ыт{Х, г)У {XX}, а^^г^а^). 
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Итак, если Т— абелевская полугруппа, то в силу отмеченных об-
стоятелБСтв семейство операторов •{,я^т(Я,, I)} (Я > О, а/2 < а) фавно-
степенно непрерывно. Если еще учесть равенство 

и принять во внимание равномерную суммируемость полугруппы Т, то 
станет ясно, что для каждой полунормы можно подобрать такие 
полунорму р^^ п функцию ц>р^2'1о,а), что ДЛЯ всех А , > 0 и ^ ^ [ 0 , а] 

справедлива оценка * ) 1 Р = ^ Ф Р ( ^ ) -
(3) Пусть, 'как и ранее, = \\ВТ'\АотА11 для ;всех ^ ^ й . Тогда, 

по индукции, для произвольного 'п'Х) легко выводим оценки 

\\Лп (К ^ ) I ( ? * - ^)А|^р ( ^ ) = (5Р *л|)7) ( 0 . 
о 

(4) Полученные оценки нам удобнее использовать в интегрально!! 
форме. В связи с этим заметим, что если А , > 0 и (рх{8)=^Хе~'"'{а —з), то 

а—1 

Хе~^^^+'^ {а-1-8) Т{^)а8 ^ 0 к (О ФО = 

а—1 и а—1 
= [ Я ] е~^'Т (5) аз ^ е~^^ | (Я, и) 

откуда в силу рекуррентных соотношений для 5„ и Ап последовательна 
выводятся равенства 

а—1 

(Оа (О Фх) = 1 (Я, и) йи 
о 

для всех п > 0. Таким образом, 

8Ы=1^]А^{К1)СИ, Я > 0 . 
.п=о 

(5) Нам осталось подвести ^нтоги. Из доказанного в (3) и (4) сле

дует, что 115 (фл) Фр 1.а, где Я > 0 , и 
ОС 

Ф р = 2 Фр*г1з1" 
П = 0 

— сумма в 2\а,а)- Отсюда в силу очевидного равенства 
а 

^8 {К « ) = 4 - («^ (ФО + с ^^е-^'3(1) аг) 

следует равностепенная непрерывность операторов (Я, а ) , Я > 0. 
Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 3. Доказательство теоремы -можно немного сокра
тить за счет (не совсем типичных для этой работы) рассуждений, опи
рающихся на отмеченную в п. 2.3 поточечную сходимость «сверточных» 
рядов. 

4.2. Чезаровские полугруппы. Если Г —равномерно суммируемая 
полугруппа, а р > О, то для любого ^ > О определен оператор 

I 

' ^ 1 {^)=-^^{1-^-'Т{з)йз, 

174 



называемый чезаровским средним порядка Р полугруппы Т на проме
жутке (О, I ) . Полугруппу Т называют чезаровской тюрядка ^, всвп для 
некоторого (а тогда, разумеется, и для произвольного) числа а > 0 се
мейство операторов {*^т (0] ( 0 < * < а ) равностепенно непрерывно. 
Нетрудно показать, что для ^-чезаровской полугруппы Т операторы 

(*) Стремятся (в сильном смысле) к 1Й при ^ + 0 . Если же про
странство бочечно, то верно, конечно, и обратное утверждение. Заме
тим еще, что класс ^-чезаровских полугрупп тем шире, чем больше 
но все чезаровСкие полугруппы принадлежат абелевскому классу (см., 
например, [2 , с. 520}) . 

Теорема 4#2. Если отраторы Л и В удовлетворяют условиям теоре
мы 1.2 и, кроме того, полугруппа, порожденная оператором А,— чеза-
ровская данного порядка ^, то и оператор А+В порождает чезаровскую 
полугруппу порядка р. 

З а м е ч а н и е 1. Для чезаровских полугрупп порядка 1 в банахо
вом пространстве — это один из результатов Р. Филлипса [2, с. 416]. 

З а м е ч а н и е 2 . В условиях теоремы 4.2 будет доказано также, 
что для любого Ь е [О, а] справедливо равенство 

^ 1 = =21 с1 ( 0 . 
Т1=0 

где С5 (О = "^т, а операторы Сп^^) е Ь (Х), п^ 1, однозначно опреде
ляются по формуле 

{^) х=^^ ( 1 - « г 0^ (I- 8) ВТ (8) хаз, х ^ й о т л . 

Здесь, Как и в предыдущем разделе, безоговорочно используются обозна
чения, введенные при формулировке теоремы 3.1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . (1) Сначала установим необхо
димые оценки для операторов {̂ ) и попутно обоснуем коррект
ность и^ определения. Пусть р^%, а полунорма ^ р ^ ^ такова, что 

^ г ( 0 | | р ^ 1 для всех (О, а] . Так как семейство ^т{^), 0<1^а, 
очевидно, сильно непрерывно, то для всякого элемента х е й о т А (в си
лу обстоятельств, не раз уже встречавшихся нам в аналогичных ситуа
циях) , в пространстве X определен интеграл 

с1 (О X = } (1 - зг-")^ с1 {I - 8) ВТ {з) хаз. 
о 

Ясно, что отображение С\х непрерывно на (О, а] . Из оценки 

р{С\{1)х) ^~{з)а8р{х), р^% 

следует, что каждый оператор С1 (̂ ) продолжается по непрерывности 
на X и возникающее тем самым семейство {^1(0) ( 0 < * < ^ ) из Ь.{Х) 
равностепенно непрерывно, а значит, и сильно непрерывно. Кроме того, 
предыдущая оценка верна уже для всех х^Х. Продолжая эти рас
суждения, мы увидим. Что интересующие нас операторы действительно 
корректно определены указанным в теореме соотношением и 

I 

IIс1 (г)Е<Iя])-"(з)а8,о<1^а, р^^. 
о 

(2) Пусть теперь 

71=0 
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в силу доказанных оценок этот ряд сходится (как обычно, в сильной 
операторной топологии) и 

11 п>1 ^ 
5Р. 

1,а 

Итак, семейство {С^(^)} (О < ^ < а) равностепенно непрерывно, и нам 
остается убедиться в справедливости равенства {{) = (̂ ) для всех 
^ ^ ( 0 , а]. Этим мы сейчас и займемся. 

(3) Нам придется рассмотреть два случая: и 0 < р < 1 . Дело 
в том, что лишь при ^ ̂  1 функция ф, определенная равенством <р («) = 
= {а — 8)^~\т классу 5^( ,̂0) и мы можем непосредственно 
воспользоваться утверждением теоремы 3.1, записав разложение 

оо 

^ 1 (О = I 5 (Оа (а - о Ф) = 2 ^ Зп {Оа (а -г)ц>). 
п=0 

Для получения требуемого равенства в рассматриваемом случае нужно 
только заметить, что 

^8,{аа{а-{) ф) = СР ( 0 

для всех п^О и ^ ^ ( 0 , а]. В самом деле, для п = 0 это совсем просто: 

* 

I 5о (Оа (« - ^) Ф) I I (« - 8)^-'Т (8) а8 ^ с1 Ц). 
О 

Если же аналогичное соотношение установлено для 8п-1 и Сп-г при 
некотором п ^ 1, то 

I 

|- 5 „ (Оа (а - г) ф) а: = I I 8п-г {Оа { а - { 1 - 8)) ф) ВТ («) хйз = 
о 

I 

= I (1 - 5Г^)РС^1 {I - 8) ВТ (5) хд,8 = Й {^) х. 

Здесь имелось в виду, что х^ &ошА, но в окончательном равенстве 
это предположение не требуется. 

(4) В случае ^ < 1 дело обстоит несколько сложнее и нам придется 
прежде более обстоятельно изучить операторы Сп{^). Начнем с того, 
что для всякого ^ > О установим равенство 

(О = ( - ы + ' 8 ' ^ ( О Х ^ > о 

(справедливое для любых равномерно суммируемых полугрупп). В са
мом деле, если х^АотЛ, то 

I 

(О X - ^ I {I - 8)^г (5) Хй8 = 

Р + 1 - 1^х + Р I - 8)^~^Т (5) Хй8 \=^-±Л{-х-\-^% {I) х). 

Так как оператор А замкнут, а (О и '^т^'^ (^ непрерывны, то по
лученное соотношение распространяется на все элементы х^Х. 
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Выберем теперь х из йот Л и, пользуясь утверждениями из п. 2.4 
и 2.5, заметим, что 

о 

(1 _ 5Г')^ ( - 5 Г (5) х^С1{1 — 8) ВТ (5) а:) 6̂ 5 = 

^ - ВС1+^ {I) XЦ^С1{1)х. 

Р + 1 

Здесь мы применили и предыдущее соотношение. Оно же показывает, 
что оператор АС^'^^ (1) определен и непрерывен на X , так что, ввиду 
Л-непрерывности оператора 5 , и ВС^^'^ {I) ^ Ь {X). Поэтому, благодаря 
замкнутости оператора Л, полученное равенство распространяется на 
все х^Х. Такие же аргументы приводят, по индукции, к тождеству 

Ас1'^'{1) + вс1±\{1)==Ц^с1{г) 

для любого п ̂  1. 
Несложные вычисления показывают также, что для любых д ^ О 

и а] справедлива оценка 

\\вс1-'Ч^)1<Ц^иТ^'Л\г,а. 

(5) Теперь легко прийти к требуемому выводу. Действительно, из 
отмеченной только что оценки для всякого I ̂  (О, а] вытекает сходи-* 
мость ряда 

1^вс1^^{ь), 
71=0 

Но тогда, как показывают полученные в (4) тождества, сходится и ряд 

Поэтому в силу замкнутости оператора Л и относительной непрерывно-* 
сти оператора В имеют место равенства 

П = 0 

Пользуясь еще раз тождествами из (4) и установленным уже равенст
вом С^'^ ^{{) = ^8^^ {{) (ведь р - 1 - 1 > 1 ) , приходим к следующей це
почке соотношений: 

= Ы + 
Р + 1 

= Ы + 

71=0 

ф ( - 1а + С? (0 ) + 2 ф с1 ( О ) = 
п=1 

Р + 1 \7г=о п=1 

= + Р Т 1 + ^ ) = ^̂ 1 + ( - 1(1 + (О) = ^ 1 (О-

Теорема доказана. 
4.3. Сильно ограниченные операторы. Одним из замечательных ре

зультатов теории возмущений Р. Филлипса является теорема об устой-
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чивости различных классов полугрупп относительно возмущений их ге
нераторов непрерывными операторами. Для доказательства теоремы 
достаточно заметить, что такие операторы в случае банахова простран
ства принадлежат рассматриваемому классу возмущений. Если же про
странство всего лишь локально выпукло, непрерывность оператора не 
обеспечивает выполнимости используемых здесь предположений. Разу
меется, эти предположения могли бы быть менее жесткими, однако 
сейчас дело не в них. Оказывается, производящие операторы (сколь 
угодно хороших) полугрупп в ненормируемых пространствах просто не* 
выдерживают возмущений непрерывными операторами. Пример легко-
найти в пространстве Х = т й И т К ' ' , которое состоит из всех финитных 
вещественных последовательностей и снабжено локально выпуклой то 
пологией строгого индуктивного предела пространств К". Это простран'* 
отво полно, бочечно, борнологично и т. п. Рассмотрим операторе? в 
который каждый элемент х =^ е X переводит в элемент у = {?/„} е X, 
где у%'^0 а у„+1 = Хп для всех п> 1. Оператор В непрерывен. Тем не 
менее, если дифференцируемое отображение и: [О, оо)-*-Х удовлетво
ряет уравнению и{^) = Ви{^), ^ ^ 0 , то, как нетрудно убедиться, и = 0. 
Поэтому оператор В не может порождать какой-либо полугруппы в X . 
Следовательно, не порождает полугруппы и оператор Л + еВ, где е =^0, 
а А = (й • 16. — генератор группы {е"* • 1(11^ ̂  К} (здесь са — произвольное 
вещественное число). 

В связи с указанным обстоятельством любопытно отметить, что для 
локально вьшуклых пространств все же существует аналог сформули
рованной выше теоремы Р. Филлипса. Линейный оператор В, опреде
ленный на всем пространстве, назовем сильно ограниченным, если обра» 
В[У] некоторой окрестности нуля V есть ограниченное множество. 

Теорема 4.3. Если А — производящий оператор некоторой равно
мерно суммируемой полугруппы в локально выпуклом пространстве, 
а В—сильно ограниченный оператор, то выполнены условия теоремы 
1.2. Таким образом, оператор А+В также порождает некоторую равно
мерно суммируемую полугруппу. Если же исходная полугруппа равно
мерно суммируема в той или иной степени или принадлежит абелев
скому классу или, наконец, является чезаровской данного порядка, то и: 
«оамущенная полугруппа обладает соответствующим свойством. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как оператор В, разумеется, непрерывен,, 
то он, в частности, и непрерывен относительно А. Теперь построим: 
мультинорму О, удовлетворяющую нужным условиям. Нехитрые рассуж
дения, связанные с функционалами Минковского, показывают, что силь
ная ограниченность оператора В равносильна существованию такой: 
полунормы р что \\В^<: оо для всех р^% Если Т — равномерно 
суммируемая полугруппа, порожденная оператором А, подберем полу
норму д ^ ^ так, чтобы функция / Ц Г (̂ ) |̂  была интегрируемой 
от О до 1. Пусть 0 = { д е ф | д ^ д } . Ясно, что мультинорма О эквива
лентна Если же д^Сх, то для всех ;^^(О, 1) ж х^Х получаем 

д{ВТ{{) х)^\\В^\\(О \1д{х) < Ц 5 | Г ( 1 ) | д (х), 

что и нужно было. Теорема доказана. 
Устойчивость полугрупп класса Со относительно сильно ограничен

ных возмущений была доказана Е. В. Мельниковым. 

§ 5. Возмущение непрерывных в нуле полугрупп 

Обсудим в заключение вопрос о возмущении классических Со-полу-
групп. Здесь мы рассмотрим несколько иной способ построения возму
щенной полугруппы, хотя, как и выше, основным средством исследова
ния для нас будет аппарат квазирезольвенты. 
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5.1. Теорема Миядеры — Дембарта. Для полугрупп класса Со рас
смотренный ранее класс возмущений может быть расширен. 

Теорема 5.1. Пусть А — производящий оператор Со-полугруппы Т 
в пространстве X, оператор В непрерывен относительно А и сущест
вуют такие число а > О м мультинорма О, эквивалентная что каждой 
полунорме дг^О можно сопоставить числа щ^О и Кд^{0, 1) , удовлет
воряющие условию 

а 

С е~'^'^'д (ВТЦ) х) ё1 < Кдд {х), х^ йот А. 
о 

Тогда оператор А+В также порождает некоторую полугруппу в X клас
са Со. При этом если 8 — искомая полугруппа, то для любого I ^ [О, а] 
справедливо равенство 

оо 

где 8(^{^) = Т{^), а операторы 8„{1)^Ь{х), п> {, однозначно определя
ются по формуле 

г 

8п Ц)х = 1 8 п - х { ^ — 5) ВТ [8) хйв, X е йот А. 
о 

Наконец, для каждого м ^ О отображение 5 „ : [О, а\-^Ь{Х) сильно не
прерывно, а для всякого элемента х^Х ряд, определяющий 8{{)х, 
сходится равномерно относительно I из отрезка [О, а ] . 

Указанное в теореме условие на возмущающий оператор действи
тельно слабее, чем в теореме 1.2. В самом деле, предположим, что для 
полунормы д ^ О можно найти функцию е 2'((,,а)-, для которой почти 
при всех ^ ^ ( 0 , а) и для всех ж ^ й о т / 1 выполняется оценка д{ВТ{1)х)^ 
^'^^{^)д{x). Тогда мы выберем ( 0 , ^ 0 с тем расчетом, чтобы было 

К^ = \е''^'^^'\^\,а< 1, 

и заметим, что для таких Шд и справедливо указанное в теореме 
неравенство. С другой стороны, из условия теоремы 5.1 нельзя вывести 
условия теоремы 1.2. 

Для банаховых пространств сформулированная здесь теорема экви
валентна теореме И. Миядеры [11]. В случае локально вьшуклых про
странств теореме 5.1 предшествовала и аналогичная ей теорема Б. Дем
барта [12] , которая, собственно, и побудила автора заняться вопросом 
о возмущении полугрупп. Теорема Б. Дембарта, явившаяся, по-видимо
му, первым существенным результатом о возмущении полугрупп в не
нормируемых пространствах, все же несколько уступает теореме И. Мия
деры в том отношении что в ней не устанавливается замкнутости 
возмущенного оператора, а утверждается только, что его замыкание 
порождает полугруппу класса Со. Теорема 5.1 устраняет этот недоста
ток и, кроме того, содержит чуть меньше требований, чем в теореме 
Б. Дембарта, в которой (если пользоваться нашими обозначениями) 
предполагается, что (йд = 0 и К^^^К-^! для всех ^ й . Предлагаемое 
ниже доказательство основано на иных методах, чем в [12]. 

5.2. Сходимость усредняющего ряда. Прежде всего для каждой по
лунормы р^^ фиксируем полунорму / > 1 ^ й , для которой р{Т{1;)х)<, 

Рх(х) при всех х^Х ш 1^[0, а]. 
Если х^йотА, то определен интеграл 

1̂ {г)х = 18о(г - 5 ) В Т ( 5 ) х а з . 
о 

При этом, в случае 0 < ^ < а для каждой полунормы р^^, очевидно, 

Р (^1 (О ^) ^ ^ / Кц^>1 {х}. Таким образом, можшо считать, что по-
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строен оператор 81{Ь)^Ь{Х) и 

•̂ 1 (О II? < е^'^'^Кр^, е 5Р, О < ^ < а. 

Так как для х е йот А отображение 1512;, разумеется, непрерывно на 
[О, а], то, в силу последнего неравенства, это верно и для произвольного 
х^Х. Сильная непрерывность отображения 8 п на {О, а] и оценка 

II (О I ? < е'̂ '̂̂ 'х^ ,̂; р е о < г < а, 

выводятся из соответствующих свойств отображения 8п-1 для произ
вольного 7 г > 1 точно так же, как в рассмотренном только что случав 
п = 1. Итак, равенство 

оо 

П = 0 

определяет при каждом * ^ [ 0 , а] линейный оператор 5 ( ^ ) в X , для 
которого 

^ (^) ТР' < е"""''' (1 - КрУ, р^^. 
При этом, для всех х^Х ряд, определяющий 8{1:)х, сходится равномер
но по ^ ^ [О, а] и, следовательно, отображение 8х непрерывно на от
резке ГО, а]. 

5.3. Квазирезольвента возмущенного оператора. Доказательство того, 
что 5 — это «часть» некоторой полугруппы класса Со, проведем с по
мощью аппарата квазирезольвенты. С этой целью для каждого Я по
ложим 

Р (Я) = ] е-^^ (г) (Я) = — е -^ "5 (а) 
о 

и докажем, что Р — квазирезольвента оператора А+В с остатком ц. 
Изучим прежде операторы 

о 

где л > О и ^ е [О, а]. Несложными вычислениями можно убедиться в 
справедливости равенства 

Рп (Я, 1)х = 1 е~^Рп-1 (Я, 1—8) ВТ («) хйз^ 

о 
где х^АотА и п> 1. Далее, как отмечено в предложении 4.2 из [ 1 0 ] , 

Ро (Я, г)Ас= АРо (Я, О = ^Ро (Я, О -1<1 + е " " 5 э (г). 

Отсюда, пользуясь предложением 2.6, для х ^ йот А получаем соот
ношения 

I 

ЛР^ (Я,; О = I е~^МР„ (Я,; 1-8) ВТ («) яг̂ гв = 
о 

= ЯР1(Я, О л : - № ( Я , 0 ж + е"" '5 , (0а; . 

В силу Л-непрерывности оператора 5 , оператор ВРо{Х, ^ ) , вместе с опе
раторами Ро (Я, Ь) и ЛРо (Я, Ь), определен и непрерывен на X. Поэтому 
замкнутость оператора Л позволяет заключить, что операторы слева 
и справа в последнем соотношении совпадают на всех х^Х. Точно так 
же и для всякого п'^ 1 устанавливается равенство 

АРп (Я, о : = ( Я , о - вРп-1 (Я, г}+ е-''8п (о:. 
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Теперь займемся выводом аналогичного равенства, в котором операторы 
А я В действуют первыми. Если х е йот (А^), то, как легко понять, 
{ВТх)' ВТ Ах на (О, «о) и ВТ{8)х-^Вх при 5 - ^ + 0 . Кроме того, 

Поэтому для всех тг ^ 1 получаем 
г 

Рп {X, ^) Ах = ^ е-'^'Рп-х {К ^ - ^){ВТ (8) хуаз^^ 
о 

= - Рп-г{К ^)Вx + X^е-'^'Рп-г (К ^-в)ВТ(з)х^з + 
о 

* 

+ е~^^ I 8п-1 {Ь — 5) ВТ {з) хаз = 
о 

= - Рп-х (К ^) Вх + ХРп {X, 1)х + е-^'8п {^) х. 

Мы уже отмечали в аналогичной ситуации (при доказательстве леммы 
3.4), что оператор А восстанавливается замыканием по оператору 
Л \) (см. [10]). Отсюда легко следует, что равенство 

Р„(А, г)Ах = ХРп{Х, г)х-Р„-,{Х, 1)Вх + е-'-'8„{Ь)х 

справедливо для всех ж ̂  йот Л. 
Возвращаясь к построенным выше операторам Р{Х) и 1л(Я), заме

тим, что из доказанного сейчас соотношения для любого х ^ йот А вы
текает равенство 

Р{Х) {А + В)х=ХР{Х)х-х-\1{Х)х. 

Чтобы установить аналогичное равенство для оператора ( Л + 5 ) Р ( Я ) , 
необходимо отметить некоторые оценки. Пусть и х^йотА, Так 
как 

ВР^ {X, г)х = 1 е~^В8о (8) хаз,; 
о 

то, очевидно, 
д{ВР,{Х, 0^)<е " ' ' ' ^ " ' " ' ~ '^Ч? И . 0 < * < а . 

В силу того, что ВРо(Х, 1)^Ь{X), полученная оценка верна и для про
извольного х^Х. Пользуясь указанным в начале раздела соотношением, 
связывающим Р„ и Рп-1, по индукции приходим к оценке 

для произвольного п ^ 0. Дальнейшие рассуждения проводятся до зна
комой уже нам схеме. Предыдущие оценки обеспечивают сходимость 
ряда 

^ВРг,{Х,а). 
п = 0 

Тогда в силу доказанных выше тождеств сходится и ряд 

2 ЛР„(Л, а). 
п=о 

Суммируя указанные тождества и пользуясь замкнутостью оператора 
Л и относительной непрерывностью В, получаем требуемое равенство 

{А +В)Р{X) = ХР{X)- 1а - ц(Я), 

т. е. Р — квазирезольвента оператора А+ В с остатком ц. 
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5.4. Полугруппа, порожденная возмущенным оператором. Теперь 
нетрудно доказать, что А+В — производящий оператор некоторой по
лугруппы класса Со. Покажем сначала, что оператор А+В замкнут. 
Имея квазирезольвепту, оператор А+В допускает замыкание. Это 
утверждает предложение 2.5 из [10]. То же предложение гарантирует 
в этом случае, что Р — квазирезольвента и оператора с1{А+В). Рас-
сунодепия, проведенные при доказательстве предложения 1.1, показы
вают, что при X^ Ф Яз имеет место представление 

й о т (Л + В ) = 1 т Р (^1) + 1ш Р (Яг). 

Но тогда по тем же причинам и 
й о т (с1 (Л + Я ) ) = 1т Р (^1) + 1т Р (Яг). 

Таким образом, о\.{А +В) = А+В. 
Используя оценку для 5, полученную в конце п. 5.2, мы видим, что 

для всех р ^ ^ , Я > 0 и и > 0 . В таком случае, как доказано в [10, тео
рема 4.6], оператор А + В порождает некоторую полугруппу З̂' класса Со. 

Остается выяснить, как связаны между собой отображения 5 и 
Аргументы, высказанные по аналогичному поводу в п. 3.5, убеждают 
в справедливости равенства 

а , 

о 
а 

= е-^ [ е-^' (8 (а) 8 {^) - 8(1) 8 {а))аг. 
о 

Из ограниченности 5 и <5 вытекает, что интеграл справа ограничен по 
Я > О, а значит, интеграл в левой части равенства убывает при Я оо, 
как е"*"". Отсюда и следует равенство 8{1) = 8 {Ь) для всех ^ ^ [ 0 , а] . 
Теорема доказана. 
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