
и опять предполагая столбцы ^^ ортонормированными, а верхними 
треугольными, заметим, что ^^ не изменятся, если А заменить на — А. 

Только придется заменить н а П р о в е д е н н о е выше рассуждение, 
примененное к рассматриваемому сейчас случаю, показывает, что пер­
вые N^ столбцов матриц ^^ с ростом ^ все точнее и точнее можно рас­
сматривать в качестве приближенного базиса инвариантного для А иод-
пространства, отвечаюш;его собственным числам, лежаш;им вне круга 

радиуса р. Степень приближения оценивается через /, ^ [ - ^ •̂ 
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А. Я. БУЛГАКОВ 

ОБОСНОВАНИЕ ГАРАНТИРОВАННОЙ ТОЧНОСТИ 
В Ы Д Е Л Е Н И Я И Н В А Р И А Н Т Н Ы Х ПОДПРОСТРАНСТВ 

НЕСАМОСОНРЯЖЕННЫХ МАТРИЦ 

ВВЕДЕНИЕ 

В работе изучается проблема гарантированной точности в задаче 
выделения максимальных инвариантных подпространств 2'+{А) и 
2'-{А), отвечающих собственным значениям NXN матрицы А, распо­
ложенным строго в левой и правой полуплоскостях соответственно. 

Применение ЭВМ для решения задач линейной алгебры требует уче­
та структуры разрядной сетки, используемой для представления чисел 
в машине. Эта структура диктует принцип «неопределенности», в силу 
которого каждое число, вектор и матрица, храняш,иеся в машине или 
участвующие в промежуточных вычислениях, неотличимы от достаточно 
близких к ним. Детальное рассмотрение основных вопросов, возникаю­
щих при решении на ЭВМ задач линейной алгебры, с учетом разряд­
ности машины можно найти в [1—8]. Для характеристики разрядной сет­
ки ЭВМ, как правило, используются две машинные постоянные. Обозна­
чим их, следуя [1], через 81 и такие, что модуль любого машинного 
числа заключен между пределами ртш, ртах(82 ~ ртШ ^ 2Е2, 2/82 ~ ршах> 
^ 1 / 8 2 ) и между машинными числами 1 и 1 + 8 ] нет других машинных 
чисел. Например, для БЭСМ-6 8 1 » 0 .210—11 и ег ~ 0.210—18, а для ма­
шин серии ЕС, если рассматривать числа удвоенного формата, имеем 
8 1 ^ 0 . 2 1 0 - 1 4 , 8 2 - 0 . 1 1 0 - 7 2 . 

Хорошо известны примеры матриц, при возмущении элементов ко­
торых собственные значения существенно изменяются, даже если воз­
мущение столь мало, что оно не отражается на машинном иредставле-
вии элементов матрицы, так как лежит за пределами точности, допу-
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скаемой разрядной сеткой ЭВМ. При этом в некоторых случаях весьма 
малые возмущения изменяют даже размерность подпространств 2'+{А) 
и 2'-{А). 

Вот один типичный пример. Двухпараметрическое семейство матриц 
А^{Ь) двадцать первого порядка: 

-20 Ь 

О 

- 2 0 - 1 ) 

О 

О 

19 

О 

о о 

о 

- 2 I 

— 1 
О 

О 
1 

имеет характеристическое уравнение 
20 

( 1 - ? 0 П ( - / - Я ) - | о > ^ 1 « П , 
20 

= 0. 

3 

Если взять щ = -^Ь~^^ (при 1( = 4 имеем соо = 3 • 2"^^, при Ь = 
= 10 — «о = 1.510—19), то 

являются собственными значениями матрицы Аа^^{Ь) и, значит, раз­
мерность 2'-(^А^^{Ь)'^ не меньше 2, в то время как размерность 
2'-{Ао{Ь)) равна 1. Элементы матриц ^сод(^) и Ао{Ь) отличаются не 

больше, чем на величину | м,, | которую выбором Ь можно 
сделать какой угодно малой (при I / = 10 соо = 1.51о— 19). 

Примеры таких матриц хорошо известны (см. [2, 9]). Они связаны 
с «неустойчивостью проблемы собственных значений» (см. [9], гл. 4, 
§ 41). В [9] предложено в качестве меры устойчивости отдельного соб­
ственного значения матрицы А использовать величину «коэффициента 
перекоса», связанную с собственными векторами матриц А и Л*, отве­
чающими Х. В случае слишком большого значения «коэффициента пере­
коса» задача определения его собственного значения плохо обусловлена. 
Поскольку алгоритм расчета «коэффициента перекоса» предложен не 
был, то он, на наш взгляд, и не используется в качестве меры устой­
чивости собственных значений в конкретных расчетах. 

Наличие таких примеров привело, в частности, к развитию алгорит­
мов, вычисляющих базисы в инвариантных подпространствах 2'+{А) 
и 2-(А) без предварительного вычисления отдельных собственных зна­
чений. Для этой цели были приспособлены ^Д-алгоритм (см, [10]), ор-
тогонально-степенной метод (см. [11, 12]) и специально разработан ме­
тод сигнум-функций (см. [13, 17]). Причем методы сигнум-функций в 
принципе предназначены лишь для вычисления проекторов на макси­
мальные инвариантные подпространства матрицы. По-видимому, в при­
ложениях только и нужна, как правило, информация об этих подпро­
странствах. В данном случае на первый план выступает проблема их 
устойчивого вычисления. 

Приведенный пример показывает, что для усто11чивого определения 
подпространств 3'+{А) и 2"-{А) необходимо «хорошее» разделение мат­
ричного спектра на две непересекающиеся части мнимой осью. (Если 
спектр матрицы А делится на две непересекающиеся части мнимой осью, 
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то говорят о дихотомии спектра мнимой осью. В качестве меры дихото­
мии спектра А довольно часто используют расстояние спектра до мнимой 
оси. Наш пример показывает, что такая мера дихотомии А в обш,ем слу­
чае неприменима.) Из рассмотренного примера видно, что термин «хо­
рошее» разделение спектра требует уточнения. 

Как уже отмечалось, при расчетах на ЭВМ мы вынуждены считать­
ся с тем, что вместо матрицы А имеем дело лишь с близкой матрицей 
Л, про которую известно, что 11̂  —ЛII не превосходит относительной 
точности задания элементов матрицы А. Следовательно, вместо дискрет­
ного спектра матрицы А имеем дело с ее «е-спектром». Вот два наибо­
лее употребимых, эквивалентных друг другу определения «е-спектра» 
(см. [18, 19]): 

а) % принадлежит «е-спектру» матрицы А тогда и только тогда, ког­
да ЦА-Х1)-Ч>1/{е\Ш); 

б) % принадлежит «е-спектру» матрицы А тогда и только тогда» 
когда суш,ествует матрица Д такая, что IIАII < е11Л11 и Я является соб­
ственным значением матрицы А + А. 

Наличие понятия «е-спектра» позволяет уточнить термин «хоро­
шее» деление спектра мнимой осью. Будем говорить, что матричный 
спектр А делится хорошо мнимой осью, если мнимая ось не пересека­
ется с «8-спектром» матрицы при достаточно больших е\\А\\. 

Рассмотренный ранее пример показывает, что «е-спектр» может 
иногда даже при очень малых е заполнять достаточно большие области 
на комплексной плоскости. Именно это обстоятельство требует введения 
параметра дихотомии матричного спектра мнимой осью, по величине ко­
торого можно было бы судить о том, разделяет ли мнимая ось «е-спектр» 
матрицы па две непересекаюгциеся части и насколько большим допуска­
ется значение е, при котором еще гарантировано такое разделение. 

Подобная ситуация сложилась в свое время и в задаче решения ли­
нейной системы алгебраических уравнений 

1х = 1. (1) 

Имевшийся классический критерий разрешимости (1) при любой правой 
части / (неравенство Ае1 Ь Ф 0) оказался слишком чувствительным к ма­
лым возмущениям матрицы Ь. Это утверждение хорошо иллюстрируется 
семейством матриц размера 25 X 25 (см. [2], с. 72): 

1 10 
0 - 1 10 
О - 1 10 

О 
О) о о 

О 

- 1 10 
о - 1 

Так как характеристический полином матрицы Хо, имеет вид 

( - 1 - ;1) 2 5 - м 0 2 4 ( 0 = 0 , 

то при МО = 10"24 матрица будет вырожденной, т. е. с1е1^ю^ = 0, 
в то время как йе1Ьо = —1. (Матрицы Ьо и Ьф^-, например на машине 
БЭСМ-6, неотличимы.) Это обстоятельство привело к новым критериям 
разрешимости уравнения Хд; — / (см., например, [6, 7]), наиболее удач­
ным из которых оказался критерий, использующий величину (х(Ь) = 
= II^IIII^-МI (число обусловленности матрицы Ь). Ее чувствительность 

14 



к мальш возмущениям характеризуется утверждением: если 11{Ь)<<х> 

и 11̂ о11/11̂ 11 < 1/(2^1), то 

Выработанных! критерий позволил организовать машинное вычисле­
ние решен1ш (1) (см., например, [1]) так, что в процессе расчета опре­
деляется число обусловленности \1{Ь), на основании которого делается 
заключение о возможности решения задачи на ЭВМ с определенной раз­
рядностью. Если [х (1 / )81<1 , то выдается приближенное решение (1) 
с указанием гарантированной оценки погрешности. Иначе процесс пре­
кращается и указывается, что данная система не может быть решена 
на Л1ашине, характеризующейся константами б1 и ег. 

Такая организация алгоритма, но-видимому, должна стать стандарт­
ной при численном решении задач линейной алгебры. Первый из рас­
смотренных примеров показал, что создание аналогично организованно!! 
программы для решения вопроса о том, делит ли мнимая ось спектр 
матрицы А на две непересекающиеся части (проблема дихотомии мат-
р1!Чного спектра мнимой осью), в общем случае не представляется воз­
можным. Прежде чем приступать к разработке стандартных алгор1!тмов 
решения проблем дихотомии спектра А мнимой осью, необходимо сна­
чала выработать новые кртттерии дихотомии такие, чтобы они допускали 
организацию расчета, подобную описанной выше схеме решения систвгМ 
линейных алгебраических уравнений. 

В работе в качестве такого критерия берется параметр д1!хотомии 
спектра м1!имо1! осью ^{А): если имеет смысл интеграл 

оо 

то у . ( ^ ) = 20Л11Ш11, в противном случае х ( Л ) = о о . Этот параметр введеп 
С. К. Годуновым [20] *'. Там же сформулирована общая схема вычисле­
ния проекторов на 2+{А) и 2-(А), а также схема расчета параметра 
х ( Л ) . Эти результаты являются развитием исследования, связанного с 
численным выяснением: лежат ли все собственные значения А в левой 
полуплоскости (проблема Гурвица) (см. [21—25]). В случае гурвицево!! 
А матрица Н является решением классического матричного уравнения 
Ляпунова А*Н + НА + I = О, / — единичная МХМ матрица. При этом 
в схеме численного исследования гурвицевости А матричное уравнение 
Ляпунова играет иринципиальное значение, оно используется для апо­
стериорного контроля результатов расчета. 

В работе проводится анализ влияния ошибок округления в схеме 
расчета проекторов на 2+(А) и 2-(А), а также сформулирована си­
стема матричных уравнений, обобщающая матричное уравнение Ляпу­
нова для негурвицевых матриц. Здесь же доказана теорема непрерывно­
сти решений этой системы для матриц Л с не слиштгом большо:! вели­
чиной у.(А) {%{А)<'к*, где —некоторое пороговое значение, свя­
занное с разрядностью ЭВМ). Эта теорема используется для апостер1!ор-
ного контроля результатов расчета. 

В заключение приношу искреннюю благодарность С. К. Годунову 
за постоянное внимание к работе автора, а также О. П. Кирилюку, 
В. И. Костину, С. В. Кузнецову и А. Н. Малышеву за полезные обсуж­
дения. 

*) В работе [20] для матрицы Н использовалось другое эквивалентное инте­
гральное представление. 
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Г л а в а 1 " : 

ОЦЕНКА МАТРИЦЫ ГРИНА, 
ТЕОРЕМЫ НЕПРЕРЫВНОСТИ МАТРИЦЫ ГРИНА И ПАРАМЕТРА ДИХОТОМИИ 

Введение 

В работе [20] предложен параметр дихотомии спектра матрицы 
конечный тогда и только тогда, когда у матрицы А нет соб­

ственных значений на мнимой оси. В своем определении он существенно 
использует матрицу Грина 0{{, А), для которой в [20] выведена оценка 

С ( ^ , Л ) | < х ( Л ) е х р [ - | ^ 1 1 ^ } , - о о • < ^ < ; о о . 

В § 1 уточняется эта оценка, т. е. доказывается, что коэффициент к (А) 
перед экспонентой можно заменить на У к (А). В § 2 напоминается вы­
вод известного интегрального представления для матрицы С{1;, А) и ана-

СХ) 

логичного представления матрицы Н(а) =^ ] (^*{^, А)С{{, А) йР. 

—со 

оо 

Я(л) = 4 г I ('^^ + ^ * ) ~ ' -
— оо 

которые используются в § 4 при выводе теоремы непрерывности пара­
метра и матрицы 0{1, А). 

Теорема 1. Если х ( Л ) < оо и 
Н^И ^ 1 
МП ^ 100-х (Л) ' 

ТО АЛ-В также конечна и справедливы неравенства 
Ы ( ^ + 5 ) - х ( Л ) | ^36х2(Л)Ш11/11Л11, 

\\0{1,А + В)-0{г, А) 11 < 1 2 x 2 { А ) е х р { - 1 ^ 1 1 ^ 1 

11Я(Л) - Я(л+в)11 ^ 38%{А)\\Н^А^\\т\/\\А\\. 

При доказательстве теоремы используется оценка 

при у,{А)<оо^ составляющая содержание основной леммы § 3. Здесь же 
получено неравенство 

к{А)<2д^(А), 

где 6 ( Л ) = т а х 1{А — й / ) " ^ ! ] ^ ! — п а р а м е т р , конечный в том и 
—оо<:2<;оо 

только том случае, когда у матрицы А нет собственных значений на 
мнимой оси. Полученные неравенства обеспечивают следующую связь 
параметров X (Л) и 0 ( Л ) : 6 (Л) 12/(100л) < х (Л) < 292 (Л) . 

В § 5 рассматриваются две краевые задачи. 
Первая — 

'А О \ 
.0 - А , 
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с граничными условиями 
Х ( 0 ) - 7 ( 0 ) = 0 , У{Т)-Х{Т)^1 ( Г > 0 ) . 

Вторая — 

(11 

"Х^{1)\ (X {г)\ 

\У(^). 

^{1)—возмущающаяся матрица, зависящая от времени, граничные ус­
ловия: 

Х ( 0 ) - Г ( 0 ) = 0 , 7{Т)-Х{Т)^1. 

И для решений этих краевых задач доказана 
Теорема 2. Пусть А — экспоненциально дихотомичная матрица 

( х ( Л ) < о о ) и для матрицы имеет место оценка \\^{1)\\<.р\\А\\, 0 ^ 
< ^ =̂  Г, где р удовлетворяет ограничениям О < р < 1/(4х^''2(Л)), Тогда 
для решений указанных краевых задач верны оценки 

\У{1)-У{1)) 
т а х 

§ 1. Оценка матрицы Грина 

Здесь для матрицы Грина 0{1)=С{Ь, А) будет доказана оценка 
( _ о о < ^ < о о ) 

\\С{г, Л)1КУх(Л)ехр{-и111Л11/х{Л)}, (1.1) 

где х ( Л ) — параметр дихотомии матрицы А. 
Прежде чем переходить к доказательству (1.1), напомним некото­

рые свойства матрицы Грина 0{1, А). 
Во-первых, 0{1, А) удовлетворяет системе 

^ О А) = АС {{. А) при 1 ^ 1 : : 

С{+0,А)-С{-0,А)^1, 
С ( - о с , А)=С{+^, А)==0. 

О, 

(1.2) 

Во-вторых, решение х{!:) системы 

х = Ах^Ь Ц) / 

представляется формулой 
х{{)=С{{, А)1. 

В-третьих, с помощью А) в [20] были определены матрицы 
оо 

_ 1" ^ * д ^^^^ 
—оо 

00 о 

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

г(-4) Когда это не вызовет путаницы, будем использовать матрицы Я ' ^ \+ , 
опуская индекс (А). 

В-четвертых, матрицы Грина, соответствующие А и —Л, связаны 
равенством 

а{{, Л ) = С ( - г , -А), (1.6) 

вследствие чего 
(1.7) 
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Б-пятых, справедливы тождества 
с(+о, л ) с ц , Л)=^{^, А)С{+О, Л)=^0{{, А), 1>О, 

С ( - 0 , А)0{г, А)^ОЦ, А)С{-0, А)^-ОЦ, А), К О , (1.8) 

О{+0, А)О{-0, А)==О{-0, А)О{+0, А)=0 

и вытекающие из них равенства 
оо 

С * ( + 0 , А)Н+С{+0, Л) = (?*(+ О, А)^0*{г, А)6{1, А)а1б{+ О, А) = 
о 

00 оо 

= ^[С{г, А)0{+ о, Л ) ] * С { г , А ) С { + о, А)(И = ^с*(^, Л ) с { { , А ) = я + , 
о о 

С * ( + 0 , Л ) Я + С ( + 0 , Л ) - Я + . (1.9) 

Точно так же обосновывается и то, что 
С * ( - 0 , Л ) Я _ С ( - 0 , Л ) = Я _ . (1.10) 

т. е. 

В-шестых, матрицы Я+, Я_, Я удовлетворяют следующим условиям 
уравнения Ляпунова: 

Л*Я^. + Я+Л = - ( ; * ( + 0 , Л ) С ( + 0 , А ) , 
А*Н- + Н^А = О*{-0, А)О(-0, А), (1.11) 

А*Н + НА = - С * ( + 0 , Л ) С ( + 0 , Л ) + 6*{-0, А)С{-0, А). 

В-седьмых, нетрудно проверить, что при ^ > О 

ОЦ, Л ) = е ' ^ С ( + 0 ) = С ( + 0 ) е * ^ ( С ( + 0 ) = С ( + 0 , Л ) ) , 

а значит, если взять матрицу 

С { ^ , Л ) = е - ' ^ С ( + 0 ) , (1.12) 
то верно равенство 

СЦ, А)С{г, Л ) = ( ? ( + 0 ) . 

Равенство (1.12) позволяет из х{1)=0{1, Л ) / , справедливого для реше­
ний (1.2), получить 

6{+0)1=^0{{, А)Х({). 

Следовательно, 

11С(-Ь0)/11 = \\6{{, А)хЦ)\\ \\е-'''С{+0)х{г)\\

< \\е-'^Ш^{+0)x{^) II < е'"^"11С {+0)х{г) II - е"|^"11С(г, Л)/11, 

а значит, нами получена оценка (при * > 0) 
11С(̂ , Л)/1Г = 11ж(011 > е-*11'^"11С(+0)/11. 

Опираясь на выведенное неравенство, рассмотрим квадратичную форму 

/ оо \о 

(Я+/ , /) = I с * { г ) с ц ) = (*, Л ) / р аг> 
оо 

> II ( + 0) / |р = 11 С! ( + 0) / !Р/(211 л ц). 
о 

Таким образом, доказано, что на произвольном векторе / выполнено не­
равенство 

( Я ^ , /)^11С(+0)/117(211Л11), 
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т. е. 

ш ш 
1 

2 М Г (1.13) 
11С(+о)Я1#о 116(4-0)/Г 

Теперь можно перейти непосредственно к доказательству неравен­
ства (1.1)— основного в данном параграфе. 

Прежде всего продифференцируем квадратичную форму {Н+х{{), 
х{Ь)) на решениях системы (1.3) ( ^ > 0 ) : 

4 ( ^ + ^ (0. ^ (0) = ( [ ^ * ^ + + н+Л] X (О, X (0) = 

= -{ОЦ+0,А)О{ + 0,А)хЦ),х (0) < - {Н+С { + 0)х,О{ + 0) х)/Х^ (Я+) = 
= _ (О* ( + 0) Н+С {+0)х(^), X (0/?.1У ( Я + ) = - {Н+х (О, а;(0)/^лг (Я+) . 

(1.14) 
При выводе (1.14) воспользуемся равенствами (1.5) и (1.9), а также 
тем, что Ял^(Я+) — максимальное собственное значение неотрицательно 
определенной матрицы Я+. 

Из (1.14) следует, что 

{Н^^х{1), X (0) < (Я+ж (0), х{0))е-"^'''<"^\) 

Поскольку х{1)=СЦ, А)1, х{+0)= С{+0)1 и, значит, в силу равенства 
(1.9) получаем, что в правой части (1,15) 

{Н^х{+0), : г ( + 0 ) ) = - ( Я ^ ( ? ( + 0 ) / , (? (+0) / ) = 
= ( С * ( + 0 ) Я , С ( + 0 ) / , / ) = (Я+/ , /)^11/1|2.Х^(Я+). (1.16) 

Что же касается левой части неравенства (1.15), то, так как х{1) = 
= 0{+О)х{{) (при {>0), в силу неравенства (1.13) имеем 

{Н+х(О, X(г)) = {+0)х{^), С{+0)х(0)> "^^+,|!,:^'^"' . (1.17) 

Из (1.15) — (1.17) получаем 

С (н- 0) а: («) К 2IIЛ1 (Я+) ц / 
Если теперь 

в{+0)хЦ)=С{+0)С{{, А)!=0{1, Л ) / , 

то из последнего неравенства следует оценка {I > 0) 
С{1, / 1 ) / г < 2 1 1 Л 1 | 1 Я + -21\\А" 

'̂̂ Р 2||Л|| Н / I 

Так как (1.17) справедлива при любом векторе /, то 

О {г, А) II < / 2 I I Л 1 1 I I Я + II ехр | - 1\\А\ • 

2М11 1 ) 
(1.18) 

Для вывода оценки (1.1) при ^ < 0 достаточно рассмотреть ограни­
ченные решения системы 

при ^ > 0 . Равенства (1.6) и (1.7) позволяют утверждать, что справед­
лива оценка ( * < 0 ) 

е ( * . ^ ) , < / 2 р Т И е х р { ^ 1 1 ; ^ } (1.19) 

Для получения оценки (1.1) из более грубых неравенств (1.18) и 
(1.19) напомним, что 

11Я+11 11Я11, !1Я_11 ̂  11Я11, ? с ( Л ) - 21и1111Я11. 
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§ 2. Интегральные представления 

В данном параграфе введем, предполагая, что у матрицы А нет соб­
ственных значений на мнимой оси, хорошо известное интегральное пред­
ставление для матрицы Грина 0{(:) — ^{^, А) и соответствующее пред-

ставление для матрицы Н= ^ О* (I) С (1) (И: 
— оо 

оо 

= ^ [ ( г з / - Л ) - 1 е ^ ^ ' й 2 , (2.1) 

Я 2я ^ (Л* + 1гТ)~^ {А — Ш)-^ (2.2) 

Для вывода представлений (2.1), (2.2) воспользуемся преобразова­
нием Фурье заданным на функциях из Ь2 = Ь2{—°°, °°) равенством 

У2л 

где интеграл понимается в смысле главного значения, т. е. в силу тео­
ремы Планшереля (см. [28, с. 439]) последовательность 

т 

1/2я _ ^ 

сходится в метрике пространства к некоторому пределу Р{г) — функ­
ции из ^2- Функция Р(2) и берется в качестве ^ [ / ( 0 1 ( 2 ) . В Ь2 опре­
делено также обратное преобразование Фурье 

оо 

^ ~ Ч Ф ( 2 ) ] ( 0 = ^ I ^{^)е~''иг. 

Нам также потребуется следствие к теореме Планшереля (см. [28], 
с. 442): если /1(^)5 /2(0 из Ьг, то верно равенство 

оо оо 

^ [/1 {Щ (2) ^ [/2 (т (2) с1.^ = I (^) (И-
—оо —оо 

Прежде всего докажем равенство, справедливое для всех веществен­
ных 2: 

оо 

{Ы — А)-^ = \О (2.3) 
— оо 

в предыдущем параграфе для случая экспоненциальпо дихотомич-
ной матрицы А выведена оценка матрицы Грина 

\\С{1, Л)II ^ Ух(Л)е-"|||^"^«<^', (2.4) 

матричная функция С {I) удовлетворяет системе (—се < ^ < о о ) 

С{1)^ АС{г)ЛгЬ{1)1, ( ; ( + 0 ) - ( ? ( - 0 ) = / , (2.5) 
й1 

С{+ о о ) = 0{— о о ) = 0. 

в силу (2.4) имеет смысл матричная функция И^(^) (—оо < |( < схэ): 

1УЦ)= \ (2.6) 
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Используя (2.5), (2.6), можно записать цепочку равенств: 
оо 

{III — А) IV {I) = ]" [Ие-'^'С (2) — е-'''Аа (2)] = 
— оо 

оо 

л г г<2. [е - '*^с(2)]сг2 = - С ( - о ) + с ( + о ) - / , 

получение которой обеспечивает справедливость (2.3). Следовательно, 
если ^у(2) и Су (О 7 = 1» 2, . . . , Л^)—суть элементы матриц 
• {А — г2/)~^ и С(^) , то верно равенство 
1/2я 

^ « (2) = У2л 
(2.7) 

Далее, так как 
1С,, (01 ^ НС (О II, 

то, используя (2.4), можем выписать цепочку неравенств: 
оо оо оо 

^ * I а,, (О Р < 1 1 с (О Г < 2 1 X (Л) Г ' -
— оо —оо о 

которая позволяет ввиду (2.7) утверждать, что функции ^ « ( 2 ) и Сц{1) 
(г, 7 = 1, 2, . . . , Н) принадлежат пространству Ь2 и связаны наряду с 
(2.7) также равенством 

оо 

У 

где значение в точке О полагается равным: 

Итак, нами доказано представление (2.1). 
Переходя к выводу представления (2.2), заметим, что (А, т = 

=-1, 2, Ю 

[ С * ( О С ( 0 ] , ж = 2 с : , ( О е . . г ( 0 = 5: ёШ(^:т{^\ 

И , значит, для {к, тге)-элемента Н из (2.2) имеем цепочку равенств: 
ос °° Л'' °° 

Ннгп= I [ С + ( О С ( г ) и ^ г = I . 2 С ] Й 0 С , т ( 0 = . 2 \ЩМ(^т{1)й1. 
д — 1 —оо 

(2.8) 

Далее, воспользовавшись следствием к теореме Планшереля, полу­
чаем 

Е [ (О 0;^ (О = I" ё}и (2) (2) Й2 = 
3 = 1 - о о ^ = 1- •̂оо 

оо 

1 ^ ^ ) Я.т (2) Й2 = ^ ] [ ( Л * + г 2 / ) - 1 ( / 1 - . - 2 / ) - 1 ] ^ , - с / 2 , 

ЧТО вместе с (2.8) обеспечивает справедливость (2.2). 
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§ 3. Основная лемма 

В этом параграфе будет доказана лемма. 
Лемма 1, Пусть А — экспоненциально дихотомичная матрица 

( х ( Л . ) < о о ) , тогда для любого вещественного 2 справедлива оценка 

(3.1) 

Для доказательства леммы потребуются представления, выведенные 
в § 2: 

сю 

С{1)^:а{1, А) = ^ ^ {п1 - Ау^ е'^Ыг, (3.2) 
— эо 

оо оо 

я = ^ С* (О С (О = 4 г I ( ^* + ''2^)"' - ^ ^ ^ ) ~ ' (3-^) 
— оо ОС 

и равенство, определяющее у.[А): 
'к(А)=2\\А\\\\Н\\. (3.4) 

Переходя к доказательству, прежде всего заметим, что так как Я = 
= Я * ^ О, то 

х_(Л)_ 
2 М II = т а х {Ну, у) = ^ = т а х {А* + Ш) ^ {А — Ш) ^ ёгу, у 

\\У\\=1 '^^ 112/11=1 V_̂ «, 
ОО 

= ^ т а х [ ( ( Л * + Ш)'^ {А - ШГ'у, у) (1^ = 

ОО 

= ^ т а х \\{А- Ы)-^у р йг. 
'^^ \\У\\=1 

(3.5) 

Далее предположим, что для некоторого вещественного го и вектора уа 
выполнено равенство 

II (Л - г2о/)-'1/о1.'= 11(Л - г2о/)-М111̂ о11. 

Рассмотрим некоторую окрестность точки 2о: 

(3.6) |2 — 2 о | < у ( Т ^ Л - а д : 

где величина р > 2 выбрана позже. Покажем, что в этом случае 

{А-щ1)-Н>^\\{А-Н1) —1 (3.7) 

в самом деле. 
(Л - Ыу^ [а, (Л - п,1 + г (2о - 2) 1)У' < 

< [а, (Л - _ I 2 - 2 Л - ^ < [ ( 1 - -1.) О ! (Л - /2,/) 
- 1 

Ясно, ЧТО если мы введем обозначение го == 01 (Л — Ё2О/) /р, то неравен­
ство (3.5) можно огрубить так: 

Ы (А) л (А-Шу'-1-у, 
у л 

(3.8) 

Далее, используя тождество (см. [1], с. 15) 
(Л + 5 ) - 1 = Л - 1 - ( Л + 5 ) - 1 5 Л - 1 
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и оценки (3.6), (3.7), огрубим подынтегральную функцию в (3.8) сле­

дующим образом I г/о == -^Уо 
1 

{А - Ы)-^ у, II = II (Л - у, - I (2о - 2) [А - Ы) ' (А - ' у,\\^ 

> II (Л - у^\\-\г,-г\ Ш)-"- IIII {А - 1^,1)-^ у. 

2 о - ( Л - ^ 2 / ) - ^ | | ) | | ( Л - ^ 2 о / ) - ^ | | | | У о | | > 

> (1 - - 1 О , (Л - 1 {А - \\ || (Л - г,,!)'' \\

(Л -р - 2 
р - 1 

(3.9) 

и наконец, из (3.8), (3.9) получаем, что 

у, (А) я 2г. р - 2 
Ч Р — 1 . 

(Л - г2о/)-^ |р = А (Л - X 
Р 

X 
( р - 2 ) ^ 

( Р - 1 ) ' 

Таким образом, 

(Л - ^ 2 / ) —2 2 ( Р - 2 ) 

Р (Р - 1) 
1 [ а , ( Л - г 2 / ) 1 

2 ( Р - 2 ) - , 
1^ ° з<(^) р ( р - 1 ) ' ^ я 

Далее, возьмем в качестве р величину р = 4, тогда 2(р —2)^/ 
/[р(р — 1)2л;] ̂  14.2 и, значит, неравенство (1.3) доказано при 2 == 2о, что 
влечет за собой из-за произвольного выбора 2о справедливость леммы 1. 

В заключение выведем оценку 

х ( Л ) ^ 2 е 2 ( Л ) , 

где, как было сказано во введении, 

е ( Л ) = т а х (Л — 12/)-^|||| Л 
—сх)<;2<;оо 

Прежде всего заметим, что если 2 > ИЛИ, то верпы неравенства 

;(з.10): 

(3.11) 

(Л — гг/) —1 

(Л* + ^ - 2 / ) - М 1 < т г А ^ -

(3.12) 

Обозначим ( Г > 0 ) 

2я 

- т 
I (Л* + Ш)-^ {А — Ш)-'^ ^ 2 + 1 + ^'2^)" ' - ^2 

г - о о 

(ЗЛЗ) 
Тогда, используя (3.12), при условии 1'>11Л11 запишем 

оо 

Из интегрального представления матрицы Н: 

(3.14) 

2я 
(Л* - I - гг/)-^ (Л — Ш)'^ йт. 
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можно с учетом (3.13), (3.14) и определения х ( Л ) записать 

к (А) 
т 

2п 
-т 

{А* + {А — Ы)-^ (22 + Дт 

т 

2я ^ 
- г 

( Л - ^ 2 / ) - ^ 1 ' й 2 + 1 1 

е- (Л) г + 

л М1 
02 (Л) + - 1 

т. е. 
Х ( Л ) < ^ 0 2 ( Л ) 

1\\\л\\ 

+ 

— 1 
- 1 \ 

л\\А\\ + 

л ( 7 ' - И | | ) 

— 1 
-1\ 

Если теперь выбрать Т = -^\\А\\, то из последнего неравенства получа­
ем требуемую оценку (3.10). 

§ 4. Теорема непрерывности 

Докажем теорему непрерывности параметра дихотомии к (А) и мат­
рицы Грина С(^, Л ) . 

Теорема 1. Пусть А—зкспопелциалъно дихотомичная матрица 
( х ( Л ) < о о ) , и если 

11̂ 1 ^ 1 

(4.2) 

(4.2') 

(4.3) 

100х(.4) ' 

то АЛ-В также экспоненциально дихотомичная, причем 

| х ( Л + Я ) - х ( Л ) 1 < 3 6 х 2 ( Л ) | | | - , 

| ! Я ( д ) - Я ( л + в ) 1 1 < 3 8 х ( Л ) 1 1 Я ( л ) 1ЛГ 
и;||А1| 

0{1,А + В)-С {I, А) \\ 12x2 (Л) М е 

Переходя к доказательству теоремы, заметим, что в силу леммы 1 
верна следующая цепочка неравенств: 

{Ш — А — В)~^ < т а х [о^ ( г г / - Л — 5 ) ] " ^ < 
— оо<;2<:оо 

т а х 
1 

- о с < г < о о ^^{Ш-А)~ф\ 

16.6х (А) 
— 1 

14 .2х(4) 

16.6х {А) 

В —г 

(4.4) 

результатом которой является утверждение об экспоненциальной дихо-
томичности матрицы А + В. 

По определению 
X (Л) = 211Л11 11Я(Л)11, X (Л + 5 ) = 211Л + 511 Ш^А+В,\\, (4.5) 

где, как указано в § 2, 
оо 

— оо 

оо 

= 4 г I (^* + - г ^2/) -1 (Л + в - гг/)-^ йг. 
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Эти равенства позволяют записать, что 

т а х 
11̂ :1=1 

(II {17,1 - А)-^ у р - ! {1^1 ~ А - В)-^ у^) Й2 

(4.6) 
Используя известное тождество 

А-^-{А+В)-^ ^{А + В)-'ВА~\) 

которым мы уже пользовались в § 3, а также неравенства (4.1), (4.4), 
можно преобразовать и оценить подынтегральное выражение в (4.6) 
следующим образом: 

I \\{Ы- А - В)-'у\\^ -ЦШ- А)-'у\\Ц 
= \\\[{Ы-А)-'+{1%1-А-В)-'В{17.'1-А)-']у\?-\\{Ы-А)-'уЩ ^ 

^2\{{Ш~А)-'у, {Ы-А-В)-'В{Ш-А)-'у)\
+ \\{Ы - А - В)-'В{Ы - А)-'у\\-' ^ 

^ (211 {Ы -А-В)-'\\ \\ 5 ) -Ч|2|151|2) II {Ш - Л) -'г/1|2 ^ 

3 4 . 2 х ( Л ) 1 4 1 + 1 0 0 к М 1 М 1 1 1 1 б : 6 ) ! _ ^ ш Ш 

ю и х ( Л ) II ^ ^ X ( Л ) 

^ 3 6 х ( Л ) ] Ш | | ( ^ 2 / - Л ) - 1 г / 

(4.8) 

Возвращаясь к (4.6), с учетом (4.8) получаем 

^ ( Л ) — Я ' ( л + в ) 1 К 3 6 х ( Л ) | 4 1 т а х \{17,1 — А)~^ у\" йт. = 
11 ^ 11 1|у||=1 ^ 

— ОО 
оо 

= Збх {А) т а х Г ((Л* + гъ!)'^ {А - г^/)"^ у, у) Й2 = 

^ Збх (Л) т а х 
/ оо 

\
{ А *  +  Ш у \ А - Ш ) ~ Ы г у , у  

=  Збх (Л) 141II Яи)!1, (4.9) 

т. е. оценка (4.2) доказана. Далее, вспоминая определения параметров 
х ( Л ) и х (Л + 5 ) , можем записать цепочку неравенств: 

I X (Л) - X (Л + Я) I I 21Л ИII Я ( I I _ 2II Л + IIII Щл+в) !11 = 
2IIЛ + ^? КI I II - II ЩА+В) II) + II Я( д ) II (2 [I л II - 2II л + ?̂ ц ) | < 

< : 2 л н. ЧА) 
(\Ш±}В1] 
\

= х(Л) 

^(А) ~~ ^(А+В)\ 

н ( Л ) 

+ \\А\\} 

+ 2!|Л|1||Я(л)| 

1151 

1 — М П + 11̂11 
МП 

— - ^ ( А + В ) ! 

1 ^ ( А ) \А 

из которой с учетом (4.9) и (4.1) следует, что 

I X (Л) - X (Л + Л) К X (Л) [збх (^) | 4 | + 

+ (1 + 3 6 х ( Л ) Ш и - 1 38x2 ^А) \\в\\ 
М Г 

Доказанное неравенство (4.2) в условиях теоремы обеспечивает вместе 
с неравенством 

т (^, Л + Б) II ^ Ух (Л + В) ехр { - к! 11Л + 511/х (Л + 5 ) } 
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выполнение оценки 

1С Л + В) К (1 + с,)' / х (Л) ехр 1 - и 1 - 1 ^ (1 - с,) 1 [, (4.10) 

где С1 = 38Ух(Л)Ш11/11Л11. 
Нетрудно проверить, что если использовать обозначение 

С2 = 38Ух(Л)Ш11/11Л11, 
то верны неравенства 

(4.11) 

(4.12) / 1 + 1̂ < 1 + с.,/2, (1 _ с )̂ ( 1 -1||) < 1 -

которые позволяют огрубить оценку (4.10): 

11 а{1,А+ В) к (1 + ^ ] К ^ е х р { - - ^ - ^ ( 1 - с,)}. (4.13) 

Получив неравенство (4.13), можем перейти к выводу оценки (4.3). Так 
как С{1, А+В) = -0{-1, -А-В), С{~Ь, ~А) = -СЦ, А), достаточно 
рассмотреть случай ? > 0. 

Поскольку С(^, А + В) удовлетворяет уравне|нию 

А + В) = А О А + В)Л- Ве{Р А + В) -{- б{{)Т, 
и, I 

то матричная функция С{^, А + В) является решением интегрального 
уравнения 

оо 

0({,А + В)= ]" С{1 — 8,А)[ВС{8,А + В) + Ь{8)1]а8, 

т. е. 

С{г, А + В) = С{1, Л ) + С СЦ — 8, А)В0{8,А+ В) (18. 
— оо 

Полученное соотношение позволяет, опираясь на оценку матрицы Грина 
А) и неравенство (4.13), записать 

С{1;,А + В)-0{{, Л)1 |< 

п{А)\\В\\(1 + ^ ) ехр | ( _ I г _ 51 - 151 (1 - с,)) й8. (4.14) 

1 ; - 5 1 + | 5 ( ( 1 - с , ) = 

Нетрудно проверить справедливость равенств 
I — при О < : 5 < ; 

I — 2^ + при 5 < ; 0; 

18—1 — 80^ при 5 > ^ , 

которые позволяют преобразовать интеграл в (4.14) следующим образом: 

й8 = ех^\-{Ц-8\ \8\{1-с,))Ш^ 
—оо 

о Р г 

= I ехр { - (^ - 5 - 5 (1 - с,)) (18 + ^ ехр [ - (̂  - с,8) 1 ^ } Й5 + 

—оо о 
оо 

+ I ехр ( - ( - ^ + . + ^ (1 - с,)) (28 = ехр ( - (^ (1 - с,)) 1 ^ } X 

/ г оо 

X К ехр [ - (^ - 5) С2 аз+ 2^ ехр {25 (1 - с,) 1 ^ } аз] < 

+ ( Г ^ ) - р ( - ^ ( ^ - ^ 2 ) 1 ^ ) 
(4.15) 
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Здесь воспользуемся тем, что 

| е ^ ^ 5 < ^ при р>0. 

Так как при всех х>0 верно неравенство х< е'', то можно гарантиро­
вать выполнение неравенства 

1 
, , , 1 1 4 1 < е х р 

которое, в свою очередь, позволяет огрубить (4.15): 
оо 

с е х р { - ( и - 5 | + 1 5 | ( 1 - С 2 ) ) | И 1 1 / ч ( Л ) } < 

к (А) 
ехр 

( 0 . 5 - с ^ ) И I + 
Д|А!1 

~х(А) X (Л) 
И 1 

1 
0.5 - с„ 

(1 ^2 

+ 

с.)\\А\ 

1 
1 - е . 

(4.16) 

Так как при С2 ^ 0.38 

1 1 
0.5 — с + 2 

12, 

то из (4.11), (4.13), (4.14) следует справедливость неравенства (4.3). 
Доказательство теоремы 1 закончено. 

§ 5. Оценка близости решений двух краевых задач 

Рассмотрим две краевые задачи на интервале (О, Т). 
Первая — 

а1 

'Х{1) 

Т ( 0 

/ А О \ 
О - А 

с граничными условиями 
Х ( 0 ) - 7 ( 0 ) = 0, Т{Т)-Х{Т) = 1. 

Вторая — ^ 

й 
й1 

= ( .^ + ^ ( 0 ) 
У{^)) .^21 (^) ^ 2 2 (^)^ 

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 

с граничными условиями 
^ ( 0 ) - У ( 0 ) = 0, Г{Т)~Х{Т) = 1. (5.4) 

Здесь Х{{), Г (О, ^{^)^ Г (О —матричные функции размера МХМ. Для 
оценки близости решений этих задач докажем теорему. 

Теорема 2. Пусть А — экспоненциально дихотомичная матрица 
( х ( Л ) < о о ) и для возмуи^ающей матрицы ^{1) имеет место равномерная 
оценка 

Ш{1)\\^р\\А\\, О ^ ^ ^ Г , (5.5) 

где р выбирается так, что 

Тогда для решений краевых задач (5.1) —(5.4) верны оценки 

''Х{Ь)-ХЦ)' 
т а х < 8x2 

(5.6) 

(5.7) 
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Прежде чем переходить к доказательству теоремы 2, остановимся 
подробнее на рассмотрении краевой задачи (5.1), (5.2). В [20] показано, 
что решение этой задачи существует и единственно. Напомним рассуж­
дения работы [20]. Образуем матрицу ОтЩ' 

к=—оо 
(5.8) 

При каждом ^ ряд (5.8), представляющий Ст{{), сходится как геометрп-
ческая прогрессия. Это утверждение является следствием неравенства 

0 { 1 , Л ) | 1 < 1 Л х ( Л ) е х р { — и к (Л) — оо <С ^ < о о . 

Матрица С т ( 0 — периодичная функция ^ с периодом 2Т: Ст(^ + 2Г) = 
= 6тЩ. в частности, Ст{Т) = От{—Т). Очевидно, что С г ( 0 является 
решением следующей краевой задачи на отрезке [—Г, Т]: 

^ат{г)^АСт{1)+Н1)1, (5.9) 

Сг{Т) = Сг{-Т). 

Решение задачи (5.9) существует (для него приведена формула) 
и единственно при любом Г > О, так как соответствующая однородная 
задача не лшжет иметь решенитт. Если бы они существовали, то их мож­
но было бы периодически продолжить па всю числовую ось и тем самым 
получить ограниченное решение однородной системы 

^г{1) = АХ{{), 

что невозможно в силу конечности х{А). (Из этой конечности следует 
отсутствие у А чисто мнимых характеристических корней.) Проанализи­
ровав представление (5.8) для От{Ь), легко установить, что при 

. 2 у Т й ) ехр {~Т\\А 1Ы [А]} 
От{1)-С{1) 

С г ( 0 1 1 < / х ( Л ) е " 

1 - е х р { - 2Т II А 11/к {А)} 
КШАП 
Н1Т , 2 У н (Л) е х р { - Г М | ! / х [А]] 

1 — е х р {— 2ГИ | | / х (Л)} 

(5.10) 

(5.11) 

Далее нетрудно понять, что если определить на интервале О < ^ < Г 
функции Х{к)^ Ст{1 — Т), У{{) = Ст{Т — , то они удовлетворяют зада­
че (5.1), (5.2), т. е. существование решения этой задачи доказано, ^ л я 
доказательства единственности данного решения заметим, что если X {{) 
и У (О удовлетворяют задаче (5.1), (5.2), то функция 

[Х{Т-{-1), - Г < ^ < 0 

удовлетворяет задаче (5.9), но в силу единственности решения (5.9) 
СтЦ)^Ст{Ь), 0 < ^ < Г , и, значит, 

Х{1) = х{г),чу{1) = у{1)^0^г^т. 

Итак, доказано, что решение краевой задачи (5.1), (5.2) существует и 
единственно, если х{А)<о°. В частности, еслп ^ 2 ( 0 — матрица размера 
2NXN, решение на интервале (О, Т) краевой задачи 

\ л ) ' 
/.V - /л-] 02 (0) ^ о, [-/л^, Ы 02{Т) = /, 

то 

с , ( 0 -
1Х{1Г 

0 < ^ < Г , 

(5.12) 

(5.12') 
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где ^ ( 0 , 3^(0 —решение задачи (5.1), (5.2). Причем в силу (5.11) име­
ем цепочку: 

т а х 11^2 (О = т а х 
о<г^г = т а х ,0т {1+Т)> 

т а х У^'к{А) 
тА\\ 
и ( А ) 

Следовательно, если 

1 -Ь 2 ехр - Т 

2 е х р { - Г И | | / х {А)} 
1 - е х р { - 2 7 ' И | | / х ( Л ) } ] 

1 - е х р - 2 Г 
х(Л) УЛА)]\\-

то 

ехр { - т 1 1 / х ( А ) } < 0.25, 

т а х И е . (О К 2 УМА)-

(5.13) 

(5.14) 

Раосмотрим далее (?з(^, 5 ) —матрицу размера 2Н'Х.2Н, удовлетворяющую 
системе 

Сз (5 + 0, 8)-Сг{8-0, 8) = 12^, 

т. е. Сз(^, ») является матрицей Грина и, значит, как показано в [29], 
в силу того, что ^ не зависит от времени, представляется формулой 

Сг{{, 8) = С{^-8, М), 
(0{Ь-8,А) О \ 

^ ^ ^ ^ ^ ' ) = \ С{1-8,-А))' т. е. 

Таким образом, справедлива оценка 

11Сз(^, 8)\\ \\С{1-8, ^)\\^1~^)ах^{-\1-8\\\А\\1у.{А)}. (51.6) 

Перейдем теперь непосредственно к доказательству теоремы 2. Известно 
(см. [30]), что решение задачи (5.3), (5.4) можно представить в виде 

= а,{1)+\о,{1,8)^{8) 
Х{8) 

\У{^). 
й8. 

При к>0 имеем ха{1) = О, г/о(0 = О, О < ^ < 

\Ук+1{^)^ У^^)) 
+ ^0,(^8)^(8) 

(Хи{8) 

у к (8), 
ёз. 

(5.17) 

(5.18) 

СтроИхМ для Х{1) и У{{) процесс последовательных приближений. Для 
любой матрицы Р{{), О < / < Г, справедлива оценка 

т 

о^{1,8)^(8)Р{8) аз < л т а х \\Р(8)1 (5.19) 

где 
Л = 2x^/2 (Л )р 

(в силу условия (5.(Г) такой выбор В обеспечивает выполнение нера­
венства К < 0.5). 

В самом деле, используя условие (5.5) п неравенство (5.16), полу­
чим цепочку: 

Сз(^, з) ^ {з) Р {8) аз 

. т а х Ш{8) т а х 
А\ Р{8)\\\^-5|1^^Ы5< 
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< р 1 и 112 / х (А) т а х Н Р {з) || \р ( - 5 Ц А Ц/х (А)} аз < 

< 2 х ^ ^ ^ ( Л ) р т а х |17^(5)||, 
0 < 8 < Г 

которая и доказывает справедливость (5.19). Далее из (5.18) следует,, 
что 

[ук+1{^) — Ук{^). 

и, значит, в силу (5,19) имеем 

^ , { ^ , 3)^(3) 
'ч{8) — x^,^:,{з)\ 

М{8) — Ук-1{8)^ 
аз, 

т а х 
\Ук+1 {^) — у к {^) 

/ 
с в т а х 

у V 

Хк{8) — Х^-1{3)\ 

У к ( 8 ) — Ук-1{8)) 
(5.20> 

Таким образом, носледовательности матриц х„Ц) и г/й(0 равномерно 
сходятся и их пределами являются соответственно матрицы и 5^(0г 
причем справедлива цепочка неравенств: 

(Х{1)-Х{1)\ 

й=1 \Ук+1{^) — Ук{^)^ 

'Х {I) — (0^ 

\У{1)-у^(1) 

1х^^^(1)-х^(1)\ 

Ук-^х{^) — Ук{^) 
< 2 

к=\ 

и значит, в силу (5.20), (5.12) и (5.14) при условии (5,13) получаем 

. 2 | ^ т а х 
й=1 о<г<г \УЛ^) — УЛ^)1 

Н 

т а х 
^ х ( о - Х ( о ' 

г ( О - У (О/ 

7? 
1 — Л т а х 

0 < < < Т 

(X (^)^ 
1 — / ? т а х С , ( 0 1 1 < 4 Л / х ( Л ) , 

что с учетом выбора ?̂ = 2х^''2(Л)р и обеспечивает справедливость тео­
ремы 2. 

Г л а в а 2 ' ; 

РАСЧЕТ МАТРИЧНОЙ ЭКСПОНЕНТЫ 
С ГАРАНТИРОВАННОЙ ОЦЕНКОЙ ТОЧНОСТИ 

Введение 

В работе [24] подробно рассмотрен алгоритм расчета экспоненты ог 
асимптотически устойчивой матрицы с гарантированной оценкой точно­
сти. Алгоритм уравнения стененей от экспоненты малой нормы, ставший 
основой алгоритма работы [24], ранее эффективно использовался в [31]. 
Первая попытка провести анализ влияния ошибок округления в алго­
ритме удвоения степеней проведена в работе [27], Алгоритм удвоения 
степеней основан на том факте, что 

И = ( / О ' " ' ^ 1 = 2~"^4, I I А ^ И ^ 0,5. (1> 

тт -^1 
Д л я вычисления экспоненты е ^ используются с одинаковым успехом 
как Падэ-анпроаксимация, так и приближения тейлоровскими полинома­
ми. Поэтому ограничимся выводом в § 1 оценок точности вычисления 

А^ 

е , используя несколько первых слагаемых в тейлоровском разложе-
Н И И е в 
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При обосновании алгоритма расчета проекторов па инвариантные 
подпространства экспоненциально дихотомичной матрицы мы столкну­
лись с необходимостью при заданных р, 9 ( р < 1 , 0 > 1 ) определить та­
кое т (как можно большое), чтобы для найденных приближений 

(б ^)выч(|1^1|| =• 0-5, — 21\А\\ ^^^-^^ выполнены оценки 

т а х 
|г|«:т 

< р , (2) 

(3) 

Для решения этой задачи предлагаем использовать следуюш,ий 
алгоритм. 

Вычисляются последовательности матриц Во, В\, . . . , Ви, Со, С1,...,С^ 
и чисел Го, Г1, . . . , Гй, ^?о, Вх, ..В^ такие, что ( т = 1, 2, . . . , к) 

В^ ~ {е ^)выч1 Сц — (е ^)выч? — ^т—1) Ст == Сш—\1 

Го = Ш, Гт = \\ВЛ, Во- ИСоИ, В„ = \\СЛ, Го = йго. По = ТеВо, 

ХЛ'гш-хГт, е>слж {Лгт^и ~ _ 1 1 . 1 Л ^ , если 1.1 7?„ > 1' 
Гп = 

• 771—1, 
если 1,1 г-т ^ 1, 

Вт-г, если 1.1 ^ ^ ^ 1 -

Причем расчет ведется до такого максимального к, при котором выпол­
нимы неравенства 

(к к )• 
т а х ^^к^ ^к) < 9' т а х 

\ и=о г=о 
а < р , 

где а — малая величина, характеризуюгцая точность вычисления квадра­
та матрицы и суммы двух матриц. При этом гарантировано выполнение 
оценок (2), (3), Правомерность сделанных заключений следует из про­
веденного в § 2 анализа влияния ошибок округления на процесс удвое­
ния степеней, повторяющего, по существу, анализ работы [22], 

В § 2 описан способ получения апосториорпых оценок точности вы-
числения е ^,при этом результаты справедливы для произвольных мат­
риц. Если же ограничиться классом асимптотически устойчивых матриц 
( х ( А ) < о о ) , а точнее, «нрактически» устойчивых {%(А)<><,*), то имеют 

место априорные оценки точности вычисления матриц е ,̂ выводу ко­
торых посвящен § 3, Оказалось, что величины р — точность вычисления 

е ^, Л/̂  — размерность матрицы Ау, к и е — малые величины, характе­
ризующие точность вычисления произведения двух матриц, взаимосвяза­
ны. Так, зная р, Л ,̂ к, всегда можно указать, насколько точно необхо­
димо вычислять произведения матриц, чтобы, исполызуя алгоритм удвое­
ния степеней, убедиться, что 

выч е ^ Р' 
2'^А^\ 

При этом необходимо отметить, что полученные априорные оценки 
в § 3 принциниально точнее апостериорных оценок § 2, Так, например^ 
в работе [12] рассмотрена матрица 

" Л О О' 
А^ ОАО 

_0 О А 
-— 16 107,2 

- 16 107,2 О 
2 = — 16 107,2 

О —16 107,2 
— 16 

где 

31 



аметим, что х (А) = 0.81о7. Тогда если для вычисления используется 
машина ЕС-1050 и расчет ведется с машинными словами удвоенной дли­
ны, то априорная оценка § 3 обеспечивает выполнение оценки 
Ч е ^ ) в ы ч — е̂ 11 < р, в то время как апостериорная оценка этой же вели­
чины § 2 превосходит ОЛюЗ. Таким образом, доказательство теоремы 1 
§ 3 нрощ,е доказательства, приведенного в работе [24]. Оно получено 
А. Н. Малышевым. 

§ 1. Точность вычисления экспоненты от матрицы малой нормы ~ 

Хорошо известно, что матричную экспоненту можно представить 
рядом 

е^ = 1 + А + ±А^~+ . . . + ± А - + . . . (1.1) 

и что урезанные полиномы 

Л ^ = / + Л + - ^ Л 2 - ь . . . + ^ ^ Л ' ^ (1.2) 

приближают матрицу е"* с точностью 

Оценку (1.3) легко вывести. В самом деле, из (1.1) и (1.2) следует, что 

^ ^ - - " Й Т Т У Г ^ + А + . . . + - ^ л -г . . . 

и, значит. 
т + А _ | и Г + 1 х ^ М11^ ^ М Г + 1 |!А1| 

{т^Щ\1 + 1)! к\ (т -Ь 1)! 

Из неравенства (1.3) видно, что чем больше первых членов в (1.1) возь­
мем, тем точнее матрица будет приближаться матрицей Л„, но при 
этом чем больше тем больше накопленная погрешность при вычисле­
нии сумм (1.2), которая зависит во многом и от алгоритма расчета Л,„. 

Наиболее употребимый алгоритм расчета матрицы Л„, следуюш,пй: 

Ло = 5о = / , = 1, 2, ттг, 

Яр = - 1 Л5р_1 , Лр = Лр_1 + 5р . (1-4) 

В этом параграфе проведем анализ пакопления погрешности вычисления 
в алгоритме (1.4), который позволит сформулировать правило оптималь­
ного выбора числа т. Так как основные операции в (1.4) — это сложение 
и умножение матриц, то начнем со следующего предположения. 

Пусть при вычислении произведения двух матриц Л, В (их резуль­
тат будем обозначать ( Л 5 ) в ы ч ) и их сложения ( (Л + 5 ) в ы ч ) допускается 
погрешность: 

И (Лб^ з ы ч - АВ\\ 1̂8111Л11 (1.5) 
II (Л + В) - (Л + 5 ) II ^ (11ЛII + 11511), (1.6) 

где 8 — малая положительная величина, характеризующая разрядную 
сетку используемого вычислительного устройства, а ^2 — постоянные, 
характеризующие применяемый алгоритм расчета АВ и А Л-В. Подроб­
нее о них см. [24]. 

Для получения оптимального приближения матрицы необходимо 
остановить процесс (1.4) после шагов, когда гарантированная погреш­
ность вычисления Л^^ станет одного порядка с погрешностью приб.лиже-
ния А^^ экспоненты (оценка (1.3)). В этом параграфе покажем, что 
в качестве к^ необходимо взять минимальное среди всех целых /с, удов-
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летворяющих неравенству 
1Ме{а2к + аМ1\)>1Ш''+У{к+1)\. (1.7) 

Возникающая при этом погрешность оценивается неравенством 

| Л , ^ - е ^ | | < а , 8 в " ^ " , (1.8) 

где ао = 2.02{а2ко + аМЦ. (1.9) 

Из (1.8) и (1.9) видно, что рассматриваемый алгоритм расчета матри­
цы может эффективно применяться лишь для матриц А достаточно 
малой нормы (порядка единицы и меньше). 

Перейдем к оценке погрешности, накапливающейся в процессе (1.4). 
Предположим, что матрицы {Жг), {В^ связаны соотношениями 

в которых Фр и — квадратные МХМ матрицы — обозначают погреш­
ности. Сделанные предположения позволяют оценить матрицы Фр и Ч^р: 

Фр т 
\А\\_1 

11Ч^р11<^28(Шр11 + 11Л'р-111. 

Оценим разность Вр—""г^^* Из (1.10) следует равенство 

Вр--^А^ ^ ± А ^ р! р — -пт 
1 Р - 1 

( р - 1 ) ! 

(1.11) 

(1.12) 

позволяющее вывести цепочку неравенств: 

В ( р - 1 ) ! А р-1 И 

1 Р - 1 

< ( 1 + ад 

( р - 1 ) ! 
А\ 

А\ 

^ р - 1 
1 

( р - 1 ) ! 
А р-1 

Р 

+ 

< Й 8 - Ы ^ 
^ ^ 1 ^ ( р - 1 ) ! -

Опираясь на полученную оценку и используя неравенства (1.11), (1.12), 
докажем по индукции, что если 

и 

2 8 1 1 ^ 1 1 ( ^ 2 / ) + Й 1 ) < 0.01, 
Р = 1 

то 
\\Ж^ - А^\ 1.01 (йз/с + йМЦ ее"^". (1.13) 

В самом деле, при А; = 1 неравенство (1.13) следует из (1.4), (1.10) — 
(1.12). Пусть оно верно и при всех к<] и докажем, что тогда (1.13) 
верно и при к=]. В силу сделанных предположений справедлива це­
почка неравенств: 

А^ — А^ < 
Р = 1 

фр 

р=1 
^ Р р ! ^ + (/38 Яр + й^г I Лр_11 [ ^ 

^ 

Р = 1 

3 Заказ № 554 

А' (1 4- й^Е) + й^Е А" 
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+ 2 ^г^ее" '̂'! .01 {й^р + 1.01 (^2/ + ^1 |И 11) е'̂ ^̂ е, 

откуда с учетом (1.7) ж следует справедливость утверждения (1.8), (1.9). 

§ 2, Алгоритм удвоения степеней 

Докажем лемму. 
Лемма 1. Рассмотрим последовательность матриц Во, В:, ..., 5д, . . . 

размерности NXN, связанных при помощи квадратных матриц 
( / = О, 1, 2, . . . ) рекуррентными соотношениями 

5 , = + Фо, В.+^ ^ В] + Ф^+1. (2.1) 

На матрицы Ф^^! накладываются условия 
НФоН^г, 11Ф,+ 111^гаШ ,112, '(2.2) 

где 
г < 1, а < 1. (2.3) 

Тогда числовая последовательность {г^}: 
Го г, г,+1 = 2.2Ш,11г„ г, < 0.1Ш,11, (2.4) 

является мажорирующей для погрешности представления В^ матричных 
экспонент е 

| е ' ' ^ - ^ А | к г , . (2.5) 

Переходя к доказательству, обозначим (/ = 0, 1, 2, . . . ) 

^ ^ - е ^ ^ ' ^ - Б ^ . (2.6) 

Из (2.1) легко выводится рашенство, связывающее матрицы Ъ,^ и 

= 51 + - (5. + 1к? = - в^1^ - - I I , 

которое влечет за собой выполнение нераовенства 
11,^,\\^2т\\1^\ \\Ы\'+\\Ф,^,\\. (2.7) 

Далее покажем, что из условий ледгмы (неравенств (2.3) и (2.4)) 
следует 

111,112 <0.1Ш,11г„ (2.8) 
11Ф ,̂+111.< 0.1Ш,11г,. (2.9) 

В этом случае, так как IÎ И̂ < г,, из (2.7) следует 
1 1 Ь + 1 1 1 < 2 . 2 а д г „ 

и, значит, в качестве мажоранты 11̂ +̂111 можно взять величину = 
= 2.2Шй11гй, что и доказывает справедливость леммы 1. Итак, для завер­
шения доказательства леммы 1 осталось вывести неравенства (2.8), (2.9) 
из условий леммы. 

Из (2.2) следует, что 
11Ф,+111 ̂  г а 1 В Д 2 = 0.1г,115,11 [115,11га/(0.1г,)] 

и, значит, (2.9) верно, если \\В^\\га-< 0.1Гй, а это есть условие (2.4). 
Поскольку 111Ь11<ГА, то в силу (2.4) верна цепочка неравенств: 

^ й 1 Р < г ^ = ^ № < г ; , о . 1 1 | 5 , 
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что и доказывает справедливость (2.8), а значит, и утверждение лем­
мы 1 доказано. 

Следствие 1. Если имеют место условия леммы 1, то справедливы 
неравенства 

е^^^ - Б , 1 к (2.2)^ П I I В, IIII Фо 11 < (2.2)^ П11 в, II г. 
3=0 

Теперь сформулируем и докажем следствие 2 леммы 1, которое позволит 
оценить матрицу е'^ на интервале от О до 2" на основании значений 
норм ( 1 ^ Л). 

Следствие 2. Определим числовую последовательность 

ги= т а х / ^ П 1 . 1 Вт-
0<т^<...<т1<к ^=1 •' 

в атом случае при О ^ ^ ^ 2̂  верна оценка 
\\е'Ч^г^. 

Для доказательства воспользуемся представлениями 

, — целые, 

(2.10) 

где 
^ = х + 2 " ^ ^ + 2 " ' ^ + . . . + 2 ' " \<1, 

— Вт- 4~ |т^• 

Воспользуемся обозначениями, принятыми при доказательстве леммы 1. 
Из этих представлений следует, что 

П ( 5 т . + 1т.) < II (Вш. + Ц ) II < 

< Уёй{1Вт.\\ \\1ш.1у 

Далее, в о с п о л ь з о Б а в ш и с ь оценкой | | т п ^ | 1 ^ 0.1 ЦБ̂ ^̂ Ц, можно огрубить оцен­
ку Пе'̂ И так: 

е 

< / ^ П 1 . 1 | | 5 т , 

откуда с учетом определения и следует справедливость неравен­
ства (2.10). 

В заключение параграфа отметим, что доказанная здесь лемма явля­
ется, по существу, доказательством точности расчета матричной экспо­
ненты е"*, предложенного в работе [14]. Ясно, что в процессе вычисления 
данным алгоритмом всегда можно вычислять величину 

(2.2)'^ П и 5, II г. 

Хотя, как правило, она достаточно велика. Так, например, если рассмот­
реть матрицу 

/ I О 0" 
А = О Л О I, 

\ о X 
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где 

А = 

• - 16 102.7 О 
— 16 102.7 

— 16 102.7 
— 16 102.7 

О - 16 

и взять 8 = 10"'̂ , то величина 

(2.2)'̂  I I I I 5 , 1 1 г 

будет превосходить 0.1 юЗ, 

§ 3. Расчет экспоненты от асимптотически устойчивой матрицы А 

Рассмотрим алгоритм удвоения степеней матричной энсноненты 
от матрицы малой нормы А, которая кроме этого является асимптотиче­
ски устойчивой. Существенное место в наших оценках займет введенный 
в [22] параметр качества устойчивости матрицы Л (х ( Л ) ) . Выведем также 
связь между величинами е, >С(У1), N, Т, где г—шеличина, характеризу­
ющая используемую ЭВМ, N — размерность матрицы А, Т — длина ин­
тервала, на котором можно вычислять е*^ с гарантией точности. По зна­
чениям 8, Т, N, р (р — уровень требуемой точности определения е^^ на 
интервале (О, Т)) можно определить величину х* — уровень «практиче­
ской» устойчивости матриц. Это позволит утверждать, что для всех мат­
риц А с х ( ^ ) < х * можно на интервале (О, Т) вычислить е'"^ с точ­
ностью, не меньшей чем р. 

Рассмотрим последовательности матриц размерности МХМ: Во, В\, 
В2, . . . , Вк, . . . , связанных при помощи квадратных матриц (/ = 
== О, 1, 2, . . . ) рекуррентными соотношениями 

В, Фо, 5,+1 = В] + Ф,-+1. 

На матрицы Ф^ накладываются условия 
ИФоИ^г, 11Ф,-11=$бШ,-_11|2, 

где 

г = 
4К {А)' 2к' (А) 

Предположим, что для всех А; ^ ттг и при любых р, д 

е"^ {Вт - г"^) < сг^е 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

неравенство 

Если взять 

- ( 2 ™ + Р + д ) 

Со == ГХ, 

то, используя неравенство {I > 0) 

л А УУ.{А) 
-г 5<(А) 

О справедливо 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

выведенное в [22], можно из (3.1), (3.2) и условия 1^11=0.5 получить 
цепочку неравенств: 

(^0 

<,х{А)е 
- ( р + д ) 

РА Фоб З А 

К(А) Ф. 2ге '̂̂ ^^^^х(Л)е < ^ + ' ^ . ( А ) ^ 

< 2гх [А) ехр ( - (1 + р + д) | А ||/х {А)}, 

из которой следует справедливость предположения (3.4) при т = О, 
Со = 2гл{А). 
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Далее, в силу (4.1) при любых д > 0 верно равенство 

- с^^с^"^^ {В^ - е^"^) е '^ - е"^ {Вт - с^"^) 
и, значит, опираясь на предположение (3.4), можем записать, что 

е'^ - . « ^ < + . „ ) е х р { - (г-н-' + р + ^ ) Щ + 
- ( р + д ) 

11А11 

< [с1 + + бк {А) {ст + / ^ ) ^ ] ехр [ - (2™+^ + 2? + д) 
Следовательно, для некоторого Сгп+\ 

с,п+1 < + 2с,п + бх (Л) (с^г + У ^ ) У 

при любых /5, д > о верна оценка 

I [ В „ . + , - .="•+"̂ 1 е-^ I < ехр { - (2"+' + Р + , ) Щ 
Из (3.7) следует, что 

1 + с „ + 1 ^ ( 1 + с . )2 (1 + б х 2 ( Л ) ) 

и, так как со = 2гх (Л) , получаем, что 

1 + с™ < (1 + бх^ (Л))'™-^ (1 + 2гх (Л))^'", 

1м^ 

(3.7) 

т. е. 

и, значит. 
с „ , < ( 1 + бхМЛ))^ - Ч 1 + 2гх(Л))^ - 1 

с „ г ^ 2 ™ ( б х 2 ( Л ) + 2 г х ( Л ) ) / ( 1 - 2 - ( б х 2 ( Л ) + 2 г х ( Л ) ) ) . (3.8) 

Итак, нами доказана теорема. 
Теорема 1. Пусть к = х ( Л ) < оо, где А — некоторая матрица, и пусть 

квадратные матрицы (/ = 1, 2, . . . , ко) той же размерности NXN 
удовлетворяют неравенствам 

Ф,1 (3.9) 

с достаточно малой постоянной го, где ко — максимальное среди всех т, 
для которых справедливо неравенство 

1 - 2 ' " г о < р , р < 1 . (3.10) 

Если матрицы Во, В\, В^^ определены рекуррентными соотношения­
ми и> 1) 

5 , = е - + ф „ 5 . = ^ 5 | _ 1 + Ф я 

то имеет место следующая оценка (т^ко): 

- В 
т 

2т, -^тЩ 
< е " 

(3.11) 

(3.12) 
о 

З а м е ч а н и е к т е о р е м е 1. Пусть С(С^ = С, Л = СЛ) — проек­
тор на инвариантное нодпространство 2'+{А) матрицы А, тогда, нахо­
дясь в условиях теоремы 1 и изменив определяющую формулу для Во 

Во = е^а+Фо, 

можно утверждать, что справедлива оценка (§1, 2̂ = О, 1) 

1 е"' [е^-^ а - в^ с-' 1 < в х р ( -
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Доказательство этого утверждения повторяет доказательство теоремы 1, 
если только выполнена оценка 

Ие'̂ СИ < Ух (Л) ехр ^ > О, 

и вместо неравенства (3.4), справедливого при любом выборе р, д>0, 
необходимо потребовать выполнение неравенства 

Ст ехр 
\\А\\
•к {А) У 

Как следствие из доказанной теоремы введем утверждение: если 
Шх, т2, . . < ко, то верна оценка 

П - е х р 2 2 " ' ^ 
2 ^ " ^ 

7 = 1 ехр 
1 - Е 2 " Ч 

3 = 1 

3=1 

"̂ 3 . (3.13) 

Д л я доказательства этого неравенства достаточно показать, что если 
т, 1<. ко, то 

II ад - а < - " ^ - ' - | < ,^1"^%^ е х р { _ (2» + 2') Ш]. ,3.14) 

Прежде всего заметим, что так как при всех р, д^О справедливы оцен­
ки {к = т, I) 

II [д^ _ ^.«л, [ - (р + 5 + 2") 1 ^ } , 

ТО из тождества 

ВтВ, - ехр { ( 2 - + 20 А] = {В^ - .^"^) {Вг - е'^^) + 

+ {в^ - е^"^^) + е^"^^ ( 5 , - .^^^) 

вытекает неравенство 

ВтВ1 ~ ехр {(2"^ + 20 А] \\< {с^ + с̂  + с^^О ехр [ - {2^ + 2') ^^1} . 

Далее, так как 
(3.15) 

2ш 

1 — 2™. 1 — 2'г 

то верна цепочка очевидных нера(венств: 
Сш+ С1 + СшСь = (1 + Ст) (1 + С;)— 1 = 

= (1 - З'^го) -1(1 - 2'го) -1 - 1 ^ (2™Н- 2') го/[1 - (2"^ + 2') го], 

что вместе с (3.15) и позволяет утверждать справедливость (3.14), 
а следовательно, и (3.13). Аналогично замечанию к теореме 1 можно 
сделать замечание к следствию теоремы 1, т. е. можно утверждать в ус­
ловиях замечания и следствия к теореме 1, что если т\, тпг, . . . , тг<А;о, 
то верна оценка (§1, 52 = О, 1) 

0*'^ П - ехр I Е 2"^Л1 о' 
.3 = 1 ^ 1з=1 ^ -

2 2-^>о 
3=1 

1 - 2 2 Л 
>=1 

.1 
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Г л а в а 3 

ВЫДЕЛЕНИЕ ПРОЕКТОРОВ ДЛЯ МАТРИЦЫ 
С ХОРОШЕЙ ДИХОТОМИЕЙ СПЕКТРА 

Введение 

В работе [20] предложено использовать числовую характеристику 
матрицы Л 

ус{А) = 2\Ш 11Я11, 

где 
оо 

Н = ^ I (Л* + ыг"- {А - ыг^аг, 

в качестве критерия качества экспоненциальной дихотом'ии спектра мат­
рицы А мнимой осью. Величина х ( Л ) полагается равной оо, если у А 
есть собственные значения на мнимой оси. 

Выделим в классе экспоненциально дихотомичных матриц множе­
ство «практически» экспоненциально дихотомичных, а именно такое 
множество, что для всех матриц, принадлежащих ему, верна оценка 
% ( Л ) < % * , где X * (больнюе число) — уровень «практической» дихотомии. 
В этой главе покажем, что, задавшись величиной х* и взяв б, б < 1, 
можно указать, насколько точно необходимо выполнять элементарные 
вычислительные операции с матрицами, чтобы с гарантированно!! точ­
ностью найти проекторы С{+0, А), О, А) на максимальные инвари­
антные подпространства А, отвечающие соответственно частям спектра 
А, расположенным строго в левой и в правой полуплоскостях. Таким 
образом, опишем схему алгоритма, результатом которого в случае «прак­
тической» дихотомии матрицы А будут матрицы и (?_ с оценками 

\\с{+о, А)-а+\\<8, ю{-о, А)-ал^б, 

\Аа+-0+А\\^2\\А\\8, | С ^ - & + | | < 2 К ^ б . 

Одним из основных этапов предлагаемой схемы является прямой ход 
ортогональной прогонки для решения некоторой краевох! задачи, учету 
влияния ошибок округления уделяется специальное внимание. При этом 
можно указать число шагов ко прямого хода ортогональной прогонки, 
проделав которые, полу^шм необходимые приближения к проекторам 
О{+0, А) и О {—О, А), либо гарантировать выполнение неравенства 
х ( Л ) > х * . 

Кроме этого расчетные формулы прямого хода ортогональной про­
гонки совпадают с расчетными формулами известного ортогонально-сте­
пенного метода (см. [11, 12]). Сама ортогональная прогонка предложена 
в [32, 35], причем в [33] уже приведено доказательство ее устойчивости 
относительно погрешности данных и вычислительных ошибок округле­
ния. В работе [36] исследована ортогональная прогонка в более общем, 
чем здесь, случае, а именно: для решения на интервале от хо до х 
краевой задачи 

=А{х)и{х) + Пх), 

Ви:{хо) = (р, Си{х) = •\3р. 

Хотя в достаточно общих случаях анализ влияния ошибок округле­
ния, возникающих при решении краевой задачи, уже проведен, повторим 
его для получения более точных оценок в нашем частном случае и что­
бы подчеркнуть тот факт, что погрешности округления, возникающие 
в ортогонально-степенном методе, можно моделировать как погрешности 
задания коэффициентов некоторой краевой задачи. 
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§ 1. Параметр дихотомии матричного спектра 
и проекторы на инвариантные подпространства 

Если у матрицы А нет собственных значений на мнимой оси, то име­
ет смысл интеграл 

Н 2л {А* + 1^1)'^ (А — ^2 

я совершенно естественно выбрать в качестве меры экспоненциальной 
дихотомии матрицы А величину х(Л.) = 211Л.1М1Я11. Введенный в работе 
С. К. Годунова [20] параметр качества энспоненциальной дихотомии 
у,(А) допускает именно такое толкование. Определение х{А) связано 
с тем фактом, что если у Л нет собственных значений на мнимой оси, 
то супдествует единственная, ограниченная на всей прямой — о о < ^ < о о 
матрица Грина ^{^, А), удовлетворяюгцая уравнению 

±С{{, А) = АС{г, А)+ 6(1)1, 

для которой сходится интеграл 
оо 

Н = с 0*{1, А) С и, А)сИ. 
— оо 

В этом случае полагалось >с(Л) = 2М'1М1Я11. При наличии чисто мнимых 
точек спектра матрицы А положено х ( Л ) = ж'. Для гурвицевых матриц, 
у которых спектр лежит полностью в левой полуплоскости, параметр 
экспоненциальной дихотомии х ( Л ) совпадает с параметром качества 
устойчивости, рассмотренным в гл. 1. В ней же доказана оценка 

А)\\^У^)е — о о < ^ < с х э . (1.1) 

Матрицы 01+0, А) и С{—0, А) являются проекторами на макси­
мальные инвариантные подпространства размерностей N^^{А) и N-{А), 
отвечающ,ие соответственно собственным значениям А с отрицательной 
{2'+(А)) и ноложительпой вещественной частью (2'-(А)). Приведем 
схему вычисления О{+0, А), О{—0, А), М+{А), N-{А), подробно рас­
смотренную в [20, 37]. Схема расчета основана на том, что вместо 
С{1, А) рассматриваются приближения <^г(^), где Ст{%) — матричная 
функция, удовлетворяющая краевой задаче на конечном интервале 
[-Т, Т] длины 2Т 

-^0та)^А0т{1)+Ь(1)1, 

Сг{~Т)=САТ) 

и допускающая представление 

От{г)= 2 С{1+2кТ). (1.2) 

Из (1.2) с помощью (1.1) выводим, что при конечном 'А{А) 
Иш От{1) = СЦ). 
Г-^оо 

Точнее, 
1\Сг{1)-а{1)\\<Е{т, х ( Л ) ) , 

.г/А\\- 2УМА)ех1р{-Т\\А\\Ы{А)} (1.3) 

Из этой оценки видно, что, зная величину х ( Л ) и выбрав Г = Г ( х ( Л ) , б ) , 
можно вычислить матричную функцию От{%) как решение краевой 
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задачи, которая приближает с заранее заданной точностью б 
(8 (Г , х ( Л ) ) < б ) . 

Удобно вместо С^т(^) рассматривать матричные функции Хт{^), 
У г ( | ) , являющиеся при О ^ ^ ^ 7" решением краевой задачи 

А 0 " 

.Ут{1)_ 0 - А Ут{1)_ 

Ут(0) - 1 т ( 0 ) ^ 0 , у,{т)- Хг{Т) = 

через которые Сг(Ю определяется формулой 

Хт{Т + 1), - Т ^ К О . 

(1.4) 

(1.5) 

Приведем схему расчета С т ( + 0 ) , Сг(—0), основанную на методе 
ортогональной прогонки (см. [11, 12]) и являющуюся модификацией из­
вестного ортогонально-степенного метода для матриц удвоенного порядка 

/е-г^ О \ 
, О е-^А^ ' 

Схема алгоритма вычисления С{+0, А ) , О {—О, А ) с точностью б : 
1. Для некоторого т > О вычисляются матрицы е-^^. 
2. Положив = Р^= у ^ - ^ ' определим по рекуррентным формулам 

матрицы ^^, Рг, Яг { 1 > 1), Л,-— верхнетреугольная: 
,ХА 

\Рг) 
(1.6) 

^^^^ + р'^Рг /. 

Процесс ведется до тех пор, пока не будут вычислены матрицы 
Рп^, где По — минимальное целое число, удовлетворяющее неравенству 

8(7гоТ, УС{А))<6. 

В заключение вычисляем матрицы '̂ 'п^ = {Рп^ — ̂ "о) ' "^^о ^ окончатель­
но получаем 

Оп, ( + 0) = Х^, (дт) = ^п8п^, Ош ( - 0) = Гп, (пт) = РпЗп^, 

\\Сп,{±0)~С{±0, А)\\^6. 

Во-первых, никаких осложнений с вычислением при конечном 
'Л(А) не возникает, так как в [20] показано, что 

I Зп^ II < 2 ] /^ф4) + 2Е (ЩХ, X ( А ) ) , I I 8 - ^ Ц < 2. 
Во-вторых, если известно точное значение х ( Л ) (•к{А)< % * ) , то величи­
на По в указанной схеме выбирается из условия выполнения неравенства 

8 (ПоТ, X * ) < б . 

В-третьих,^из (1.6) следует, что при любой NXN матрице 5 матричные 
функции Х г ( | ) , Уг(^) , вычисленные с помощью формулы 

(Хт{1)\_(е^^''^'^^ а л 

\Ут{1), V 
5, 

удовлетворяют при | = 0 условиям Хг(0) — 7г (0 ) = 0. Это и ^^[озволило, 
выбрав '^п^=(Рп^—^'^о)"^' обеспечить выполнение равенства Хп^х{поХ)— 
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в следующем параграфе сделаем некоторые нредноложения, касаю­
щиеся реализации на ЭВМ матричных вычислений. Это позволит в § 3 
дать более детальную схему расчета матриц С{+0, А), О {—О, А), учи­
тывающую влияние погрешностей округления на процесс расчета. 

§ 2. Некоторые предположения, 
касающиеся машинной реализации матричных вычислений 

Так как вычисления на ЭВМ в основном выполняются не точно, то 
будем обозначать через (^)выч вычисленное приближение к матрице X. 

Предположим, что 
1) для любых квадратных NXN мапшппо заданных матриц X, У 

выполнена оценка 
11(АТ),ьхч-Х711^Г211Х711, (2.1) 

где Г2 — малое положительное число; 
2) параметры Г], гз характеризуют точность ортогонализации 

матрицы I (^1, 22 — квадратные МХК матрицы), т. е. точность полу-

чения NXN матриц ^, Р, Я таких, что Я — верхнетреугольиая и выпол­
нено условие 

+ -711^ г,. 

для которого справедливо неравенство 
(^] 

\ч1 
я 

(2.2) 

(2.3) 

Пусть 8 1—м а ш и н н а я постоянная, такая что 81 > О и между числа­
ми 1 и 1 + 81 нет других машинных чисел. Используя эту постоянную, 
можно указать для некоторых алгоритмов вычисления произведения мат­
риц и ортогонализации системы векторов конкретные значения парамет­
ров Г1, Г2, Гз, найденные, например, в [1, 36]. Ясно, что, применяя пре­
цизионные алгоритмы вычртсления указанных задач, можно обеспечить 
для параметров Г], Г2, гз какие угодно малые значения, поэтому мы не 
даем конкретного выражения для них. 

Предположим далее, что можно вьР1ислять приближения к матрицам 
т̂А̂  ^-хА квадратных МХМ матриц А и некоторых т, превосходящих 

1/(211Л11), так что гарантировано выполнение неравенств 
11(е*^^)ьыч-е±^^11<р, 

т а х 

(2.4) 
(2.5) 

где р — малое положительное число, а _ 0 > ! . Ясно, что если взять т = 
= 1/(21и11), то можно положить в = Уе, а в качестве р взять, например, 
в силу [24] величину ЮОЛ^еь 

Таким образом, всегда существуют р, т, Э, для которых сделанное 
предположение (2.4), (2.5) справедливо. 

§ 3. Учет влияния погрешностей округления 
в схеме расчета С{ + О, А) 

В § 2 г л . 2 п о д р о б н о р а с с м о т р е н с у ч е т о м в л и я н и я о ш и б о к о к р у г л е ­
ния а л г о р и т м в ы ч и с л е н и я в е л и ч и н ы т {х\\А\\ 1) но н а п е р е д з а д а н н ы м 
ч и с л а м р и 0 ( р < 1 , © > 1 ) т а к о й , ч т о 

т а х I е '^ [| < О 
—т<*<т 

и ДЛЯ (е''^)ьач, (е-''^)выч, в ы ч и с л е н н ы х п р и б л и ж е н и й к м а т р и ц а м е""^, 
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е~^^, гарантировано выполнение оценок 

О том, как выбирать в и р , скажем несколько позже в данном парагра­
фе. Итак, первый этап схемы расчета С ( + 0 , А) и С {—О, А) с учетом 
влияния ошибок округления рассмотрен. Перейдем к следуюш,ему этану. 

Основным моментом на этом этапе является утверждение о том, что 
матрицы, полученные при реализации ортогонально-степенного метода, 
можно рассматривать как точные решения в некоторых точках краевох! 
задачи с возмущенной матрицей коэффициентов. На данном факте осно­
вано доказательство следующей теоремы. 

Теорема 1. Пусть А — экспоненциально дихотомичная матрица с 
^^{А)^^ к* <^>°. _Рассмотрим три последовательности NXN матриц 
^о, ^1, . . . , ^п, Ро, Ри . . •, Рп, Ло, . . . , Пп такие, что все Яг верхнеуголь-
пые. Предположим, эти матрицы связаны соотношениями 

/7(1) \ 

7-(2) 

(1) 
1̂+1 Мпк.. 

\Рк+г/ 
в которых ^й-Ьи ~ прОМежуТОЧНЫе м а т р и ц ы , а 'Ф/г+И Ч>к+1 

— м а т р и ц ы , моделирующие ошибки округления. Пусть (е''^) ВЫЧ5 

(е-''^)выч — матрицы, приближающие е"̂ ,̂ е''^^. Будем считать, что для 
некоторых малых положительных чисел Г1, 1% гз, р и 0 > 1 , т11Л11>1 
выполнены оценки 

+ХА )выч — е±^А 1 < р , шах 
о<|г|<т 

о , 

11 
^к+1 

1 

Ф 1 + 1 | < 1 1 ( 0 выч 

выч 2' 

^2' 

^1+1! 

Тогда если Р1 < 'Щ^;^ где 

Рх = 0 (Р + [2^3 + (О + р)]) 

то справедливы оценки 
Ш ( + 0 , А)-^п{^п-Рп)-'^\^г{пx, х * ) + 3 2 { х * ) 2 р ь 

11С(-0, А)-РА^п-Рп)-'\\<е{пт, х * ) + 3 2 ( х * ) 2 р , , 
где 

е (пг, = 2 / ; Г * ехр { - ^ } (.1 - ехр [ ^ ^ } Г . 
Доказательству данной теоремы посвящен целиком § 5, при этом 

существенно используются вспомогательные леммы, собранные в § 4. 
Таким образом, если х ( Л ) < х * , то для получения матриц Сг(+0, А) 

и С{—0, А) с точностью б необходимо, во-первых, так выбрать величи­
ны в > 1, р < 1, а также параметры г г, Г2, гз, характеризующие точность 
вынолнения матричных операций, чтобы выполнялась оценка 

3 2 ( х * ) р 1 < 0.256. 

Во-вторых, количество шагов щ в процессе (1.6) должно выбираться из 
условия выполнения неравенства 

г{т, х * ) < 0.256, 
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где т определяется, как указано в начале этого параграфа, по значениям 
р и е . Тогда будут выполнены оценки 

С ( + О, Л) - - Рп^)-' < 6/2, 

о {-о, А)- Рг,^ (рп^ - | 1 < 6/2. 

Покажем, что если у.{А)< к*, то матрица 

хорошо обусловлена. В самом деле, так как 

(3.1) 

^пОп + Р1РП 
0 ^ 0 о о 

/ + Н. < 1 + Г1, 
то 

и, значит. 
—1 

т. е. при Г1 < 1/2 
-1 1.1. (3.2) 

С другой стороны, поскольку 

\ ^п^^п^ + р * Р п ^ — \ ^\^п^3п^'+ РпРпЗп^ — 

= ^^с{-\- о, А) + Р 1 С { - О, Л) - я„^.9п^ + 

+ [ 5 п „ ( 5 п , - к у - с (+ о, Л ) ] + Р : ^ ( 5 П , - - с ( - о, Л ) ] , 

то, используя оценки 1 |С(+О, Л ) | | ^ У ^ х ( 4 ) , | [ ^ „ Л ^ У ^ 1 + г^, 
^ У\ г^, II-^Пд! и (3.1), можно утверждать, что 

т. е. За. 
2 / 1 + ^ 

Полученную оценку, опираясь на неравенство г\, < 0.5, огрубим так: 

15п^1 < 3 ( УЧЩ + 60.5). (3.3) 

Из (3.2), (3.3) следует, что |1 — обусловленность оценивается 
как _ 

1̂ [8п^) < 3.3 ( / х (Л) + 0.56). (3.4) 

И значит, если в процессе решения ^ (^.^„^ > 3 .3У^х* + 0.56, то из 
(3.4) следует, что у{А)> х*. 

Предположим теперь, что, зная, что [л-('5тг^)<3.3 ] / х * + 0.5б, мы вы­
числяем Оп^Зп^ и Рп^Зп^ с точностью 0.56. Данное предположение не 
обременительно, поскольку, зная обусловленность матрицы А, можно, 
используя прецизионные алгоритмы векторных операций на ЭВМ, орга­
низовать процесс вычисления решения системы Ах = / или, что то же са­
мое, системы хА = /, где ж и / — строки размера N [1]. 

В этом случае если обозначить 

^ п ^ ^ = ^^пЗп^] , Сп ^ = (Р пЗп^] 
\ о увыч о \ О У: /выч 
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то верны оценки 

0^-^-О{-О,Л)II<б, I I с ^ + ^ _ ( + о , Л ) I I < б . 
Далее, так как ЛС{±0, А ) = С{+0, А)А, СЦ-0, А ) = -С{-0, А ) , 
С^{+0, А)=а{+0, А ) ш \\С{±0, А)\\<У'и{А), из данных оценок следует, 
что 

АЩ'> — Щ^А II < 2 1Л I I б, 

( ё ^ + у - & 1 | > | | < 2 1 / ^ б , 

§ 4. Вспомогательные леммы 

Докажем две леммы. 
Лемма 1. Если для матриц У, е''̂ , т > О, одинаковой размерности 

выполнены неравенства 
117-е^^11<0.5, О < ^ < т, 

то матричная функция 

Х{1) = е*^+ —[У — е^^] 

является решением краевой задачи (4.3) на интервале (О, т) 

-^Х{1)=[А + В{1)]Х{1), 

Х(0) = / , Х ( т ) = У, 

причем для матрицы В{1) выполнена оценка (О < < т) 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

В{1) + А У — ё т А (4.4) 

Переходя к доказательству, за(метим, что так как О < < т, то в си­
лу предположения (4.1) верна оценка 

— е-*^ [е^^ — У] 0.5, 

которая обеспечивает равномерную сходимость ряда 
оо 

-1А ( е Т А _ У У -= 2 (— (^^^ "~ 
к=0 

Это доказывает обратимость матричной функции Х{1), заданно!! форму­
лой (4.3), на интервале (О, т ) , причем верна цепочка неравенств: 

\-1 
^ - ^ 0 1 1 = 

I 
е-1А(еТА _ У) ,~1А 

й = 0 

< 2 ( 1 ! ^ - * ^ 

1 — 1- е - * А ( е т А _ у ) | 

оо 

• е-^А\ 
1 к=а 

0—1А 1р%А ( е х А _ У) 1к .-1А 

< 2II е-^^ 

результатом которой является оценка 
11Х-'(011 ^211е-'^11, О ^ г ^ т . (4.5)' 
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Итак, убедившись в обратимости матрицы X{^) при 0 < ^ = ^ т в ус­
ловиях леммы, можно нродифференцировать X{^) по { ш убедиться, что 
верна цепочка равенств: 

X (О = Ае^^ + _1 [ Г _ е̂ А] = ^ Г̂ А̂ _{_ _̂ (у _ ^ТА) 

^. А — {У — е-'^^) + —{У — е^^) = А е*А+ ^ ( У _ е Т А ) 

+ А + ± { 1 - Ы) {У - Х-"- Ц) 

+ 

т. е. верно равенство 

где 

Л.x{^) = [А + В{^)]X{^), 

ВЦ) = -^{1-гА){У~егЛ)Х-'{^). 

(4.6) 

(4.7) 

Из определения (4.2) следуют равенства Х{0) = 1, Х ( т ) = Г , что 
вместе с (4.6), (4.7) говорит о том, что Х{1) на интервале (О, т) явля­
ется решениохм краевой задачи (4.3), (4.7). 

В силу цепочки неравенств: 

4- ( / - ^А) Т + Т А 

и неравенства (4.5) следует справедливость оценки (4.4). Таким обра­
зом, лемма 1 доказана. 

Лемма 2. Пусть для квадратных МХМ матриц Р и ^ выполнено 
равенство ^*^ + Р*Р = I-\-А, где ИДИ < 1. Если ф, г|5 — произвольные мат­
рицы той же размерности, то для матрицы 

Г -

переводящей матрицу 

оценка 

7 ' (Ф . 10=(^ ) (/+АГ(<?*,^*). 

[р) 
ф 

имеет место 

\\П<Щ\\ Ц\\) (1 + 0.511Д11)/(1 - 11А11). (4.8) 

В самом деле, нетрудно проверить справедливость следуюп1,их цепо­
чек неравенств: 

11(<?*, Р*) {0*,Р*) Р 

1/2 

+ р*р 1/2 _ 

/ 4- А1^^' < (1 + IАII )'^' < 1 -Ы1А11/2; 

/ + А)-^II = аТ'(/ 4- А ) < ( 1 - I I А | | ) - ^ 

<11Ф1 + 111' 

которые в силу неравенства 

г̂ 1<11(<?*, *̂)1111(̂  + ^ Г ' 
/ ф \ 
и ' 

следующего из (4.7), обеспечивают выполнение оценки (4.8). Лемма 2 
доказана. 
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§ 5. Доказательство основной теоремы 

Докажем теорему 1, сформулироваппую в § 3. Для доказательства 
нам потребуется теорема 2 гл. 1. Пусть А — экспоненциально дихотомич­
ная матрица ( х ( Л ) < о о ) и заданы две краевые задачи на интервале 

й (Х{1)\Л О \

У ( 0 ; ^ и -А)\У{1) 

У{Т)-Х{Т) = 1, Х ( 0 ) - 7 ( 0 ) = 0 
и 

й1 
Х{1) Х{г) ( А ^ \ 

О 

Тогда если 
^ ( 0 ) - Г ( 0 ) - 0 , Г{Т)-%{Т)=^1. 

то справедлива оценка 

о < Р < 1 ; ; з 7 ч З ) - ' 

т а х 8 x 2 (Л)р. 
'ХЛ1)-Х{1)^ 

\У{1)-Г{1)] 

Переходя к доказательству теоремы 1 (см. § 3 ) , обозначим 

Из условия теоремы следует, что 
Иф.+ гИ ^ 11(е^^)..Лг2 + гз, 11г1).+111 < П (е-^^)вы,!1г2 + гз. 

Покажем, что в условиях теоремы 1, используя последовательности <2ь» 
Рй, можно построить линейное пространство непрерывных решений 
некоторой дифференциальной системы 

^Х{1)\ 

(5.1)' 

д_ 
сИ = Ш + ^ ( 0 ] 1 ^ ( О , 

(5.2) 

(5.3) 

удовлетворяющей условию Х{0) = Т{0). Кроме того, для данного про­
странства выполнены равенства 

Тк В.хТк-\ • . . . • Л1Т0, 

а для матрицы ^(^ ) — неравенство > 0) 

| 1 ^ ( ^ ) 1 1 < 2 ( 4 + 1 И 1 | ) р , . (5.4) 

в самом деле, в силу леммы 2 (§ 4) можно утверждать, что суще­
ствует матрица Г(фь+1, такая, что 

'Фа+1) 
Л) 

( Ф й + 1 (5.5) 

причем 
1 + 0.5Г 

т(фа+1,1К(11 Фй+11,11 "^к-^гII) » 
т. е. с учетом (5.1) имеем оценку 

Т (ф;.+1, 1 < Г2гз 4- г, (II (е^^)внч II + II (е-^^)вычII)] (5-6) 
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исключая в условиях теоремы из матричных уравнений матрицу 

Воспользовавшись равенством (5.5) , можно записать 

1̂+1 

т. е. 

(е^ )̂выч ^и 

О 

+ Г(фй+1, г|5А+1) ^к 

(б^^)выч 

И наконец, если обозначим 
М О \ 

к+1- (5.7) 

ТО из (5.7) следует равенство 

1о -А}' 
о 

о (е -^^)выч-е-^^. 

~^к+1 
Я к+1' (5.8) 

Если теперь удастся на интервалах от кх до (Уг+1)т (^ = 0, 1, 2, . . . ) 
построить матрицы такие, что 

4 г ^ к { ^ ) - [ ^ - \ - т ^ ) ] ^к(Й, 

^к{кх) = / , ^ , ( (/с + 1) т) = е^^ + Р,^и 

то очевидно, что линейное пространство непрерывных решений системы 

У {^)^ 

X {I) 

\у ( О , 
т А ; < ^ < ( А ; + 1) т. 

удовлетворяюш,пх при 1 = кх условию 
'Х{кх)\ 

\У{кх))^ 

будет при 1 = {к-т 1) т удовлетворять условию 

"Х{{к-\-\)х)~ 

У{{к+1)х)\ 

и, значит, в силу (5.8) имеем 

^к 

\.РкА 

Х{{к+\)х) 

1У{{к+1)х)\ 
ОкЛ-х 

\.Рк+1} 

'^кл-x 

^Рк+x^ 
к+Х-

Отсюда следует, что если есть система {I ^ 0) 

й1 
Х{1) Х{1) 

\У{^)\ 
где 

^ ( 0 = ^ А ( 0 при / с т ^ ^ < ( А ; + 1 ) т , / с ^ О , 

(5.9) 

(5.10) 

то ввиду (5.8) получаем линейное пространство непрерывных решений 
системы (5.10), удовлетворяюгцих при ^ = 0 условию 

Х ( 0 ) = Г ( 0 ) = ^ / Г о , 
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где Го — (невырожденная матрица) параметр пространства решений, 
а также во всех точках Ь==кх, к>1, верны равенства (5.3). Следова­
тельно, для окончательного вывода формул (5.2) — (5,4) нам осталось 
доказать с учетом (5.10), что на произвольном интервале (А;т, {к+1)х) 
можно построить матрицу ^к{^), для которой выполнена оценка 

^ й ( 0 1 К 2 ^ ^ + 11̂ 11 ^р1, А ; т < г < ( / с + 1 ) т . (5.11) 

Для этого нам потребуется леимма 1 (см. § 4 ) . Заметим прежде всего, 
что оценки 

II (е^^^)выч - 6*̂ -̂ 11 ^ р, II ( е - - )зь : . 11 < в + р 
в условиях теоремы и неравенства (5.6) и (5.7) позволяют выписать 
цепочку неравенств: 

!1 < IIТ (ф;,+1, II + т а х { II (е^^иг, - е^^ Ц, || (е~^^и^ - е~'^ \\} < 
1 + 0.5г, ^ 

< Р + [ 2 г з + Г2 (II (е^^и,^ \\ II (е-^^)выч II)] 1 - г. 

< р + [2гз + 2г, ( в + р)] (1 + Г10.5)/(1 - г,). 

Далее по условиям теоремы 

Р1 = е (р + [2гз + 2г, (0 + р ) ] ) ^ ^ ^ < 0.5, 

что вместе с очевидным неравенством (Лт ^ ^ ^ ( / | [ ; +1 ) т ) 

^ шах а1А 

позволяет утверждать, что (кх <:1^{к+ 1)х) 

шах II I I I I / 7 ^ + , К 0II ^ 7 ^ ^ ^ 0. 

Следовательно, {кх ^ I ^{к + \)г) 

< 0 . 5 

и, значит, можно, используя лемму 1 § 4, построить матричные функ­
ции и ^ й ( 0 ( ^ т < ? ^ ( А ; + 1 ) т ) , удовлетворяюгцие краевой задаче 

^ ^ , ( 0 = [ ^ + ^ . ( ^ ) ] ^ л о , 
^,{кх)= I , + 1)т) = е"-^ + Г.^и 

причем для матриц ^к{^) выполнена оценка (5.11). Итак, мы показали, 
что по последовательностям Ри, -й^ можно построить по формулам 
(5.3) непрерывные функции Т{1:), удовлотворяюш,ие системе диф-
ференциальпых уравнений (5.2) и начальному условию Х ( 0 ) = 1^(0) (на 
матричную функцию ^ ( 1 ) получено ограничение (5.4)) . При этом имеем 
невыро/кдепные матрицы 

То, Т\, Тч, ..., Гй, . . . . 

Выбор любой из них позволяет выделить едппственное решение из си­
стемы линейно независимых решений (5.2), удовлетворяюга;их условию 
5^(0) = 1^(0). Например, взяв Г^ ^ ( Р д — (?Й)~' , можно обеспечить для вы­
деленного решения выполнение условия Х{кх) — ^{кх) = 1, причем из 
формул (5.3) следует, что в данном случае 

%{кx)^Ы^к-Рк)-\-Рк)-'. 

А это, в свою очередь, позволяет, воспользовавшись теоремой 2 гл. 1, 
утверждать, что ввиду оценок р1 < 1/(16%*^''^) и х\\А\\^1 следует: 
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(5.12) 

(1 + 1/(т11Л11))р1211Л11 <0.25>с~^''^(Л) и можно выписать оценки 
1\Х(кх)- Р,)-Ч\ЗУ.ЦА) (1 + 1/(т11Л11))р,, 
\\У{кх)-Рк{^,-Р,)-П\^8хНА) {1 + а{х\\А\\))рг-

Но в § 1 отмечалось, что 
С,.{+0) = Х{кх), С , . ( - 0 ) = У ( А ; т ) , 

\\О,,{±0)-О{±0, А)\\^г{кх, х{А)), 

и, значит, можно вьгоести из (5.12) оценки 

О ( + О, А) - (^ , - Р,)-11 < 8 x 2 2 + 1) Рг + 8 {кх, х (Л)) 

О{-0,А)-Р, (<?, - Р, ) -1 II < 8 x 2 (Л) 2 4- 1)р1 + 8(А;т, х ( Л ) ) , 

т. е. ввиду условия тМИ ^ 1 можно утверждать справедливость тео­
ремы 1. 

Г л а в а 4 

РАСЧЕТ КВАДРАТИЧНОЙ ФУНКЦИИ ЛЯПУНОВА 
ПА ПОДПРОСТРАНСТВЕ ЗАТУХАЮЩИХ РЕШЕНИЙ 

Пусть у пас есть система уравнений 

Введение 

»авнений 

=Ах+6{1)! 

I 

(1) 

с постоянной квадратной Л^ХЛ^ матрице!! А, у которой пет собственных 
значений на мнимой оси, / — вектор размера ]У. Вопрос, рассматриваемый 
в настоящей работе, состоит в том, можно ли построить квадратичную 
функцию Ляпунова на подпространстве затухающих при > О решений 
( 1 ) , если это подпространство задается проектором С = С(-ЬО, А) 
{АО = СА, = С), известным лишь с^^вкоторой точностью б, 61 (б, 61 < 
•=^1), т. е. известен «почти» проектор С такой, что 

11̂ 2 _ 1̂1 ^б^^ \\Аа-аА\\^б12\\А\\, \\с-а\\<б. (2) 

Иначе говоря, нам необходимо получить пртгблнженное решение с не-
улучшаемой точностью для системы 

+ + С*С = 0, 
С*НС - Н, (3) 

если вместо С = С{+0, А) известны с точностью (2 ) . 
В этой главе описан алгоритм решения отмеченной задачи, исполь-

.зующий величину х (Л)—-параметр экспоненциальной дихотомии матри­
цы А, предложенный в [20]. Напомним, что %{А) определяется на огра­
ниченных решениях х{1) системы ( 1 ) условием 

х ( - 4 ) 2|! ЛЦтах \\х{1)\\^(И. 
11/;:=1 -оо 

В гл. 1 выведено представление для х ( Л ) : 

(4) 

к (А) = я 

оо 

1" {А* -\- г2/)-1 {А — Ы)-^ ^2 (5) 
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Матрица А экспоненциальяо дихотомична, если х ( Л ) < о о . Во множестве 
экспоненциально дихотомичных матриц можно выделить подмножество 
«практически» дихотомичных матриц, потребовав для них выполнения 
оценки х ( Л ) < х * , где х* — большое число, уровень «практической» ди­
хотомии. Величина х* зависит, с одной стороны, от точности задания 
элементов матрицы а с другой — связана с конкретным алгоритмом 
и разрядной сеткой, ионользуемой ЭВМ. 

Заметим, что алгоритм решения системы (3) является развитием 
алгоритмов работ [23, 25] и сопровождается анализом экспоненциальной 
дихотомии матрицы А. Если в процессе расчета х ( Л ) > х * , то процесс 
завершается и его результатом является утверждение: А «практически» 
не дихотомична. В гл. 4 показано, что если 

5600х*з ' " ^ ^ Шк' 

то либо гарантируется выполнение неравенства х ( Л ) > х * , либо процесс 
доводится до получения матрицы М, обеспечивающей выполнение усло­
вия 

— Я | < 4 х * б 1 , Ц С К - ^ , С ^ А* Н -{-НА+ 0*0, 

при этом если выполнены неравенства х ( Л ) < х * и ( 2 ) , то 

Остановимся кратко на структуре этой главы. 
В § 1 получены неравенства (теоремы 1, 2 ) , играющие основную 

роль в схеме расчета Н для «практически» дихотомичных матриц, изло­
женной в § 2. В § 3 выведены оценки точности вычисления матриц 

^0 = 1 
1 *. 

о 

ще А1=щ-цА, С = С*. В § 4 доказана теорема о точности вычисления 

е^"*! для достаточно большого В § 5 проведен учет погрепшости в ь р 
числения 

§ 1. Погрешности вычисления и некоторые неравенства 

Рассмотрим систему 
Л *Я (С) -Ь Я (С) Л + = О, 

С*Н{С)0 = Н{С), ^^'^^ 

где А—экспоненциально дихотомичная матрица х ( ^ ) < « » , С = С*, С — 
= (?(-Ь0, Л) —проектор на ^+{А) {АО = ОА, 0^ = С). Единственное ре­
шение системы (1.1) можно представить следующим интегралом: 

оо 

Н (С) = ( е'А*(;н=С(?е*А (1.2) 
о 

В самом деле, так как А — экспоненциально дихотомичная матрица, 
то в силу теоремы Шура существует ортогональная матрица II такая, 
что 

4* 5! 



где у матрицы В+ размера Л'̂ + X все собственные значения лежат в 
левой полуплоскости. В этом случае (см. гл. 1) верно представление 

о о п. 

Пусть 

ПНП* = Н^ = тт{1) 
4^21 

12 
(1) ^22 / ^21 ^22/ 

(1.4) 

(1.5) 

где и Си—матрицы размера Л^+ХЖ+. Используя (1.3) , (1.4) , мож­
но, умножив (1.1) слева на ?7 и справа на 17*, получить систему 

/ / 0\/ Ь\ 

А1Н, + Я И г + с . 

о о ; 

Ю о = 0, 

Из (1.6) следует, что справедливы равенства 

в этом случае из (1.5) , (1 .6) , (1.8) нетрудно вывести, что 

(1.6) 

(1.7) 

(1.8) 

(1.9) 

Далее, так как матрица В+ гурвицева, то матричное уравнение Ляпуно­
ва (1.9) однозначно разрепхимо при лю1бой матрице Сц = Сц, а значит, 
в силу сказанного однозначно разрешима система (1.1). Подставив в 
(1.1) матрицу Н{С), заданную формулой (1.2) , нетрудно убедиться, что 
справедливы две цепочки равенств ((? = ( т (+0 . А)): 

оо оо 
4 * Я ( С ) -Ь Я ( С ) л = л * е*А*^*ССе^А ^1 ̂ ^ ^ е^А*а^.^сСе^А = 

о о 
оо 

о о 
со 

[ е^^'^а^ССе^^ (И = Н (С), 
о 

получение которых и доказывает, что система (1.1) однозначно разреши­
ма и ее решение представляется формулой (1.2). 

Напомним, что в гл. 1 показано, что при ^ > О 
С а, А)^е'-С, (1.10) 

где С{{, А) — функция Грина, удовлетворяюн];ая системе (^=5^0) 

о А) = АО Ц, А), О{+0,А)-С ( - О, А) = /, 

а{+ оо, А) = 0{- оо, А) = 0. (1.11) 

Следовательно, ввиду выведенной в гл. 1 оценки можно утверждать, что 

| | . ^ А С 1 | | ^ / ^ ) е х р { - ^ ' } , ^ > 0 , (1.12) 
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а по определению к (Л) (см. гл. 1) верна оценка 

оо 

I С*{{, А)С{{, А) (11 %{А) 

2 М 1 Г 

(1.14) 

которая позволяет, опираясь на (1.14), утверждать, что 

Обозначим 

у-{Л) 
2\\А\\' 

(1.15) 

Нт{С) = \е^А^Сг*Сае'Аа1, 

и, в частности, если С = 1, то будем считать Нт = Нг{1). Возьмем р из 
интервала (О, 1) и определим число 

Гр = к ( Л ) 1 п ( 4 х ( Л ) / р ) . 

Покажем, что для всех Т { Т ' > Тр) выполнена оценка 

А*Нт (С) + Нт (С) Л + С* СС К I С 4 • 
(1.16) 

в самом деле, справедлива цепочка равенств: 
т т 

А*Нт (С) + Нт {С) А +а*СО = А*\ + I е^^*0*СОе^А (ЦА+ 

0 о 
г 

позволяющая утверждать, что 
А*Нт (С) -\-Нт{С)А-\-С *С0 = еТА''С*ССеТл, 

Далее из (1.12) и определения Тр следует, что 

II е^^С р < X (Л) е-2Л1А1 !/к(л) ^ (^А) е-^^"^^ = ±., 

т. е. 

4 • 

(1.17) 

(1.18) 

Так как С = С*, то 
II еТА*С*ССеТА \\^\\с || || еТА*С^СеТА ц = ц с || | е^А 

и, значит, ввиду (1.17), (1.18) справедливо (1.16). 
Итак, мы убедились, доказав (1.16), что поскольку 

Н^{С) = а*Н^{С)0, 

то чем больше Т, тем меньше невязка системы на матрице Нт{С). 
Основные результаты данного параграфа — две теоремы, позволяю­

щие оценить: насколько близко мы находимся от решения (1.1) в слу­
чае, если его невязка невелика. При этом вместо О = О{+0, А) имеем 
некоторый приближенный «почти» проектор О. 

Теорема 1. Пусть А—экспоненциально дихотомичная матрица 
( х ( Л ) < о о ) и НЛП = 0 . 5 . Предположим, матрица & приближает О{+0, А) 
с точностью Ь (б < 1 ( 8 У х ( Л ) ) ) : 

\\а-С\\ с - С ( + 0 , Л ) , (1.19) 
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тогда если на матрице X — X* выполнены равенства 
А*Х + ХА + а*С = С1, 

а * х а - х = С 2 , 

где при рх < Р г < имеем 

11С,11<рь 
НСгН < р 2 , 

то матрица X связана с единственным решением системы 
А*Н + НА + С*в = О, 

С*НО = Н 
оценкой 

(1.20) 
(1.21) 

(1 .22) 
(1.23) 

1(1-24) 

\\Х - ЯН ^ НЯН ( р 1 + р2 + 46 + 2 б 2 ) / ( 1 - 2бГ>с (А)- б^). (1.25) 

Теорема 2. Пусть А — экспоненциально дихотомичная матрица 
(УС (А) < к* < оо) и НЛП = 0 . 5 . Допустим, положительные параметры р, 6, 
бь рь Т выбраны из условий 

р < 4 _ , 1 . 0 0 1 р , < 4 - 0 . 0 2 , 6 < - ^ , 
2 

Ю О к * ' 
Т>Тр = к{А) 1п 

72х* 

(А) 

Р ^ 

Предположим, матрицы X = X * и С таковы, что 
Н б ^ - С Н ^ б , {О = С{+0, А)), 

I в*'г [Х-Нт{С)] С'^ 1 < Р1II сI, « 1 , 52 - 0 , 1 . 
Тогда для матриц 

X = С*Х6, 
С1==А*х+хА + а*са 

справедливы оценки 
ИХ - Яг (С) II < [1.001р1 + Зх (Л) 6} НСН, 

||е̂ *хе̂  - XII ^ 2.0111Яг(с') 1161 + о.енснб,, 

с, - с*СхО к 7.4х (Л) 6 1 1 с 11, I I С 1 к II с 

(1.26) 

(1.27) 
(1.28) 
(1.29) 

(1.30) 
(1.31) 

(1.32) 

(1.33) 

(1.34) 

Приступая к доказательству теоремы 1, прежде всего заметим, что 
имеет место легко проверяемое тождество 

в * х с - о * х а + о * н { с - б ) + { с - а ) *нс + 

+ { с - а ) * х { с - а ) - \ - с * { х - н ) { с - С ) + { с - а ) * { х - н ) с . (1.35) 

Здесь и далее будем использовать обозначение С = С{+0, А). Из (1.35) 
с учетом (1.19) и (1 .21—23) и равенств С*Я == Я С = Я получаем 

\\а*ХО - XII < рхНХН + 211Я - ХНбШН + 11X1162 + 211Я116, 
т*ха - а*хт ^ 211х - янбнсн + 211я11б + нхн-б .̂ ^ -̂̂ ^^ 

Переписав (1.20) в виде 
Л * х + х л + с*с=С1 - а * а + б * с , 

можно, учитывая, что О — проектор на инвариантное нодиространство 
Л, точнее, 0^ = С, СА^АО, С*А* =А*0*, заключить, что С*ХО удов­
летворяет уравнению 

А*0*ХС + С*ХОА + С*С = С*{С1 - 0*0 + 0*0)0. (1.37) 
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Далее, если обозначить 

то из (1.24) и (1.37) следует, что 
А*у +УА=- -о^-хсх - а*а + с*о) о, 

С*УО = У. 

(1.38) 

(1.39) 

Так как (̂  — проектор на 2'+(А), то единственное решение (1.39) допу­
скает интегральное представление 

ро 

из которого следует, что 

У11 = 

оо 

I е^А*с* — 0*0 -Ь 0*0) Ое*А йЬ 

1М 
^е^А*о* [с^ 4 - _ С ) ( ^ — О)* + ( 5 — 0)*(0 — О)] Ое^А 

К\\СгЛ-{0-0)-^{0-0)* + {0-0)*{0-0)\ \ ̂ 1 

< 

^[\\С^\\-\-2\0-0\\-\-\\0-0\^\\\Н1 

т. е. в силу (1.19), ( 1 . 2 2 ) 

11711 < (11С,11 + 2\\0- а\\ НС - т^) \\Н\\ (р1 + 2 6 + б^) Ш Н . (1.40) 

в то ше время верна простая цепочка неравенств: 
\\Н - Х\\ \\Н - 0*Х0 + 0*Х0 - Х\\ II711 + II 0*Х0 - Х\\

= т + т * х о - х + о*хо-а*ха\\< 

<\\у\\ \\а*ха-х\\ \\о*хо-а*ха\\

= \\у\\ нсзН + т*хо - а*ха1 

Из нее с учетом ( 1 . 2 3 ) , ( 1 . 3 6 ) и (1.40) следует, что 
Ш - Х\\ (р, + 2 6 + 6^) 11Я11 Н- р2 + 2 1 1 Х - ЯНбНСН + 11X1162 + 211Я116. (1.41) 

Так как р2 < 0.5, 2бГх(Л) - 6^ < 0.5, то 1 - рг - 2бУх(Л) - б^ > О, и, зна­
чит, из (1.41) следует справедливость (1.25). Теорема 1 доказана. 

Переходя к доказательству теоремы 2, прежде всего заметим, что из 
определения Я т ( С ) следует равенство 

Нт{С)=0*Нг{С)0 (1.42) 

и цепочка неравенств: 
т 

\С Нт{С) С\\

из которой получаем оценку 
11Ят(С)11 ^ НСН НЯН. 

Воспользовавшись очевидным тождеством 

(1.43) 

0*Х0 = 0*Нг{С)0 + О*{X-Нт{С))0 + 0*ЛАС) {0-0) + 

+ о*(Х-Нг{С)){0-0) + {0-0)*Нг{С)0 + {0- 0)*Нг{С) {0-0) + 

+ (0-0)*{Х-Нг{С))0 + {0-0)*{Х-Нг{С)){0-0), 
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используя (1.27), (1.29) и (1.42), запишем: 
ИХ - Я г ( С ) II ^ 11С11р1 (1 + б 2 ) + б (2 + б) Ш г ( С ) II, 
1 1 Х - Я г ( С ) 1 1 < П 1 [ р 1 ( 1 + б 2 ) + я ( Л ) б ( 2 + б)1. ^^-^^^ 

Обозначив 
Р 1 = ( 1 + б 2 ) р , + х ( Л ) б ( 2 + б ) , (1.45) 

можно утверяодать, что 
1 1 Х -Ят (С ) 1 1 ^ Р 1 1 1 С 1 1 . (1.46) 

В силу неравенств (1.26) нетрудно убедиться, что р1 < 0 .5р, (1.44) обес­
печивает снраведливость неравенства (1.32). Представим невязку (1.31) 
так: 

С1=А*Х + ХА + а*Са = А*Нг{С) + Нт{С)А-\-С*С0 + 
+А*{х-Нг{С))+\{х-Нг{С))А+{а-с)*с{а-а)+ 

+ С*С{0-0) + {0-С)*СС. (1.47) 

Рассматривая три грушны слагаемых, отметим. 
Во-первых, в силу (1.16) 

\\А*Нг{С) + Нг{С)А + С*СС\\. 

Во-вторых, в силу доказанного неравенства (1.46) 
\\А*1Х - Н^^{С)]+ [ X - Нг{С)]А\\ 2\Ш\Х - Нг{С) II ^ р111С11. 

В-третьих, очевидно, что 
\\{а-с)*с{а-с)+с*с(а-с)+{а-с)*сб\\^\\т{ь + 21>:{А)). 

Полученные неравенства позволяют, огрубив (1.47), утверждать, в силу 
выбора р1 и б, что вторая оценка (1.34) верна. 

Далее, воспользовавшись определением 6*1, можно записать, что 
.а*с,а ^ а*А*ха+а*хА0+&*^са' = А*Х+ХА + а*са+ 

+(с*^са^ - с*са)+А* {о*ха - х ) + { а * х а - Х ) А + 

+ (О*А* - А*С*)Х + (О*А* - А*а*) {Ха - X ) + 

+ х{Аа-аА)+(а*х - х ) { А о - а А ) , 

и, используя оценки \\А0 — 0А\\ бь _ ^ вывести неравенство 
\\а*Сга - с,\\ 211ЛII ИХ - а*ха\\

+ 2б1 [11X11 + 1 1 Х ^ - X I I ] + 1 1 ^ * ^ 2 (143) 

Так как ИХ - Я ^ (С) II < Р111С11, то 

11Х11<11Яг(С)11+р111С11. (1.49) 

Нетрудно, воспользовавшись условием 

10*'г ( X - Нт (С)) 0'^ К р , I I С I I , 5 , = О, 1 , 
вывести оценку 

ИХб ' - X I I ^ 2.2р111С11 -Ь тг{С) 110.05 ( 1 . 50 ) 

и проверить, что из тождества 

следует оценка 
\\а*СО - а*'СаЧ ^\\С\\[б1 + 2У% (А)]ди (1.51) 

Итак, справедливость первого из неравенств (1.34) можно получить, 
огрубив (1.48) при помоп^и ( 1 . 4 9 — 5 1 ) , (1.33). 
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и наконец, выписав простое тождество 

+{0^-С)*Нт{С)о+{а''-а)*{х-Нг{С))о+{а^-а)*х 

X ( X - {С) ){0-0)+о*н, (С) {О' -С)+{а-0) (С) (^^ _ + 

+ {О' - О) *Х{0^ - о ) + с * ( X - (С)) (О'' -0) + 

+{а-о)^{х-Нг{С)){с^~а), 

можно, используя (1 .28) , (1 .29), вывести оценку (1 .33) . Теорема 
доказана. 

В заключение параграфа докажем лемму 1, которая потребуется 
в § 5. 

Лемма 1. Если ИЯП/МН < 0.2, ( ^ > 0 ) , то верна оценка 

1,(А+Л) \п\ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим систему уравнений 

Ее решение в точке т = ^ совпадает с матрицей ехр (Л + Я)| , и, 
значит, справедливо интегральное представление 

( А + Я ) е2||АГ 
21 А 

т. е. при НЯП/НЛН < 0.2, ^>0 имеем оценку 

езЦАЦ ( А + Л ) _ е211А11 
А 

1̂ 11 ^ ^ 2\\А 

получение которой и доказывает снраведливость леммы. 

§ 2, Схема расчета матричного интеграла 

е^А*а* о, А) О ( + О, А) е'Л аг 

в этом параграфе описывается грубая схема расчета матричного 
интеграла 

со 

Я = Се<А*С!*(+ о, А)0{+ О, А)е^А(Ц^ 

удовлетворяюгцего системе матричных уравнений 
Л * Я + Я Л + С * ( + 0 , А)О{+0, Л) = 0, 
О*{+0, А)НО{+0, А)-Н = 0. 

(2.1) 

Процесс вычисления едипственного решения системы (2 .1) сопровож­
дается анализом: лен^ат ли все собственные значения матрицы 

ехр 2 | ~ 4 | ^ | ^ внутри единичного круга. При х{А)>'к* матрицу А 
уже не стоит относить к числу экспоненциально дихотомичных. Поэтому 
если в процессе анализа матрицы А удается на некотором этапе уста­
новить это неравенство, то процесс останавливается и его результатом 
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считается неравенство х ( Л . ) > х * . Когда же установить справедливость 
такого неравенства не удается, процесс доводится до вычисления Я, 
приближающей Н с требуемой точностью. 

Прежде всего отметим, что у нас есть матрица О («почти» проек­
тор) , про которую известно, что 

116^2-6^11^61, \\Аа-аА\\<2\\А\\Ьи \\0~а\\<Ь, (2.2) 

где б , 6 1 — некоторые малые положительные числа, связанные с пара­
метром X* неравенствами 

(2 .3) 

Для того чтобы описать схему расчета решения системы ( 2 . 1 ) , не­
обходимо определить величины го, а, р, ро- Прежде всего зададимся ве­
личиной р из интервала 

ш а х 2800х*зб < Р < 1 . 
Используя X* и р, определим го, го формулами 

, Го Го — 4 / е х * б . 

Далее, если найти целое к\з неравенства 

(2'^1 - 1 ) Го < 0 . 5 < (2^1+1 - 1 ) Го, 

то можно определить параметр а равенствами 

а = а - 6 б / У х * , а = Го/(1 + /с, (4х* + 1 ) ) . 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

В о з ь м е м м а л о е п о л о ж и т е л ь н о е ч и с л о р о и ц е л о е ч и с л о г'о т а к , ч т о б ы в ы ­
п о л н я л и с ь н е р а в е н с т в а 

Р. ^ 4 - 4 х * б 1 + 46 + 2 6 2 / [ 1 - 2 б / х * - б 2 ] 
14б^х* + (р/2) - I - 46 25 

1 - 2бУх* — < Р о -

(2.8) 

(2.9) 

Остановимся кратко на смысле выбранных параметров р о , г о , Г о , а. 
Величина р о характеризует желаемую точность расчета Я , удовлетво­
ряющего (2.1) , а 0̂ — ограничивает число шагов итерационного уточне­
ния, за которое в случае, если х ( Л ) < х * , обязательно будет получено 
приближение к Я с точностью р о . Параметры г о и а показывают, с ка­
кой точностью необходимо рассчитывать матрицы А^ = 2|~4|-^)' 

? * 

а именно: должны выполняться неравенства 

\\В^~{В%,,^\^^^, 

1 ^ / 1 * 

о \
11Я + Я*ЯЯ - ( Я + В*НВ) ,ь,н 

'выч 
^а\\С*СС 

ах* . 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 
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причем последние две оценки справедливы в случае, если 
^ 1, т\\ X * , ШН < X * . (2.14) 

Выбор кх обеспечивает выполнение оценки 
2 4 > = X * 1п [4х*/р]. (2.15) 

В самом деле, из (2.4) — (2.6) следует цепочка простых неравенств: 

(-^ + 1 / 4 = 4 - + 4 -

= 2 8 х - Х + 4 - > ^ ^ 
т. е. 

8р 

X 

4 ^ 32 

28 4х* 

X ' 

8р + 4 

.4х* 

* 32 р • (2.16) 

Далее, если 4х*/р > 4(р < 1, к*> 1), то 

1п 28 4х* 
< 

28 4х* 
[ 3 2 р 1 ^ 32 р ' 

и, значит, в виду (2.16) оценка (2.15) справедлива. Покажем, что а > 0 
при X * ^ 40. Для этого достаточно убедиться в том, что при х* ^ 40 
верно неравенство 

а =То/ [1 + кх (4х* + 1) ] > 6б/У^^. (2.17) 

Из (2.6) следует оценка 

/ 

и тогда молшо, опираясь на (2.4) , (2.5) , выписать простую цепочку 
неравенств: 

р/(28х*2) 

1 + 
1 \ 

1оё.,-=- (4х* + 1) 1 - (4х* + 1) 1од, 
2 28х * 2 

1 4 0 х * з 2 8 х 
^ Р 

* 2 > 
206 

1оё,[28х*3] ' 

т. е. верна оценка 
а > 2 0 6 / ( 1 о § 2 [ 2 8 х * з ] ) , 

которая вместе с очевидным неравенством 

61о?2 28 + 181о^2 х* < 20Ух*, 

справедливым при х* ^ 40, обеспечивает выполнение оценки (2.17). 
Схему вычислений разобьем на пять этапов. 

/ этап. Вычислим с гарантированной точностью (см. (1]) сингуляр­
ные числа аы{А)=Ы\\ 01 (Л) = 1и-М1-Ч Если оказалось, что а^{А)> 
^ 0 1 (Л )27х* , то в силу неравенства 21к{А)'> ц{А) (см. гл. 1, § 3) 
можно заключить, что х ( Л ) > х * , и на этом закончить исследование ди­
хотомии матрицы А. В противном случае, зная НЛП, нормируем А так: 

Величина параметра дихотомии не меняется при этом. 
I I этап. Состоит из следующих основных шагов: 
1. Вычисляется матрица = е^^С. 
2. Производится расчет по рекуррентным формулам матриц 
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Яд которые являются вспомогательными для реализуемого на 
I I I этапе итерационного решения системы (2.1). 

Сформулируем к-ж шаг (к^ 1) процесса. 
2а. Вычисляется матрица В^. и число г̂ : 

Вк = Ви„ г^^\\В^\\. 

26. Проверяется неравенство 

1 - 2 \ 

Если оно нарушено, то процесс завершается утверждением: % ( Л ) > х * . 
2в. Если к<к1, то к полагается равным А;+1 и начинает работу 

пункт 2а, в противном случае пункт 2 завершается. 
Прежде чем переходить к ИI этапу, обоснуем правомерность заклю­

чений пункта 2. Заметим, что в реальном процессе вместо матриц В^ 
получаем приближения к ним, а именно матрицы ( Я Й ) В Ы Ч , поэтому удоб­
нее считать, что Г А = Н (ЯЙ)ВЫЧ11. В § 4 показано, что если х ( Л ) < х * , то 

2^г 

выч 1 — 2^. 
^ - I - / и (Л) е-з'^-^/хС^) 

при всех к ^ ка, где к^ — целое число из неравенств 
2 ^ о Р ^ < 0 . 5 < 2 ' ' о + 1 7 р . 

В § 5 показано, что ко ̂  к\, значит, при всех А: < /с: заключения пунк­
та 2 справедливы. 

I I I этап. Заключается в получении приближенного решения системы 

А1Н + НА^ + с*с^а = 0, Со = / , 

с*на = н 
(2.18) 

и состоит из следуюгцих основных шагов: 
1. Вычисляется матрица 

1 
1А, 

Детальный алгоритм вычисления Но с учетом влияния ошибок округле­
ния описан в § 3. 

2. Вычисляются матрицы (А: = 1, 2, . . . , к\) 

Нк = Н^^х + (^й-1)вЫЧ-^г1-1(^/1-1)выЧ, 
где матрицы {Вк-\)^ыч получены и исследованы на предыдуп];ем этапе. 
В реальном процессе будут получены близкие к требуемым Н^^ матрицы 
(^й) выч. ^ 

3. При всех А; = О, 1, 2, . . . , к\я неравенство 
11(Я ,)зы ,11<х* + р/4. 

Если оно нарушено для некоторого /г, то процесс завершается утверж­
дением: х ( Л ) > х * . В противном случае если предположить, что %{А)< 
< х * , то в силу теоремы 4 § 5 верна оценка (^1 , « 2 = 0, 1) 

(-̂ й)выч — (2.19) 

4. Вычисляются матрицы 

X, = О* ( Я , с , с, = А1Х, + Х,А, - I - с*с,с, 
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для которых в силу (2.19) теоремы 2 § 1 и предположения х ( Л ) < х * 
можем утверждать справедливость оценок 

4 - 1 . 0 0 1 + З х ( Л ) б 1С. 

Р. 
2 II б '*^!^ — ^ 1 к 7.4х {А) 6 1 I I Со 

- XIII < ПЯ . (Со) 112.0161 + 0.611Со11б1. 

5. Проверяются неравенства 

II 1 1 < " Т I I с, II, II Сх - 0*С,С \\ 7 .4х*б11 Со II, 
11^*Х1б^-Х111<2.7х*б111Со11. 

Если хотя бы одно из неравенств нарушено, то в силу замечаний, сде­
ланных на предыдущем шаге, гарантируется выполнение неравенства 
х ( Л ) > х * , которое и будет результатом расчета. Если же выполнены 
все эти неравенства, то в силу теоремы 1 § 1 верна оценка (ПСоН = 1) 

Хх — Н\\\Н I [ 1 - 2 б / х * - б 2 ] . ^ + 2 . 7 х * б 1 + 46 + 26-

6. Если оказалось, что 

^ + 2 . 7 х * б 1 + 46 + 2 6 ^ ] / [ 1 - 261Л>^ - 6^] Ро. 

то процесс построения приближенного решения (2.18) завершен и его 
приближением с требуемой точностью будет матрица Х ь а иначе на­
чинает работу следующий этап. 

Обоснуем заключение пункта 3. Прежде всего отметим, что в силу 
результатов § 5 если х ( Л ) < х * , то последовательности 

о 
{(Яй)выч} и 

связаны неравенствами 

и так как 
X [А) К о 

2 

<7х*%||Со|, 

= X {А) II Со 

то ввиду (2.4) верна цепочка неравенств: 

II ( Я , ) в ы ч II < [ 7 х * ^ 0 - X * ] и Со к ( 1 - + X * ) II Со II = ^ + к*, 

а значит, нами получено обоснование шага 3. 
IV этап. Состоит в уточнении полученного на I I I этапе прибли­

женного решения системы (2.18), совпадающего с процедурой итераци­
онного уточнения (см., например, [26]) с той лишь разницей, что после 
каждого шага возникает неуточняемая часть погрешности, оценка кото­
рой приводится. 

Для начала процесса задаются матрицы 

- х^, Сх = А1ХХ + х ^ л , + с * С о С , 

вычисленные на этапе I I I . 
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Сформулируем 1-й шаг ( ? '>1 ) процесса уточнения, на котором вы­
числяется приблин^енное решение уравнения 

А*Х^'^ + Х^'^Лх + 0*СгО = 0 . 

После ( 1 — 1 ) - г о шага считаются вычисленными матрицы и С,-. 
1 . Вычисляется матрица 

1 * 

2. Используя известные матрицы (•б(,)вь1ч, (•^1)выч7 •••̂  ( • ^ а ^ ) ВЫЧ 1 стро­
ится последовательность. Эта последовательность сходится в силу ут­
верждений этапов I I и I I I . 

3. Вычисляются матрицы 
X , = с*х['р, = я ! ; -^^ + X,. 

4. Вычисляется невязка 6г+1, ее норма Î С̂ +1II и величина 11С»+1— 

в силу результатов нредыдуш,их этапов верны неравенства 
1 1 б ' * Х Л - Х , 1 1 < 2 . 7 х * б 1 В Д , 

II Сг+х К 4 II С"! I I , II 0*Сг+^ - I I < 7.4х*б1 II С^ 

которые обеспечивают сходимость итерационного уточнения. Если на­
рушено хотя бы одно из неравенств, то процесс завершается утвержде­
нием, что х ( Л ) > х * . Если выполнены оба неравенства, то верно пред­
ставление 

2 {Сг+1 - о*С1+,с) + о*Сг^+,о ^ А1Н'^^^ + н^^^и, + о*с,о, 

где Со = 7, и, значит, С*СоО = 0*0, Из этого представления с учетом 
выполнения отмеченных неравенств следует, что 

^ „ 

г =0 

< 2 7.461Х* II с , I + I I Д 1 1 < 7 .4х*б , ^ ~ + ( р / 2 ) ' ' ' + ' 
г=-0 

1 0 х * б 1 + ( р / 2 ) ' " " ^ \ 

Кроме того, имеет место оценка 

о'^-н^^'^о-н^^ < 2 \х^-а*ХтЩ<, 
т=1 

< 2 2 . 7 х * б Л С ^ _ 1 | < ^ : : ^ < 4 х * б . 

7 П = 1 
Следовательно, меняно, воспользовавшись теоремой 1 § 1 , утверждать, что 

"1 Я | 
Юб^х* + 4 6 46 + 26' 

1 - 2 У х * б - б^ 
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т. е. в силу неравенства (2.9) имеем 

5. Проверяется неравенство 
Г,+111<ро/2. 

Если оно не выполнено, то начинается (1+1)-я шаг процесса уточне­
ния. В противном случае матрица Л^^^^ {I ~ г^) и есть искомое прибли­
жение к решению системы (2 .18) , а именно в силу теоремы 1 § 1 верна 
оценка 

+ 4х*б^ + 46 + 26^ 

|| Я II ^ 1 — 2 6 У к* - 6^ 

Так как в силу предположения (2.8) 

[ро/2 + 4 х * б 1 + 46 + 26^] / [1 - 2бГх* - 6 ]̂ ^ ро, 

то верна оценка 
Н 

у этап. Завершающий, на нем имеем матрицу Я приближенного 
решения уравнения (2 .18). Это либо матрица Хх, вычисленная на 
I I I этапе, либо матрица •> вычисленная на I V этапе. Данный этап 
состоит в том, что вычисляется матрица 

Я = т 2\\А\ Я , 

являющаяся искомым приближением решения матричной системы (2 .1) , 
так как в силу сказанного, верно неравенство 

11Я-Я11/11Я11<ро. 

§ 3 . Учет погрешностей округления при вычислении матрицы 

о 

Пусть А — матрица малой нормы (1 /2 ^ НЛП < 1) и С — «почти» 
1 

проектор на подпространство 5^+(Л). Для вычисления ^ е^^*0*СОе*^сИ 
о 

используем один из известных алгоритмов (см., например, [38]): {к>1), 
Тх = С*СС, ^x = С*СО, 

Ти+1 = х | г г и * п + п л ] , ^к+x = ^к + п+х. ( з . 1 ) 

Если 2" — оператор Ляпунова: 
^Х^А*Х + ХА, 

то из (3.1) следует, что 
т 

к=1 ' 
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Это, в свою очередь, позволяет, используя представление 
7 ° ° 

п Й = 1 
(3.2) 

сделать вывод: 
1 

^л 2 ^ ^ ^ ' ^ - ^ ^ с с 

Й ; = т - г 1 (3.3) 

^\\с*се У\| 

л ^ " (от + 1) 

Выведенное неравенство (3.3) дает оценку точности приближения мат-

1 
рицей ^т интеграла ]" ̂ ^*а*С(г^^ д,1 при любом т. Для получения 

о 

1 
оптимального приблин?ения матрицы [ е^''^*0*ССе*^ д,1 необходимо оста-

0 
повить процесс ( 3 . 1 ) после ко шагов, когда гарантированная погреш­
ность вычисления Ок станет одного порядка с погрешностью прибли-

1 
жения матрицей ^̂ ^̂  интеграла ^ е^*0*СОе^ сИ, В конце параграфа 

о 
указан алгоритм выбора ко в каждом конкретном случае. Для учета 
погрешностей, возникающих при реализации процесса ( 3 . 1 ) , достаточно 
предположить, что матрицы, полученные при этом, связаны соотно­
шениями 

= с*са, ^^ = с*са, 

Тш = ~ [А*Тт-г + Т^-хА] 4- "Уш, (^ш = + Тт+ Фяг, (3.4) 
в которых Ф т и Ч^т — квадратные матрхщы размера NXN обозначают 
погрешности вычислений. Предположим, что 

I 1 ф ^ ^ й 2 8 , ( | | ^ ^ I +11^.-111), 

где 81 —малая положительная величина, характеризующая разрядную 
сетку используемого вычислительного устройства, а ^ 1 , ̂ 2 — постоянные, 
характеризующие применяемый алгоритм расчета формул ( 3 . 1 ) . Под­
робнее об этих постоянных см. [ 1 ] . 

Оценим разность Т'т г- 2'^^~^^Сг*С0. Из (3.4) следует равенство 
т\ 

^ _ 
т 

7- ^ 07(™-2)/7*/^/7 

позволяющее вывести цепочку неравенств (Н^Н — норма оператора 
5 ' : 115^11^211^11): 

1УЬ\ т 
Тт—1 2 {та—2)^^. 

2\\А\ 

т 
{гп—2) 

2 1 М ! ! 

т - ( 1 + ^ 1 6 1 ) т — 1 
1 

{т — 1)! 

2 ^ 1 6 1 1 1 ^ 1 

т 

+ 

+ 1 

+ ^ 1 6 1 2\\А\ 1 
(та —1)! < ^ 1 8 x 2 А (2М11Г -2 

< ^ 1 8 x 2 А 
(та — 1)! —. X. X (та — 1)! 1 

(2МПГ-^ ̂ ^ ^ ^ 
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Опираясь на полученную оценку и используя неравенства (3.5), дока­
жем по индукции, что если 

к 
2 е1(1.0Ы277г +1 .01^12|[Л||Х0.01 , 

т = 2 Т О 

1 ^ . - ^ . 1.01 \0*С0\\ ^ I ' е^Шг,. (3.6) 

В самом деле, при к = 2 неравенство (3.6) справедливо в силу (3.2) — 
(3.5) . Предположим, что оно верно при всех к<], и докажем, что тогда 
(3.6) верно и при к=]. В силу сделанных предположений справедлива 
цепочка неравенств: 

7 И = 2 

т=2 

{1 + ^ 2 ^ 1 ) 2 ^ 1 ^ 1 

+ II ^т—1 II + С?2&11 ^т—1 — ^т—1 

(2 1Л1|)'^-1 

+ 

т 

т=2 тп-=2 к=1 
(та — 1 ) ! 

+ 2 ^ 2 ^ 1 Щщ^е^Ш1,01 {а,т + 2||ЛЦ^^) 

< 1.01 ( ^ 2 / + 21ЛII а^) е^Шг^. 

Полученная оценка вместе с (3.3) позволяет заключить, что наиболее 
подходящим выбором значения ко для лучшего приближения матричного 

1 
с» 

интеграла ^ е*'^*С*СОе^'^ йЬ является минимальное среди всех целых к, 
о 

удовлетворяющих оценке 1.01((^2/с +211ЛУ1)^(211Л11)''+7(А;+1). Возни­
кающая при этом погрешность оценивается неравенством 

1 
е*^*с*ссе*^ 2.02 {д,,к, + 2 I I Л I I йх) е^Ше^. 

§ 4. Теорема о точности вычисления О 

Пусть Л — экспоненциально дихотомичная матрица размера NXN 
и х * — уровень «практической» дихотомии. Предположим, что у нас 
есть «почти» проектор С, приближающий проектор О = О{+0, А) с точ­
ностью б: 

11(?-е^11<б. (4.1) 

Обозначим для удобства А^ — щщ А. Рассмотрим последовательность 

матриц Во, Ви В2, . . . , связанных с матрицами е^^О и 5| (/ > 0) ра­
венствами 

Яо = Л с + Фо, Я, = Я/_1 + Ф^, 7 > 1 . (4.2) 

В этом случае матрицы 5^ можно рассматривать как приближения к 

матрицам е ^0. Допустим, для Фо, Ф̂ - (}^1) справедливы оценки 

Ф . - К 2(х*)^ 
(4.3) 
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где Го — маленькое положительное число. Положим 

го = го + 4Уех*б, 

тогда справедливы неравенства 

!Ф„ 1 Ф , 1 | < - ^ ; ^ 1 1 Я , _ , ^ 
4х* ' 

где 
А,-

Фо = В,'-е 'О. 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

В самом деле, из (4.2) и (4.4) следует, что 

Фо = Фо + е ' ^ ' ( 5 - С : ) , 

т. е. с учетом (4.1) и (4.3) имеем оценку 

1 | Ф о 1 1 < ^ + / ^ б , 

получение которой и доказывает справедливость (4.5). Из (4.2), (4.5) , 
(4.6) следует, что в силу следствия к теореме работы [30] справедлива 
теорема. 

Теорема 3 . Если х ( Л ) < х * , то для матриц из (4 .2) , (4.5) , (4.6) 
верны оценки 

24 
В, 

если только к ^ ко, где ко — целое число, удовлетворяющее неравенствам 

2 Ч о < 0 . 5 < 2 ' ' > + ^ о . 

2А 

§ 5. Учет погрешности вычисления | е^^О*С(ж^^с11 
о 

Продолжая рассуждения предыдущего параграфа, определим целое 
число к], из неравенств 

( 2 ^ - О Го < 0.5 < ( 2 ' ' 1 ' ^ ' - 1) г,. (5.1) 
Сравнивая (5.1) и (4.7) , видим, что из цепочки неравенств: 

2 ^ о + ^ ^ - > 2 ( 2 ' ' ^ - 1 ) > 2 ' ^ ^ + ^ 

следует ко+\'>к\, а значит, так как ко и к\ числа, ко^ к\. 
Рассмотрим последовательность матриц Но, Н^, . . . , Я ' Й ^ > связанную 

при помощи квадратных матриц Фц, Фх, Фд, . . . , Ф^^ рекуррентными соот­
ношениями {т> 1) 

Яо = I е^^ С*СОе^'^ И +Ф^, 

^ 1 ^ _ (5.2) 
Н-т ~ Яте—1 + Вт—х-Нт—\В 1пп,—1 -]-Фт? 

где Яо, В^, ..., В^^ — матрицы, исследованные в § 4, а Фт моделируют 
влияние погрешностей выполнения соответствующих матричных опера­
ций. Допустим, точность этих операций оценивается при помощи малого 
положительного числа а, а именно выполнены оценки 

' 1IФ^^аx*[IС1I, 7 = 1, 2, . . . , к,. ^^'^^^ 
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Матрица На допускает представление 

где 
о 

(5.4) 

Легко проверить, что из равенства 

следует оценка 

\\а*са - а*са\\ \\с\\. (5.5х 
Далее выпишем, учитывая (5.5) , простую цепочку неравенств: 

Ш < Ш + \\^*са-а*са\\ 
1 * 

I 
+ 2II - С*СС I < ах (Л) I I С I I -I- (2 + а) | С*С^ — С*С61| < 

< а х (Л) I I С I I + (2 + а) б (2 УЦЛ) + б) ЦС||< ( а х * + 66 |С|, 
т. е. получена оценка 

11Фо11 ̂  ( ах* + ббУх*) \\С\\. (5.6) 

Теорема 4. Если для всех матриц Н^, т^ки удовлетворяющих 
процессу (4.2) , (4.3) , (5.4) , (5.6) , верно, что ( х ( Л ) < х * ) 

Нт < 4 х * С 
то, если предположить, что (го = 4Уебх* + Го, а = а + 6б/Ух*) , 

[1 + А;,(1 + 4 х * ) ] а / 7 о < 1 , 
справедлива оценка ( 5 1 , «2 = 0, 1) 

С <7х*2го||С 

(5.7) 

(5.8) 

(5.9) 

Для удобства доказательства теоремы введем обозначения: 

р̂ = Я ^ ^ Я ^ ^ . . . Я ^ , - / ^ ^ < ? ; р = 2"^ + 2 " ^ + . . . + 2 " ' ^ 0 < т < 1 , 

|р (т) (/^^^Нр)* С*СС/^^СЕр + [е'^Щ,]* Ъ*СОе''^''^^0 + 

= Я . , . . . Я„,. - / ^ ^ С ; д 2̂ ^ + 2"^ + . . . + 2^ ;̂ 

^1 — 1 ^ »г, > . . . > 7722 > 7?г1 > 0; / С ] — 1 ^ п̂  > . . . > Пг > «1 > тп. 

В силу замечания к следствию теоремы 1 гл. 2 имеют место неравен­
ства ( 5 = 0, 1) 

^_ 
/ ^ ^ С Н р С Н < б Л О е 

(5.10) 
т'А, 2 И * 

где 
б , ( ? ) = ( ? - 1 ) г о / ( 1 - ( ? - 1 ) г о ) ; 
г' = д + т ' , г = + т, 1 > т, х'>0. 
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При О < — 1) Го < 0.5 выполнена оценка 

(5.11) 

Переходя к доказательству теоремы, заметим, используя введенные 
обозначения, что из ее условия следует равенство 

= Я о + 2 ' (|р + Ое^'^'У Я о (Ер + Се''^') + 
Р=1 к—1—т 

+ 2 2 2 Яд . . . Вп ФщВп . •. Вп = 

т=0 й-1>т7^>...>п^^>т ;=1 ^ ^ •' 
2̂  2к^1 1 

= I е'^'О^СОе^' + 2 I (т) + Ф , + 
о 

+ 2 

Р=1 

7П=0 
(5.12) 

Используя неравенства (5.10) и (5.11), запишем 

,*8 
Т+Р 

<1|С|] 'б '1 (т + 7)) + 2 б 1 ( т + р ) е ^* с г т < 

Т+Р Р+1 
С|| | б ( т + / 7 - 1 ) Р о е ^ * й т = |С||| 6(^-1)гое-*^ '^* йг. 

Полученное неравенство позволяет убедиться в справедливости 

^ * * ' ' 2 ' ( \ р ( т ) й т е ' 
Р=1 о 

2Й 
а* <1С1} 6(г~1)г\,е = 

I 
2̂ 1 

<||С1|{бгоХ*2е ' ' * - [ б Г о ( 2 ' ' - 1 ) х * + 6гоХ*2]е '*]^6г,х*^ \\С\\. (5.13) 

Вывод неравенств, оценивающих оставшиеся слагаемые в (5.12), осно­
вывается на следующей цепочке: 

5=2 
2̂ —2™ 

< | с " ^ Ф , „ с ^ Н 1 + 11Ф«.|! 2 [б1(< / ) + / ^ ? ^ - ^ ' " * 

< Ф 
2̂ —г'" 

х * - ^ 2 4х*е-5/»<'' 
д=2™' 

В самом деле, в силу предположения Ифт" ^ ах*11С11 верна цепочка не­
равенств: 

к-1 
2 

3=2'" 
Й-1 

< 2 
2̂ —2"* 

к * + 2 4х*е-9/'** а х ' 

<1|с||ах*2/с[1-|-4х*е |С|ах*2/г(1 + 4х*) . (5.14) 
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Далее, так как 1|Фй|Ка>с*||С|[, СГ'^Ф^&'^ <ах*2|С|1 в силу получен­
ных оценок (5.13), (5.14) из (5.12) следует оценка 

2 ^ 
< а х * 2 | С | | + |1С|16гоХ*2 + 

+ 11СII ах*2/с^(1 + 4к*) = |1б: 6 + ^ ( 1 + А - 1 ( 1 + 4 х * ) ) 

из которой, в свою очередь, ввиду предположения (5.8) получаем тре­
буемую оценку (5.9) . Теорема доказана. 

Г л а в а 5 

ОБОБЩЕНИЕ МАТРИЧНОГО УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА 
НА СЛУЧАЙ НЕГУРВИЦЕВЫХ МАТРИЦ 

И ТОЧНОСТЬ РАСЧЕТА ПРОЕКТОРОВ 

Введение 

Алгебраическую систему матричных уравнений 
&'' = 0, с л = л о , 

А*Н (С) + Н{С)А + С*СО - ( / - (?) * С ( / - С) = О, (1) 
С*Н{С)С + {Г-С)*Н{С){1-О)-Н{С) = 0 

предлагаем рассматривать в качестве обобщения матричного уравнения 
Ляпунова 

Л*Н + НА + С^О (2) 
на случай негурвицевых А. Если А гурвицева, то уравнение Ляпунова 
(2) и система (1) эквивалентны. Но в отличие от уравнения (2) для 
однозначной разрешимости (1) при любой С = С* достаточно, чтобы у 
А не было собственных значений на мнимой оси. Доказательство соот­
ветствующей теоремы приведено в § 1. При этом существенно исполь­
зуется введенный в [2] параметр экспоненциальной дихотомии х ( Л ) 
(конечный, если у А нет собственных значений на мнимой оси). Хотя 
система (1) и переопределенная, но если на некоторых матрицах О 
и й = й*>0 уравнения (1) выполнены с небольшой погрешностью, то 
гарантируется не слишком большое отличие данной матрицы от точных 
решений (1 ) , что следует из теоремы 2 § 2, Ее доказательство основано 
на лемме, которой посвящен § 3. 

Известная погрешность приближенного решения (1) позволяет вы­
писать оценки погрешности определения и гарантировать точность рас­
чета проекторов на максимальные инвариантные подпространства А, 
отвечающие собственным значениям, лежащим строго в правой и в левой 
полуплоскостях. Используя это в § 4, приведем схему расчета с гаран­
тированной точностью проекторов ^ ( + 0 , А) и С {—О, А) для экспонен­
циально дихотомичной А. 

§ 1. Обобщение матричного уравнения Ляпунова ^ г , 
для негурвицевых матриц г-' Ь . , 

Хорошо известна теорема Ляпунова [39]: для того чтобы все соб­
ственные значения вещественной NXN матрицы А имели отрицатель­
ные вещественные части, необходимо и достаточно, чтобы матричное 
уравнение 

Л * Я + Я Л + 7 = 0, 

69 



где I — единичная матрица размера NXN, имело в качестве решения Н 
матрицу коэффициентов некоторой положительно определенной квадра­
тичной формы (Нх, х) > 0. Эта теорема позволяет исследовать устойчи­
вость линейных систем дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами, а также нелинейных систем по их линейному прибли­
жению и допускает распространение [40]: для того чтобы у матрицы Л 
было Ы+{А) собственных чисел в левой полуплоскости и N-{А)—в пра­
вой, необходимо чтобы матричное уравнение 

А*Н + НА + С = 0 (1.1) 

имело хотя бы при одной матрице С = С* > О в качестве решения Н 
симметричную матрицу, у которой N+{А) положительных собственных 
значений и Н-{А) отрицательных {М = N + {А)-\-N — {А)). 

Эта теорема позволяет решать вопрос об экспоненциальной дихото­
мии матрицы А, а именно вопрос о том, есть ли у матрицы А собствен­
ные числа на мнимой оси. Если нет, то А называется экспоненциально 
дихотомичной. Напомним, что условием разрешимости (1.1) для любой 
матрицы С = С* является невыполнение равенств Я,г(Л.) + Я;(Л) = 0, 
1,7 = 1, 2, . . . , N, т. е. если у матрицы А есть собственные значения, 
симметричные относительно начала координат, то мы не можем, задав­
шись произвольной матрицей С = С*, получить матрицу Н как решение 
(1.1) , хотя у Л и не будет собственных значений на мнимой оси. Хотя 
у целого класса матриц (гамильтоновых) собственные значения располо­
жены симметрично относительно начала координат. 

В этом параграфе предлагаем обобш;ение матричного уравнения 
(1.1) на случай негурвицевых матриц: 

0^ = 0, АО = ОА, 
А*Н{С) + Н{С)А + а*Са - (1-а)*С{1 - С) = о, (1.2) 

а*н{С)0 + {1-а)*н{С) {1-о)-н(С)=о. 

Здесь докажем теорему. В ее формулировке используем параметр экспо­
ненциальной дихотомии х ( Л ) (см. [2]) . 

Теорема 1. Если С = С*, Н(С) = Н*(С)—положительно определен­
ные матрицы, связанные с матрицами А и О системой (1.2) , то матрица 
А экспоненциально дихотомична и для нее 

оо 

(? = г ( 2 / - А)-^ а^, я ( 0 = ̂ ^ I ( л * + ы)-^ с (А- ы)-^ ^2, 
г ' - о о 

< 2 и IIII я (С) I < к {А)\\ II, II я (С) \\ [С) || < | с н Ц || х (Л), 
\\с 

где Г — замкнутый без самопересечений контур, содержащий все соб­
ственные значения А с отрицательной вещественной частью. С другой 
стороны, если А экспоненциально дихотомична ( х ( Л ) < о о ) , то при лю­
бой положительно определенней С = С * > 0 система (1.2) однозначно 
разрешима относительно О и положительно определенной Н{С) = 
= Я * ( С ) > 0 , причем Л^̂ /̂  = гапк((9), N-{А)=^N-N^{А), где N+{Ау 
и К-{А)—количество собственных значений А, лежащих строго е левой 
и правой полуплоскостях соответственно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть & и Е{С)'=Н*{С)>0 удовлетворяют 
системе (1.2) . 

Если & = 0, то 1—0 = 1 и, значит, положительно определенная мат­
рица Н{С) = Н*{С)>0 удовлетворяет уравнению Ляпунова А*Н(€)-{-
+ Н{С)А—С = 0, С = С* >0. Следовательно, в силу теоремы Ляпунова 
у матрицы А все собственные значения лежат строго в правой полу­
плоскости, т. е. М+(А) = 0, М-(А)=М и, значит, матрица А экспонен­
циально дихотомична. 
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Далее предположим, что ОФО. Тогда из первых двух равенств (2)' 
следует, что О — проектор на инвариантное подпространство матрицы А. 
Обозначим через его размерность. Если = то гапк & = М. Это 
вместе с условием = О гарантирует выполнение равенства 0 = 1 
и, значит, равенства 1—0 = 0. В данном случае система (1.2) эквива­
лентна матричному уравнению Ляпунова А*Н{С) + 11{С)А + С = 0, С = 
= С * > 0 , где Н{С) = Н*{С)>0 — положительно определенная матрица. 
Опять же, воспользовавшись теоремой Ляпунова, можно утверждать, что 
у матрицы А все собственные значения лежат строго в левой полуплос­
кости, т. е. и в этом случае А экспоненциально дихотомична. 

Далее будем считать, что 
ОФО, 0Ф1, 0<N2<N. 

Тогда так как О — проектор, то существует ортогональная матрица I/ 
такая, что 

/О Ь \ 
и*оп = 

\ о 1к 
1 / 

где Ь — некоторая матрица, у которой N — N1 строк и N1 столбцов. 
Введем матрицы В\, В2, В, В\а В2 размера NxXN\), удов­

летворяющие равенству 
(В^ В\ 

Покажем, что В\=0 и В\ЬЛ-В — ЬВ2 = 0. Для этого достаточно вос­
пользоваться равенством А0 = О А и легко проверяемыми равенствами 

[В^ В\(0 Ь\ В^Ь + В \ 

и*оитАи = /о ь 
о V 

о в^ь + в^ 

г) 1^1 в,) ~ [ в. 

ьв^\ 

в. 

Итак, мы убедились в том, что 

тАП = 
(В^ в\ 

\о в,У 
Теперь сосредоточим наше внимание на двух последних равенствах в 
системе (1.2) , для чего нам потребуются обозначения 

Н1 = 0*Н0, Н2={1-0)*Н{1-0), (1.3); 

. тАт) 12 
(т) 22 

т - 1 , 2 ; и*СП ^ 2 1 ^ 2 2 ; (1.4) 

где ^ Н\^'^, С22 — матрицы размера N\ N^. Нетрудно проверить, 
опираясь на равенства 

0'' = 0, {1-0у = (1-0), {1-О)О = О{1-О) = 0, 

что справедливы соотношения 
0*Н,0 = Н,, {1-0)*Н2{1~0) = Н2, 
{1-О)*Нх{1-О) = 0, О*Н2О = 0. ^^-^^ 

Используя их, из (1.2) можно выписать две системы матричных урав­
нений: 

[ А*Нх + Н^А + 0*С0 = О, 
,О*НхО—Н^ = 0, ^^'^^ 

(А*Н, + ЩА-{1-О)*С{1-О) = 0, 
\{1-О)*Н^{1-О)-Н^ = 0. ^^-'^ 
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Для начала займемся системой (1 .6) . Ее ввиду (1.4) можно переписать 
так: 
(в1 о \ (Вх в\ (0 Ь\* 1 

и в,} 
+ КО I ) , 

я ! » я » ' \ 

4 ^ 2 1 - « 2 2 7 

Из (1.9) получаем равенство 

/ О 0\ 

и * / / 

/О Ь - « 1 1 Л 1 2 \ 
^ 0 I I \ я а я < у ; 

( о ^ ] = 0, (1.8) 

(1.9) 

ГГ(1) ГТ(1) - " 2 1 - " 2 2 / 
О О 

1,0 ь * я й > ^ -+ ^*я^V + н^г^ь + я й ^ 

т. е. = О, ЯЙ^ = О, Я^21 ^ О и, значит, ввиду обозначения ( 1 . 3 ) 
/О О \ 

- " 2 2 ; 
Подставляя полученное представление в (1.8) , можно выписать равен­
ство для определения Яд^^ 

Я*ЯЙ^ + ЯЙ^Яз + Ь*СххЬ + Сз^Ь + Ь*Схг + ^ 2 2 = 0. (1.10) 

При выводе (1.10) мы воспользовались равенством 
/ О 0\ / С и С 12 
,Ь* 11 \С,2Х ^ 2 2 / 

о О 
. (1.11) 

\ Ь^СхуЬ + Ь * С 1 . , + С 1 2 Ь + С 2 2 . / ' 
Покажем, что матрицы ЯЙ^ и ^ * С 1 1 ^ + Ь*С12 + С21^ + с22 положительно 
определены. Возьмем ненулевой вектор х размера (11ж11=7^0). Тогда 

/ 0 ь\ (0\ 1Ьх\ 

и 1} [х/ \ 1 [х ) X 

И значит, ввиду (1.11) и условия С * = С > 0 справедлива цепочка не­
равенств: 

{[Ь*СхгВ + ^ 2 1 ^ + ^ * < ^ 1 2 + <^22] X, х) = 
1 с,г ^ 1 2 Ьх Ьх \ 

\ . ^ 2 1 ^ 2 2 X X / 
> о . 

Совершенно аналогично доказывается, что так как Н{С) = Н*{С)>0 и 
Н1 = в*Н{С)С, то ^*ЯЙ^^ Ь*Я;^^ + ЯЙ^Ь + ЯЙ^ > 0. Следователь­
но, для завершения вывода условия Я^^ > О осталось напомнить полу­
ченные ранее равенства Я 1 1 = О, Я^^ = О, Яг^ = 0. 

Убедившись, что я й ^ > о и ^ * С п ^ + ^ * С 1 2 + С127^ + С 2 2 > о , можно, 
воспользовавшись теоремой Ляпунова, утверждать: у матрицы Яг все 
собственные значения лежат в левой полуплоскости. 

Покажем теперь, что из условия теоремы и системы (1.7) следует, 
что у матрицы В\е собственные значения расположены в правой по­
луплоскости, что вместе с доказанным утверждением о гурвицевости Яг 
обеспечит экспоненциальную дихотомию матрицы А, причем М^{А) = 
= N1, N-{А) = N-N^. 

Систему (1.7) можно, используя обозначения (1.4) , переписать в 
эквивалентном виде: 

(в* О \ 

В* ВЦ V о \ — о / \с^21 ^ ' 2 2 / \ о / 

/ о 
о 

я;г н\^\ 12 Г г ( 2 ) г / ( 2 ) , ^ 2 1 ^ 2 2 / 
/ —Ь\ 

о о 
/яН> я й Л 

г г ( 2 ) г г ( 2 ) \Л21 Л 2 2 

(1.12) 

(1.13) 
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Нетрудно проверить, что из (1.13) следуют равенства 

которые позволяют утверждать: матрица Яг однозначно восстанавлива­
ется но матрицам Ь и Н^х^. 

В свою очередь, из (1.12) моншо выписать определяющее уравнение 
для Н\'^-•11 

В^Н^А' + ЯЙ^Я^ - Схг = 0. (1.14) 

Здесь Си — симметричная положительно определенная матрица. В са­
мом деле, из условия С = С* > О и определения 

/Г Г \ 

\ ^ 2 1 ^ 2 2 / 
где V — ортогональная, следует, что ^ " 1 1 = Схх> 0. 

Покажем, что Я Й ^ = [ Я Й 1 * > 0 . По условию Я ( С ) = Я * ( С ) > 0 
и Н2 = {1 — 0)*Н{С) {1—С), т. е. Н^ = Н\. Обозначим для удобства 

(к. "11 

\ ^ 2 1 К2Г 

где }122 — 
запишем 

матрица размера N^XN\. Тогда, используя определение (1.4), 

/ я й > я й Л 
= тн^и = т {1 — с)*н{С){1 — 0)и = 

(^1 К2\ 1 -Ь\ / 

[^1 Кг) V Э 0 , \ 

- их1^\ 

и так как Я^^ = и /г^ = к*хх > О, то Я^^ - [Я^^]* > 0. 
Итак, убедившись в том, что матрицы Н^хх и Сц симметричные по­

ложительно определенные, можно, воспользовавшись теоремой Ляпуно­
ва, утверждать, что у матрицы А все собственные значения расположе­
ны строго в правой полуплоскости. 

Тем самым закончим доказательство того факта, что если С = С* > 
> 0 , С и Н{С) = Н*{С)>0 удовлетворяют системе (1.2) , то Л — экспо­
ненциально дихотомичная матрица, а С — проектор на максимальное 
инвариантное подпространство матрицы А, отвечающее собственным 
значениям, расположенным в левой полуплоскости и, значит, N^^.{А) = 
= гапк(?, N-{А) = N-N^{А). 

Пусть теперь А — экспоненциально дихотомичная матрица и для 
некоторой положительно определенной С = С* > О существует пара мат­
риц О и Н{С) = Н*{С)>0 удовлетворяют системе (1.2) . В этом случае 
матрица О является проектором на максимальное инвариантное под­
пространство, отвечающее собственным значениям, расположенным в 
левой полуплоскости, и гапк С = (Л) , причем для него должно вы­
полняться равенство АО = ОА. В самом деле, так как А экспоненциаль­
но дихотомична, то в силу теоремы Шура существует ортогональная 
матрица V такая, что 

У*АУ = О А 2 / 
(1.15) 

где А1 размера N+{А)XМ+{А), А1 п —А2 
Обозначим 

гурвицевы. 

У*СУ - ((^11 (^12\ 

^ 2 2 / П. 16) 
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где С^и — матрица размера М+{А)ХN^{А). Так как С — проектор на 
инвариантное подпространство матрицы А такой, что У*(}У проекти-

о рует 
/ 

в себя, то из (1.16) следуют равенства С ц = 7, 621=0. 

Следовательно, (1.16) переписывается в виде 

У*ОУ = о О. 2 2 / 
(1.17) 

В то же время, так как гапк С = ]У+(Л), в (1.17) должно выполняться 
равенство ^22 = 0. Мы пока еще не воспользовались условием АС = СА. 
Покажем, что оно позволяет выписать уравнение, единственным реше­
нием которого будет С12. Для этого заметим, что из (1.15) и (1.17) сле­
дуют равенства 

АО^У 
(А^ АЛ / I О^Л 

О л ] \ о ) У*^У о о у*. 

ОА = У 
/ I Ог,\(А, А,\ 

О О О А 
У* = У 

'А, А,-^С,,АЛ 

2 / О О 

и, учитывая равенство АО = ОА, получпм 
Л1С12 — ̂ "12̂ -2 — А^ = 0. 

Так как А\ —А2 — гурвицевы, то это уравнение однозначно разреши­
мо относительно Оп. 

Итак, мы показали, что матрица С является единственным проекто­
ром на максимальное инвариантное подпространство матрицы, отвечаю­
щее собственным значениям в левой полуплоскости и удовлетворяющее 
равенству АО = ОА. Ясно, что если Г — контур без самопересечений, 
содержащий все собственные значения А, расположенные в левой полу­
плоскости, то для О справедливо интегральное представление (см. гл. 1) 

ыи^г-Агы.. 

Теперь покажем, что если А — экспоненциально дихотомичная мат­
рица, то для любой С = С * > 0 существуют матрицы О и Н{С)== 
= Я * ( С ) > 0 , удовлетворяющие (1.2) . 

Известно, что если А экспоненциально дихотомична, то существует 
единственная матричная функция 0(1, А) — ограниченное решение крае­
вой задачи на прямой —«о < ^ ^ < о о (см. гл. 1 ) : 

-^0{{,А) = АСЦ,А), 1фО, 

С ( -Ь0, Л ) - С ( - 0 , Л ) = / , С ( + о о , А) = 0{-<^, Л) = 0. 

При этом в гл. 1 выведены равенства 
С2(-}-0, Л ) = С ( + 0 , А), Л С ( + 0 , Л ) = С ( + 0 , А)А, 

( / - С ( + 0 , А))а{1, А) = С{(, Л ) ( / - С ( + 0 , А)) = 0, г > о , 
(1.18) 

С ( - Ь О , А)а({, А) = 0({, А)С{+0, А)=0{{, А), г>о, 
С ( - Ь О , А)аЦ, А) = С{{, А)С{+0, Л ) = 0, ^ < 0 , 

и оценка 
\\0{{, Л)|1</х(А)е -1* ' "^" '^^^^\) 

Таким образом, имеет смысл интеграл 
оо 

Н(С)= I с*{г, А)са{г, А)аг, (1.20) 
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для которого в гл. 1 выведено представление 
оо 

Н{С) = 4 - \ + ЫГ"- С (А — Ш)-^ аг. 
—оо 

Нетрудно проверить, что О = О{+0, А) и Н{С) удовлетворяют си­
стеме (1 .2) . В самом деле, так как уже известно выполнение равенств 
(1.18), то достаточно проверить, что Н{С) удовлетворяет системе (1.2). 
Используя (1.18), выпишем две цепочки равенств: 

со 

<?* ( + о, А) я (С) О{+0,А)= I С* ( + 0 , А) а* {{, А) СО {I, А) С ( + 0 , А) й1 = 
— оо 

оо 

^\Сг*{1, А)СС{1, А), 
о 

{1-е(Н-О, А)ГН(С){1-е(+0, А)) = 

= \-е{ + 0,А))*С*{1,А)СО{г,А){1-С{-{-0,А))(И = 
00 

о оо 

= I (?* (̂ , А) СО {1,А)(Ц = Н {С) - \ (̂ , А) СО {{, А) (И, 
—оо о 

результатом которых является, в частности, равенство 
^С*(+0, А)Н{С)О{+0, А) + {1-О{+0, А))*Н{С){1-О{+0, А))=Н{С). 

Далее, так как 0{^, А) является решением краевой задачи, то из 
определения (1.20) и равенств (1.18) можно выписать цепочку простых 
равенств: 

о 

А*Н{С) + Н{С)А= I А*С*{{,А)СО{{,А)(И-\-
-оо 

оо 

-Ь I о*{^,А)СО{^,А)Аа^ + ^А*о*{^,А)СО{^,А)с^^ + 
—00 о 

оо о 

^\-^о*{^,А)СО{^,А)А(^^= | -^[0*{^,А)С0{^,А)](^^ + 

+ 

о 
оо 

[О* {^, А) со {{, А)] = с * ( - о , А) со (—0, А) — 

-О*{+0,А)СО{ + 0,А) = [1-О{-{-0,А)]*С[1-О{+0, А)] -
-О*{+0,А)СО{+0,А), 

Т В. 
А*Н{С) + Н{С)А=[1-О{+0, А)]*С[I-О{+0,А)]-

-О*{-\-0, А)СО{+0, А). 
оо 

Итак, мы показали, что с = (? (+0, А ) , я (С) = | О* {^, А) СО {{, А) а{ удов-
—оо 

летворяют системе матричных уравнений (1.2) , если А экспонен­
циально дихотомична. При этом матрица О определена однозначно. Да­
лее, если однородное матричное уравнение (1.21) 

А*У+УА = 0, 
О*УО + {1-О)*У{1-О)-У = 0 ^^'^^^ 
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имеет лишь нулевое решение 7 = 0, то, значит, система (1.2) при най­
денной О и произвольной с = С* имеет единственное решение. Для этого 
потребуется матрица 17 такая, что 

В\ 

\ В,] 
той -

о ь 
(1.22) 

где В2 размера N+{А)XН+(А) и матрицы —В^, В^ — гурвицевы. 
Пусть 

1.̂ 21 У 22/ 
(1.23) 

где У22 — матрица размера N+{А)XN^{А). Тогда из уравнения А*УЛ-
+ ТА=0 следует, что 

ВХУХХ + УххВг = О, 

В1УХ2 + ^12^2 + УххВ - О' (1.24) 
В^УХ2 + 5* ^ 2 2 + У^хВ + ^22^, = 0 . 

Из первого равенства при Яг — гурвицевой следует, что Уп = 0. Анало­
гично из равенства 

С * 7 С + ( / - С ) * Г ( / - С ) - Г = 0 

следует ввиду (1.22), (1.23), что 
У,2Ь + Ь*У2Х = 0, 7̂ 2 = 0, 7 2 1 =0 . 

Полученные условия позволяют из (1.24) заключить, что 

В1УЧ2 + ^22^2 = о, 

откуда, учитывая гурвицевость Я2, получаем равенство 722 = 0. Итак, мы 
показали, что 17*717 = 0, и, значит, ввиду ортогональности 17 имеем 
7 = 0. Нами доказано, что если С — проектор на максимальное инвари­
антное подпространство матрицы А, экспоненциально дихотомичной, то 
при любой С = С* однозначно определяется матрица В (С), удовлетво­
ряющая вместе с С и С системе (1.2) . 

Итак, для завершения доказательства теоремы 1 остается вывести 
оценки 

< 2 И I I I I Я (С) II < X (А) I I С I I , (1.25) 

11Я(С)II11Я-'(С)II < X{А)\\С1\. (1.26) 

Используя интегральные представления для матриц 
оо 

Н{С)= \)а1, Н = Н{1) 

определение х ( А ) = 21и11 11Я11 (см. гл. 1 ) , выпишем простую цепочку 
неравенств: 

оо 

Н{С)\\ 1П&х{Н{С)х,х) = тах Г {С* {и А)СО{{, А) х, х) сИ = 

/ оо 
= т а х 

11х||=ц: 
{СС {^, А) X, о {I, А)х)йг^\С I шах 

^ 1 1 1 1 ^ 1 = ||С||-^^, 

I 0*{{,А)0{{,А) (И х,х ~ 
} 

результатом которой будет оценка 

Я (С) 

2М1 

2 М 
(1.27) 
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Совершенно аналогично выписывается цепочка неравенства (усло­
вие С = С*>0 влечет за собой обратимость С): 

УС (Л) 
НII = т а х 

11x11=1 

/ оо \ 

I а*{1,А)а(1;,А)(Их,х\
\—оо ' 

= ш а х [ ( С * {I, А) С^'^(Г^С'^"'а {I, А) X, х) д,1 = 
11 /̂/=1 - о о 

оо 

= ш а х 
11^11=1 - о о 

00 

< | | С ~ Ч | т а х I {0*{г,А)Са{1,А)х,х)йг = \С-^\\\Н{С)1 =1 —о 

т. е. у^{А)1{2\\А\\)<\\С-Ч\\Н{С)\\. Полученная оценка вместе с (1.27) 
доказывает справедливость (1.25). 

Итак, для завершения доказательства теоремы 1 осталось вывести 
неравенство (1.26). Для этого выпишем простую цепочку неравенств 
(Ятл1(^) —минимальное собственное значение Х = Х*): 

>^тш ( Я (С)) = шт {Н ( С ) ж , х) = т 1 п \ {{, А) х, О {{, А) х) йг > 
||х|!=1 1М1=1 

00 

> Кмп (С) тт I {О* {{, А) О {I, А) х, х) й1 = ?1тш {С) ? . тш ( Я ) , 
11=1 - с 

В результате которой получим 
Ятш ( Я ( С ) ) > Ятш (С')^т1п (Я) . (1.28) 

Но в гл. 1 показано, что '^т\п{Н)^ 2|М[| ' оценка позволяет, вос­
пользовавшись очевидными равенствами 

Н-\С) 1 
С-^ 11 = 

заключить из ( 1 . 2 8 ) , что 11Я-Ч<:^)11'1Я(С)11 =^ 11С-М111Я(С)1121и1!. Получен­
ное неравенство вместе с уже доказанной оценкой \\Н{С)\\
/(211А11) гарантирует снраведливость ( 1 . 2 6 ) . Теорема доказана. 

А. Н. Малышев заметил, что условие 
с*н{С)с+{1-а)*н{С) { г - о ) - н { С ) = о 

в (1 . 2 ) можно заменить на эквивалентное ему условие 

а*Н{С) = Н{С)0. 

§ 2 . Теорема непрерывности решений 
обобщенного матричного уравнения Ляпунова 

Докажем теорему непрерывности решения обобщенного матричного 
уравнения Ляпунова, подробно рассматриваемого в предыдущем па­
раграфе. 

Теорема 2 . Пусть для NXN матриц А, О и Я = Я * > 0 выполне­
ны неравенства 

1 
106' 

тА-АО\\ б М Н , 

116̂ 2 - а\\ 6/2, 

(2 .1) 

( 2 . 2 ) 

(2 . 3 ) 
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ы*й+йА + а*а-{1-а)*{1-а)\\< 26, (2.4) 
1\с*йа+{1-а)*й{1-а)-т <т\\, (2.5) 

еде х = 2|1А|11я|, б < - Л ^ ш ш А , 
800к [ I I С 1 / 

тогда А экспоненциально дихотомична, N+{А) = N1, М-{А) = N — N1 
{N1 — количество сингулярных чисел й, превосходящих 1 — 26) . При 
этом справедливы оценки 

1 х ( А ) - х 1 / х < а х б , (2.6) 

\\0-С\\^^'^Ч, {2.1) 

\\н - т д т < рхб, (2.8) 

е и Н — решения (1.2) при С = 1, 7 — единичная матрица, 
а < 92, ^ < 90, 7 < 27. (2.9) 

Для доказательства данной теоремы потребуется теорема 1 гл. 1 и лем­
ма, доказанная в § 3. 

Лемма 1. Пусть для NX N матриц А и О справедливы неравенства 
\\аА ~Ао\\ ы II61 - а\\ 62, 

где О < 61 < 1, О < 62 < 1/8. Тогда, во-первых, сингулярные числа & ле^ 
жат в объединении отрезка [О, 262] и открытого полуинтервала 
(1 — 262, о о ) , во-вторых, существуют матрицы Я и О такие, что 

в{А + Я) = {А+Я)С, С^ = С, 

\\А\\2 + 0 1 ' 

11С - 6\\ 2б2. 

Приступим непосредственно к доказательству теоремы 2. Используя лем­
му 1, определим из условий 

\ЮА - Ат ^ 611А11, 11̂ 2 _ ^ 5/2^ 

что существуют матрицы О я Я такие, что 

{А+Я)а = 6{А+Я),0' = 'д, Ю-С\1^8, !17г11/1и11^2б. 

Введем для удобства обозначения 

Р==А*й + ЙА + а*& - { I - а)*{1 - а), 
р ^р + (С*в-С*С) + {1-С)*{1-С)-{1-6)*{1 -С) + Я*Й + НЯ, 

Е = а*йал-{1-а)*й{1-0)-й, 
Ё = Е + 0*П0 - а*НО + {1-д)*Н{1-С)-{!-&)*Н{1 - С ) , 

которые позволяют выписать равенства 

{А + Я)*Н + Н{А+Я)+ 0*0- {1-О)*{1-О)-Р = 0, (2.10) 

б^Нд+{1-0)*Н{1-0)-Н-Е = 0. (2.11) 

Далее удобно пользоваться матрицей 

Н = д*Н0+{1-е)*Н{1-д). (2.12) 

Сравнивая (2.11), (2.12), получаем, что 
Н-Н = Ё. (2.12') 
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т. е. 
11Я-Я11 = Ш . (2.13) 

Займемся уравнением (2.10). ^Умножим его слева на С* и справа на О. 
Тогда, используя равенства = С, {А •\-Е)С = С {А + Я), можно вы­
писать матричное уравнение 

{А+Я) *Ъ*на + о*но {А + Я) + С* (7 -У) а = о. 

Совершенно аналогично, умножая (2.10) слева на {1—0)* и справа на 
1—0, получаем _ 

{А+Я)*{1-д)*Н{1-0)-]-{1-д)*Н{1 -д){А+Я)~ 

-{1 + 0)*{1-Р) {1-0)= 0. 
Складывая оба эти равенства и учитывая определение (2.12) , придем к 
системе матричных уравнений 

{А+Я)*Н& Н{А + Я)+ 0*{1 -Р)0-{1 -0)'^{1 -Р){1-О) = 0, 

С*Нд+{Г-6)*Н{1-О)-Н = 0, 
„ I ^ ^ (2.14) 

{А+Я)0 = е{А+Я), 0^ = 0. ' 
Теперь если покажем, что 

т < 1, (2.15) 

Я„ „п (Я)>11а , (2.16) 
то в силу (2.13) К^и{Щ = X^^^гп{Н +{Н ~Н))> 1^,г.{Щ-Ш - Н\\> 
> Лт1п(Я)— 11Е11 > О, т. е. Н ж I — Р положительно определены (Я = Я* , 
I — Р = {1 — Р)*) и можно, воспользовавшись теоремо!! 1, утверждать, что 
А+Я экспоненциально дихотомична {п {А + Я) < оо) и М+ {А + Я) = N1, 
N.{А+Я) = N - N 1 , О{+0,А+Я)^=е. 

Постараемся оценить \\Р\\ \\Е\\. Для вывода оценки \\Р\\, 

начиная с равенства, определяющ,его 7̂ , легко проверяемую оценку 

р ==р + Я*Н + НЯ+{0*С - 0*0) + {1 - 0)*{1 - е)-{1 - 0)*{1 - 0) = 

= Р + б* + 0 - 0 * - 0 + Я*Н + НЯ = 

= р + { 0 - 0 ) * + { С - б) + Я*Н + НЯ, 
в результате чего получим 

р = р+{0 - е ) * + { 0 - 0)+я*н + ня. 

Это равенство вместе с уже известной оценкой НС — СИ < б и оценкой 
117̂11 < 26, следующей из определения и неравенства (2.3) , позволяет за­
ключить, что 

\\Р\\ 46 + 211Я11 НЯН < 46 + 2бх = 2б(х + 2 ) . (2.17) 

Оценим матрицу Е = Н — Н. Начиная с определяющего для Е ра­
венства, можно выписать цепочку: 

Ё = Е + 0*НО-0*Н0+{Т-0)*Н{1-0)-{1-0')*Н{1-0) = 

==Е + 2{0*Н0 - е*ЙС) + {0~ О)*Я + Н{0- О). (2.18) 
Воспользуемся двумя простыми тождествами 

о*но - о*но = о * н 6 - е*но + с*,[я- н]{о-0)+ 

+ {0-0)*1Н - Н]0 + (С - С )* [Я - Н]{0~ О), 

0*Н0 - 0*Н0 = (С - С ) * Я ( С - С) + д*Н{0-0)+{0-0)*Н0. 
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Так как 0*Н =Н0 = Н, Е = Н — Н, то из этих тождеств и (2.18) сле­
дует, что 

^ = ^ + ( ' & - - С ) * Я + Я ( ё - С ) + 2 [ 5 * Я ( С - С ) + ( С - ё ) * ^ С + 

+{в-Сг)*Ё{6-0) + й{С-0)+{С-С)*н+ { а - с ) * н { С - с ) ] . 

И наконец, подставив в полученное равенство Н = Н — Е и О => 
е +(0 — С), получаем 

Ё=Е+{С- О)*Н + Н{С -С) + 2[С*Ё(С -0) + (е-С)*ЁО + 

+ {0-С)*Ё{0 - С ) - ( в - С)*Ё{0- С) + Н{С - С)-Ё{С- С) + 

+-^о-в)*н-{0-Щ*Ё + {б-б)*н{а-в)-{С-0)*Ё{0-0)1 

Из этого уравнения, учитывая неравенства \\0 — СИ < б, \\Е\\ бИЯН, сле­
дует неравенство 

11̂ 11 ^ 7611//11 + 11^1 (4611С11 + 4 6 ^ + 4 6 ) + 

Далее, воспользовавшись условием 
1 . С, 8х — т т г1 , 

800х I II с I I ] 

точнее, его следствием 4611С11 + 46^ + 4 6 < 0,05, можно огрубить оцен­
ку 11̂ 11: 

11̂ 11 < 7.0016Ш11 + 0.05 Ш (2 .18 ' ) 
и, значит, 11̂ 11 < 7.4611/711. Итак, мы оценили 11̂ 11 и Ш, причем ИЯ! ^ 
< 2 б ( х + 2 ) < 1 . По условию теоремы матрица Я положительно опреде­
лена, а значит, Хт1п(Я)= НЯ — III — 1 и верна оценка 

1 | я " Ч 1 я 1 1 < 4 , 
Т . е. из условия теоремы следует, что 

Я„,1п(Я)>10б11я11, 

и вместе с ( 2 . 1 8 ' ) позволяет гарантировать оценку 
Ят.п(Я )>|1^11. 

Таким образом, интересовавшие нас неравенства выведены и можно 
утверждать, что А+Л экспоненциально дихотомична, х ( А + Я ) < оо. 

Определим, как величина % = 211ЛII НЯН связана с параметром 
'^{А + Я). 

Д л я начала оценим близость Я и матрицы 
со 

Я ( л + л ) - I" С* { { , А + Я)С{1,А + Я)(И, 

— оо 

Н^А+п) является единственным решением системы 
{А + Я) *Н,^^щ + Я(^+«) {А + Я ) + С * ( + 0 , А + Я) С ( + О, Л + Я) -

- С * ( - 0 , А + Я ) С ( - 0 , Л + Я)==0, 
( ?* (+0 , А + Я ) Я ( л + д ) С ( + 0 , А + Я ) + С * ( - 0 , А + Я ) Я ( л + н ) С ( - 0 , А+Я) = 

Сравнивая ее с ( 2 . 14 ) и используя доказанные равенства С ( -|-0 , А+Я)= 
= С , С ( — О , А + 7?) = С — / , получим систему 

{А+Я)* (Я,^+^) - Я ) + (Я ,л+н) - Я ) {А+Я)+ 0*Ё0 -
-{1-С)*Р{1~С)=0, 

С * (Я(л+н) - 7 / ) С -Ь ( / - С ) * ( Я , л + . , - Я ) ( / - С) = я,̂ «̂, - я. 
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Так как %{А + Я)<оо^ то полученная система имеет единственное реше­
ние п его можно представить следуюш;им интегралом: 

оо 

Ии-ш - Н = I С* А + В) ре Ц, А-{-В) сИ, 

—оо 

откуда следует простая цепочка неравенств: 

- ЯП < 11Я1 11Я,^^я)11 < 26 (х + 2)11Я(л^,,11, т. е, 
11Я(л+я) - ЯН ^ 26 (% + 2) 11Я(д+л)11. 

Из (2.13) и (2.18') имеем оценку 

Н Я - Н\\ 7. 4611ЯН, 

которая вместе с (2.19) позволяет записать 

11Я(^+я) - ЯП < 26(х + 2) НЯ(л+«)Н + 7. 46НЯН. 

Так как НЯ(̂ +в̂ 11 ^ 1/(211Л + ЯН), то х > 0 . 9 9 и, значит, 
26 ( х ^ 5.7) 

(2.19) 

Я ( А + Н ) — Я ^ я 11.86К Я (2.20) 
1 - 2 б ( х + 2 ) 

Покажем, используя полученную оценку, что 

1 х ( А - Ь Я ) - х 1 < 1 6 6 x 2 . (2.21) 
Напомним, что х ( А + Я ) = 211Л + ЯН НЯ^^+д)". Следовательно, 

|х(Л + Я ) - х 1 = 12НЛ +Я11 НЯ(л+Б,II - 211 АН НЯН = 
= !21и + ЯП (НЯ,л+й)II - ИНН)- 2(НА + ЯН - НАН) НЯН| < 

< 2(11А11 + т\\)\\н^А+щ - т + 2Ш\\. 

Но тогда из неравенства НЯН/НАН < 26, оценки (2.20) и определения 
X = 2 НАН \\Ш следует, что 

|х(А + / ? ) - х| ^ > ( 1 + 26) И . 8 6 x 2 + 4бх < 1 6 6 x 2 , 
и оценка (2.21) доказана. 

Из выведенной оценки (2.21) в силу выбора 6 ( 6 < 1 / ( 8 0 0 х ) ) следу­
ет, что 

1х(А - Ь Я ) - х | < 0 . 0 2 х 
и, значит, 

х ( А + Я ) < 1.02х. (2.22) 

Так как С = б?(-Ю, А + Я ) , то для С справедлива оценка НСН < 
< Ух (А + Я ) , и поскольку б достаточно мала, то 

е ё\\ \\е + е\\^ Ук{А + В) + б < ] / 1 . 0 2 х - Ь б < 1 . 1 | / х , 
т. е. 

е 1 . 1 | Л х . (2.23) 

Поскольку б •< то тем более выполнена оценка ^6 

и так как 
И 1 

100Х.1.02 

26, X (А + Я) << 1.02х, то верно ограничение 

1̂?11 . 1 
ЮОх {А -\- Я) ' 

Это позволяет, воспользовавшись теоремой 1 гл. 1, сформулированной в 
начале параграфа, утверждать, что А экспоненциально дихотомична. 
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N^{А) = N+ (А + К),N-{А)=N.(А+В) ж верны оценки 

\ус{А + К)-п{А)\^ 36x2 (А + Л) 

а{±0,А + Л)-а{±0, А) I < 12x2 {А + Я) - р ! ^ , 

Я(л+н) - 1 < 38х (А + Я) II Я(л+й) \А + Я\ 

1'Я(А+Л) — Я(Л)1 

Используя неравенства < 26, ^ ^ — ^ < ^ - ^ ^ < 2.016, х ( Л + 

+ Я ) < х1.02, огрубим эти оценки так: 

1 х ( А + Я) - х ( А ) К 7 6 x 2 6 , (2.24) 

Ю(±0, А+В)~ е{±0, А)\\ 2 5 . 1 x 2 6 , (2.25> 

78х11Я(А+„,11б. (2.26) 

Далее, так как С ( + 0 , А + В)= С, то можно, воспользовавшись оценкой 
\\С-0\\, а также оценками (2.20), (2.21), вывести из (2.24) — (2.26) 
два неравенства: 

1 х ( А ) - х 1 < 92x^6, (2.27) 

\\О-О{+0, А)\\ 27x^6 (2.28) 
и цепочку неравенств: 

+ 78хб11Я(л+н,!1 < ( 1 + 78x6) Ш-Н,^^щ\\ 78кдШ < ЭОхбНЯН, 

Н Я , . ) - т < т - я , .^.я>|1 + " я , л + к ) - я ^ . ^ н ^ н я - я ^ л + л ^ " + 
т. е. 

НЯ ,л ) -ЯН < 9 0 х б Ш . (2.29). 

Неравенства (2.27) — (2.29) доказывают справедливость теоремы 2, ес­
ли взять 

а = 92, р = 90, 7 = 27. 

Теорема 3 . Пусть А — экспоненциально дихотомичная Nматри­
ца ( х ( А ) < х * < о о ) и О, В = Й* > О ~ матрицы, для которых 

\\С-С{+0, Л)Н < 6 , 
Ы*Й + ЙА + _ ( / _ ^ ) * ( / _ ^ ) II ^ 26, (2.30) 

т*йа + ( / - С) *й{1 - С) - т < б н я н . 
где 

х = 2 А Л , Ь<: 
170' 

Тогда справедливы оценки 

\к{А)-х1/х < 146, 

\Н\ 146, я — я I I 
я 

146, 

гдее = О{+0,А) и Н — решения. ( 1 . 2 ) при С = I , I — единичная 
матрица. 

Для удобства доказательства введем обозначения: 
р = А*й + ЙА + а*о -{1-а)*{1-а), ( 2 . 3 1 ) 

Ро = 0*Ва *й{1 - ^ ) - я , (2.32) 

л ^с*на + {1-а)*Н{1-С), ( 2 . з з ) 
Р^Р-С*в + {1-С)*{1-0). ( 2 . 3 4 > 
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Используя их, запишем 
А * Я + НА + 0*С - { I - С)*{1 -0)~ Ё=0, (2.35) 

в частности 
А'^Н + НА + а*{1 -Р)0 - { I - С)*{1-Г) {1-О)=0^ 

С*НО + (/ - О) *Н{1 -0) = Н. ^^'^^^ 

В то же время для матрицы Л, удовлетворяющей системе (1.2), верны 
равенства 

А*Н + НА + С*0 {1-С)*.{1-С)=0, 

Сравнивая (2.36), (2.37), можно записать определяющую Н — Н систему 
А*{Н -Н) + {Н ~Н)А + С*РС ->(/ - О) *Р{1 -С)= О, 

— - (2.38) 
С^{Н-Н)С+{1-О)*{Н~Н){1-С)=0, 

из которой ввиду теорел1ы 1 матрица Н — Н допускает интегральное 
представление 

Н-Н= \
— сю 

и верно неравенство _ 
\\Н ~ Н\\ \\Н\\ (2.39) 

Теперь для уточнения (2.39) постараемся оценить \\Р1\ \\Н — Н\\. Из 
(2.31), (2.34) следует, что Р = Р + О* + 0 - С* - С я значит \\Р\\ \\Р1\
+ 211С- СП ^ 4 6 , т. е. 

^ 46. "(2.40) 

Рассмотрим Н — Н. Из (2.32), (2.33) следует, что 

Н-Н=Ро + 0*Н0- а*НС + *Н{1 -О)-{1-0)*Я(/~ О) 
и _ 

НЯ - ян ^ \\Ро\\ 2\\0*Н0 - 0*Н0\\ 2\\Н{0 - О) II. (2.41) 

Далее из тождеств 
о*йо - о*йо = - о * Н { 0 - О ) - { а - О ) н о - { а - о ) ^ н { а - о ) -

- о * { й - н ) {а - 0 ) - { а - 0 ) * { в - н ) - { 0 - 0)*{н - Н) { а - о ) , 

й { о - а ) = { й - н ) { о - а ) + н { о - а ) , 

которые позволяют продолжить оценку (2.41), воспользовавшись равен­
ствами ОН = НО = Н я (2.32), имеем 

\\Н - ЯН < НТ̂оН + 211Я11[36 + 6 ^ ] + 211Я - ЯН (36 + 6 ^ ) ̂  
< 6 2 1 1 Я 1 1 + 2НН11[36 + 6 ' ] + 2НЯ - ЯН (36 + 6 ^ ) . (2.42) 

И наконец, из (2.39), (2.40) и (2.42) следует, что 
НЯ - ЯН ^ 4611ЯН + (76 + 2 6 2 ) 11^^,1 + щ _ ̂ 1, + 2 6 2 ) , 

т. е. 
Н ~ Н \  116 + 26^ 

ЯII ^ 1 _ 1 7 б - 2 б 2 ' 

И , значит, при 6 < 1/(170) справедливы неравенства теоремы 3. 
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3 . Основная лемма 

где 

Докажем основную лемму, использованную в предыдущем параграфе. 
Лемма {.Пусть для NXN матрац А и О справедливы неравенства 

ЮА - Аа\\ НАПбь 

0 < б 1 < 1 , 0 < б 2 < 4 - ' 
Тогда, во-первых, ингулярные числа О лежат в объединении отрезка 
[О, 2 6 2 ] и открытого полуинтервала (1 — 2 6 2 , +<» ) , во-вторых, существу­
ют матрицы С и Я такие, что 

а{А + Я) = {А+ Я)0, & = С, 

< 2 6 2 + 6 1 , ||С-5||<2б„ . 

Для доказательства леммы 1 потребуется следующая лемма. 
Лемма 2. Если N XN матрица О удовлетворяет неравенству 

— 1̂1 ^ б, О < 6 -< 1/8, то, во-первых, сингулярные числа матрицы О 
сосредоточены в объединении отрезка [О, 26] и полуоткрытого интервала 
(1 — 26, +°°) и, во-вторых, существуют матрица С- и ортогональная II 
такие, что 

(Я. Ь \ /О Ь \ я , ь \ о ь \ 

С2 = О, ю - 01] < 26, ШоН ^ 26, т,\\ 26, 

где N1 — число сингулярных чисел О, превосходящих 1 — 26. 
Доказательство леммы 2 приведем сразу же после завершения дока­

зательства леммы 1, к которому сейчас приступаем. _ 
Если N1 = 0, то 11 = 1, 0 = 0. Если же = Л̂ , то П = I , 0 = I . 

В обоих случаях полагаем Я=0 и завершаем на этом доказательство 
леммы 1. _ _ 

Пусть N1 Ф 0. Из условия ПС̂  — СП ^ 6 2 , О < 62 < 1/8, на основании 
леммы 3 следует, что существуют ортогональная V и матрица О та­
кие, что 

10 Е\ 
10 / л у ) ^ 

\\0 - 0\\ 2б2, С2 = О, 

где Ь — некоторая матрица с — строкой п Л''} столбцом. 
Обозначим 

(3.1) 

(3.2) 

^21 ^ 2 2 / 

( о я^2\ 
я , , о 

(3.3) 

где А22 — матрица размера N^X М\, а Я]2 — той же размерности, что 
и У112. 
Взяв 

Я21 = -А21, Я12 ^^22 - АпЬ - ^12, (3.4) 

обеспечим выполнение равенства 
{А+Я)0 = 0{А + Я). ( 3 . 5 ) 
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в самом деле, имеют место две цепочки равенств: 
(Ахг Ах^\О Ь 

\ Л 1 Л 2 / \ / 

0 1) {А^Х А ^ 

/ о АххЬ + А,, + В,, 

[о {А,, + в,,) Ь + А, 

/Ь{А,, + В,,) ЬА,Л 

Л^х + В А 

2 1 . ^ 2 2 / которые позволяют при условии (3.4) утверждать справедливость (3.5). 
Оценим 11̂ 2111 и 11̂ 1211. В силу леммы 2 

в , ь 

I о 1 + В, 

ШоН < 2 б 2 , Ш^Н ^ 2 б 2 . 
Далее легко убедиться в том, что верны равенства 

(А^х^о А ^ . + А,2 + Ах.Вх' 

(3.6) 

Ас=и 

с А и 

{^21^0 А^^Ь + А22 + Л 2 ^ 1 . 

\1 Я ^ - А ^ ! А . 2 2 "Ь - ^ 2 ^ . 2 2 / 
ИЗ которых, используя условие \\А0 — 0А\\ Ь\\\А\\, нетрудно вывести 
оценки: 

11^21 + ^ 1 ^ 2 1 + А21/?о11 ^б111А11, 
\\ЬА22 + ВоА,2-АпЬ - А п - А,2Вх\\ 610-411. 

Из полученных неравенств и оценок 11̂ 2111 ̂  П А Н , 11^1211 < ПАИ и (3.6) вы­
писываются две цепочки: 

1 1 ^ А 2 2 - А 2 2 Ь - А 1 2 П < ПА1211 ( П Я о П + \\В^\\)+ 6 1 П А П < 1 1 А П 2 6 2 + 6111АП = 
= ПАП ( 6 1 + 2 6 2 ) , 

ПА1211 < ПА2111 {}\В,\\ П Л о П ) + 6 1 П А П < П А П 2 6 2 + 6 1 П А 1 1 ^ ( 2 б 2 + 6 1 ) П А П , 

в результате которых можно заключить, что 
т а х ( П А 1 2 П , П / . А 2 2 - А ц Ь - А , 2 П ) ^ ПАП ( 2 6 2 + 6 1 ) . (3.7) 

Поскольку 

в 
( О Я12\ 

^ 2 1 О ; 
= т а х ( I IВ - ^ 2 % I I I ) , 

то ввиду (3.4), (3.6), (3.7) получаем оценку ПЯП < ПАП ( 2 6 2 + 6 1 ) . Лем­
ма 1 доказана. _ 

Приступим к доказательству леммы 2. Из условия П с ^ — б'П < б сле­
дует, что 

- ( 5 ) I < б , 0 < б , < 4 - , 7 = 1,2, 
а значит, модули собственных значений ^(Я^ = Л](^)) лежат в объеди­
нении отрезков [О, 26], [1 — 26, 1 + 26]. 

По теореме Шура существует ортогональная N XN матрица V та­
кая, что 

(В. 

О Г + Вх) 
(3.8) 

где собственные значения матриц Во и В\т в круге радиуса 26 с 
центром в нуле. Пусть Ро, Р\, Р — матрицы размеров, соответствующих 
размерам матриц В о , В\, Ь , такие, что 

\  Р ,  
(3.9) 
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Из ортогональности 11 и условия — < б имеем 
\\Ро\\ б, \\Рх\\ б, ^ б. (3.10) 

В то же время из (3.8) следует, что 

Полученное равенство вместе с ( 3 . 8 ) , (3.9) позволяет выписать следую­
щие хматричные уравнения, связывающие матрицы Но и Кх соответствен­
но с матрицами Ро я Ри 

В 1 - Д , = Р,,Я1+Е, = Р,. (3.11) 

Для доказательства леммы 2 достаточно показать справедливость 
оценок 

ШоН < 26, 11̂ 111 ̂  26. (3.12) 

т . 

в этом случае можно взять в качестве О матрицу 
/О ^\ 

При этом ввиду (3.8) и (3.12) гарантируется оценка 
т-а\\<.2ь. (3.13) 

Очевидно, что для таким образом выбранной матрицы О справедливо ра-
—'о 

венство е ^ = О и ее сингулярных чисел превосходят 1, а остальные 
N — N1 равны 0. Следовательно, используя неравенства Вейля для син­
гулярных чисел Ог{Сг) и аг{С), ^ = 1, 2, . . ., Л̂ , и оценки (3.13), можно 
утверждать, что 

| а Д С ) - а , ( ^ ) | ^ 2 6 . 
Тем самым покажем, что у матрицы О ровно N — N1 сингулярных числа 
близки к О с точностью 26, а Л̂ 1 сингулярных чисел превосходят 1 — 26. 
в этом случае лемма 2 будет доказана. 

Для завершения доказательства леммы 2 осталось показать, что из 
условий 7?о — Яц = Р^, II II ^ б, О < ; 6 < - з " ' следует ШоН ^ 26, так как 
совершенно аналогично выводится оценка 11/?111<26. 

Перепишем уравнение В^ — В^ в виде 

Так как \\Ро\\, 6 < 1/8, то матрица Ро + 0.257 неособенная. Следова­
тельно, имеет смысл матрица 1Ро + 0.25/ и верно равенство (см.: Гапт-
махер [39], § 6, гл. V I I I ) 

где в многозначной матричной функции У/̂ о + 0.25/ выбрана ветвь, при 
которой у Во собственные значения будут около 0. 

Обозначим для простоты Ро ^ ^Ро- Тогда из условия ПТ'оИ < б < 0.125 
получаем \\Ро\\<О.Б, и, значит, м а т р и ц а ] / / - [ - Т ' о представляется рядом 
Тейлора 

| / 7 Т Ж = / + 4 - ^ о - 4 г т ^ о + . . . + ( - 1 Г П ( / - 4 ) ^ о + - - " 
(3.14) 
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Этот ряд сходится, так как 

4 г П ( / - з / 2 ) | | ? о ! Г < 
Из (3.14) следует, что 

V I + Р,~ 1\^\\\р,\\ ~^\\Ро\' + . . . + 
ряд в правой части сходится в силу (3.15). _ 

Раскладывая в ряд Тейлора функцию | / " 1 • 
что 

п п 

(3.15) 

« 5 ^=2 \ 
П / - Т - Г . • . » 

г'о1 + ^ | - | ! ^ ' . Г + . . . + 

можно записать, 

3\ п П I 
П 
7 = 2 2 ; 

Сравнивая два последних ряда, нетрудно заключить, что верна цепочка: 

У1 + Р , - 1 ^ У\-\р^\-\.\^\р, 
В качестве Ро мы взяли /^о = 4/̂ о и 7?о 0 .5 (7—У/ +4 /^о) , тогда полу­
ченная оценка 
ства 117?о11 ̂  1147̂ 0 

|/^7 н- Т'о — 7|:̂ ||7'о|| гарантирует выполнение неравен-
1/2 ^ 26, т. е. лемма 2 доказана. 

§ 4. Окончательная схема расчета параметра 
дихотомии и проекторов на 2'+{Л) 2'-{А) 

В этом параграфе, подводя итоги работы, сформулируем схему рас­
чета проекторов С?(+0), С^(—0) на 2'+{А), 2'-{А). Все ее этапы разо­
браны выше. Схему приводим для того, чтобы предлагаемая техноло­
гия выделения инвариантных подпространств несамосопряженных мат­
риц А была легко обозримой. 

Схема предусматривает в процессе расчета О { + 0 ) и &{—0) получе­
ние оценки величины >с{А). Если оказалось при этом, что х ( Л ) > х * 
(х* — большое число, которое тем больше, чем больше разрядов выде­
лено для чисел в разрядной сетке ЭВМ), то матрицы С ( + 0 ) и С^(—0) не 
вычисляются, а только констатируется отсутствие «практической» дихо­
томии спектра А мнимой осью. Если же х ( Л ) < х * , то С^(+0) и О{—0) 
вычисляются с гарантированпой оценкой точности 6, где 6 связана с 
у.* неравенством 

ббООх" 
X ' 2 0 . 

Рассматриваемый здесь алгоритм всегда приводит к однозначному ответу, 
какова бы ни была матрица А . 

Положим Ы\\ 0.5 (это предположение не является ограничитель­
ным, так как инвариантные подпространства матрицы не зависят от ее 
нормировки). 

I ЭТАП. Задавшись величинами 
х* 2х*, б. (4.1) 

можно указать (см. § 1 гл. 3) целое число щ такое, что, проделав щ 
шагов в процессе (1.6) гл. 3 (при этом указывается степень точности 
выполнения матричных операций в этом процессе), либо убедимся, что 
х ( Л ) > Х о , и процесс завершится утверждением х ( А ) > х * , либо по.ту-
чим матрицы и С- такие, что 

2 / ^ 6 - 1 - 6 - ^ 6 2 , II А ^ + - С ^ Л Л < 6. (4.2) 
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п р и этом если к (Л) < ; X * , то в силу результатов исследований гл. 3 
верны неравенства 

11^+-С! ( + 0 ) 1 1 ^ б, Н е ^ - - С ( - 0 ) 1 1 ^ б. (4.3) 

Дальнейшие этапы этой схемы предназначены для того, чтобы либо 
убедиться, что X (/1) < < К о , либо гарантировать выполнение неравенства 
х ( А ) > х * . 

Заметим, что если НС+Н < 1 — б, то в случае х ( А ) < х * должно вы­
полняться равенство С ( + 0 ) = 0 (так как Ш ( + 0 ) 1 1 ^ 0 влечет за собой 
неравенство 11(т(-Ь0)11 ^ 1 ) . Поэтому в случае, когда \\0+\\ 1 — б, пссде-
дуется гурвицевость матрицы —А (см. [25]), и если она гурвицева, то 
параметр дихотомии 'к(А) совпадает с параметром качества устойчивости 
матрицы —А, а ип^чриантное подпространство ^-{А) совпадает со всем 
пространством, при этом С ( + 0 ) = 0 , С(—0) = / , в противном случае ре­
зультатом будет утверждение %{А)>к*. Аналогично при ПС-П < 1 — б 
исследуется гурвицевость матрицы А, и если она гурвицева, то параметр 
дихотомии х ( Л ) совпадает с параметром качества устойчивости матри­
цы А, а инвариантное подпространство 2'+{А)—со всем пространством, 
при этом С ( + 0 ) = / , С ( — 0 ) = 0 . Иначе результатом будет утверждение: 
х ( А ) > х * . 

I I ЭТАП. На этом этапе вычисляются приближения к интегралу 
оо 

Я4- = I 6̂ * (-Ь 0 ) е'^*е'^0 {+0)(И. 
о 

Обозначим 6 1 = 26 + б + б ,̂ ро = 50 ( 6 + 6 1 ) . Тогда в силу неравенств 
(4.2) , (4.3) и выбора 6 можно, реализуя алгоритм, указанный в гла­

ве 4, либо убедиться, что Х ( У 4 ) > Х * , и завершить процесс, либо указать 
матрицу Й+ такую, что 

I А*Н+ + Н+А 0Хе+ II < = 25 (б -Ь 6 1 Х 2 6 6 1 , (4.4) 

|&+Я+ё+ — Я + | | < 4 х * б 1 . 
При этом если х ( Л ) < х * , то для матриц В+ и Н+ справедливо нера­
венство 

11Я+-Я+11^роШ+11. (4.5) 

I I I ЭТАП. Аналогично этапу I I вычисляется приближение к ин­
тегралу 

оо 

Я _ = ] " ( / — (?(-Ь 0 ) ) * е - ' ' ' % ~ * ^ ( / - С ( + 0 ) ) й г . 
о 

(Здесь вместо (7+ берется матрица 1 — а вместо А матрица —А.) На 
этом этапе также либо гарантируется, что х ( Л ) > х * , либо указывается 
матрица В- такая, что 

ШВ- + В-А - { I - 0+)*{1 - 0+) II ^ 2 6 6 1 , 
II ( / - а^)*В-(/ - ^ + ) - Я-Н < 4х*б, , ^'-^^ 

причем если х ( Л ) < х*, то 
11Я_-Я-11<ро11Я_11. (4.7) 

I V ЭТАП. Вычисляется матрица В = В+ + Я _ и ее максимальное 
(Ятах(Я)) и минимальное (Ятш ( Я ) ) собственныс значения. 

V ЭТАП. Проверяется неравенство 
Яш1п(Я)>0. (4.8) 

Если оно не выполнено, то процесс завершается утверждением: х ( Л ) > 
<^ 1^ г-Ц̂  

> х*. В противном случае полагаем х = НЯН (НЯН =Ятах (Я) ) . 
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V I ЭТАП. Проверяются неравенства 

НЯН Н Я - М 1 < 2 х * , (4.9) 
I А*Н + НА + — ( / — 0+У ( / - & + ) I I < 5 2 б 1 , (4.10) 

аХНб^ + ( / - О^УН ( / - С^) - я 1 < + (4.11) 

б;1||< б, х < ( 1 + 5 2 б 1 ) х * . (4.12) 

В случае, когда хотя бы одно из этих неравенств нарушено, гарантиру­
ется выполнение неравенства %{А)> у.*. Иначе в силу теоремы 2 § 2 
>с(А)<С>«0' и, значит, справедливы оценки 

\\С ( + 0 ) - ^+11 < б, Н С ( - 0 ) - ал < б. (4.13) 
Обозначив 

^ 1 5 + Я С + + ( / - ё^.)*Я ( / - 5+) - Я Д = т а х I б, -гт 

1 А^н + НА + - ( / - е+у ( / - 0+) 

(ясно, что в силу выбора б, 61 и неравенств (4.10), (4.11), (4.13) верна 
оценка А < 1/170) из (4.10), (4.11) и (4.13) получим 

не^+-с (+о)н < А, 
II А*Н + НА + С1С+ - ( / - 0+У (7 - 0+) II < 2А, 

I С + Я 5 + + ( / - 0+УН ( / - 5+) - Я|1 < А||ЯI . 
Эти неравенства позволяют, воспользовавшись теоремой 3 § 2, утвер­
ждать, что 

\Н\ 14А, н 1 
н 

14А, и (Л) — | | я | < 14А. 

Следовательно, установив справедливость неравенства х{А) < , 
можно, анализируя результат расчета, указать величину х (Л) с точ­
ностью 14А. 

Перейдем к обоснованию заключения V и V I этапов. Прежде всего 
напомним, что в гл. 1 для матрицы Я : 

Я = Я+ + Я_ , 

Я + - [ С̂ * ( + 0 ) С ( + 0 ) сИ, 

Н_^] {Т -0{+ 0))*е-*^*е-*'^ (7 _ С ( + 0 ) ) 

справедлива оценка ее минимального собственного значения (Н^Н = 0 . 5 ) : 

^ ' (4.13') 
Тогда тем более 

НЯН > 1. (4.14) 
Из (4.5) , (4.7) и (4.13') следует, что ( Я = Я + + Я _ , тах(НЯ+Н, НЯ_Н):^ 
<\\Н\\=х{А)) 

^ш^п(Я)^ 1 - 2роп.ах(НЯ+Н, т Л ) > 1 - 2рох(А), 

Я т 1 п ( Я ) > 1 - 2 р о х ( Л ) . (4.15) 
т. е. 
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Нетрудно убедиться, что в силу выбора б 1 — 2рох* > О, и, значит, 
если х ( Л ) < х * , то обязано выполняться неравенство Хт1п{Я)> 0. Тем 
самым мы получили обоснование заключения этапа V. 

Теперь покал^ем, как из условия к{Л)< можно вывести справед­
ливость неравенств (4.9) — (4.12), что и будет доказательством значений 
этапа V I . 

Начнем с перавепства (4.9) . Из (4.15) и цепочки неравенств 
(ИЛИ = 0 . 5 ) : 

ИЯИ ^ ИЯИ +ИЯ - Й\\^%{А)+ \\Н^ - Я + 1 1 + 1 1 Я _ - Я_11 < 
^ х ( Л ) + 2ротах : (ИЯ+11, ИЯ_И)^ х ( Л ) (1 - 2ро) 

следует, что если у.{А)< х*, то 

Я Я - ' \н >^*(^+2Ро) 

Это неравенство с учетом оценки (1 + 2ро) / (1 — 2ро )< 2, справедливой 
ввиду выбора ро, 61 и в конечном итоге б, позволяет утверждать оценку 
(4.9) , если х ( Л ) < : х * . Следствием неравенств (4,4) и (4,6) является 

|С+Я+&+ + ( / — ё + ) * Я _ ( / - & + ) — Я I I < 8 х * б 1 , (4.16) 

что, в свою очередь, влечет справедливость (4.10). 
Если воспользоваться равенствами 

С* (+0)Я^. = Я+С (-ЬО) = Я+ 

(см. гл. 1 ) , неравенством 11С (̂+0)И ^ Ух(Л) и оценками 11С(+0)—^+И ^ б, 
11Я+— Я+11 ^ роИЯ+Н, справедливыми при х ( Л ) ^ х * , то можно получить 
цепочку неравенств: 

И (7 - а^) *н^{1 ~ 0^) II < 1177+11 \ю ( + 0 ) + 
+ \\й+ - Я+11[И(?,(-Ь0) - + 2117 - О ( + 0 ) 11+ 117 - С ( + 0 ) Щ < 

< {{б + 2 } ^ ^ ) + х ( Л ) ] р о + 62} ИЯ+И < 4х(Л)ро11Я+11. 

Из нее, используя простые оценки 
11Я+11 < ИЯИ, \\Н\\1 - 2ро)11ЯИ, 

можно утверждать, что 

( / - ё , Г я , ( / - с , ) ! ; < ^ ; ^ 

Соверпхенно аналогично выводится оцентга 

1 — 2р Я 

я (4.17) 

(4.18) 
о 

Воспользовавшись неравенствами (4.17), (4.18), х ( Л ) < х * и неравен­
ством \\т>1гагЛЯ) (см. (4.15)) потрубив (4.14): 

8х*б, 
I &1на+ + (7 - 8 + ) * Я (7 - С+) - 77 

2р^х* 77 

получим (4.11). 
Остановимся на неравенствах (4.12). Во-первых, из предполонгвния 

х ( Л ) < х * следует в силу этапа I , что 1 1 С ( + 0 ) — ^ + 1 1 < б, н, значит, так 
как ИС(+0)И < Ух (Л) , имеем 

1 1 ^ + 1 1 ^ ЩА)+ б ^ у ^ + б. 

Во-первых, опираясь на определение х = ИЯИ и оценку ИЯ — ЯП ^ 
< 2роИЯ11, следуюш,ую из (4.4) , (4.6) , можно заключить, что х < 
< ( 1 + 2ро)х*. Таким образом, неравенства (4,9) обоснованы. Для за-
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вершения обоснования этапа V I нам осталось убедиться в том, что если 
неравенства (4.9) —(4.12) выполнены, то х ( Л ) < : х о . 

Для удобства доказательства положим 

б = 8х*(б1 + р о ) / ( 1 - 2 р о х * ) . 

Введенное обозначение, ввиду выбора 61, ро, б, позволяет из неравенств 
(4.9) —(4.12) заключить, что при х* > 20 верны оценки 

Н Н 
^ 1 0 6 ' 

А*Н + НА+- 010+ - (/ - &+)* (/ - 0+) II < 26, 
с1Ш+ + (/ - а+ун ( / - & + ) - я II < б II я 

б < 800 к* 
т ш к , 

с 

которые позволяют, воспользовавшись теоремой 2 § 2, утверждать, что 

| х ( Л ) - х 1 < 92x^6. 

Откуда в силу выбора 6, 61, ро и в конечном итоге 6 можно утверждать, 
что при X* > 20 верна оценка 

X + 9 2 х 2 б < 2 х * = х^, 

а значит, х ( Л ) < Х о . 
Итак, мы убедились, что описанная скема позволяет либо гаранти­

ровать выполнение неравенства х ( Л ) > х * , либо получить матрицы 0+ 
и приближающие б ; (+0 ) и С ( - 0 ) с точностью б (11(9(±0) - б'±11 < 6 ) . 
При этом гарантируется, что х ( Л ) < х*. Более того, указывается величи­
на х ( Л ) с точностью порядка невязки системы матричных уравпепип, 
обобщающей матричное уравнение Ляпунова. 

Предложенную здесь схему расчета проекторов О{+0) и О{—0) 
можно сделать в некоторых случаях более быстрой за счет следующей 
модификации этапа I . Возьмем некоторую целочисленную последователь­
ность {П)) (например, /г^=10А;, к = 1, 2, . . . ) , а точнее, ограничимся ее 
конечной частью: щ^щ. Мы можем, как только по формулам (1.6) 
(см. гл. 3) вычислены очередные матрицы ^п^^ Рп^^, выяснить, насколько 
матрица Лп;̂  = (^г!;^ — является «почти» проектором на инва-
рпантное подпространство А, т. е. выполнены ли неравенства 

1_б, 1Алп^-Пп^А\\^^б, (4.19) 

где б выбирается из условия 

б < 6 / ( 7 2 х * 2 ) . (4.20) 

В случае нарушения хотя бы одного из неравенств (4.19) процесс 
вычисления по формулам (1.6) гл. 3 продолжается, начиная с 1 = 1 
до следующего I = ^ По. Если щ ^ то действует I I этап рассмот­
ренной схемы (в этом случае ожидавшегося ее ускорения не получилось). 

В случае выполнения неравенств (4.19) можно утверждать, что мат­
рицы Лп,̂  и ( / — Лп^) являются «почти» проекторами на инвариантные 
подпространства матр1щы А, и нам теперь необходимо выяснить, явля­
ются ли они «почти» проекторами соответственно в 3^+{А) и 2"-{А). 

Прежде всего напомним, что из леммы 1 § 3 гл. 5 и неравенств 
(4.19) следует существование матриц Я и л, для которых верны утвер­
ждения: 

(Л 4- Я) л = л (Л + Я) , л^ ^ я, л < б , < ^ б . 
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Следовательно, если п — проектор на 2"+ {А + В), то в силу теоремы 1 
гл. 1 верна оценка 

\\О{+0, А)-п\\ 18х2(Л)б, 

и, значит, при условиях х ( Л ) < % о = 2 х * , б < 3^^^^ п (4.20) получаем 

11С(+0, Л) -я11 =^6. 
Далее повторяя этапы рассмотренной ранее схемы, начиная с эта­

на I I и исключая исходы х ( Л ) > х * , мы .либо убедимся, что х ( Л ) < Х о , 
и, значит, мы построили приближения к О{+0. А) и О {—О, А) с требуе­
мой точностью б, либо продолжим расчеты ^̂  и Л по формулам этапа I 
до следуюгцего члена выделенной последовательности {пц}. 
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В. Л. ВАСКЕ ВИЧ 

К П Р И Б Л И Ж Е Н Н О М У Р Е Ш Е Н И Ю З А Д А Ч И Д И Р И Х Л Е 
В С О С Т А В Н Ы Х П Р О С Т Р А Н С Т В Е Н Н Ы Х О Б Л А С Т Я Х 

Введение 

Конструирование различных методов приближенного решения эл­
липтических краевых задач весьма актуально и в настояпдее время 
[ 1 — 6 ] . Наряду с работами, развиваюп],ими традиционные методы (ко­
нечно-разностные методы [4], методы интегральных уравнений [4, 7] ) , 
появляются статьи, предлагаюш;ие новые подходы [2, 3, 5, 8 ] , суть ко­
торых, как правило, в более удачном использовании тех или иных ана­
литических свойств решения соответствующей краевой задачи. 

В данной работе рассматривается задача Дирихле для уравнения 
Лапласа в составной области. Условимся называть осесимметричную 
область О, составной, если она получается объединением конечного чис-
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