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В. Л. ВАСКЕВИЧ 

К П Р И Б Л И Ж Е Н Н О М У Р Е Ш Е Н И Ю ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 
В СОСТАВНЫХ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ОБЛАСТЯХ 

Введение 

Конструирование различных методов приближенного решения эл­
липтических краевых задач весьма актуально и в настоягцее время 
[1—6]. Наряду с работами, развиваюгцими традиционные методы (ко­
нечно-разностные методы [4], методы интегральных уравнений [4, 7]), 
появляются статьи, предлагаюш;ие новые подходы [2, 3, 5, 8 ] , суть ко­
торых, как правило, в более удачном использовании тех или иных ана­
литических свойств решения соответствуюп];ей краевой задачи. 

В данной работе рассматривается задача Дирихле для уравнения 
Лапласа в составной области. Условимся называть осесимметричную 
область О, составной, если она получается объединением конечного чис-
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ла односвязных областей ^^, / = 1 , 2, . . . , У̂, т. е. ^==^^и ^2'^ . . .\} ^N,. 
причем каждая область имеет общую с й ось симметрии и для всех / 
от 1 до (Л''—1) пересечение П — также односвязная область. 

Перечислим аналитические свойства решения задачи Дирихле д л я 
уравнения Лапласа в составной области, которые должны учитываться 
при конструировании приближенного метода. Как известно, гармониче­
ская в составной области функция 

1) бесконечно дифференцируема в любой внутренней точке ^ , 
2) имеет в угловых точках границы определенную асимптотику, 
3) имеет производные, которые в любой внутренней точке ^ опре­

деленным образом растут с увеличением порядка дифференцирования, 
причем этот рост существенно зависит от .расстояния, на которое взятая 
точка отстоит от границы ^ . 

Отметим, что третье свойство представляет собой прямой аналог 
неравенств Коши для аналитических функций. 

Перечисленные свойства в той или иной степени использованы в 
работах ряда авторов. Охарактеризуем некоторые работы в этом направ­
лении, отмечая последовательно, как в них решены следующие три 
вопроса. 

1. Каким именно образом составная область разбивается на ком­
поненты? 

2. Как аппроксимируется решение в кан^дой из выбранных компо­
нент разбиения? 

3. Каким образом согласуются друг с другом получающиеся локаль­
ные представления решения? (Иными словами, как эти представления 
«сшиваются» [9] или «склеиваются» [10, И ] ? ) 

Пожалуй, наиболее удачно использованы аналитичесюте свойства 
гармонических функций в методе, описанном в [8] для случая двумер­
ного уравнения Лапласа. Соответствующий подход назван автором [8] 
методом квадратурных сумм [3]. Задача Дирихле решается им в произ­
вольном многоугольнике Т. В качестве типичной компоненты разбиения 
Т используется угол А, ограниченный дугой окружности с центром в 
вершине Д. Все множество Т покрывается этими «элементарными» ком­
понентами так, чтобы соседние из них обязательно перекрывались. Да­
лее, в фиксированном элементе разбиения А автор [8] получает по фор­
муле Пуассона интегральное представление решения, а затем интеграл 
но дуге окружности приближает элементарной квадратурной формулой. 
Тем самым он конструирует в А интерполяционную формулу. Наконец,, 
условие согласования локальных аппроксимаций устанавливается требо­
ванием их совпадения в узлах использованных ранее квадратур. Как до­
казано в [8], в результате таких построений удается получить экспонен­
циально сходящееся приближенное решение. 

В [5, гл. 3] приведена схема метода разделения облаете!"!, модифи­
цирующая классический итерационны!! алгор!!тм Шварца. Исходная об­
ласть при таком подходе разбивается на конечное число подмножеств, 
непересекающихся друг с другом. Таким образом, соседние компоненты 
могут иметь общими лишь граничные точю!. Потребовав, чтобы во всех 
таких точках значения оператора (а.^ + ^Й) *' на локальных реали­
зациях решения совпадали, авторы [5], по существу, задают некоторые 
условия согласования. Искомое приближение к решению рекомендуется 
получать посредством некоторого итерационного процесса. Исследование 
сходимости метода проведено в [5] для случая двух независимых пере­
менных. Способ решения задач Дирихле в компонентах разбиения не 
конкретизирован. Отметим, что используемые в настоящей статье прост­
ранства гармонических функций весьма схожи с функциональными клас­
сами, рассмотренными в [5, гл. 3]. 

*) Здесь V — нормаль к граничной поверхности, разделяющей соседние ком­
поненты. 
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в работах [12, 13] рассмотрен метод приближенного решения неко­
торой краевой задачи математической физики, которая не является за­
дачей Дирихле. Однако используемый при этом подход близок по духу 
тем методам, которые нас интересуют. Как и в [5], исходная область 
разбивается на непересекаюп];иеся подмножества. Условие согласования 
локальных реализаций в соседних областях состоит, грубо говоря, в тре­
бовании поточечного равенства этих реализаций во всех общах гранич­
ных точках рассматриваемой пары компонент. С учетом этого условия 
организуется некоторый итерационный процесс, результат которого и ре­
комендуется брать в качестве приблин^епного решения. Обоснована схо­
димость такого приближенного решения к точному в энехзгетической 
норме. Способ решения краевой задачи в компоненте разбиения не 
конкретизирован. 

В [10] описан приблинченный метод решения задачи Дирихле для 
двумерного уравнения Лапласа в области, полученной стыковкой без 
налегания локальных компонент. В каждой из них решение предлага­
ется аппроксимировать конечной линейной комбинацией базисных гар­
монических функций. Коэффициенты этих сумм получаются минимиза­
цией некоторого квадратичного функционала, представленного интегра­
лом по обгцей части границы соседних компонент. Аналогичная задача 
в [11] сведена к бесконечной системе линейных уравнений. 

Метод переопределенных рядов, излон^енный в [9], подразумевает 
разбиение исходной области на непересекающиеся компоненты, в каж­
дой из которых переменные в уравнении Лапласа разделяются. В ло­
кальной подобласти решение задачи Дирихле разлагается в ряд по ба­
зисным гармоническим функциям. Условие согласования этих разложе­
ний в соседних подобластях состоит в требовании равенства как их 
значений, так и значений их нормальных производных во всех общих 
граничных точках. 

На этом закончим краткий обзор известных нам работ и охаракте­
ризуем по той же схеме метод, предлагаемый в настоящей статье. Исход­
ная осесимметричная область й предполагается разбитой на попарно-
пересекающиеся компоненты с той же осью симметрии, что и Й. 
Пересечение соседних комнонент при этом должно быть настолько ве­
лико, чтобы в него можно было вписать некоторую сферическую линзу. 
Отметим, что это геометрическое условие аналогично так называемому 
критерию луночки из теории альтернирующего метода Шварца [14]. Для 
каждой из локальных областей ^ ,̂ вводится некоторое гильбертово про­
странство гармонических функций, в котором имеется определенным 
образом нормированный базис. Не углубляясь в проблему построения 
такого базиса в общем случае, отметим лишь, что несложно привести 
содержательные примеры, в которых нужный базис можно отыскать 
методом разделения переменных. При этом весьма полезной может ока­
заться тороидальная система координат о полюсами в угловых точках 
границы, лежащих вне оси симметрии й . Если локальные базисы по­
строены, то в качестве интерполяционной формулы для решения в об­
ласти ^^ естественно брать конечный отрезок соответствующего ряда. 
Коэффициенты таких интерноляциопных сумм выбираются таким обра­
зом, чтобы сумма интегралов Дирихле, взятых последовательно по всем 
пересечениям соседних компонент от разности соответствующих локаль­
ных разложений, достигала минимального значения. 

Изложение метода в статье проводится для случая, когда область й 
разбита на две части, т. е. ^ = ^\ ^2- Однако полученные результаты 
естественным образом распространяются на случай разбиения области й 
на любое конечное число компонент. Доказано, что минимизируемый 
квадратичный функционал Р, задаваемый интегралом Дирихле по пере­
сечению ^12 = ^1 П Й 2 от разности локальных разложений решения, в не­
котором смысле «слабо» положительно определен. Примененный к нему 
процесс минимизации Ритца приводит к квадратичной функции с само­
сопряженной положительно определенной матрицей в главной ча-
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стп. Произвольный элемент матрицы Л:^ при этом представим в виде 
интеграла по пересечению от произведения градиентов локальных 
базисных функций. Для такого тина интегралов сконструирована спе­
циальная кубатурная формула. С ее помощью удалось получить более 
простое представление функционала Р, которое именуется в статье его 
«дифференциальной формой». Минимизация Р в дифференциальной 
форме приводит к нереонределенной системе линейных уравнений. Ре­
шив ее, получим локальные интерполяционные формулы для решения. 
При этом слабая положительная определенность функционала Р обеспе­
чивает непрерывную в некотором смысле зависимость качества интер­
поляции от величины невязки, получающейся при решенрш переонре-
деленно!! системы. Отсюда следует, что построенная ностедовательность 
приближений но Ритцу сходится к точному решению не только по энер­
гетической норме, но и в некотором более сильном смысле. 

§ 1. ПОСТАНОВКА КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

Пусть в ограниченной области Й трехмерного пространства требу­
ется решить задачу Дирихле для уравнения Лапласа. Будем предпола­
гать, что область О, удовлетворяет также некоторым условиям геометри­
ческого характера. Укажем эти условия и попутно введем необходимые 
обозначения. 

Будем считать, что область й получается объединением двух обла­
стей Й 1 и Й 2 , т. е. й = Й 1 и ^2•, причем все три множества ^^, ^2 ж ^ 
имеют одну и ту же ось симметрии. Пересечение Й 1 П ^2 при этом так­
же будет областью ненулевого объема. 

Введем в исходном пространстве систему декартовых координат 
1' = (̂ 7 У, Ось 2 направим по оси симметрии Й таким образом, чтобы 
^1 лежала левее ^2 (рис. 1). Начало координат поместим в центр 
окружности С е , но которой пересекаются поверхности, ограничивающие 
компоненты ^1 и ^2^ Радиус окружности обозначим через 8 , тогда 
уравнение С е в плоскости 2 = 0 имеет вид + = в^. 

Предположим, что в область ^^ П ^2 можно вписать сферическую 
линзу (луночку) <5', т. е. такое пространственное тело, которое получа­
ется пересечением каких-нибудь двух шаров. Множество 5* при этом 
2-осесимметрично, проходит через окружность С ^ и других общих точек 
с границей ^ не имеет. Это требование аналогично так называемому 
условию луночки, которому подчиняют пересечение двух плоских мно­
жеств при доказательстве сходимости приближений задачи Дирихле, 
полученных но методу Шварца [14, § 22]. 

Пусть на границе исходной области ^ , удовлетворяющей всем пере­
численным условиям, задана непрерывная функция /, обладающая осе­
вой симметрией относительно оси 2 . Иначе говоря, / представляет собой 
функцию координат (р, 2 ) , где р = 1/х^ + у^. Пусть кроме того, суще­
ствует функция Р из пространства след которой на границе Й 
совпадает с /. 

Рассмотрим следующую краевую задачу: найти в ^ гармоническую 
функцию и = и{х, у, 2 ) , принадлежащую пространству И^2(^) и совпа­

дающую на границе ^ с /, т, е. 
требуется найти функцию и, удов­
летворяющую одновременно сле­
дующим трем соотношениям: 

Аи = 0 в й, и\ва = /, 
'(1-1) 

[\и\^ + \Чи\'](1г<:+ооГ 

1 я, 

\ ] , г 

Рис. 1. Сечение й плоскостью, прохо­
дящей через ось 2. 
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Хорошо известны достаточные условия, при которых задача (1.1) имеет 
единственное решение. Так будет, например, если граница й — доста­
точно гладкая новерхность. Будем далее предполагать, что заведомо вы­
полнены условия какой-нибудь теоремы суш,ествования и единственно­
сти для задачи (1.1). 

Граница области ^ разбивается на две поверхности, нересекаюгцие-
ся по окружности Се. Одна из этих поверхностей представляет собой 
пересечение д^ и 5 ^ 1 , а вторая — пересечение 5 Й и д^2. Обозначим их 
71 И 72 соответственно. Тогда, очевидно, 5 ^ = 7 1 0 72, '^1^'{2 — ^. Суже­
ние на новерхность 7̂ - функции /, задающей краевое условие в (1.1), 
нам удобно будет обозначать /3, / = = 1 , 2. Краевое условие в задаче (1.1) 
можно переписать при этом в виде 

и\у^=^!1,и\у^ = и. (1.2) 

Перейдем теперь от дифференциальной постановки (1.1) задачи 
Дирихле к классу вариационных задач, решения которых совпадают с 
решением задачи (1.1). При этом минимизируемые функционалы и 
функциональное пространство, на котором они определены, выберем спе­
циальным образом. Идея, положенная в основу дальнейших построений, 
в какой-то степени заимствована из метода Шварца. Состоит она в том, 
что решение задачи Дирихле во всей области й конструируется из ре­
шений двух задач Дирихле в компонентах ^^ и ^2^ 

§ 2. ВАРИАЦИОННАЯ ПОСТАНОВКА 

Пусть функция и — решение краевой задачи (1.1) и / 1 , /2 — 2-осе-
симметричные функции, определенные и гармонические в ^2 соот­
ветственно. При этом /1 принимает на части 71 границы ^^ те же зна­
чения, что и и, а /2 удовлетворяет аналогичному краевому условию на 
части 72 границы йг. Отметим, что /1 и /2 обозначаются тем же симво­
лом, что и функции в краевом условии (1.2). Предположим, что /1 при­
надлежит пространству ^^2(^1)1 а /2 — пространству И^2(^2)-

Разложим решение и задачи (1.1) в каждом из множеств ^^ на 
два слагаемых 

и{г) = щ{г) + Ш, г е й , , 7 = 1, 2. (2.1) 

Функция щ{г) из равенства (2.1) 2-осесимметрична и удовлетворяет 
следующим трем условиям: 1) % гармоническая в й, ; 2) щ обращается 
в нуль на 7,; 3) щ имеет конечный интеграл Дирихле но й,, т. е. 

С \ + о о . 

Очевидно, что совокупность всех функций, удовлетворяющих перечис­
ленным трем условиям, образует гильбертово пространство. Обозначим 
его 6̂ 2,0 (Ц). Скалярное произведение и норма элементов м, и из 
^2,0 (Й;) определяются равенствами 

3 (2.2) 

Пусть область Йз с осью симметрии 2 есть подмножество Й и вклю­
чает в себя пересечение Й12 =^ Й1 П Й2. При этом граница йз не имеет 
с границей й других общих точек кроме точек окружности С^. В част­
ности, йз может совпадать с Й12. Кроме того, область йз подбирается 
так, чтобы функции /1 и /2 из равенства (2.1) можно было бы гармони­
чески продолжить на йз, и полученные при этом продолжения принад­
лежа ли бы пространству И^2(^з)-
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Обозначим объединение Й 1 У Оз через а ЙгУйз —через и 
образуем пространства ^2 ,0 (^^^) и С\^{^^^). Функции и, V из Сг1^ 
обращаются в нуль на "У/, а их скалярное ироизведение задается ра­
венством 

{щV)^з= ^ Чи{т)VV{^)(^т, 7 = 1,2. 

Прямое ироизведение С1^(,{0}^)х01,о{^^^) обозначим Н. Таким обра­
зом, пара функций {VI (г), У 2 ( г ) ) принадлежит Я тогда и только тогда, 
когда (г) е (?2,о (^^^)» ( О ^ ^^2,0 (^^^)- Скалярноо произведение и 
нормы элементов ^ = (^1, и2) и У = (171, Уг) из Н определим равен­
ствами 

й^з р2з (2.3) 

\\и1н = {и,щ1^\ = {У,У)и\ 

Пространство Я полно по норме \\Мн и является, таким образом, гиль­
бертовым. 

Пара функций 17 = (и^, М 2 ) , где и,{т) соответствует решению и по 
формуле (2.1), очевидно, принадлежит Я . Таким образом, иайти реше­
ние и исходной краевой задачи все равно, что найти соответствующий 
ему элемент (г^!, М2) пространства Я . 

Далее, согласно выбору области ^г на любой паре функций У = 
= ^2) из Я определено значение функционала 

Р{У)= [ I V {V, + /1 - V, - /. ,) ( г ) р й г . (2.4) 
о 

3 
Его минимальное значение на Я равно нулю и достигается при V — 
= {щ, г/г), где соответствует решению и но формуле (2.1). 

Пусть р{У) = {Р{У))^^"^, тогда р(-) — выпуклый функционал на Я , 
т. е. для любых двух элементов 17, V жз Н имеет место неравенство 

р{{и+У)12)<{р{Щ + р{У))12. 

Знак равенства здесь возхможен тогда и только тогда, когда и==и. 
Несложно убедиться, что элемент, на котором в Я достигает мини­

мума р{-), а значит, и Р{-), единствен. Итак, для решения исходной 
задачи достаточно при фиксированных функциях /1 и /2 минимизировать 
значение Р{-) на гильбертовом пространстве Я , т. е. найти элемент 
11 = {и^, мг) из Я такой, что 

Р{Щ= Ш Р{У). (2.5) 
У е н 

Это и есть искомая вариационная постановка. 
Минимизируем функционал Р() методом Ритца. Как известно, для 

реализации этого метода необходимо иметь базис пространства Я. Пред­
положим, что в каждом из пространств-сомножителей 63 ,0 {^'^) уже 
имеется полная ортонормированная система функций. Иными словами, 
есть две последовательности линейно независимых гармонических функ­
ций {ик{т)]и=1 ж {и} ( г ) } ^ 1 , первая из которых определена для г из 
Й'^, а вторая — для г из й^^. При этом и\{т) принадлежит простран­
ству (Й13), и]^ (г) - пространству С ,̂о (^ ' ' ) и 

{и], и)),з = {и1\ = 61, (2.6) 

где б{— символ Кронекера, г, 7 ^ 1 . Кроме того, последовательность 
{и1{г)] полна в С1,{0^% а { ^ ^ ( г ) } - в 01,0^-
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Базисы с такими свойствами иногда можно построить, пользуясь 
обычным методом разделения неременных (см., например, [5, § 2, гл. 2 
и § 1-3 , гл. 1]). 

По известным базисам в иространствах-сомножителях легко по­
строить базис в их ироизведении, т. е. в Н. Он будет состоять из всевоз­
можных нар вида (^й(г))0) и (О, м"(г ) ) , где /с, I меняются от 1 до <». 

Зададимся теперь каким-нибудь значением мультииндекса = 
= (7^1, N2), где N3 — натуральное число. Линейное подпространство Я , 
натянутое на нары функций 

( 4 ( г ) , 0 ) , 1 < / с < Л ^ „ 

( о , 1 г р ( г ) ) , • 

обозначим через Я ^ . Ясно, что Я ^ конечномерно и его размерность рав­
на |Л^| = ; У 1 + Л̂ 2. 

В качестве ириближенного но Ритцу решения задачи (2.5) возьмем 
элемент ?7̂ ,, минимизируюгций функционал Р{) на Я,у, т. е. такой, что 

Е{и^)= ш ! Р{У). (2.8) 

Эта задача, как известно, сводится к системе линейных уравнений ко­
нечного порядка. Выпишем ее в явном виде. 

Заметим, что сужение Р{-) на Я^^ можно рассматривать как квад-
ратичную функцию, определенную на Я ^ ^. В самом деле, пусть 
У = {Ух, Г2), где 

к=1 1=1 
(2.9) 

(2.10) 
Тогда, как показывают несложные выкладки: 

Р{У)^{А^Сг,, с ^ ) - 2 ( Ь ^ , с ^ ) + й , 

где — квадратная матрица размером \М\ [Л'̂ !; Ь г̂, — вектор-столб­
цы высоты \N\•, (•, •) — скалярное произведение в Я'^ ' . Точная инфор­
мация о коэффициентах квадратичной функции содержится в следую­
щих формулах: 

(2.11) 

„(12) 
^3 

1=1,^2 

/„(12), (^^^^2 

— к=1,N^ 

и) (г) й г . 

о 

о 
- Л ) ( г ) й г , 

2У = 

(2.12) 

Л= 1 1 V (/1 - / 2 ) (г) Р й г . 
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Как известно (см., например, [15, § 6.2]), вектор сд, на котором квад­
ратичная функция (2.10) достигает минимального значения, является 
решением системы линейных уравнений 

АNСN = ЪN. (2.13) 

Решив систему (2.13) и построив по формуле (2.9) элемент ^ N жз Н^, 
соответствуюгций с^, получим искомое ириближение пары {их, и2) из Н. 
Вопрос о сходимости получившихся приближений и качестве апирокси-
мации решения исходной задачи Дирихле будет разобран в § 8 этой 
статьи. 

Сделаем некоторые замечания о практической реализации метода. 
Чтобы вычислить матрицу и правую часть системы (2.13), нужно уметь 
вычислять интегралы видов (2.11) — (2.12). В силу осевой симметрии 
задачи каждый из таких интегралов сводится к интегралу по ограни­
ченной плоской области. Далее, каждый из базисов {и1{т)] ж {и]^{г) 
удобно задавать в своей системе координат, связанной с геометрией 
компонент ^^ ж йг. Поэтому, например, в интеграле, задаюгцем элемент 
вида а^^^\т сразу три координатных системы. Интегралы 
подобного типа, так называемые двуцентровые, встречаются в задачах 
физики твердого тела. Известно, что их вычисление связано с онреде-
ленными затруднениями и требует привлечения аппарата приближен­
ного интегрирования, как правило, квадратурных или кубатурных 
формул. 

В этой статье исследуется способ вычисления матрицы Ац, ОТЛИЧ­

НЫЙ от обычно используемых. Он основан на предложенной в § 4 «диф­
ференциальной форме» минимизируемого функционала Р{-), названной 
так, чтобы отличать ее от «интегрального» представления Р{-), зада­
ваемого равенством (2.4). Нам нужны будут некоторые подготовитель-
лые сведения. Их изложению посвяш,ен следуюгций параграф. 

§ 3. ОПЕРАТОР ВЛОЖЕНИЯ ПРОСТРАНСТВА ТИПА С1 В I. 

В этом параграфе мы определим и исследуем оператор вложения 
из пространства типа 01^^ в пространство /г последовательностей, сум­
мируемых с квадратом. Напомним, что норма последовательности 
•с = {СА}Й^1 ИЗ 12 определяется равенством 

/ оо \ 1 / 2 

2 

Пусть ^о — произвольная ограниченная область с осью симметрии г. 
Через 0^{^^) обозначим пространство гармонических в Йо функций, 
обладаюгцих осевой симметрией относительно 2 и имеюгцих конечный 
интеграл Дирихле но йо. Норму элемента и из ^ 2 ( ^ 0 ) определим ра­
венством 

{\и\^ + \Чи\^)ат и ^2 (^о) (3.1) 

Пусть 7 — какая-нибудь замкнутая односвязная часть границы ^о, 
обладаюш;ая ненулевой площадью. Пространство 6^2,0 (^о) представляет 
собой подмножество ^ 2 ( ^ 0 ) ' состоящее из функций, обращающихся в 
нуль на 7. Норма элемента и из ^2,0 (й^,) задается равенством 

С^2,о(^о)11= Г I | V и Р ^ ^ ] ' ^ ^ (3.2) и 
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в Са.оС^о) нормировки (3.1), (3.2)" эквивалентны. В самом деле, нор­
ма (3.2), очевидно, не превосходит нормы (3.1). Оценку же в другую 
сторону несложно получить, если воспользоваться известным неравен­
ством [16, с. 116] 

Нам удобно пространства С1 (й^) и Сз.о (^о) обозначать единым 
символом X, а соответствующую норму — II-11 л:. Смысл X в каждом кон­
кретном случае ясен из контекста. 

Возьмем какую-нибудь точку г = (0, О, г), лежащую внутри ^^ на 
ее оси симметрии. В дальнейшем будем обозначать г сокращенно, про­
сто как г. Пусть Е=Е{2) — расстояние от 2 до границы ^^. Иными 
словами, Е представляет собой максимально возможный радиус шара с 
центром в 2, вложенного в йо- Далее произвольной функции и жз X 
сопоставим последовательность и ( 2 ) всех ее производных по 2, норми­
рованных но определенному правилу. Более точно положим 

и ( 2 ) = | ^ ( 2 ) , - ^ г ^ ( 2 ) , ^ ^ ( 2 ) , (3.3) 

Последовательность и ( 2 ) назовем следом функции и в точке 2, 
Теорема 3.1. Равенство (3.3) определяет ограниченный оператор 

вложения из X е 12, т. е. существует положительная постоянная К та­
кая, что для любой функции и из X имеет место оценка 

:1и(2) Из < / 1 : 1 1 ^ 1 1 , (3.4) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сначала X = С\ Точке 2о, лежа­
щей на оси 2 внутри Оо, сопоставим шар В с центром в 2о и радиусом 
й = 7 ? ( 2 о ) . Докажем, что для любой функции и жз X справедливо ра­
венство 

2 

и 
к=о 

я^дК. , 
к\) 

Норма в левой части (3.5) определяется следующим образом: 

Ц^\{В)\^ _ ^ Г „ 2 - . 1 и и 2лЯ 

(3.5) 

(3.6). 
в 

Здесь 5л — сфера, ограничивающая шар В. 
Выведем формулу (3.5), Пусть (г, 6, ф) —локальные сферические-

координаты с центром в 2о. Тогда любая функция 1̂  из X разложима 
в ряд: 

к=0 
(3.7) 

где Рк{') — полином Лежандра степени к, а коэффициенты /д удовлет­
воряют условию 

2 / 
А=0 

1 

АпЯ' 

г» 

и - ^ о о . (3.8) 

Выразим через {Д} интеграл Дирихле функции и по шару В. Имеем 

\Чи\Ых= и^а8^2лВ ^ / 1 
8 д 

2к 
2/с-Ь 1* 

(3.9) 
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Учитывая, что норма в ТУ] (В) задается равенством (3.6), из (3.8), 
(3.9) получим 

и 
/1=0 

(3.10) 

Далее, положив в (3.7) х = у = 0, г > 2 о , видим, что в точках оси 2, ле­
жащих правее 2о, функция и представима в виде 

" ( Г ) | г = ( 0 , 0 , г ) = 

к=0 

(̂  - ^о)^ 

Дифференцируя последнее равенство к раз в точке 2о, несложно убе­
диться в том, что 

^ ' ^^ТгЙ^^^о) . А: = 0 , 1 , . . . . (3.11) 

Подставив, наконец, в (3.10) коэффициенты /А, выраженные через про­
изводные функции и в точке 2о, получим формулу (3.5). 

Заметим теперь, что норма определяемая равенством (3.1), 
оценивается снизу величиной ХЦгг-Ц И̂ 2 (^) | | с положительной постоян­
ной К, одинаковой для всех и из X. Норма же последовательности 
и (2о) в 12 определяется как величина 

7 7. о 11/2 

&=0 
к\

Из этих двух замечаний и равенства (3.5) следует оценка (3.4) в точ­
ке 2 = 2о. 

Пусть теперь Х = С2,о(^о)- Как уже отмечалось, нормы (3.1), 
(3.2) в этом пространстве эквивалентны. Поскольку с одной из норм 
(3.1), (3.2) оценка (3.4) уже получена, то (3.4) имеет место и с дру­
гой. Теорема доказана. 

Найдем теперь матричное представление оператора вложения (3.3), 
когда задан ортонормированный базис {ип{^))к^1 пространства X. 
В этом случае любая функция и разлагается в сходящийся по норме X 
ряд вида 

и (г) = 2 СьЦи (г) 
к=1 

(3.12) 

и при этом 

и X = 2 сЯ-
к=1 

(3.13) 

Верно и обратное, т. е. для любой последовательности коэффициентов 
оо 

{ск)к=1 ИЗ I, ряд 2 с^и^{т) сходится в X к некоторой функции и, 
к=1 

И при ЭТОМ справедливо (3.13). 
Образуем матрицу бесконечного порядка, столбцы котор011 представ­

ляют собой следы в точке 2 базисных функций: (/(г) = [и] ( 2 ) , иг ( 2 ) , . . . 
. . . , 11^(2), . . . ] . Будем называть С/(2) = (м,5) базисной матрицей следов 
в точке г. 

Д л я последовательности с = 1 ' ( с 1 , с ,̂ . . . ) определим произведе­
ние II(г)-с как вектор У = ! ( У 1 , У , , . . . ) , компоненты VI которого 
получаются но формуле 

3=1 
(3.14) 

Следующая лемма содержит условие, гарантирующее существование и 
непрерывность произведения II ( 2 ) • с. 
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Лемма 3.1. Базисная матрица следов ^/(г) определяет ограничен­
ный линейный оператор из 1.2 в 12, имеющий к тому же левый обратный. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {с?г}й°=1 принадлежит и, и^{г) ~ 
N оо 

= 2 Тогда определена сумма ряда и{г)= 2 ^ Л ^ ^ Й Ю И при 

ътом \\и — и1{\\х О при Nоо. Согласно теореме 3.1 справедлива оценка 
Ни ( 2 ) - ид. ( г ) Нг < К\\и - 1̂ 1̂1х, 

т. е. илг(2) сходится в /г к \1{г) = \{щ, . . . ) при К-
имеет место покоординатная сходимость: 

2гХ^'С^->1^г при N-^00. 
}=1 

оо. В частности, 

(3.15) 

Тем самым ряды в правой части (3.14) сходятся, т. е. произведение 
и{г)-с определено и равно и (г) . Более того, 

2 

г=1 
2 Щз С1 

3=1 
= 2 и1 2 и (2 ) К 11: К 

г=1 

с о 

2 
/ 

(3.16) 

Первое из неравенств в это11 цепочке справедливо по теореме 3.1, а вто­
рое— в силу равенства (3.13). Оценка (3,16) означает, что ^/(г) дей­
ствует из 12 в 12 ограниченно. 

Докажем, что сугцествует левый обратный к II (г) оператор, т. е. 
такой оператор Т = Т{г), что Т-11{2,) = 1, где / — тождественный опе­
ратор в 12. Достаточно убедиться, что ядро оператора II ( 2 ) тривиально. 

Пусть из /2 принадлежит кег ? 7 ( 2 ) — ядру оператора С / (2 ) , т. е. 
^ 7 ( 2 ) - С ф = 0. Последовательности коэффициентов соответствует в 
силу формулы (3.12) функция из X. При этом, как мы уже убеди­
лись, и^ (2) = II (2) • = 0. Таким образом, все производные в точке 2 
гармонической функции и^ (2 ) равны нулю. Согласно теореме единствен-

2 _ и. 
2 
X = ности и^ равно нулю во всей области йо- Но тогда |1 

= О, т, е. = 0. Тем самым кег Л(2) действительно состоит из единст­
венного нулевого элемента. Лемма доказана. 

Отметим некоторые факты, вытекающие из леммы 3.1. 
Обозначим через / 2 ( ^ 0 , 2 ) совокупность следов в точке 2 всех функ­

ций, входящих ъ X. В силу леммы 3.1 ^2 (^0 , 2)—подпространство 12, 
совпадающее с Ей {12) — областью значений оператора ( 7 ( 2 ) . 

Далее если функция и из X разложена в ряд (3.12), то, как уже 
отмечалось в процессе доказательства леммы 3.1, имеет место равенство 

и ( 2 ) = С / ( 2 ) - с . (3.17) 

Это и есть искомое матричное представление следа функции. 
Пусть 1" = Г ( 2 ) — левый обратный оператор к ^ ( 2 ) , тогда из (3.17) 

следует, что Т представим в виде матрицы бесконечного порядка, явля­
ющейся левой обратной к матрице ? 7 ( 2 ) . 

Наконец, пусть II(2) = (1*у), тогда справедливы неравенства 

2 
г=1 

и гз < + ^ , 2 и гз (3.18) 

Первое из них легко получить, пользуясь соотногаением 

и^ (2) |2 = 2 1 Щз 
3=1 

Второе же следует из (3.16), так как для некоторого КХ) и любого 
элемента с = {с^ из 12 имеем 

\1/2 

2 игз^^з 
3=1 

К 2 
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Интересен вопрос, является ли левый обратный к П{2) оператор Т, 
существование которого гарантирует лемма 3.1, ограниченным. Если йо 
представляет собой гнар, г совпадает с центром этого шара и при этом 
выбрана подходящая нормировка X, то Т тождествен, т. е. не только 
ограничен, но даже изометричен. Если подпространство ^ 2 ( ^ 0 , 2) замк­
нуто в 12 (само является гильбертовым пространством), то оператор Т 
также ограничен. Это следует из теоремы Банаха о замкнутом графике 
(см., например, [17, с. 59]). Является ли ?2(йо, 2 ) в общем случае гиль­
бертовым пространством (т. е. полно ли оно по норме / 2 ) , автору не­
известно. 

Проиллюстрируем введенное понятие базисной матрицы следов, 
разобрав пример, в котором она легко строится аналитически. 

Пусть В — шар с радиусом Во и центром в начале координат, а точ­
ка такова, что 0 < ; 2 ^ < < Я о . Введем сферические координаты (г, 6, ф) 
и положим 

щ{г)^ (-^-Ур^^{со5^), А; = 0, 1, . . . . 
\ / 

Тогда последовательность {щ (г)}^=о образует в И 2̂ (В) базис. Элемен­
ты соответствующей базисной матрицы следов П{г)=={иц) можно рас­
считать по формуле 

[ , гг (1 —?)"'д''~™ при к^т ,о . о \ 
= I т и / с - т ) ! ^ ^ ^ ^ (3.19) 

О при к<Сш. 
Здесь д = | 2 ^ [//?(,, 0 < д < 1 . При этом для нормы С/(2^) как опера­
тора из 12 в Ц справедлива оценка 

| | г 7 ( 2 , ) | | , < 1 / ( 1 - д ) 1 / 2 . 

Так как II — верхняя треугольная матрица, причем все ее диаго-
на.льные элементы отличны от нуля, то V (2^) имеет левостороннюю 
обратную матрицу Г ( 2 ^ ) , которая также будет верхней треугольной. 

§ 4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ФОРМА МИНИМИЗИРУЕМОГО ФУНКЦИОНАЛА 

Используя результаты § 3, по.лучим здесь представление функцио­
нала / ' ( • ) , онределенного в § 2, через вектор производных варьируемых 
элементов в фиксированной точке. 

Пусть X = 6 2 ( ^ 3 ) и последовательность {м"^(г ) ]^о образует в X 
базис. При этом «5" (г) тождественно постоянна, а функции и " ^ ( г ) при 
/с > О ортонормированы, т. е. 

(4.1) 

Символ Я , как и ранее, обозначает прямое произведение 
^2,0 (^^^)Х 6̂ 2,0 (й^^). Возьмем в Н произвольную пару функций 
(1̂ 1 ( г ) , г^2(1*)), тогда разность 1̂ 1 —1'2 + /, где / = / 1 - / 2 , разлагается в 
сходящейся но норме 11-Их ряд: 

^ 1 ( Г ) - 1 ^ 2 ( Г ) + / ( Г ) = 114^^4" ( Г ) . (4.2) 

Выразим значение Р{У) через коэффициенты \с^к\о разложения. 
Пользуясь условием (4.1), несложно убедиться, что 

I У ( г ; , - 1 ; 2 + / ) р й г = Ъ\с'^^^ 
о. Ь=1 

(4.3) 
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Возьмем какую-нибудь точку 2 , лежащую внутри Й 1 П йг на оси сим­
метрии. Через 7 ? з = / ? Д 2 ) обозначим расстояние от % до границы области 
йз, / = 2, 3. Так как О.ъ'^^хъ то, очевидно, 7 ? з ^ т а х ( Л 1 , Кг). Сопо­
ставим последовательности [м"^(г)}^о матрицу 

^ з ( 2 ) = [ и ; " ( 2 ) , и ; " ( 2 ) , . . . , и ? ^ ( 2 ) , . . . ] , 

(й + 1)-й столбец которой, определяемый функцией ( г ) , строится но 
формуле (3.3) при значении Я , равном Къ{%). Следы функций V\{x), 
1;2(г) и / ( г ) в точке г, также нормированные при К~В.ъ, обозначим 
V I , * (г), Уа,* (г) и (г). Звезда в индексе указывает на отличия этих 
последовательностей от следов уДг) , / = 1, 2, которые также получают­
ся по формуле (3.3), но при значении К, равном К}. 

Отметим, что следы УДЙ) и У^-,* (г) связаны между собой следующей 
системой равенств: 

V ^ ( 2 ) = Л ( ? ^ ) V ^ , * ( 2 ) , 7 = 1,2. 

Здесь А{^^) — диагональная матрица, {к+\)-11 диагональный элемент 
которой равен ^^, и д^== Н^Вз< 1. 

Далее, пользуясь формулой матричного представления (3.17), 
получаем 

V I , * (2) - У,,. (2) + (2) = ^ з ( 2 ) . с ( 3 ) , (4.4) 

где с̂ ^̂  = I {с^^^]й=о— вектор-столбец из коэффициентов ряда (4.2). 
Пусть = Г з ( 2 ) — левая обратная к 17г{^) матрица, которая существует 
согласно лемме 3.1. Тогда из (4.4) следует, что 

С ( 3 ) = Гз (2 ) [ V I , * (2 ) - (2) + 1^ ( 2 ) ] . (4.5) 

Условимся, что ^-я строка матрицы Тз~ = {2) совпадает с ( 1 + 1 ) - й 
строкой Гз. 

Формулы (4.3) и (4.5) позволяют выразить Р{У) через вектор про­
изводных функций VI (г) и ^2(1") в точке 2 . Имеем равенство 

Р {V) = П ( 2 ) • ( V I , * - У 2 , * + К) (2) | , (4.6) 

которое и дает искомое представление. Назовем его дифференциальной 
формой функционала Р{-). Чтобы отличать эту форму от интегрального 
представления (2.4), обозначим правую часть (4.6) через Р\{У). 

Внесем изменения в вариационную постановку (2.5). 
Напомним, что пара функций й = {и\{х), 1 * 2 ( 1 ) ) , где соответ­

ствует решению исходной задачи гг(г) по формуле (2.1), принадлежит Я 
и при этом 

Р{У)^ ш{ Р{У). (4.7) 

Из определения пространства / 2 ( ^ 0 , 2 ) следует, что_ для любого У = 
= ( У 1 ( г ) , ^2(1^)) из Я пара последовательностей У = (у^,* ( 2 ) , У г , * (2)) 
принадлежит^ прямому произведению ^2(0^^, 2 ) X / 2 ( ^ 2 ^ , 2 ) . Множество 
всех таких V обозначим к и возьмем его в качестве области определе­
ния функционала Р1{-). Тогда задача (4.7) эквивалентна следующей: 
найти элемент II из Л, на котором ^^1(-) достигает минимума: 

Р, ф) = ш{ Р^ (У). (4.8) 

Это и есть измененная вариационная постановка, которую мы будем 
рассматривать наряду с (2.5). Как и в случае функционала Р{-), ми­
нимизацию ^^1(-) проведем методом Ритца. 

Построим базис в пространстве к, пользуясь уже известными пол­
ными ортонормированными системами в пространствах 6^2,0 (^^^) и 
6^2,0 (0^^) соответственно. 
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Пусть V = (У1,* (г), Уа,* (г)) принадлежит к, тогда функции VI и 
разлагаются в ряды 

оо оо 

Г1(г) = 2 с^'Ч(г), 1;,(г) = 2 '?'щ\г). (4.9) 
ь=1 г=1 

Из (4.9), (3.17) и леммы 3.1 следует, что 

V I , * ( 2 ) = 2 4^4,* ( 2 ) , У2,* (2) = 2 4'^"* ( 2 ) , (4.10) 
к=1 1=1 

причем ряды в (4.10) сходятся по норме 11 Нг, а их коэффициенты те 
же, что и у рядов (4.9). Тем самым доказано, что элементы вида 

У̂ ,̂ > = ( 4 * ( 2 ) , 0) , ^ > 1 , 

У$̂ ^ = ( 0 , и 1 ^ * ( 2 ) ) , / > 1 , 

образуют базис пространства к. Здесь через О обозначена последователь­
ность, состоящая из нулей. 

Пусть теперь п=(п1, пг) — произвольный мультииидекс, П ( > 1 . Под­
множество пространства к, состоящее из всех линейных комбинаций 
вида 

2 с ^ М ^ Ч 2 (4.12) 
11=1 1=1 

обозначим кп. Ясно, что кп — конечномерное подпространство к размер­
ности Л1 + П2. В качестве приближенного решения задачи (4.8) возьмем 
элемент У„, доставляющий в к минимум функционала Р\[-): 

Р^{Уп) = ш{ Р^{У). (4.13) 

Выразим значение функционала Р\{У) на элементе V вида (4.12) через 
коэффициенты Сп^= [с^к^]к=1 и с'п^ = {с\^^]^^x^ но сначала условимся 
о некоторых обозначениях. 

Пусть 112{^) — базисные матрицы следов в точке г систем 
{4(г)}Г=1 И (и] (г)|Г=1, т . е . 

VI (2) = [ < * (2)]Г=х, с/, (2) = [и}?* (2)]Г=1. 

Составим произведения В'^^^ = Г+ (г) (г) и В^^^ = ~ (г) (г), где 
(2)—уже определенная матрица бесконечного порядка. Взяв в 

В^^^ первые пх столбцов, а в В'-^^—первые П2 столбца, образуем из них 
в том же порядке матрицу В^. Ясно, что В^ имеет бесконечное число 
строк и {П1 + пг) столбцов, т. е. Я„ действует из ^?'^1"''"2 д /д. 

Пусть, кроме того, Ь (2)1(2) — вектор из /2 и Сп = | (с1^\) — 
вектор из Я"1'^"2_ Воспользовавшись определением (4.6) функционала 
/ ^ 1 ( - ) и равенствами (4.10), несложно убедиться, что 

РАУ) = \\ВпСп-Ъ$. (4.14) 

Итак, выразим значение Р1{У) через коэффициенты разложения У в 
сумму вида (4.12). Обозначим В* сопряженный к Вп оператор, действу­
ющий из 12 в Л ' ' !^"^ тогда в силу (4.14) 

^ 1 {V) = {в1ВпСп, Сп) - 2 {В1Ъ, с„) -^ IIЬ I I , (4.15) 

где (•, •) обозначает обычное скалярное произведение в В^^^'^'"^. 
Пусть мультииндексы п=(п1, П2) и 7У==(_/у1, N2) совпадают. Из оп­

ределения функционала Р1{-) следует, что Р1(У) = Р(У). Пользуясь этим 
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равенством, а также представлениями (2.10) и (4.15), получим = 
= Я̂ VЛ̂ V, Ь^ — В]^тЪ, <̂  = ||Ь|{2. Таким образом, произвольный элемент 
матрицы Ля представим в виде скалярного произведения в /г двух столб­
цов матрицы Яд'. Иначе говоря, этот элемент выражается через все про­
изводные по 2 от каких-либо двух базисных функций. 

Вернемся к задаче (4.13). Квадратичная функция (4.15) достигает 
минимального значения на векторе с̂ , удовлетворяющем следующей си­
стеме линейных уравнений: 

В:ВпС*п = В*Ъ. (4.16) 

Матрица ВпВп этой системы квадратная, порядка пх + П2. Каждый ее 
элемент можно записать как скалярное произведение в 12 столбцов мат­
рицы Вп, т. е. в виде суммируемого ряда. Ясно, что соответствующая 
сумма вычисляется лишь приближенно. Естественно получить это при­
ближение, сложив несколько первых членов ряда. Такой же результат 
получится, если в матрице Я„ оставить лишь конечное число строк, 
а остальные заменить тождественно нулевыми. Приведем точное описа­
ние этой процедуры. 

Пусть т = {т1, ^ г ) — мультииидекс, тг> 1. Обозначим Вт,„ матри­
цу, которая получится, если в матрице В„={Ьц) положить равными ну­
лю все элементы Ьг, с индексами г, удовлетворяющими одному из 
условий: 

1 < 7 < « 1 ) тг̂  1 < /• < ^1 4- I 
, I ^ . • или , , ^ . {• + 1 ̂  4 <С оо ] /;г.,4-1 ^ ^ <С оо ] 

Через Ь„ обозначим вектор, получающийся из Ь = ( Ь г ) _ з а м е н о 1 1 нулями 
всех координат 6̂  с индексами г ^ ш а х ! ^ ! , тег). Для У из положим 

В 1 ,т(У) ~ \ 2 = (-^т,пЯ77г,пСп, Си) 2 (Япг,1гЬ7П1 Сд) -{- 2? 
(4.17) 

Из равенств (4.15) и (4.17) следует, что Тхт^) при т-^<х> стре­
мится к Р\{У). Поэтому_ в качестве приближенного решения задачи 
(4.13) возьмем элемент Утп из /г-„, доставляющий минимум функциона­
лу ^^1,т(-): 

Рг,гп(Уш,п) = }ж1 Рг,ш(У). (4.18) 

Чтобы при фиксированном п получить хорошее качество приближения, 
нужно выбирать т достаточно большим, т. е. брать т > то{п), где 
т о { п ) — некоторое «предельное» значение мультииндекса. Координаты 
7711 о{п) и т2,о{п) предельного мультииндекса то{п) при п-^оо неогра­
ниченно возрастают, и при этом, как правило, тго{п)>щ. Таким обра­
зом, матрица Вш,п прямоугольная, имеющая больше строк, чем столбцов. 

Как и в случае с Р1{-), задачу минимизации функционала Р1,т{-) 
на кп можно свести к системе типа (4.16). Однако предпочтителен иной 
подход, связанный со следующей переопределенной системой линейных 
уравнений: 

Вт,п<^1 = Ьт. (4.19) 

Решение системы (4.19) методом наименьших квадратов состоит как 
раз в том, чтобы минимизировать на Л'"' квадратичную функцию 
11Ят,пС„ — ЬтИ .̂ Вектор Ст,п7 доставляющий ей минимум, принято назы­
вать нормальным решением [18]. Качество нормального решения приня­
то характеризовать величиной 

0^ш]п = II Вт,пС*га,п - Ьт \\/\\. (4.20) 
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Очевидно, что 0^т]п стремится при ттг «з к величине определяемой 
равенством 

0^г1^ = \\Впс1,г-ЬУ\\Ъ1. (4.21) 

Задачу (4.8) можно упростить, если известно, что оператор Гз = 
= Гз ( 2 ) , с помощью которого определена дифференциальная форма 
Р1{У) минимизируемого функционала, действует из /2 в 12 ограниченно. 
В этом случае найдется постоянная К такая, что для любой пары сле­
дов V = ( V I , * ( 2 ) , У2,* ( 2 ) ) из к имеет место оценка 

Обозначим правую часть этого неравенства через Р2{У). Минимум 
функционала Р2{-) на пространстве к равен нулю и достигается на паре 
? 7 = ( и 1 , * ( 2 ) , 1*2,* ( 2 ) ) ' где функции щ{г), / = 1, 2, соответствуют^реше­
нию 1*(г) исходной задачи по формуле (2.1), Значит, рептение I/ зада­
чи (4.8) удовлетворяет также условию 

7 ^ Л ^ ) = _ ш { / ^ 2 ( ^ ) . (4.22) 

Преимущество постановки (4.22) перед (4.8) состоит в том, что для 
вычисления значений минимизируемого функционала Р2{-) уже нет 
необходимости знать матрицу Г з ( 2 ) . 

Применив к задаче (4.22) ту же схему рассуждений, что и в слу­
чае с минимизацией функционала Р1{-), получим в итоге переопреде­
ленную систему вида 

«т. (4.23) 

Элементы Ат,п и можно получить, если в процедуре, определяющей 
матрицу Вт,п и правую часть системы (4.19), взять матрицу Г з ( 2 ) 
единичной. Обозначив получающийся при этом аналог матрицы Вп че­
рез А„, введем параметры ^т]п и 0 г̂̂ \е качество нор­
мального решения системы (4.23). Положим 

0\^\г II Лт,пС* - 1т \\/\\ (4-24) 

При т оо параметр дт]п стремится к 9^ \е 

0(2) = 1д ,с:-{||2/Н|12. (4.25) 

Предположим теперь, что какая-нибудь одна из систем (2.13), 
(4.16) или (4.23) решена. Вектору С]у— решению системы — соответ­
ствуют согласно (2.9) интерполяционные формулы в компонентах Й 1 и 
^2. Возникает естественный вопрос, как зависит точность интерполяции 
от величины невязок 6^у\ В частности, интересно знать, является 
ли эта зависимость непрерывной? Ответ на этот вопрос оказывается 
положительным. Подробное обоснование приведено в § 8, а необходи­
мые для него аналитические сведения содержатся в § 5—7. 

§ 5, ДВЕ СПЕЦИАЛЬНЫЕ ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

В этом параграфе построим и исследуем две конкретные гармони­
ческие функции 1̂ и ^2 от трех переменных. Эти функции будут суще­
ственным образом использованы в § 6 при иолучении нужных априор­
ных оценок. 

Удобно задать ^1 и ^2 в тороидальных координатах (а, ^, ф), свя­
занных с декартовыми (х, у, 2 ) следующими соотношениями: 

зЬ ос бЬ а . 8ш 8 /с л\ 
X — - г г С05 Ф; У — —•, о 81П Ф; 2 = -г — 5 - , (5.1) 
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Напомним некоторые известные сведения о тороидальных коорди­
натах. Преобразование (5.1) взаимно однозначно отображает простран­
ство Е^, из которого исключены точки, лежащие в плоскости 2 = 0 вне 
единичного круга, на множество 

Р+ = {(а, р, ф): О ^ а < +оо, 0 ^ р < 2 я , 0 ^ ф < 2л). 

При этом оси 2 соответствует линия уровня а = О, в точках окружности 
С, = {{х, у, 2 ) : 2 = 0, х' + у^ = 1} 

координата а принимает значение +0°, а координата ^ не определена и 
ее значение может быть любым от О до 2л. Плоскость 2 = О с вырезан­
ным единичным кругом удобно рассматривать как двустороннюю но­
верхность. На ее части, примыкающей к полупространству 2 ^ 0 , коор­
дината р равна нулю, а на противоположной части ^ == 2л:. 

Далее линии уровня переменных а, ^ и ф определяют в простран­
стве {х, у, г) три семейства ортогональных поверхностей. Линия уровня 
а{х, у, г) = представляет собой тор 

Та, = [{X, У, 2 ) : ( + У ' - сШ а^Т + - (5.2) 

Поверхность Р {х, у, 2 ) = совпадает с одной из двух частей, на ко­
торые окружность разбивает сферическую новерхность 

(5.3) ^р* кх, у, 2 ) : (2 - с1§ р ^ 2 + + ^2 _ _ 1 
1 8111 

При О < < ^ это та из двух частей, которая лежит в полупростран­
стве 2 ^ 0 . Наконец, линия уровня Ф {х, у, г) = ф^ — это полуплоскость, 
проходящая через ось 2. 

Интересующие нас функции ^1 и ^2 обладают симметрией относи­
тельно оси 2 , и потому каждая из них зависит только от а, р. 

Функцию ^1 определим равенством 
л 

С1 = (2с11а —2со8 Р)1/2 (2с11а-2совф )Ь- - " Ч г^^-х/2 (сЬ а) 

(5.4) 
Здесь ро — числовой параметр, О < < л ; ^-^/2{•) — сферическая функ­
ция Лежандра второго рода. Если воспользоваться известным пред­
ставлением 

(?_1/2 (сЬ а) = ] 1 
(2с11а —2соз ф)!/^ 

йф, 

то равенство (5.4) можно переписать в виде 

1^ (а, р) = (2 сЬ а — 2 соз р)'^^ х 

X 

Р+я-Р„ 
(2 сЬ а — 2 008 ф)1''2 

С?ф — 
я 

йф 
( 2 с Ь а —2 соз (р)^^^ 

. (5.5) 

Из определения следует, что ^1 конечна во всем пространстве за исклю­
чением точек оси 2 , где а = 0 и функция ^1 имеет особенность. 

Поясним смысл параметра Ро в определении Очевидно, что 
^1 (а , Ро) = 0. Иными словами, ^1 обращается в нуль на части сфериче­
ской поверхности лежащей в нолунространстве 2 ^ 0 . Таким обра­
зом, изменяя параметр Ро от О до л, можем добиться, чтобы ^1 прини­
мала нулевое значение на правой части любой заранее заданной сфе-
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рическог"! луночки, проходящей через окружность Сх и имеющей ось г 
осью симметрии. 

Убедимся теперь, что функция С) гармоническая. Как известно, 
кооэффициенты Ламе иребразования (5.1) имеют вид 

1 
Я а - Я р - с Ь а - с о з Р ' ~ сЬ сГ-соз Р ' 

Поэтому условие А^==0 запишется в тороидальных координатах сле­
дующим образом: 

да 
зЪ а Д 1 + зЬ а 

\Ь а—соз Р) 5Р/ ^ \ а ~ со& ^) = 0. 

Проводя здесь обычную замену ^ = (2 сЬ. а — 2 соз Р)'^^у, получим, что 
функция V должна удовлетворять уравнению 

да 
(5.6) 

Взяв в качестве V выранхение из правой части формулы (5.5), заклю­
ченное в квадратные скобки, несложно убедиться, что уравнение (5.6) 
действительно выполнено и, значит, ^1 (а , Р) — гармоническая функция. 
Впрочем, к тому же выводу удается прийти и без громоздких выкладок. 
Заметим, что функцию ^1 моншо записать в виде 

оо 

(а , Р) = (2 сЬ а - 2 сов Р)^^^ (сЬ сс) -
о 

- (2 сЬ а - 2 соз Р)^/' ( ^ . ^ / ^ (сЬ а) , 

а затем воспользоваться известным утверждением [19, § 8.10] о том, что 
функции 

( 2 с Ь а - 2 с о 8 р)'^2(с1 зЬ тр + сг сЬ тР)Р_1/2+.т(сЬ«), 
(2 с11 а - 2 соз р) '^^(Лр + В) ^- , /2(сЬ а ) 

гармоничны при любых С ] , С2, т, А, В. Тем самым гармонична и ^{(а, Р). 
Исследуем теперь поведение ^1 в окрестности При а - Ь о о имеет 

место следующее асимптотическое равенство: 
я я 

1 \1/2 

сЬ'а / 

1 •1 -1_ ^ соз ф 3 СОЗ^ф 

2 сКа 
с/ф - I - О 

—а 2 

у ска 
Р + я - р , 

СОЗ^ ф С?ф — 2 — 

сЬ а 
+ 6» 

Подставляя его в (4.5), видим, что 

^1 (а 'Р) = 2 с Ь а + с о з ^ ф с ^ ф - ^ - + 0 ( е ~ з ' ' ) . 
сЪ а 

Р + я - Р о 

В частности, имеет место оценка 
1^1 ( а , Р )1<Х , е - « , 

где 7̂ !̂ не зависит от сс, р. Кроме того, в части пространства, задавае­
мой неравенствами О ^ р ^ Ро — е или Ро + е =^ Р < 2я, где 8 — любое 

(5.7) 

(5.8) 

(5.9) 

110 



число такое, что О < е < Ро, справедлива оценка снизу 
(5.10) 

с положительной постоянной Ко, не зависящей от а, р. Отсюда заклю­
чаем, что во внешности любого тора из семейства (5.2), т. е. при 
О ^ а ^ а ^ , , функция 1^11 ограничена снизу строго положительной по­
стоянной т^: 

1 п { | С 1 ( а , Р ) | > т ^ > 0 . 

Заметим теперь, что имеет место равенство 

2̂ + ( Ух^ + у^- 1 ) ' = (2е~")/(сЬ а — соз 

Из (5.12) следует, что при а ^ > О справедливы оценки 

К,е-^^[-^У"и^ + ( У^^Т7- 1)У''<К,е-'^ 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 

где постояппые Кх, К^ положительны и не зависят от а, р. 
Перепишем теперь (5.9) и (5.10) в декартовых координатах. Имея 

в виду (5.13), заключаем, что внутри тора То^^ справедливы нера­
венства 

Хо(22+ ( р - 1 ) 2 ) 2 / 3 ^ 1 ^ 1 ( а , р ) К Х1(22 + ( р - 1 ) 2 ) 1/3, (5.14) 

где Ко, К\е зависят от а, Р; р = '^х^ + у'^. Объединяя оценки снизу 
(5.11) и (5.14) в одну, получим 

1п! I (сс, Р) I > т 1 П { , (̂ ^ + (р - ] . 
0<:а<оо 

Так как область Й пространства ограничена, то 

1п{ 11̂  (а, ^)\>К^ (2-2 + (р - 1Г)'^\) 
где К^^ — положительная постоянная. 

Последнее из свойств функции ^1, которое пас здесь интересует, 
касается поведения ее градиента при а-^+°о. Из общего правила 
преобразования дифференциальной операции V при ортогональной за­
мене координат имеем 

1 
\ ) + Н 

~да + и р У1 = (сЬ а — соз Р)^ 

Далее, дифференцируя нредставлепие (5.5) по а и р, получаем 

да сЬа ' ^ (5р 2 сЬа ^ ^ 

Отсюда следует неравенство 

(5.16) 

\ ) + I Р̂ / 
Ке —2а 

где К не зависит от а, р. Пользуясь теперь равенством (5.16), видим, 
что модуль градиента ^1 ограничен в окрестности С \  В  частности, функ­
ция ^1 принадлежит пространству \У1{Т), где Т — любой тор из се­
мейства (5.2). 

Функцию 2̂ определим следующим равенством: 
и {а, р) = (2 сЬ а - 2 соз Р) /̂̂  (р - Ро)Р_1/2(с11 а ) , (5.17) 

где Ро — тот же числовой параметр, что и в определении ^1, а Р-1/2(-) — 
сферическая функция Лежандра первого рода. Как известно [19, § 8.10 
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функция ^2 гармоническая во всем пространстве за исключением точек 
плоскости г = О, лежащих вне единичного круга. Из определения оче­
видно, что ^2(сс, Ро) = 0, т. е. ^2 обращается в нуль на той части сфери­
ческой поверхности 5̂"̂ ,̂ которая лежит в полупространстве 2 ^ 0 . 

Пусть 0 < в < Р о / 2 , тогда пространственные множества 15'^', за­
даваемые соответственно неравенствами 

0 ^ а < + ° о , 0 ^ ф ^ 2 л , 8 ^ р ^ р о - 8 , 

0 < а < + « ^ , 0 ^ ф < 2 л , Ро + е ^ Р ^ 2 я - е , 
непусты. На каждом из них функция 1̂ 2 (а, Р)! ограничена снизу неко­
торой положительной постоянной. Аналогичное утверждение имеет ме­
сто для любого тора Та^, из которого удалены точки, лежащие внутри 
сферической линзы, задаваемой неравенством Ро — 8 ^ Р =̂  Ро + е. 

Наконец, функция ^2(сс, Р) принадлежит пространству 'УУ\{^), где 
О, — ограниченное множество, отделенное от окружности С\. 

Построенные нами функции тесно связаны с единичной окруж­
ностью С] в плоскости 2 = 0. Обозначим через С г окружность в той же 
плоскости, но не обязательно с единичным радиусом г. Очевидно, что 
окружности Сг можно сопоставить пару гармонических функций, ана­
логичных но свойствам 1,\ж'С,2- В самом деле, если ^,\{х,у,2,) и ^ 2 ( ^ , 1 / , г) 
представляют собой функции ^1 и ^2, записанные в декартовых коорди­
натах, то нужная пара гармонических функций задается равенством 

Б 2) = 5 ( 7 ' 7 ' 7 ) ' •^•=^'2-

В дальнейпгем мы часто будем пользоваться этим замечанием, сохраняя 
и для окружности С г старые обозначения ^1, ^2-

§ 6. АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ НОРМ 
В КОМПОНЕНТАХ ЧЕРЕЗ НОРМУ В ПЕРЕСЕЧЕНИИ 

В каждом из пространств Сг\,о{^^^), / = 1, 2, прямое произведение 
которых дает гильбертово пространство Я , помимо основной нормы 
определим вспомогательную, весовую. Именно если ^/ = ( ^ 1 ( 1 ) , 1 * 2 ( 1 " ) ) ^ 
е Я , то 

1/2 
II и,- р,{х)\\/щ{х) / = 1 , 2 . (6.1) 

Весовую функцию ро(1') из этого равенства определим следующим об­
разом: ро(г) = (22 + (Уа;2 4 - 1 / 2 — 8 ) 2 ) ^ / ^ где г = (л;, у, 2 ) , е — радиус окруж­
ности Се, но которой пересекаются дО,\ 9^2- В плоскости (р, 2 ) функ­
ция ро(г), очевидно, представляет собой некоторую степень расстояния 
от точки с текущими координатами (Уж^+г/^, 2 ) до точки с координа­
тами (е, 0 ) . Функционал Ц-Ц^,*, как несложно убедиться, действительно 
задает в 6^2,0 (̂ "̂) норму. 

Основной результат этого параграфа состоит в доказательстве сле­
дующих двух оценок: 

К \ « 1 ^ г ' " ^ ' и. 1,* 

2,* 

^^12 

К 
1^12 

1/2 
(6.2) 

Постоянная К в (0.2) не зависит от II из Я . 
Введем некоторые геометрические обозначения. Напомним, что гра­

ницы комнонент Й 1 и ^2 пэресекаются по окружности С, о центром в 
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\

Р и с .  2 .  Геометрические обозначения в ком­
понентах области й. 

начале координат и радиусом е. 
Часть границы й;, онираюнцуюся на 
Се и лежащую вне I Ф /, мы обо­
значаем а остаток границы — 
— 7^. Согласно условию существует 
сферическая луночка 5 с осью сим­
метрии 2 , лежащая в Й 1 2 == Й 1 П 
и проходящая через С е . Граница лу­
ночки »5 разбивается окружностью 
С е на две части. Левую из них обо­
значим 512, а правую — 521 (рис. 2) . 
Подмножество Й1, ограниченное по­
верхностями 71 и §21 , обозначим йю. 
Аналогично этому часть 0 2 , заклю­
ченную между ^2 и 512, обозначим 
Ого- Наконец, подмножество Ою, ог­
раниченное поверхностями 521 и 72? 
обозначим через ш. Ясно, что как со, 
так и Й1о\{о имеют ненулевой объем. 

Перейдем к доказательству не­
равенств (6.2). Докажем только пер­
вое из них, ибо второе выводится 
совершенно аналогично. 

Важная роль в дальнейших рассуждениях принадлежит априорной 
оценке, содержащейся в следующей лемме. 

Лемма 6 .1 . Существует постоянная X > О такая, что для любой 
функции и из И^2 ,о(^1о)' лапласиан которой принадлежит ^ 2 ( ^ 1 0 ) , спра­
ведливо неравенство 

I р,{г)\Чи\Ыг 1/2 1/2 * ) (6.3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим какую-нибудь пространственную 
тороидальную окрестность Т окружности С е и обозначим через 11\­
сечение Г П ^10 , а через С/2 — дополнение 0 1 0 X 1 7 1 . Ясно, что Т]\о 
отделено от оси 2, а Пг — от окружности С е и при этом 0,\о = 1]\\} 112. 
Расширим 11\ ?72 до множеств 11-1 ш соответственно таким образом, 
чтобы удовлетворялись два условия: 

1) 1]г включает в себя С / ^ , причем часть границы С / г , лежащая 
внутри 010, строго отделена от соответствующей части границы С / , ; 

2) С / г вложено в Ою, причем С / * отделено от оси 2, а С/а — от 
окружности С е . 

ВыберехМ две вспомогательные функции ^1 и | 2 . Функция |^ при 
этом должна быть дифференцируемой в йю, обращаться в нуль на ча­
сти границы С / * , лежащей внутри Ою и равняться единице в V,. 

Далее но правилу, описанному в § 5 , сопоставим окружности С » 
две гармонические функции ^1 и Х,2- При этом параметр ро в их опреде­
лении подберем таким образом, чтобы как ^1, так и ^2 обращались в 
нуль на части 521 сферической луночки 5 . 

Пусть теперь и — произвольная функция из И^2,о (О^,) и, в частно­
сти, обращается в нуль на -уь Тогда произведение (Ь^!^) принадлежит 
^ 2 ( ^ 1 ) - Пусть р1 = ^1^1. Интегрируя но частям, получим 

I I V ( р 1 « ) 1̂  с/г = — I А (р^и) р^и йг. (6.4) 
г7. 

*) Интересно сравнить эту оценку с полученной ранее в [20, лемма 8.2, с. 212]. 
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Как следует из определения р1 и свойств доказанных в § 5, функ­
ция р1 дважды непрерывно дифференцируема внутри С/х, непрерывна 
В замыкании IIх ж при этом 

знр { | Р 1 ( г ) | , | У р 1 ( г ) , | Д р 1 ( г ) | } < ^ < о о . (6.5) 

С помощью несложных выкладок из (6.4) и (6.5) получаем оценку 

. (6.6) 

Имеют место соотношения 
р{Чи ^ V {Рхи) — Чр1-щ 2 ] и\/ {р^и) К | V (р!^) Р + и^, 

о 

где б > О произвольное. Воспользовавшись ими, получаем из (6.6) не­
равенство 

I 1 V (РаИ) \Чт^к[ ^ \Аи\Ыт + | иЫт 

^1 

-{-КЬ\V (р^и) Р йг. (6.7) 
V-, 

Взяв здесь б малым настолько, что 1 — КЬ^ > 0.5, приходим к оценке 

I I V (р !^ ) р < X ^ (I Ди |2 - I - и^) (6.8) 
V-, 

С ПОСТОЯННОЙ К, не зависящей от и из И г̂.о» Так как функция |1 равна 
единице в (/ь то 

I 1 V {^ги) 12 йг < ^ I V (Рхи) р йг. (6.9) 

Неравенство Минковского, оценки (6.9), (6.8) и (6.5) приводят к сле­
дующей цепочке неравенств: 

' [ 1 V ( М - ( V ^ 1 ) и рйг ' ' ' ' ' ' 

I о V Иги) Р 

\2 

/ 

.^1 
(\

Д / 2 

К ( \ А и р й г ' 
1 / 2 ^ / 1 с1т] 

1/2-

1% } ^^19 ) 

Аналогично доказывается, что 
1/2 

1\^10 

(6.10) 

(6.11) 

Пусть теперь Со = т1п {^г,^а)! тогда из (6.10), (6.11) заключаем, что 
1/2 (6.12) 

В соответствии с выбором м на множестве ОюХш функция ^1 ограни­
чена снизу некоторой положительной постоянной, а функция Ь1 — вы­
ражением вида Кро{т), где ро(г) — введенная в начале этого параграфа 
весовая функция. Поэтому справедлива оценка 

I р,{т)\Чи\Ыт^К I 11\\7и\Ыт. 

Отсюда и из (6.12) следует (6.3). Лемма доказана. 

114 



З а м е ч а н и е . Как видно из доказательства леммы 6.1, в качестве 
ю в оценке (6.3) может выступать любое нодмножеотво Ою, проходящее 
через часть 521 его границы, в которое вложена сферическая луночка 
типа 15, т. е. также проходящая через 521, невырожденная и 2-осесиммет-
ричная. Этим утверждением будем неоднократно пользоваться в даль­
нейшем. 

Опираясь на априорную оценку (6.3), докажем, что справедлива 
Теорема 6.1. Существует положительная строго меньшая единицы 

постоянная д такая, что для любой функции и из ^ 2 , 0 ( ^ 1 0 ) имеет место 
неравенство 

1/2 
^ 5 Ро(г) Чи 

1/2 . / 

/ 
( I Ро{г)\ (6.13) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим на (тг .о(^ю) ДВ'' функционала 

РЛи)=( I 9Л^)\Чи\^агу\ = I \
4^10^" 

а также множество В, состоящее из тех функций 6^2,0(^10)1 Д л я кото­
рых р{и) = \. Пусть д обозначает точную верхнюю грань функционала 
р^{и) на В: 

д^8ирр(^{и). (6.14) 

Тогда очевидно неравенство 

Р^{и)^др{и) Vи^С^о{^^^), 

совпадающее с (6.13). Из определения (6.14) сразу следует, что д при­
надлежит полуинтервалу (0,1] числовой оси. Докажем, что на самом 
деле имеет место строгое неравенство: д<1. 

Убедимся сначала, что функционал р,о{-) достигает значения д на 
некотором элементе и из 6^2,0(^10) таком, что р{и)^ 1. 

Пусть последовательность {м„}, Пп^В выбрана так, что /?Й(м„) 
стремится к д при и -> <». Докажем, что можно выбрать подпоследова­
тельность, слабо сходящуюся на множестве С^'^^^{^^^), состоящем из 
бесконечно дифференцируемых в ^^о функций, обращающихся в нуль 
на "̂ 1 и в окрестности окружности Се. 

С этой целью представим Ою как объединение последовательности 
оо 

возрастающих подобластей: ^^о = [} ^т•, каждая из которых строго от-
т п = 1 

делена от С^. Благодаря этому имеет место неравенство 

1 Чип ^ й г 
1/2 

< Т 1 
с Р О ( Г ) 

1/2 1 
Л/А 

(6.15) 

•10 

где Л = т ! р д ( г ) > 0 . Таким образом, {и„} принадлежит шару гильбер-

това пространства УV\{^^п) для каждого т> 1, т. е. слабо компактному 
множеству. 

Индукцией по т построим теперь подпоследовательность Ып), слабо 
сходящуюся в любом из пространств ^У\{От)- Будем обозначать эту 
подпоследовательность так же, как исходную Ып), тогда Ып) искомая. 
В самом деле, пусть ф е Со̂ ^̂  (йц,), тогда з п р р ф с ^ ^ при некотором 
тга ̂  1. Поэтому 

з и р р Ф 
10 

Последний интеграл согласно выбору {м„} стремится при п 
торому конечному числу. 

<» к неко-
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Таким образом, {м„} представляет собой последовательность линей­
ных функционалов над И^2,о(^1о)' слабо сходящуюся на плотном в этом 
пространстве множестве С1°^у^ (^ю)- По теореме Банаха — Штейнгауза 
[21, с. 99] нормы I Т^2,о (^1о) ограничены в совокупности некоторой 
постоянной В: 

№10 

Л. 

Значит, Ып) принадлежит слабо компактному множеству в гильберто­
вом пространстве РГг.оС^ю)- Но тогда найдется подпоследовательность 
Ып), слабо сходящаяся к некоторой функции и из Т^г,0(^10)- Эта пре­
дельная функция и как раз и обладает нужным нам свойством, т. е. 

р4и)=д, р{и)<1. (6.16) 

Убедимся в истинности (6.16). 
Известно [22, с. 94], что И^2(^1о) вложено в ЬгХ^ю) вполне непре­

рывно. Поэтому можно считать, что 

^ \ (1т\= II Пп — и\Ь^ (О^) || О при п-^оо. 

Отсюда и из доказанной в лемме 6.1 оценки заключаем, что /?о(м„ —м) 
стремится к нулю при тг -> оо. Однако 

\ры{и„)-р^{и) { ^ р < , ( и п - и ) , 

поэтому Ра {и) = Ит Р(^{ип) = д, т. е. первое из свойств (6.16) доказано. 

Установим теперь, что / ) ( м ) < 1 . Выберем последовательность сфе­
рических луночек {сОт}, вложенных одна в другую, проходящих через 
часть границы ^^о и в пределе стремящуюся к ней. Согласно лем­
ме 6.1 для любого номера т> \а оценка 

(и)<К [\\ 11^(О^^)\\-\-\\и\Ц], (6.17) 

где К не зависит от и. Оценка (6.17) позволяет так же, как и в случае 
с функционалом Ра,{-), доказать, что 

РтЛ^) ^ РатЫ< Пт р{ип). 

Но по условию Пп^В и, значит, р и ^ ( 1 * ) ^ 1 . Переходя в этом неравен­
стве к пределу по т-^оо, получим, что / ? ( а ) < 1 . Таким образом, выпол­
нено и второе из свойств (6.16). 

Докажем, наконец, что д<\. Разбивая интеграл в определении 
р{и) в сумму интегралов по оз и но ОюХсо, а также учитывая, что 
р ( и ) ^ 1, получим 

р1 (и) + I Ро {г)\Чи р аг р^ (и) < 1. 

Так как (и) = д^, то 

(О 

Предположим, что ^ = 1, тогда из последнего неравенства следует, что 
и постоянна в о) и ввиду гармоничности она постоянна во всей обла­
сти ^^о. Но тогда ра>{и) = 0, т. е. д = 0, что противоречит предположе­
нию. Теорема доказана. 

Выведем первую из оценок (6.2), используя теорему 6.1. 
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Обозначим через о)1 дополнение О Л У ю , тогда, очевидно, 0)1 П ю = 0 , 
^ 1 П ̂ 2 = со и (01, ^ 1 = О ю и ООь ПоЭТОМу 

и. (6.18) 
'10 СО,-

Разбивая первый интеграл в правой части (6.18) в сум»гу двух —по 
ОюХоо и по ы, применяя затем к первому из них оценку (6.13), получим 

^ 9,{х)\Чих\^йх= I Р о ( г ) | V ^ ^ 1 N г + | р о ( г ) 1 У г ^ 1 р й г < 

< I Ро (г) I р + I Ро (г) аг. 
10 

Далее, так как д < 1, то 
1 

Ро(г)1 V^^1 Р ^ Г < ^ ^ — ^ Ро(г) чщ\^ат. (6.19) 

10 Сй 

Подставляя (6.19) в (6.18), имеем 

Щ111,* < Ро ( 01 V м 1 р й г , 

т. е. первое из неравенств (6.2), Второе, как уже отмечалось, выводит­
ся аналогично. 

§ 7. ОЦЕНКА СНИЗУ МИНИМИЗИРУЕМОГО ФУНКЦИОНАЛА 

В этом параграфе мы оценим снизу значение функционала 

на произвольном элементе 17=^{и1{х), И2(г)) из гильбертова простран­
ства Я = С ,̂о (0^^) X С2\ (О^^). 

Напомним, что множество йз, но которому ведется интегрирование, 
включает в себя пересечение областей О1 и ^ 2 , а само вложено в объ­
единение ^^ и 0 2 -

Помимо ^з будем в дальнейшем использовать геометрические обо­
значения, определенные в начале § б (см. также рис. 2) . 

Кроме Рз{-) зададим на Я егце один функционал: 

(7.1) 
й . 

^ 1 ! 1 , н = | | Р о ( г ) 1 V ^ ^ 1 р й г + I р,{г)\\7и,\Ыт 
К о 1 

Функция ро(г) определена в § 6 равенством ро{г) = {2^ + {Ух^ + у'^ ~ 
— 8 ) 2 ) 4 / 3 . Число 8 здесь равно длине радиуса окружности Се, по кото­
рой пересекаются границы ^ 1 и ^2. Ясно, что М^.н задает в Я норму, 
причем более слабую, чем исходная II Ия. 

Оказывается, что функционал «слабо» положительно опреде­
лен в Я . Более точно, суш,ествует положительная постоянная а1 такая, 
что для любого С/ из Я имеет место неравенство 

01 ^||1,Н. (7.2) 

В ЭТ011 оценке и состоит основной результат настоягцего параграфа. 
Докажем оценку (7.2). Имеем, очевидно, 

^ 3 (С/) > [ I V (1^1 - и,) Р > 4" Г Ро (г) IV { и , - и,) Р ^ г . (7.3) 
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где А ~ 8ир (г) > 0. Так как сферическая луночка 5 ограничена, то 

число А конечно. Раскрыв стоягций под интегралом в (7.3) квадрат 
разности, получим 

\о (г) 1 V (1̂ х - Р ^ С Ро (г) {\Vи,\^-{-\Vи, \') -
3 8 

8 
(7.4) 

Оценим последнее слагаемое в правой части этого равенства. Заметим, 
что найдется постоянная д.^. такая, что 

I Ро (г) ЧщЧи, < I Ро (г) {\Чи,\'^\ \') (^V (7.5) 

для всех 11 = (и1, Иг) из Н. Достаточно, например, взять = 1. Ока­
зывается, что на самом деле д^^.. в (7.5) возможно выбрать строго мень­
шим единицы. Эта теорема будет доказана чуть позднее, а пока при­
меним ее к оценке Гъ{11). Из (7.4), (7.5) имеем 

Ро(г)| У ( и 1 - и . ) р ^ г Х 1 - д ^ ) ('ро(г)(| УМхРЧ- I У^^оП^г. (7,6) 

(7.7) 

В § 6 доказано, что справедливы неравенства (см. (6.19)) 

С Ро (г) \\/щ\Ых<,к\о (г) 1 р ат. 

'30 
Последовательно применяя оценки (7.3), (7.6), (7.7) и имея в виду, 
что норма МЬ.н задается равенством (7.1), получим (7.2). Таким об­
разом, для доказательства оценки (7.2) достаточно установить, что чис­
ло в (7.5) меньше единицы. 

В ходе последующих рассуждений нам понадобится еще одно гиль­
бертово пространство — Яо. По определению Яо есть прямое произведе­
ние ^2 ,0 (^ю) X ^2 ,0 (^2о)- Норма элемента V мг) из Яо зада­
ется равенством 

I! = 1 I V^^1 Р + ] I Чи, р й г Г ' . (7.8) 

Вообще говоря, Я — собственное подпространство Яо, однако в случае 
Оз = = .5' пространства Я и Яо совпадают. 

Имеет место следующая 
Теорема 7.1. Постоянную д^ в неравенстве (7.5) можно выбрать 

положительной строго меньшей единицы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим на пространстве Яо два функ­

ционала 

Р (Ю = |1 Ро (г) 1 Vи, р аг + { Ро (г) I Р ат^'. 

Пусть В обозначает подмножество Яо, состоящее из тех элементов I/, 
для которых р(11)=1. Если 17= {щ, и2)^ В, то для / = 1, 2 имеем 

' ]* Р о ( ^ ) | V и ^ р й г 1РО(Г)1 У 1 ^ , Р ^ г У ^ ' < / ; : . (7.9) 

Первым неравенством в этой оценке мы уже пользовались (см. (7.7)), 
а второе следует из оиределения В. 
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Обозначим через точную верхнюю грань функционала 2Ъ{1/) 
на В: — 2 зир 6 (С/). Тогда для любого 17 яз Н <=^ Но верно неравенство 

Ь{11)^{д^2) {II), которое, очевидно, совпадает с (7.5). Так как на 
любом элементе II из В имеем 

то д^ заведомо лежит в полуинтервале (О, 1] числовой оси. 
Докажем, что функционал 2Ъ{17) достигает значения на таком 

элементе 11 = 17^ из Н^, что ^?(С/:^.)^1. Найдем сначала последова­
тельность 1 7 г 1 = {и1,щ), 17п^В, такую, что Ъ{17п) стремится к 
при л оо. В ней обязательно существует подпоследовательность, сла­
бо сходящаяся на множестве Со'^^^(01о)хС'о'^^2 (изо)' Поясним, почему 
это так. 

Разобьем О = ^^о У Ого в объединение последовательности воз­
растающих подмножеств, каждое из которых строго отделено от окруж­
ности Сг. Тогда, как следует из определения весовой функции ро(г), 
имеют место оценки 

( ^ 
У-А 

( г 
] Ро(г) (7.10) 

и̂ -̂о 1 

где Л= 1п{ Р о ( г ) > 0 . Поэтому из условия 11п^В и оценки (7.9) сле­
г е Ст 

дует, что 11п принадлежит некоторому шару гильбертова пространства 
Яте = И^2,о ( ^ т П Й1о)Х И^2,о (С'т П ^2о) ' Т . О . слабо компактному мно­
жеству. Индукцией по т построим теперь подпоследовательность {и„}, 
слабо сходящуюся в любом из Нт. Не ограничивая общности рассуж­
дений, можно считать, что эта подпоследовательность совпадает с {ып). 

Пусть пара (фь фг) принадлежит '̂̂ '̂ ^̂  (01о)Х Сд^^ (^зо) ' тогда 
8 и р р <р; с при / = 1, 2 и некотором т ^ 1, Поэтому 

Последний интеграл согласно выбору Смп) стремится при л ^ °° к не­
которому конечному числу. 

Таким образом, {77„} определяет на Яо последовательность функ­
ционалов, слабо сходящуюся на плотном в этом пространстве множестве 
С\^У^{^^^^)xС^°^У^{^2о)• Но тогда из теоремы Банаха — Штейнгауза 
следует, что нормы ЦС/пЦяц ограничены в совокупности некоторой по­
стоянной, т. е. все 11п принадлежат некоторому слабо компактному мно­
жеству в Яо. Поэтому в {11„} можно выделить подпоследовательность, 

1*1, «2 ) из Яо. 
Элемент ( 7 * из Но искомый, т. е. удовлетворяет следующим двум 

условиям: 
^ ? ( г 7 ^ < 1 , Ъ{и^)^д^2, (7.11) 

Д л я доказательства свойства (7.11) нам понадобятся оценки 

^ Ро (г) I ЧЩ Р < Иш ( Ро (г) I Чщ (/ = 1, 2). (7.12) 

Получим (7.12) только при / = 1, так как при / = 2 рассуждения ана­
логичны. 

Выберем последовательность {'сй,„} сферических луночек, вложенных 
одна в другую, проходящих через часть 521 границы 8 ж в пределе стре-
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мящихся к 521. По лвммв 6.1 
* п 

и-, — Ыл 
9 , \1/2 
• <7т (7.13) 

где К не зависит от т. Из слабой сходимости 11„ к (7* в Но следует, 
что щ слабо сходится к щ в Са.о (^ю)- Пространство Ш1 {^ю) вло­
жено в 1 , 2 ( 0 1 0 ) вполне непрерывно. Поэтому можно считать, что 
сходится к 1*1 по нормв 1̂ 2 (Ою). Пользуясь теперь очевидным нера­
венством 

8\(о 
] Ро(г)| У м Ц ^ й г 

1/2 ^ / 
I Р о ( г ) | V ( ^ . 1 * - и Г ) N ^ У ^ Ч 
«та / 

+ С [ Р о ( г ) | У и Г ^ г У ^ ^ 

8 \ С й ^ 

т I 

И переходя в (7.13) к пределу по тг получим 

I Ро (г) I Чщ Р ат < Иш I Ро (г) I Чщ I' й г . 

8 \ о ) т е 

Устремляя здесь т к бесконечности, будем иметь в пределе оценку 
(7.12) для / = 1. Из определения рф), оценки (7.12) и условия С/„ ^ 

следует неравенство ^ ' ( С / ^ ) ^ 1 , т. е. первое из свойств (7.11) до­
казано. 

Проверим, что Ъ{1/ф)= но сначала вычислим предел после­
довательности Ь {11^ — 17г,) при п оо. Через окружность Се проведем 
какой-нибудь шар такой, что часть его границы лежит внутри 5. Этот 
кусок сферической поверхности разбивает 5" на две непересекающиеся 
части ненулевого объема: 5 = |5'1 У ^ 2 . Для определенности будем счи­
тать, что 5 1 примыкает к части 512 границы 8 , а. 82 — к части 521. Да­
лее, интеграл по 5 в определении б(-) разобьем в сумму интегралов по 
»5'1 и 452: 

Ъ (С/* - г/п) = [ Ро (г) V {щ - г*") V (и* -~ щ) -Ь 

+ I Ро V {щ - щ) V {и* - м^) Лт. (7.14) 

Применив к каждому из слагаемых в правой части (7.14) неравенство 
Гельдера, получим 

Ро(г) V (щ — щ) Ч (и* — 1*2 ) с1т 

' I Ро(г) I V {щ - Г ^ А " ' ' (.с Ро(г) I V (4 - и-.) Р ^ г ] ^ ^ ^ (7 = 1, 2). 

(7.15) 
Оба сомножителя в правой части (7.15) ограничены равномерно по п. 
Это следует из уже установленного неравенства 7?(?7л.)^1 и условия 
р{ип)=1. 

Кроме того, при фиксированном / в соответствии с выбором мно­
жеств 5 } и 5*2 к одному из сомножителей в (7.15) применима оценка 
(6.3), в силу которой 

({ Ро{г)\ч{щ-и^)\'аг — 
1/2 (7 = 1,2). (7.16) 
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Как уже отмечалось, гг̂  сходится к по норме ^ 2 ( ^ 3 0 ) . Значит, как 
следует из (7.14) — (7.16), последовательность Ь{й^ — 11п) сходится 
при тг оо к нулю. 

Заметим теперь, что имеет место следующее алгебраическое ра­
венство: 

Ь {и^ -игг) = Ъ {П^) + Ъ (С/„) - | р^(г) {ЧщЧщ + ЧщЧи*) ат. (7.17) 
8 

Вычислим предел при я - > оо его правой части. Учитывая, что /з (С/;,;)^!, 
р{^п) = 1 и С7„ слабо сходится к С/* в Яо, получаем 

]" Ро('') V^^ГVг^2 <^г->&(&"*) при ;г->схэ, 
8 

^ Ро{г)\7щЧи1 (2т-^Ъ{11^) при тг-^оо. 
8 

Таким образом, искомый предел правой части (7.17) равен {д^2 — 
— ^(^*) ) - Так как левая часть (7.17) при этом стремится к нулю, 
то Ъ{11^) = д^2. Таким образом, формула (7.11) доказана полностью. 

Докажем, наконец, ч т о д * < 1 . Предположим противное, т. е. что 
д* = 1. (Напомним, что заведомо справедливо неравенство 0 < ; д * ^ 1 -
Имеем 

&(С/^)= ро(г) Vг*ГVм2 Ро(г)| I I | с ? г < 

1 Ро (г) I V и * 1̂  / С Ро (г) I Чи* \' ^т] 1/2 

< 4 ^ Ро(г)1 V и * р й ^ + | р о ( г ) | У и * ' й Л < А р 2 ( С 7 * ) ^ _ 1 . (удЗ) 
' 3 ; 

Первые два из содержащихся здесь неравенств очевидны, третье полу­
чается из неравенства Гельдера, следующее за ним выводится из из­
вестного числового неравенства 2аЪ + Ъ^. Согласно предположению 

— т . е . Ь{II^) = д^^/2 = 1/2. Поэтому во всей цепочке соотношений 
(7.18) имеет место знак точного равенства. Отсюда, в частности, за­
ключаем, что 

81§пЧи1 {т) = зщп Чщ {г) при г е - 5 ' . (7.19) 

Известно, что в неравенстве Гельдера знак точного равенства возможен 
только тогда, когда сомножители пропорциональны. В нашем случае 
это означает, что найдется постоянная X с условием Чих{г)\
= А , | \7м2 (г) | для всех г из 45". Отсюда и из (7.19) следует, что при 
г из 15 имеют место равенства 

V {щ ~ = 0, щ = Хщ + А, (7.20) 

где А — некоторая постоянная. Выберем в 5 последовательность точек 
г„, стремящихся в пределе к точке, лежащей на окружности Се- В силу 
(7.20) (г„) = Ям2(р„)+Л. Переходя здесь к пределу при п о о и учи­
тывая, что функции щ, 42 обращаются в нуль на С^, видим, что А 
равно нулю. Таким образом, и\ в 5". Но функция принадле­
жит <^2,о(^1о)» а %щ — элемент пространства ^2,0(^20)- Поэтому функ­
ция щ = Хщ лежит в пересечении этих двух пространств. Это воз­
можно лишь в случае щ = щ — 0. Но тогда д^ == 2Ь{Ц'.^) = О, что про­
тиворечит предположению = 1. Значит, на самом деле < ; 1 • Теоре­
ма доказана. 
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§ 8. СХОДИМОСТЬ И ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ 
ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ ФОРМУЛ 

Перейдем к решению вопроса о сходимости приближений, постро­
енных по одному из способов, описанных в § 2 и 4, к точному реше­
нию исходной задачи Дирихле. Основным аналитическим инструмен­
том исследования будет при этом служить оценка (7.2). 

Итак, пусть и — решение исходной задачи Дирихле и пара функ­
ций 11 = {и\{х), М2(г)) соответствует ему в силу формулы (2.1). Пусть, 
далее, N ={М\, N2)—мультииидекс с натуральными координатами, 
а вектор-столбец с̂ V = (с]у^, с^Уд) — произвольный элемент Е^'^^^^. Со­
ставляющие его вектор-столбцы имеют высоту и N2 соответственно: 

сЩ={с^\с^\..;сЩ) ( / = 1 , 2 ) . 

Сопоставим взятому вектору с̂ V две гармонические функции 1*]у^(г) 
и «^^(г), определенные в областях ^^ и Й2 соответственно следующи­
ми равенствами: 

Л', 

5=1 
(8.1) 

}=1 
,0') Будем считать, что иЩ{т) аппроксимирует функцию щ{г) в области 

^ } , ] = 1, 2. Вектор 0:^, как и соответствующую ему по формуле (8.1) 
пару функций ?7лг = (г*̂ у̂  (г ) '^л '2(^)) ' назовем интерполяционным. Пра­
вые части в равенствах (8.1) также будем называть интерполяционны­
ми формулами. 

Оценим качество приближения элемента ? 7 = ( м 1 ( г ) , М2(г)) интер­
поляционной парой 11к — {и^N\^)^, и^N\{'^))•> соответствующей вектору ко­
эффициентов е,у. Образовав разность V — С/л == {и^ — М]у\, — г̂ д?̂ ) 
и применив к ней оценку (7.2), получим следующее неравенство: 

^1 / I Ро (г) I V {гн - Г + \) \ч {щ- \- йт] < 
(«10 «20 " 1 

(8.2) 

Напомним, что присутствующая здесь весовая функция ро(г) строится 
по формуле ро(г) = ( 2 2 + ^уд.2-|_ ^̂ 2 _ ц^2^4/з_ Соглэсно равенству (2.1) при 
любом г из справедлива формула Е*1 ( г ) — « 2 ( 1 ) = / 2 ( г ) —/1 ( г ) . Под­
ставляя ее в (8.2) и вспоминая определение (2.4) функционала Р{-), 
видим, что интеграл в правой части (8.2) совпадает со значением Р{-) 
на элементе 17к пространства Н. 

Таким образом, оценку (8.2) можно записать как неравенство 

\\^-^А^н<^^Р{^N) 
^1 

ИЛИ, используя обозначение 

где 

'й. О- / 

(8.3) 

(8.4) 

(8.5) 
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в другом, эквивалентном прежнему, виде 
^ 1 2 

1,Н = 
о: 

(8.6) 

Числовой параметр бдт̂  естественно назвать невязкой процесса ми­
нимизации функционала Р{-) на пространстве Ни. Можно сказать, та­
ким образом, что оценка (8.6) выражает непрерывную в определенном 
смысле зависимость качества интерноляции от величины невязки 6̂V . 

От интегральной оценки качества интерполяции можно перейти к 
поточечной. Покажем, как это сделать. Пусть 2о — точка на оси симмет­
рии й = Й 1 и ^ 2 , лежагцая внутри одной из компонент ^^, / = 1, 2. Бу­
дем для определенности считать, что 2о лежит внутри Рассмотрим 
множество шаров с центрами в 2о , лежаш,их целиком в йю. Через В (го) 
обозначим максимальный элемент этого множества. Его радиус обозна­
чим Ло. Пусть числовой параметр ^ 1 = В\) равен Во, если шар 
В (го) и окружность не имеют обгцих точек. Если же Се лежит на 
границе В (го), то будем считать, что В\(го) строго меньше Во. Далее, 
через ^ 1 ( 2 0 ) обозначим шар с центром в 20 и радиусом В1=В\(го). 
В силу определенрш ^ 1 ( 2 0 ) вложен в ^^о, причем величина 

В = В(г,)= т1 р,(т) 

«трого положительна. Поэтому справедлива следующ;ая цепочка нера­
венств: 

(• | V ( « , - и к ^ ^ ) ^ й ^ < ^ [ Р о ( г ) | у ( 1 г 1 - а к \ 0 1 ^ Л < 

(8.7) 

Взяв в формуле (3.3) Я равным / ? 1 ( 2 о ) , построим две числовые после­
довательности и 1 ( 2 о ) и и л г ^ ( 2 о ) . Пользуясь оценкой (3.4), доказанной 
в теореме 3.1, а также оценкой (8.7), получим 

« 1 ( 2 о ) - ( 2 о ) $ < А I I V (^х - \' < К (8-8) 

Таким образом, качество интерполяции в точке 2о на оси симметрии ^ 
т а к ж е непрерывно зависит от величины невязки б 1 у \о при этом, 
что оценка, аналогичная (8.8), имеет место и в случае, когда 20 лежит 
внутри ^20-

Вычислив с необходимой точностью вектор и 1 ( 2 0 ) , мы легко смо­
жем аппроксимировать функцию щ ( г ) не только в точках оси г, но и 
во всем шаре ^ 1 ( 2 0 ) . Для этого достаточно ввести локальные сфериче-
<;кие координаты с центром в 20, а затем воспользоваться равенствами 
(3.7) и (3.11), полученными раньше при доказательстве теоремы 3.1. 
Таким образом, задачу Дирихле можно приближенно решить в неко­
торой окрестности точки 2о , а значит, и в окрестности всей оси 2 . 

Перейдем к оценке качества приближения элемента 17 интерноля-
ционной парой IIN через параметр Э]у\й в § 4 равенством 
((4.21). Д л я этого установим, что 0]у̂  связан с формулой 

п(0) д(1) 2 Л 

I / 
,12 ' 

где норма Н/И определена равенством (8.5), а 

^= С | V ( / x - / , ) N ^ . 

(8.9) 

(8.10) 
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Докажем равенство (8.9). Пусть, как и прежде в этом параграфе, 
с.у = (с-у^» с-у^) — произвольный вектор из в соответствие ко­
торому по формуле (8.1) поставлена интерполяционная пара Лк = 
= (и7у^(г), им1{т)). Тогда в соответствии с равенствами (2.10) и (4.15) 
имеем 

Р{1/и)^{ЛкСи, С ^ т ) - 2 ( Ь ^ , С^V)+С^, 

^ 1 (^N) = {В%Вг,сг,, СлО - 2 {В%Ъ,с^^) + I! Ь (8.11) 

Числовой параметр <̂  из первого равенства определен соотношением 
(8.10). Из (8.11) следует, в частности, что 

Ам^В%В!^, Ъм = В*ф, ^ = |1Ь | . (8.12) 

Применив последовательно равенства (4.14) и (4.21), представим 

2 — 
Р1{и^) через е̂ л̂ :̂ 

Далее, согласно определению (8.4) 

^^(С'^V) = е ^ V « ^ I I / I ^ 

(8.13) 

(8.14) 

Но значение функционала Рг на 17у по определению совпадает с соот­
ветствующей правой частью равенства (4.6), т. е. Р1{17м) = Р(Лн). По­
этому совпадают и правые части равенств (8.13) и (8.14), т. е. 

2^4 
,2 • 

Отсюда и из (8.12) получаем требуемое соотношение (8.9). 
Из (8.9), в частности, следует, что 

0̂ -

(8.15) 

(8.16> 

Подставляя это неравенство в (8.6) и (8.8), приходим к искомой оцен­
ке качества интерполяции через параметр 

Оценим, наконец, качество приближения элемента 17 интерполя­
ционной нарой 171^ в зависимости от параметра 9^^ определенного в 
конце § 4 равенством (4.25). Установим сначала, как связаны между 
собой величины бд̂ ^ и 6]у\ы записать соответствующую форму­
лу, нам нужны некоторые предварительные рассуждения. 

Пусть X обозначает пространство 0^{^з), а Хл'(/) —его подпро­
странство, натянутое на множество функций 

{и^^^ (г), 7 = 1 Т Ж ) и 14'^ (г), к = 17Л^} и {/ (г)}. 

Ясно, что Х^Ц) конечнолхерио. Поэтому оператор (2), опредслеппый 
в § 4, ограничен на Хк{1). Иными словами, найдется такое число 02 = 
^ 0 2 ( / У , / ) , ЧТО для любой функции г;з(г) из Х^Ц) справедлива оценка 

1Г+ ( 2 ) V,,. (2) I < а, {N, /) I ^ 3 , * ( 2 ) й - (8.17) 

Здесь У з , * ( 2 ) обозначает, как и раньше, след функции Уз в точке 2, 
соответствующий значению нормировочного параметра В, равному ^ 3 ( 2 ) . 
Более подробно о последовательности 1;.,,* (2) написано в § 4. 

Отношение е$-у^Уек'\к оказывается, не превосходит некоторой 
числовой грани, зависящей от 02. Более точно. 

?1/2 (8.18) 

Здесь й определяется равенством (8.10), а ( 2 ) — след функции / ( г ) 
в точке 2, построенный но тому же правплу, что п г . 'з ,ф(2). 
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Докажем (8.18). Функция Уд = и^N^ — и^щ + /, где и̂ у̂  и и^^1 
образуют интерполяционную пару принадлежит, очевидно, про­
странству ХггЦ). Применив к ней неравенство (8.17) и пользуясь оп­
ределениями функционалов ^^1(-) и ^^2(") из § 4, получим 

/ ^ 1 ( а д ^ 0 2 ( л ^ , / ) / ^ 2 ( а д . (8.19) 

Далее согласно определению параметров бгу̂  и 02у̂  имеем 

^̂^̂  ^ IIь|, ' ^^~-Ц7ЩГ' ^ 

Здесь вектор Ь равен Тз{г)1^{г) и согласно (8.12) норма ИЬИг равна 
д}'^. Отсюда в силу (8.19), (8.20) имеем требуемое неравенство (8.18). 

Подставляя оценку (8.18) в (8.9), получим 

е ^ ^ > < а , ( Ж , / ) ^ ^ 1 е 1 ^ ^ ) | 1 (8.21) 

Из (8.6), (8.8) и (8.21) легко следует искомая оценка точности интер­
поляции через 0^V^ 

Перейдем теперь к рассмотрению вопроса о сходимости интерпо­
ляционных сумм (8.1) к точным функциям и 1*2(1?). Пусть вектор 

интерполяционных коэффициентов получается как решение системы 
(2.13) или, что то же самое, системы (4.16). Исследуем, как при этом 
предположении ведут себя последовательности {0]у^) и {0;у^}. 

Как известно, последовательность приближений по Ритцу в случав 
положительного оператора сходится к точному решению по энергети­
ческой норме [23, с. 193], Применив это утверждение к функционалу 
Р{), получим, что Р{11к) сходится при -> оо к значению Р{11), рав­
ному нулю. При этом из (8.4) и (8.9) следует, что к нулю стремится 
как последовательность ^N\к и последовательность 0/̂ ^ 

Из этого замечания и оценки (8.6) заключаем, что последователь­
ность интерполяционных пар Пи сходится к I/ по норме 1М11,н, которая, 
как уже отмечалось, слабее нормы II-Нн, порождаемой в Я скалярным 
произведением. Кроме того, из (8.8) следует и поточечная сходимость. 

Рассмотрим теперь последовательность Возьмем в качестве 
вектора интерполяционных коэффициентов Су решение системы 

Л;̂ Лд-С1у = Л у . Ь , (8.22) 

построенной по тому же правилу, что и система (4.16), но при допол­
нительном условии, что оператор 7 ^ 3 ( 2 ) , использованный при выводе 
(4.16), является тождественным. Тогда интерполяционная пара 1/^ 
представляет собой приближение по Ритцу положителыгого оператора, 
соответствуюш,его функционалу Р2{-)- Тем самым сходится к II 
по энергетической норме, т. е. Рг^и) стремится к значению Р2{Т1), 
равному нулю. Из (8.20) заключаем, что и Эд̂ ' в пределе есть нуль. 

Пусть 11и — интерполяционная пара, соответствуюгцая решению 
системы (8.12). Тогда оценки (8.6), (8.8) и (8.21) дают возможность 
вывести достаточное условие сходимости II^ к II по норме II-И],я лпбо 
поточечно. Именно эта сходимость имеет место, если 

а., ( # , / ) I 0^^'РО при Л^->оо. (8.23) 

Условие (8.23) заведомо выполнено, когда оператор ^ 3 ( 2 ) , о котором 
мы уже вспоминали при выводе системы (8.22), ограничен. В этом 
случае последовательность <32{N, /) имеет конечный верхний предел, 
а 0]у\к уже доказано, сходится к нулю. Поэтому (8.23) действи­
тельно имеет место. 
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в заключение обсудим коротко, как влияет на точность интерполя­
ции величина параметра г — радиуса окружности Се, по которой пере­
секаются поверхности множеств 01 и йг. Заметим, что при е О ве­
личина 0\ неравенстве (8.2) также может неограниченно уменьшать­
ся. Но тогда постоянный сомножитель, стоягций в правой части (8.6) 
перед неограниченно возрастает. Таким образом, если требуется 
некоторый фиксированный уровень точности интерполирования, то при 
уменьшении г необходимо увеличивать размерность системы линейных 
уравнений, решением которой является вектор интерполяционных ко­
эффициентов. 
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