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В. Н. БРЕЖНЕВ, В. Я. ИВАНОВ 

ЧИСЛЕННЫЕ АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ СИНТЕЗА 
ЭЛЕКТРОННО-ОПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

ВВЕДЕНИЕ 

Процедуры расчета и проектирования приборов различного назначе­
ния принято подразделять на задачи анализа, оптимизации и синтеза. 
Примером наиболее простой задачи проектирования электронно-онтиче-
ских систем (ЭОС) является задача анализа, в которой требуется опре­
делить распределение электромагнитных полей и форму траекторий за­
ряженных частиц при заданной геометрии системы, фиксированных по­
тенциалах электродов, токах возбуждения магнитных линз и известных 
характеристиках диэлектрических и магнитных материалов. Более слож­
ными выглядят постановки задач оптимизации параметров ЭОС, в кото­
рых требуется обеспечить оптимальные значения критериев качества 
оптической системы путем варьирования геометрических параметров, по­
тенциалов электродов и токов возбуждения. Однако в этих задачах струк­
турная схема прибора навязана заранее, и потому здесь трудно ожидать 
появления принципиально новых конструкторских решений. Кроме того, 
чаще всего при общих предположениях относительно свойств функцио­
налов задачи остается открытым вопрос о выборе начального приближе­
ния, обеспечивающего существование и единственность решения постав­
ленной задачи, который определяет успех решения в случае нелинейных 
функционалов цели и ограничений задачи. 

Наиболее полный ответ на возникающие при проектировании прибо­
ра вопросы дает решение задачи синтеза, в которой структура оптиче­
ской системы не является априорно определенной, а задаются лишь функ­
ционалы, характеризующие оптические параметры прибора. До появления 
ЭВМ и развитых численных методов задачи проектирования ЭОС чаще 
всего формулировались как задачи синтеза. Основные результаты в этом 

187 



направлении были заложены в работах Пирса [1], Мельцера [2], Ломакса 
[3], Кирштейна [4, 5], Харкера [6], Третнера [7], Зилаги [8—10], а также 
советских исследователей — Овчарова [11 —16], Данилова и Сырового 
[17—22], Шантурина [23] и др. 

Общепринятая формулировка задачи синтеза ЭОС заключается в ре­
шении внутренней задачи, в которой требуется определить характери­
стики движения пучка заряженных частиц с заданным фазовым объе­
мом, а также распределение нолей внутри и на границе пучка, и внеш­
ней задачи распространения полей вне пучка с целью определения кон­
фигурации электродов, магнитопроводов и соленоидов, формирующих 
пучок с заданными свойствами. При решении внутренней задачи разра­
ботчик задает систему функционалов Ф„ ^ = 1 , . . . , М, зависящих от рас­
пределений электрических и магнитных полей в области прохождения 
пучка. В качестве таких критериев могут выступать форма траекторий и 
энергетические характеристики пучка или функционалы качества, созда­
ваемого пучком изображения: увеличение, положение кроссовера и пло­
скости Гаусса, величины аберраций, разрешающая способпость прибора. 
Цель данного этапа состоит в определении конфигурации полей на оси 
или границе пучка, отвечающих заданным значениям функционалов Ф(. 
При дискретизации задачи на некоторой поверхности 5о выбираются Л'" 
точек и система функций / = 1 , . . . , N, восполняющих конечномерное 
представление поля. Чаще всего в качестве базисных функций г]},; исполь­
зуются полиномиальные представления. Теперь задача сведена к пара­
метрической оптимизации функционалов Ф,- путем варьирования коэф­
фициентов полиномов. Она решается известными методами оптимального 
управления [24—25]. 

Внешняя задача синтеза распадается на несколько этапов. На пер­
вом из них требуется экстраполировать поле с границы пучка во внеш­
нее пространство, затем построить эквипотенциали этого поля и выбрать 
достаточно технологичные в исполнении конфигурации электродов, соле­
ноидов и магнитопроводов, приближающие с заданной точностью карти­
ну синтезированного поля. Погрешности решения всех указанных этапов: 
замена синтезировапиых поверхностей более простыми формами, появле­
ние не предусмотренных в исходной постановке задачи апертурных от­
верстий, «обрезание» электродов с целью ограничения габаритов прибо­
ра — все это приводит к более или менее значительному отклонению 
электронно-онтических функционалов качества системы, вычисленных 
путем прямого расчета синтезированной системы, от априорно заданных 
в постановке значений функционалов. По этой причине на завершающем 
этапе проектирования требуется решение задачи оптимизации синтези­
рованной системы. Важным отличием данного этапа от решения обыч­
ной задачи оптимизации является то, что начальное приближение, кото­
рым в данном случае служит решение задачи синтеза, гарантирует су­
ществование решения в окрестности начального приближения и быструю 
сходимость онтимизационной задачи. Одновременно с решением послед­
него этапа извлекается информация о допусках на изготовление отдель­
ных элементов конструкции прибора. 

Наиболее сложным и трудоемким при решении задачи синтеза ЭОС 
является этап экстраполяции гармонических полей с некоторой заданной 
границы в пространство. Если поверхностью является ось цилиндриче­
ской системы координат, то решение дается рядом Шерцера для скаляр­
ного потенциала 

< Р ( - ) = Е У - " ( ^ Г Ф - ' М . 

В более общих случаях можно выписать соответствующие мульти-
польные разложения. Наиболее узким местом практического использова­
ния ряда Шерцера является вычисление высших производных осевого 
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ПОЛЯ Ф^ '̂ (г) для данных Коши, известных о определенными погрешно­
стями измерений. Как показано в работе [26], погрешность восстановле-
нпя поля до 1 % локализуется на расстоянии г1Ь 0,15, где Ь — длина от­
резка с начальными данными. В ряде работ [27, 28] решение указанной 
задачи осугцествляется с помогцью разностных аппроксимаций задачи 
Коши для уравнения Лапласа с использованием регуляризируюш,их алго­
ритмов сглаживания разностного решения или сведением к задаче Коши 
для системы обыкновенных дифференциальных уравнений для метода 
прямых. При этом удается увеличить интервал устойчивости до величи­
ны ^/^ < 0,4 при достаточно гладких начальных данных. Пример сведе­
ния задачи Коши к интегральному уравнению Фредгольма можно найти в 
работе [29]. 

Значительные усилия большинства исследователей задачи синтеза 
были направлены на преодоление чисто математических трудностей, свя­
занных с необходимостью решения условно-корректных задач, и построе­
ние различных вариантов алгоритмов регуляризации. С нашей точки зре­
ния, многие работы подобного рода отличает значительная доля акаде­
мичности постановки задачи, слабо отражаюш,ая конструктивные ограни­
чения, обязательно возникающие на практике. Поясним нашу мысль на 
примерах. Классическим образцом решения задачи синтеза служит модель 
пушки Пирса. Так, для пушки, формирующей цилиндрический пучок, 
решение внутренней задачи определяется «законом трех-вторых» 

Здесь ф — электростатический потенциал, / — плотность тока эмис­
сии, ^ — заряд частицы, т — ее масса, ео — диэлектрическая постоянная 
вакуума. Видно, что буквальная реализация данной модели представляет 
пару бесконечно протяженных электродов определенной формы. На прак­
тике такую систему можно воспроизвести лишь приближенно, поскольку 
на некотором расстоянии от оси электроды следует ограничить, продумав 
систему их крепления, и деформировать, чтобы скомпенсировать возму­
щения поля, обусловленные ограничением электродов. Кроме того, в 
анодном электроде необходимо предусмотреть апертурное отверстие для 
прохоукдения пучка. При малых отношениях длины нирсовского диода к 
его радиусу анодное отверстие оказывает действие сильной рассеиваю­
щей линзы, влияние которой можно ослабить введением промежуточных 
корректирующих электродов или деформацией анодной поверхности. 
Примеры реальных конструкций пушек подобного типа приведены в кни­
ге Молоковского и Сушкова [30]. Очевидно, что конструкции идеального 
диода Пирса и реальных квазииирсовских пушек настолько сильно от­
личаются друг от друга (рис. 1) , что спроектировать реальную конструк­
цию с помощью расчета можно лишь путем решения дополнительной 
задачи оптимизации, учитывающей конструктивные ограничения задачи, 
так как от решения Пирса приближенно сохранилась лишь приосевая 
область. Введение промежуточных электродов вносит ряд принципиаль­
но новых моментов в постановку задачи синтеза, поскольку их получение 
путем экстраполяции гладких распределений поля с оси оказывается 
просто невозможным. Основываясь на принципе максимума для гармо­
нических функций, легко показать, что решение краевой задачи или за­
дачи Коши для уравнения Лапласа не может содержать не соприкасаю­
щиеся с границей области замкнутых или просто ограниченных эквипо­
тенциальных поверхностей, которые будем называть электродоподобными. 
Очевидно, существование тако11 поверхности предполагает нахождение 

а для внешней задачи распределение поля имеет вид 

ф (г, 2) = С (г^ + 22)2/3 соз [агс!^ — , 
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Рис. 1. Диод Пирса. 
а — экспериментальная модель пирсовской пушки: 1 — подогреватель, 2 — катод, 3 — фоку­
сирующий электрод, 4 — анод, 5 — керамический стержень, 6 — коллектор; б — аналитиче­

ское решение для цилиндрического пучка. 

внутри нее или в пределе на поверхности источников поля. Такие поверх­
ности с источниками, необходимые для получения электродоподобных 
эквипотенциалей, будем называть скелетными поверхностями. 

Проведенные нами рассулщения имеют своей целью показать, что 
задачи синтеза ЭОС, возникающие в практике проектирования приборов, 
заключаются не столько в преодолении чисто математических трудностей 
решения некорректных задач экстраполяции гармонических полей в про­
странство, сколько в формировании новой, припципиальпо иной поста­
новки задач синтеза, полнее отвечающей потребностям конструирования 
реальных приборов. Основные идеи такого подхода, называемого конст­
руктивным, опубликованы авторами в работе [31]. В настоящей публи­
кации приведено детальное изложение численного алгоритма решения 
задач синтеза, численные модели электронных линз с минимальными 
аберрациями, формирующих цилиндрические пучки. В работе уделено 
внимание и такой постановке задачи, в которой отдельные узлы или под­
системы прибора рассматриваются как априорно заданные, и проблема 
заключается в экстраполяции поля вне таких подсистем с сохранением 
свойств гладкости на границах, т. е. в задаче аналитического продолже­
ния через границы сложной формы. 

В заключение приведены результаты расчетов некоторых практиче­
ских систем с помощью разработанного авторами пакета прикладных 
программ «СИ11ТЕЗ-2», который, как и реализованньп! ранее пакет 
«РОI830N-2» , предназначенный для решения задач анализа двумерных 
задач электронной оптики [32], является составной частью математиче­
ского и программного обеспечения системы автоматизированного проек­
тирования «ТОПАЗ», описанной в монографиях [33, 34]. Рассмотренные 
здесь идеи конструктивного подхода к решению задач синтеза двумерных 
систем без каких-либо принципиальных ограничений применимы и для 
проектирования приборов в трехмерной постановке, например, на основе 
пакета прикладных программ «Р01880К-3» [35]. 

§ 1. ОСНОВНЫЕ ТИПЫ ЛИНЗ ДЛЯ ФОРМИРОВАНИЯ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ПУЧКОВ 

При формировании цилиндрических пучков основное требование к 
полю заключается в том, чтобы компонента Ег была пропорциональна 
величине г. Наиболее простой моделью такого поля служит линза Бат­
лера длиной Ь, осевое распределение поля которой представляется куби-



ческой параоолои 

Ф (2) = 3 
„ \

1 — 2. 2 

Если к этой линзе добавить симметричное продолжение 

ф + (2) ^ 1 _ 3 — 1 — 1 

(1) 

(2) 

в результате получим систему из двух линз — рассеивающей и собираю­
щей, причем в точке склейки имеется непрерывность как самой функции, 
та}: и ее производных до второго порядка. Прострапствеипое распределе­
ние поля такой системы имеет вид 

1 г\ Л 1 2 

1 — 3 - ^ — 1 — 1 

2 ^ 

- З г 2 2 
(3) 

Очевидно, что, несмотря на непрерывность осевого распределения и 
первой производной, при решении задачи Коши в стандартной постановке 
никакими ухищрениями не удастся получить форму электрода, разде­
ляющего обе линзы, т. е. получить точку ветвления эквипотенциальной 
линии в центре отрезка с начальными данными и эквипотенциальную 
область внутри данной линии. Единственный выход из этого положения 
состоит в том, чтобы поместить внутри данной области источники поля в 
виде зарядов простого слоя с плотностью а, которую предстоит опреде­
лить, удовлетворяя данным Коши на оси. Примечательным в этой зада­
че является то обстоятельство, что области обеих линз фактически изо­
лированы друг от друга и возмущение поля в одной из них не может 
сказываться на поле в другой. Однако гладкое осевое распределение по­
ля «не знает» об этом, так как из его вида трудно сделать заключение об 
изолированности линз. Разумеется, реальная система содержит апертур­
ное отверстие, соединяющее пару линз, для обеспечения прохождения 
пучка заряженных частиц (рис. 2 ) . Форма вспомогательной поверхности 
с источниками о не фиксирована, и се вариации могут порождать раз­
личные семейства эквипотенциалей, отвечающие одному и тому же рас­
пределению поля па оси (рис. 3 ) . 

Следующий пример включает вариант антисимметричного располо­
жения пары линз Батлера, осевое распределение которого показано на 
рис. 2 кривой Ф~. Поскольку и здесь обе линзы пространственно не свя­
заны друг с другом, такую же напряженность поля с непрерывной про­
изводной Ф ' ( 2 ) создает система, в которой на электродах правой линзы 
заданы потенциалы О и 1, т. е. в центральной точке на оси существует 
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.5010-02-

Рис. 3. Эквипотенциали симметричного включения линз с различными значениями 
весовых множителей тз. 

а — гоз = 0.09; б — №8 = 0.02. 

.10ю-01-

.5010-02-

.5710-08 

Рис. 4. Картина поля антисимметричного включения линз с различными значения­
ми весовых множителей юА, 
а'-гоА = 0.09; б — = 0.2, 

разрыв осевого распределения Ф" (г). Поле такой системы определяется 
формулами 

Ф (г, 2 ) = 

г К ) 
\2 Ь ) 

1 , 2 < /V, 

з ( т - ' Г [ 1 - | - ( т - 1 ) ] - з ^ ' ( | - т ) - > ^ -
(4) 

Такая постановка задачи в классическом варианте решения задачи 
Коши ранее вообгце не рассматривалась. В то же время удовлетворить 
условиям поставленной задачи нетруддо введением в область разрыва 
двойного слоя диполей плотностью V, который также будет определен из 
условий удовлетворения данным Коши. Примеры синтеза таких систем 
показаны на рис. 4. 

Рассмотренные простейшие системы из линз Батлера обладают ря­
дом недостатков, основной из которых состоит в том, что на границах 
такой пары линз с внешним эквипотенциальным пространством или одно­
родным полем сугцествуют разрывы вторых производных осевого распре­
деления потенциала, что приводит к возникновению геометрических абер­
раций. Далее рассмотрим более сложные системы, у которых подобные 
разрывы отсутствуют. Первой из таких систем будет согласуюгцая линза, 
назначение ее состоит в согласовании гладкого перехода из области од­
нородного поля в эквипотенциальное пространство. Представим осевое 
распределение поля такой линзы кусочками кз^бических парабол 

Г1 — а 2 - | - р 2 3 , 0 < 2 < Х , 
= 1)3, Х < 2 < 1 . 

(5) 

Здесь величина % характеризует положение точки сшивки. Пространст­
венное распределение поля дается формулами 

ф (г, 2) = 
1 — «2 - I - — -|- г^рг, О < 2 < ^1, 

- р ( 2 _ 1 ) 3 — ± г 2 7 ( 2 — 1), > . < 2 ^ 1 . 
(6) 
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Рис. 5. Эквппотепцш'идеальной согла-
сующей линзы. 

0.8-
Выполнение условий непрерывности 
дают следующие соотношения на ко-
эффициенты поля: 

а 1 + л 
1 

Я(1 Я) ' У = 
1 

I ' - 1 

(7) 

0.4-1 

0.2-. 
Легко убедиться, что на грани­

цах линзы и в точке 2 = А, существу­
ют прострапственные разрывы уско- О-
ряющей компоненты напряженности 
поля Ег(г, 2 ) . Если отнести величину 
этих разрывов к максимуму фокуси­
рующей компоненты поля и вычислить среднее значение данной величи­
ны по размеру апертуры величиной а, то дефект поля такой линзы мож­
но представить функционалом 

| . М 1 | | | М | | 1 М | 1 М Ч М 1 Ч 1 | | 1 , • 

О 0.2 0.4 0.6 О.д 1.0 

шах Ег 
(1г = аУ{Х), (8) 

где суммирование ироводится по всем поверхностям разрывов. 
Назовем оптимальной такую линзу, для которой функция / (X) до­

стигает минимума. Подставляя в функционал значения полей, получим 

' = . [ тщ^ [(4 р)> (4 (Р - т)) Ч (4 V]] = 

20 
1_ , М 
, 2 Г 

1 N2 
Я - 1 / 

откз'да находим условия экстремума 
1_д1_ 
2 дК 20 

1 1 / 1 

Кубическое уравнение 

(9) 

^ 1 = 0. (10) 

( И ) 

имеет единственный действительный корень =-у, откуда следует, что 
оптимальная линза характеризуется параметрами 

«0 = 2, Р о ^ Т ' То==-о-' ^(^о) = а'^. (12) 

Пример расчета такой линзы показан на рис. 5, из которого видно, 
что эквипотенциаль ф = О представляет собой прямую линию (2 — 1)^ = 
= отделяющую ограпичсипые электродоподобные поверхности от 
эквипотенциалей, пересекающих ось. Следовательно, при оптимальном 
значении параметра Ло существует минимальное значение апертуры ао = 
= У2/3(1 —Яо), ниже которого электродоподобные поверхности отсутст-
ьуют. Такое значение апертуры ао назовем критическим. Если реальный 
радиус пучка Го меньше «о, то уменьшение поперечных размеров линзы 
потребует уменьшения величины критической апертуры ао, которое воз­
можно за счет неоптимальности выбора параметра X > Яо. С другой сто­
роны, степень нелинейных искажений нучка пропорциональна отноше-
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нию (го/ао)'*, которое более чувствительно к изменению апертуры, чем 
рост функции /(Я) при отклонении Х от оптимального значения, поэтому 
рекомендуется выбирать оптимальное соотношение между геометриче­
ской апертурой линзы ао и физической апертурой пучка из условия 

а = 
1«0' ^ о < « о -

(13) 

Примеры синтеза линз с докритическим и сверхкритическим значе­
нием апертуры показаны на рис. 6. 

Следующим элементом электронно-оптического тракта будет уско­
ряющая линза, по обе стороны которой находятся эквипотенциальные 
области с различными потенциалами. Осевое распределение поля такой 
линзы дается выражениями 

И _ « 2 + ^ 
2 Ф ( 2 ) = ^3 

(1 _ а 2 + р23, 0 < 2 < Я , 

Х < 2 < 1 , 

Ф ( - 2 ) - = 1 - Ф ( 2 ) , 0 < 2 < 1 . 

(14) 

Выполнение условий непрерывности поля и производных приводит к сле­
дующим соотношениям на коэффициенты: 

а = 1 + Х ха + ху 7 = 
Х'~1 

(15) 

Функционал дефекта поля определяется формулой 

ЦХ)^ а ,4 г 

10 х^ ха-х)^] 
(16) 

которая приводит к уравнению оптимальности линзы 

5 / 
дХ 

_1_ , ЗХ^ - 4Л + 1 
Х' Х ' ( 1 - Я ) * 

= 0. (17) 

Действительный корень этого уравнения имеет вид 

0,4534. (18) 
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Рис. 7. Эквипотенциали ускоряющей я 
линзы с минимальными аберрациями. 

Критическое значение апертуры 
ускоряющей линзы удовлетворяет 
соотношению 

. ^ = = У 1 ( 1 _ Я о ) « 0,4463. (19) 

0.6-

0.4-
Картина эквипотенциалей та­

кой линзы, рассчитанной на ЭВМ, 
которая на практике может быть 
реализована симметрично отра­
женной парой двухэлектродных о-
систем, показана на рис. 7. 

Рассмотрим далее одиночную 
симметричную линзу, которая за­
дается осевым раснределением потенциала 

Г1 - а г -^ ргз, 0 < г < Я , 

1 ^ ( 2 - 1 ) 3 , Ж 2 < 1 , 
Ф ( - 2 ) = Ф ( 2 ) , 0 < 2 < 1 . 

I г I I г I I I I I I I I I I I I I 11 I ' Т I I I и I 1|1 I М I I 1 I I I I I I 1| I I I I I 

10 1.г 1.4 1.6 1.8 2.0 

(20) 

Выполнение услови!! гладкости в точке 2 = А, дает соотношения на коэф­
фициенты 

1 
Я - 1 • (21) 

Пространственное распределение поля имеет вид 

1 - а 2 + Р 2 3 - - ^ г 2 ( 3 р 2 — а ) , 0 < 2 ^ Я , 

7 ( 2 - 1 ) 3 - А ^ 2 ( 2 _ 1 ) у , Я < 2 < 1 , 

(Р(Г, - 2 ) = ф ( г , 2 ) , 0 < 2 ^ 1 . 

ф ( г , 2 ) = (22) 

Функционал дефекта поля приводит к выражению 
л г 

3-^ 

а 

а / 
4 . 3 

+ 2 ( ^ 
3 Р - г ^ 

а 
+ 2 

V 2 а у . 

10 

Из условия оптимальности 
9 / а 

~5~ 

- 2 + 1)' + ^ 

Я' ( Я - 1 ) 4 
= 0 

находим действительный корень уравнения 
2ЛЗ + 3 ( Я 2 - 1 ) ( Я - 1 ) 2 = 0, 

(23) 

(24) 

(25) 

который равен Яо ~ 0,57095, откуда следует ограничение на величину 
критической апертуры 

} ' ^ | ( 1 - Х о ) л; 0,3503178; /(Я^) л; а^ 3,357632, (26) 

Расчет эквипотенциалей симметричной одиночной линзы приведен 
на рис. 8. Один из вариантов синтеза такой линзы с конечной апертурой 
а и полной длиной 2Ь показан па рис. 9. Здесь отношение радиуса апер-
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0.6-

0.4-г_ 
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с.'Л 
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0^ 
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Рис. 8. Картина поля одиночной идеальной линзы. 

Н 
^0,„-01 -

.10ю-01-

.950.,0-01 ' ?05,„*0 1Що+0 

Рис. 9. Вариант синтеза одиночной линзы с конечной аперту­
рой. 

туры К длине а1Ь равно 1,5. Вышеперечисленные тины линз с минималь­
ными аберрациями позволяют комбинировать из них электронно-оптиче­
скую систему достаточно произвольной конфигурации, которая форми­
рует цилиндрические пучки с заданными энергетическими свойствами. 

§ 2. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ В АЛГОРИТМАХ СИНТЕЗА 

Необходимость учета априорных конструктивных ограничений зада­
чи приводит к тому, что решение задачи синтеза следует формулировать 
в виде смешанной постановки, в которой одна часть априорной инфор­
мации имеет вид данных Коши и отвечает за воспроизведение качества 
поля в параксиальной области пучка, а другая — имеет вид краевых 
условий на поверхностях априорно заданной формы. Это даст возмож­
ность выделить основные этапы предлагаемого метода. 

1. На основе априорной информации об ЭОС ввести три типа гранич­
ных поверхностей: 

а) «обычная поверхность»—поверхность, несущая источники поля 
и смешанные краевые условия, которая служит для описания априорно 
заданных элементов конструкции — электродов или их фрагментов, гра­
ниц диэлектриков и т. д.; 

Ь) «скелетная поверхность»— поверхность, несущая распределения 
плотностей зарядов и диполей, непрерывные участки которых слулшт 
«остовами» синтезируемых электродов; 
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с) «дополнительная поверхность» — поверхность, несущая только дан­
ные Коши, которая служит для ввода электронно-онтических критериев 
качества заданием осевого распределения, распределения на границе пуч­
ка или условий гладкости на свободных границах «встраиваемого» фраг­
мента, через которые осуществляется аналитическое продолжение реше­
ния. 

2. Найти распределение источников поля на поверхностях а, Ъ, ми­
нимизирующее погрешность выполнения условий на поверхностях а, с, 
при дополнительных ограничениях на величину разрывов на поверхно­
стях б и с учетом влияния собственных полей пучка заряженных 
частиц. 

3. Построив эквипотенциали по найденному распределению источ­
ников поля, вариацией ограничений задачи получить «полосы допу­
сков»— области смещений эквипотенциалей, вызванных этими вариация­
ми. Наконец, вписав достаточно «технологичные» при изготовлении фор­
мы электродов в эти «полосы допусков», получить конфигурацию иско­
мых электродов. 

В самом общем виде математическая постановка задачи синтеза ЭОС 
может выглядеть так. Пусть имеется не обязательно односвязная кусоч­
но-гладкая граница 5, на которой заданы краевые условия вида 

«<Р + Р|г1 = ^ М ( 2 7 ) 

с фиксированными константами а, ^ и функцией ''I'' ( 5 ) , на поверхности 
0̂ определены данные Коши 

ф1,^ = Ф ( 2 ) . ( 28 ) 

Если теперь ввести поверхность Г с источниками поля в виде за­
рядов плотностью о и диполей плотностью V, то относительно неизвест­
ных поверхностных плотностей источников можно записать систему ин­
тегральных уравнений 

аТ -\- 2лРа (т) 4-

+ ( V (О (а + Р "1;-) ^V (т, О -Ь 2лау ( т ) , * е Г, г е 5, (29) 
г 

ф (х) = [ [а (О Со (т, О + V (О 0^ (т, I)] йТ + 2кV (т), ^ е Г, тг е (30) 
г 

в операторном виде эта система может быть представлена урав­
нением 

ОХ = Р, (31) 

где X = { I — вектор источников, Р = |ф| —вектор правой части, о. О— 

интегральный оператор, отвечающий системе (29 ) , (30) . 
Ядра потенциалов простого и двойного слоя в декартовой системе 

координат имеют вид 
1 ^ д / 1 ^ 

^<^— Лт,. П . ' ^V — • (32) 

Здесь Ярд — расстояние между точками Р я ^, ^^^ — вектор нормали к 
границе в точке ^. 

Устойчивость решения системы (31) повышается, если исходную за­
дачу определить в терминах слабой или вариационной формулировки, 
т. е. из условия минршума функционала 

2' = {Х*0* - Р*) (ОХ - Р), (33) 
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которому соответствует уравнение Эйлера 
в*СХ = С*Х. (34) 

Расширение класса допустимых решений осуп^ествляется введением 
модифицированного функционала 

= ( Х * С * - Р * ) П { О Х - Р ) , (35) 

где О — диагональный оператор, содержаш[ий весовые множители Шг, от-
вечаюБЦие отдельным фрагментам новерхности Г. Введение этих весовых 
множителей отражает степень влияния отдельных электродов или вспо­
могательных поверхностей с источниками на качество синтезируемого 
решения. Варьирование величин в процессе решения задачи синтеза 
позволяет определить границы допусков на отклонение геометрии элект­
родов при заданных допустимых отклонениях электронно-оптических па­
раметров системы. 

§ 3. АЛГОРИТМ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ СИНТЕЗА 

Полная система уравнений электронной оптики интенсивных пучков 
релятивистских заряженных частиц кроме уравнений поля включает 
также уравнения движения заряженных частиц и законы сохранения 
полного заряда системы. Движение частиц с массой покоя Мо я зарядом 
подчиняется уравнениям Лоренца 

'^ = цЕ + и; + в])Гр = , (36) 

-*• - > 

где Е — напряженность электрического, а В — индукция магнитного по-
-»• ->. 

ля, р — импульс частицы, V = г — ее скорость, с — скорость света в пу­
стоте. 

Закон сохранения заряда имеет вид уравнения неразрывности 

^1уТ=0, Г=9^, (37) 
->• 

в котором начальные условия для тока эмиссии / в случае ограничения 
тока пространственным зарядом определяются из условия равенства ну­
лю нормальной компоненты полного электрического поля Еп на поверх­
ности эмиттера 

(Яп). = 0. (38) 

Полное поле самосогласованной задачи определяется соотношением 
^ ( 0 = - У ( Ф + Фр) = - У Ф - т ^ Р(г')ч - ^ ^ а р , (39) 

г — г 

В котором ф — потенциал поля внешних источников, а фр — потенциал 
поля объемных зарядов пучка. Аналогичным образом определяется маг­
нитное поле 

л - » - > - * • 

в{7) = в,(7) + 4x^-0] й ^ ' . (40) 
у г —г' 

Здесь Во — магнитная индукция внешних источников в виде соленоидов 
или постоянных магнитов, а объемный интеграл отвечает собственному 
магнитному полю пучка; ео и цо — электрическая и магнитная постоян­
ные вакуума. Численная модель уравнений самосогласованного поля под­
робно описана в монографии автора [34]. Дискретизация собственных по­
лей пучка стационарной задачи электронной оптики осупдествляется па 
основе квазигидродинамической модели «трубок тока». Такая модель 
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имеет более общую сферу применений, чем обычная гидродинамическая 
модель, описывающая только случаи движения ламинарных потоков, для 
которых вектор скорости в каждой точке потока определен однозначно. 

При численной аппроксимации системы интегральных уравнений но­
ля (29 ) , (30) используется метод интерполяции и коллокаций, подробно 
описанный в монографии [33]. Поверхности границ в ж Т описываются 
параметрическими уравнениями кусочно-гладких фрагментов 

х = хг{х), у = Уг{т:), 

аг^х^^г, т. ^ ^ 

На каждом из фрагментов задана некоторая сетка {ту, / 1, . . . , щ}. Ис­
комая плотность поверхностных источников X{^) аппроксимируется ку­
бическими сплайнами 

к. 

( !̂ 
К. (42) 

коэффициенты которых находятся из условия непрерывности функций 
X'{I) в узлах интерполяции и краевых условий вида Х " ' = 0 на концах 
интервала. Применяя квадратурные формулы Гаусса для вычисления 
интегралов по границе Г, сведем систему интегральных уравнений зада­
чи к системе линейных алгебраических уравнений 

АХ = Р (43) 

с прямоугольной матрицей размерности М XN, где М — число узлов на 
поверхностях 5 и 5о, где удовлетворяются краевые условия и данные Ко­
ши, а. N — число узлов па поверхностях с источниками 5 и Г. 

Уравнению Эйлера (34) соответствует система уравнений 
А'АХ = А'Р (44) 

с квадратной матрицей NXN. Здесь символ «г» означает операцию 
транспонирования. К диагональным членам матрицы С == А^А для моди­
фицированного функционала (35) следует добавить весовые множители 
и>1 соответствующих поверхностей. 

Ядро потенциала простого слоя для случая плоскопараллельной гео­
метрии имеет вид 

а,{х, у; х\ - 2 ^ 1п {{X - ху + { у - у'П (45) 

а для двойного слоя оно определяется формулой 

а (г 7/. г ' 7 / ^ - 1 (Х - Х') 0 0 5 '(п7^) - К у - у ' ) С 0 5 (1^) 

в осесимметричном случае эти ядра даются выражениями 

С Л г , 2 ; г ' , 2') = 
г'К {к) 

(46) 

(47) 

О,(г, 2; г' , 2') = ± ^' + ^̂  Е{к)-К{к)\8 Гп7г) + 

+ г' {г'~г)Е{к) 
•003(^62) (48) 

где К{к) и Е{к) — полные эллиптические интегралы первого и второго 
рода, зависящие от параметра А̂  = Агг'/р. 

Для получения высокой точности решения необходимо использовать 
технику выделения особенностей, описанную в работе [33]. 
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§ 4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Описанные нами постановки задач и математические модели реали­
зованы в пакете прикладных программ 8ШТЕ!^-2, предназначеннол! для 
численного решения задач синтеза двумерных плоскопараллельных и 
осесимметричных статических полей с учетом влияния собственных элек­
трических и магнитных полей интенсивных пучков релятивистских за­
ряженных частиц. Алгоритмы траекторией части задачи синтеза основа­
ны на моделях, реализованных в пакете РОI880N-2 системы автомати­
зированного проектирования ТОПАЗ. 

При численном моделировании задачи симметричного включения 
Линз Батлера, изображенной на рис. 2, для общего числа неизвестных 
узловых значений поверхностной плотности N = 48 точность восстанов­
ления решения в области { 2 ^ ( 0 , 2 ) Х г е ( 0 , 1)} составила величину 
бф/ф ~ 5 • 10"'* при значении веса = 2 • 10~^ на «скелетной новерхно­
сти», которая представляет собой прямую 2 = 1 . При проверке точности 
решение вычисляется в узлах прямоугольной сетки И X 12, покрываю­
щей расчетную область. Время решения задачи на ЕС-1060 составляет 
1 мин 19 с. 

в свя,зи с отсутствием отверстия, соединяющего обе линзы, такая 
задача лишена практического интереса, поэтому в дальнейшем исследо­
валась модифицированная задача, в которой данные Коши определены 
на отрезке оси 0,5 ^ 2 ^ 1,5, «скелетная поверхность» обрывается на 
расстоянии г = 0,1 от оси, а внешняя граница представляет собой два 
боковых и верхний электроды, на которых за,даны условия Дирихле (3 ) . 
На рис. 3 приведены картины изолиний синтезированных полей с веса­
ми = 0,09 и 1̂ ;̂  = 0,2 соответственно на «скелетной поверхности». 
Относительная погрешность решения в этом случае составляет бф/ф ~ 

Менее очевидная картина электродоподобных эквипотенциалей от­
вечает антисимметричному включению линз Батлера, изображенному на 
рис. 4 также с различными значениями весовых множителей. Здесь 
введение «скелетной поверхности» с поверхпостными источниками в виде 
диполей порождает пары электродоподобных эквипотенциалей с потен­
циалами противоположного знака. 

Для идеальной согласующей линзы, изобран^енпой па рис. 5, реша­
лась задача синтеза системы с конечной апертурой. На рис 6, а показаны 
эквипотенциали линзы с критическим зпачепием апертурного отверстия 
«о, а рис. 6, б отвечает линзе с апертурой меньше критической а = 0,3. 
Здесь ясно виден характер понижения устойчивости поведения эквипо­
тенциали, что влечет за собой увеличение нелинейных искажений поля 
в области прохождения пучка. Аналогичная картина наблюдается и для 
ускоряющей линзы, изображенной на рис. 7. Картина эквипотенциа­
лей одиночной линзы показана на рис. 8, а следующий рис. 9 отража­
ет один из вариантов синтеза одиночной линзы с широкой апертурной 

В ряде случаев задача синтеза ставится таким образом, что после сип-
тезируемого фрагмента конструкции встраивается в априорно заданное 
поле конструкции в целом. Здесь необходимо решать задачу аналитичес­
кого продолжения заданного решения через внешнюю границу линзы. 
Например, можно потребовать, чтобы поле синтезируемых электродов 
в верхней части линзы гладким образом переходило в однородное поле, 
отвечающее оптимальным условиям электрической прочности системы 
крепления электродов. Нами были рассмотрены примеры аналитического 
продолжения решения на моделях линз Батлера, в которых на верхней 
границе мы требуем выполнения однородного условия Неймана и линей­
ности потенциала 

5 • 1 0 - 1 

а/^ = 0,15. 

(49) 
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Задача аналитического продолжения для симметричной пары линз Батлера 
с различными з н а ч е н и я л 1 и весовых множителей и^з. 

а — го8 = 0.9; б — гоз == 0.25. 
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Рис. 11. Поле аналитического продолжения для антисимметричного включения линз 
Батлера с различными значениями весовых множителей и^А. 

а — •шА - 0.15; б — гоА = 0.2. 
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Рис. 12. Решение самосогласованной задачи для цилиндрического пучка с различ­
ными весами Вз. 

а — Вв = 0.2; б — Вв = 0.30. 

для симметричного включения линз и 
_ | 4 2 - 2 , 5 , 

Ф (1 ,2)== 4 ( 2 - 1 ) - 1 , 5 , г: 
1, 
1 (50) 

для антисимметричного. 
Во избежание недоразумений заметим, что требование выполнения 

двух условий на одной поверхности не противоречит корректности зада­
чи, так как верхняя поверхность в данном случае играет ту же роль, что 
и отрезок оси с данными Коши. На рис. 10 и И показаны примеры чис­
ленного решения сформулированных задач аналитического продол­
жения. 

Решение самосогласованной задачи формирования пучка частиц за­
данной формы не вносит в полевую часть алгоритма синтеза принципи­
альных элементов новизны. Отметим, что для пучков с распределением 
плотности заряда вида 

р(г ,2) = /(2) + г2^(2), ^^^?о (51) 
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Рис. 13. Пример синтеза изолятора ускори­
тельной трубки. 

построение осевого поля самосогласо­
ванной задачи, являющегося кубиче­
ским по 2 полиномом, во внутренней 
области пучка приводит также к линей­
ным по г фокусирующим компонентам 
поля Ег. Это позволяет скомпенсировать 
геометрические аберрации, вызванные 
влиянием объемного заряда, за счет со­
ответствующего изменения конфигура­
ции электродов синтезируемого поля. 
На рис. 12 приведены варианты реше­
ния самосогласованной задачи о про­
хождении цилиндрического пучка в 
ускоряющем поле линзы батлеровского 
типа. В нашем случае первеанс пучка 
Р составляет величину 0,55, а траекто­
рии частиц были практически парал­
лельными. Начальная энергия пучка 
составляла 4 кэВ. 

На рис. 13 показан синтез изолятора ускорительной трубки. Верх­
няя граница секции изолятора представляет собой керамическую встав­
ку, нижняя часть — ускоряющий ьпектрод. Цель задачи состоит в том, 
чтобы в промежутке между ускоряю:::^:^^ электродом и керамикой синте­
зировать электрод с минимально возможной напряженностью поля, кото­
рый перекрывал бы область прямой светимости пучка на керамику, так 
как при высоком вакууме основной причиной пробоя служат фоновые 
частицы, пересекающие промежуток между пучком и изоляцией. 

||1 I 1| II I 1| II I ЧП I || П I I || I I || • ГЦ |1 I II |1 I 

о 0.07 0.02 0.03 0.04 
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