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ГАРАНТИРОВАННАЯ ТОЧНОСТЬ В СПЕКТРАЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ 
ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 

В 1988 г. в издательстве «Паука» вышла из печати монография 
С. К. Годунова, А. Г. Антонова, О. П. Кирилюка и В. И, Костина «Га
рантированная точность решения систем линейных уравнений в евкли
довых пространствах», посвященная изложению теоретических основ и 
практических аспектов алгоритмов линейной алгебры, объединенных об
щей идеей получения ответа с гарантированной точностью. Список ос
новных задач, для решения которых пригодны излагаемые алгоритмы, 
включает: 

— расчет собственных значений симметричных матриц; 
— решение хорошо обусловленной системы линейных уравнений с 

исследованием обусловленности; 
— построение ортонормированного базиса из собственных векторов 

симметричной матрицы; 
— построение сингулярного разложения матрицы; 
— нахождение обобщенного г-решения произвольной системы ли

нейных уравнений. 
Во всех алгоритмах предусмотрено исследование разрешимости за

дач в процессе их решения и получение эффективной гарантированной 
оценки погрешности ответа. 

Методика исследования алгоритмов, используемая в монографии, 
основывается, с одной стороны, на применении ортогональных иреобра
зований для упрощения вида матриц, с другой — па обратном анализе 
ошибок округления и подходящей теории возмущений. Такой подход 
ранее успешно применялся в классическом труде Дж. X . Уилкинсона 
«Алгебраическая проблема собственных значений». В книге [1] эта ме
тодика доведена до полного совершенства и математической строгости. 
Теория возмущений симметричных спектральных задач базируется на 
использовании последовательности сингулярных значений матриц. 

Настоящая работа посвящена исследованию на ЭВМ с гарантирован
ной точностью несимметричных регулярных спектральных задач линей
ной алгебры. Сложность этих задач заключается прежде всего в том, что 
малые возмущения входных данных могут привести к большим ошиб
кам при определении собственных значений. А входные данные, как 
правило, являются результатом некоторых измерений или предыдущих 
вычислений и содержат в себе ошибки этих измерений или вычислений. 

Стандартный пример такой неустойчивости к малым возмущени
ям — анализ устойчивости по Ляпунову двухдиагональной матрицы А 
размеров 20 X 20 с — 1 по главной диагонали и 10 под диагональю. Вне
сем возмущение величины е в правый верхний угол этой матрицы. Тог
да определитель матрицы А — Я/, где / — единичная матрица размеров 
2 0 X 2 0 , равен ( - 1 - Я)2° - 8 • Ю'^. При е = Ю'^з, что меньше относи
тельной погрешности арифметических операций многих современных 
компьютеров, получим корень полинома (1е1(Л—Я/) вида Я = у 10 — 
— 1 > 0. 1.Таким образом, устойчивая матрица А с собственными зна
чениями, равными — 1 , малым возмущением элементов становится не
устойчивой. Эти обстоятельства позволяют причислить матрицу А к се
мейству «плохо устойчивых» или «практически неустойчивых» матриц. 

Числовой критерий качества устойчивости матриц, эффективно вы
числяемый на ЭВМ, был предложен в работах [2, 3 ] . Развитие исследо
ваний этих работ в итоге привело к критериям качества дихотомии мат-
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ричного спектра мнимой осью и единичной окружностью [ 4 — 6 ] . Под за
дачей о дихотомии спектра матрицы замкнутым контуром комплексной 
плоскости подразумевается выяснение вопроса о том, есть ли собствен
ные числа матрицы на данном контуре и вблизи от него, и в случае от
сутствия таких точек спектра вычисление проекторов на инвариантные 
подпространства, отвечающие собственным числам внутри контура и вне. 
Критерии качества дихотомии являются количественными характеристи
ками устойчивости этих инвариантных подпространств по отношению 
к возмущениям входных данных. 

При таком подходе методика исследования спектра матрицы сво
дится к разбиению комплексной плоскости кругами и прямыми на ча
сти, определению параметра качества дихотомии для каждого круга или 
прямой и вычислению инвариантных подпространств для точек спектра 
внутри и вне круга или полуплоскости, если параметр дихотомии пе 
слишком велик. После этого можно определить инвариантные нодиро-
странства для частей спектра в пересечении некоторых кругов или ио-
луплоскостей. 

Предложенная выше методика исследования несимметричных спект
ральных задач линейной алгебры свободна от трудностей, связанных с 
наличием кратных собственных значений: вместо отыскания индивиду
альных собственных значений определяются окрестности изолированных 
групп точек спектра и соответствующие им инвариантные подиростран-
ства. Наш подход цементируется эффектпяио вычислимым параметром 
дихотомии, который позволяет построить эффективную теорию возмуще
ний спектральных характеристик и проанализировать скорость сходимо
сти и устойчивость некоторых эффективных численных алгоритмов. Па
раметр дихотомии можно считать мерой обусловленности спектральпых 
задач. 

Параметр дихотомии — это положительное вещественное число, ко
торое характеризует, насколько устойчиво определены инвариантные 
подпространства матрицы для двух частей спектра, разделенных данным 
замкнутым контуром. Чем больше величина этого параметра, тем менее 
устойчивы соответствующие инвариантные подпространства. Устойчи
вость уменьшается, например, если собственные числа подходят ближе 
к контуру, или уменьшается угол между инвариантными подпростран
ствами. Если вычисления ведутся на ЭВМ, то можно считать, что кон
тур «практически» не делит спектр, когда параметр дихотомии больше 
некоторого достаточно большого числа. Величина этой границы зависит 
главным образом от относительной погрешности округлений и выбирает
ся волевым образом, исходя из запросов практики или требования га
рантированной точности решения. 

Классическими спектральными характеристиками квадратной мат
рицы являются набор собственных чисел и базис, составленный из жор-
дановых цепочек. В методике исследования спектра с помощью дихото
мии спектральными характеристиками, имеющими первостепенное зна
чение, являются параметр дихотомии данным замкнутым контуром и, 
если этот параметр конечен, инвариантные подпространства и обобщен
ная функция Ляпунова, отвечающие группам спектра внутри и вне 
контура. 

Настоящая работа является дальнейшим развитием исследований 
4 — 7 ] . Основное внимание в ней уделяется вычислению спектральных 

характеристик регулярного линейного нучка матриц ХВ — А. В каче
стве контура, разделяющего спектр пучка, рассматривается единичная 
окружность комплексной плоскости. 

По сравнению со спектральными проблемами для одной матрицы 
в случае пучков возникают новые особенности. Например, регулярный 
пучок может иметь бесконечные собственные значения. Для пучков так
же нужно различать правые и левые спектральные характеристики. 
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в работе предлагается новый ортогональный метод исследования 
спектра регулярного линейного пучка матриц, который имеет квадратич
ную скорость сходимости и вычисляет как проекторы на инвариантные 
подпространства пучка, так и параметры качества устойчивости этих под
пространств. Для этого метода показана вычислительная устойчивость 
к ошибкам округления при не слишком больших значениях параметра 
дихотомии. 

Все изложение работы ведется для вещественных матриц. С мини
мальными поправками оно годится для комилекснозначных матриц. 

Анализ погрешностей округления проводится в предноложении, что 
вычисления выполняются в арифметике вещественных чисел ЭВМ с пла
вающей точкой. 

/й — единичная к X /с-матрица (если индекс к опущен, то размеры 
матрицы определяютс'я по смыслу); 

А* — комилексио сопряженная матрица к матрице А; 
\\А\\ спектральная норма матрицы А, т. е. максимальное сингу

лярное значение А\ 

ванием по всем г, / ; 
сТтах(^)— максимальное сингулярное значение матрицы А; 
ат1п(^)—минимальное сингулярное значение матрицы А; 
80 — абсолютная погрешность нуля вещественной арифметики ЭВМ 

с плавающей точкой; 
81 — относительная погрешность вещественной арифметики ЭВМ с 

плавающей точкой: 
8,-, Еи, Ог — коэффициенты погрешностей округления при вычисле

нии скал^ярного произведения на ЭВМ с плавающей точкой; 
8г, Ог — коэффициенты погрешностей округления при выполнении 

преобразований отражения Хаусхолдера на ЭВМ с плавающей точкой. 

Пусть А п В — матрицы размеров Л' X ТУ над нолем вещественных 
чисел. Назовем нучок ХВ — А регулярным относительно единичной ок
ружности, если йе^СкВ — А)Ф О для любого комплексного числа Я, ле
жащего на единичной окружности |Я| = 1. Все пучки матриц, рассмат
риваемые в этом параграфе, предполагаются регулярными относительно 
единичной окрун^ности. Зд,есь и в дальнейших параграфах нас будут 
интересовать только правые спектральные характеристики. 

Вначале напомним понятия собственных чисел и соответствующих 
им жордановых цепочек регулярного линейного пучка матриц ХВ — А. 

Комплексные числа Я и 1/}г (если |1 = О, то = <») называются 
собственными числами пучка ХВ — А, если Ае1{ХВ — А)=0 или 
Ш{В-цА)=0. 

Векторы х\, Х2, . . . , Хг образуют жорданову цепочку пучка ХВ — А, 
отвечающую собственному числу Я, если (Я5 —А)х1 = 0, {ХВ — А)Х1 + 
Л- Вх1-\ {), 1 = 2, . . . , ,̂ причем, линейная система (ХВ — А)+Вх1 = 0 
не имеет решения г. Соответственно векторы Х], Х2, . . ., Х1 образуют 

Некоторые обозначения 

\\А1\р — фробениусова норма матрицы 

§ 1. С П Е К Т Р А Л Ь Н Ы Е Х А Р А К Т Е Р И С Т И К И Р Е Г У Л Я Р Н О Г О 
ОТНОСИТЕЛЬНО Е Д И Н И Ч Н О Й О К Р У Ж Н О С Т И 

Л И Н Е Й Н О Г О П У Ч К А М А Т Р И Ц 

1.1. Инвариантные подпространства пучка матриц, 
отвечающие группам спектра внутри 

и вне единичного круга 
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жорданову цепочку пучка ХВ — Л, отвечающую собственному числу 1/\х, 
если {В~\1А)х1=0, (В — \1А)х1 —Ах1-1 = О, / = 2, . . . , г, причем, ли
нейная система (В — 11А)г — Ахг = О не имеет решения 2. 

Линейная оболочка всех жордановых цепочек, отвечающих соб
ственным числам X, удовлетворяющим условию \Х\ 1, называется ин
вариантным подпространством пучка ХВ — А, отвечающим собственным 
числам внутри единичного круга. Линейная оболочка 2'со всех жорда
новых цепочек, отвечающих собственным числам удовлетворяющим 
условию ||х|<1, называется инвариантным подпространством пучка 
ХВ — А, отвечающим собственным числам вне единичного круга. 

Основные свойства и связи введенных выше спектральных харак
теристик выявляются в следующей теореме о кронекеровой форме регу
лярного относительно единичной окружности линейного нучка матррщ. 

Теорема 1.1. Если йеЬ{ХВ — А)Ф О при любом комплексном X, удов
летворяющем условию \Х\, то существуют такие невырожденные 
N X ?^-матрицы ^^ и ^^, что 

^^{XВ-А)^^^Ь\о^кА^щ{XI-^о, Х7^-П, (1.1) 
/ р = Ь1оск(11ад 1/1^(^1), / ^ ^ ( Х „ ) ) , |Х||<1, 

/ со = ЫосксНа^ {/^^(111), . . . , /^ -^Дцп) } , |!и^|<1, 

где I — единичная матрица подходящих размеров, а 

•V 1 о 

^г (V) = 

О 

1 

V 
— блок Жордана размеров 1X1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По существу доказательство теоремы 1.1 со
стоит в применении подходящим способом канонической формы Жорда
на. Перепишем пучок матриц ХВ — А следующим образом: 

ХВ-А={В-А) [{Х-\){В-А)-'В + 1]. 

Существует такая невырожденная матрица Р, что 

ХВ-А={В-А)Р{{Х-\)1 + 1]Р-\ 

где / — каноническая форма Жордана матрицы {В — А)~^В. 
Разобьем матрицу / на два диагональных блока: / = Ыоск с11а§ { /1 , 

/2 ) , где / 1 — блок, содержащий все клетки, отвечающие собственным чис
лам пучка X/ + / — / внутри единичного круга, а /2 — вне единичного 
круга. Легко убедиться в том, что матрицы 1\ /2 — / обратимы. 

Пучок Х1 +1 — I представим в следующем виде: 

о 1)/ 
/ 1 О ч о 

Приведем матрицы / ^ ^ («̂ 1 — Л и (/2 — / ) " ' Л к формам Жордана 
Рх^о^!^ и Р,1ооР2^ соответственно, тогда 

1,Р, О 
ХВ-А = ^В-А)Ру О ( Л - 7 ) ^ , 

1X1-1, 
О 

о 
Х1^ — 1 

- 1 

Теорема доказана 
Запишем матрицу ^^ в блочном виде 

(?г == • • • ^т^т+^ . . . ̂ т+^п] , 
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где разбиение на блочные столбцы соответствует размерам диагональ
ных блоков в разложении (1.1) . Тогда, очевидно, столбцы каждого бло
ка Ог будут образовывать жорданову цепочку. 

Можно показать, что инвариантное подпространство 5^0 пучка ХВ — 
— А, отвечающее собственным числам внутри единичного круга, порож
дается столбцами блоков (^ь (?2, <?т, а инвариантное подпростран
ство 2^00, отвечающее собственным числам вне единичного круга, по
рождается столбцами блоков Следовательно, пересечение 
подпространств З'о и равно нулю, а сумма — всему пространству К'̂ . 

Векторные подпространства удобно определять с помощью проек
торов на эти подпространства. Пусть Л̂ о — размерность подпространства 
^ 0 , а N„ = N — Мо — размерность подпространства ^оо. Рассмотрим мат
рицы Ро и Р^, построенные при помощи разложения (1 .1) : 

Ро = ^^{ о" р^ = Ог ^ ]о7\) о / оо/ 

Несложно убедиться в том, что Ро — проектор на инвариантное подпро
странство 2о пучка ХВ — А, т. е. Ро^ = Ро, и равенство Рох = х равно
сильно принадлежности вектора х этому нодиространству. Соответствен
но матрица Р^ является проектором на инвариантное нодиро-
странство 5^00. 

Заметим, что Ро + Р̂оо = / . Это тождество означает, что Ро и Р̂ о — 
параллельные проекторы на 2'о и 5^„о. 

Кроме параллельных проекторов Р о и Р^ полезно также рассмот
реть ортогональные проекторы П о и П ^ на соответствующие инвариант
ные подпространства пучка кВ — А. Приведем формулы, выражающие 
матрицы П о и По„ через матрицы Ро и Р«,. Умножим слева тождество 
Ро^ = Ро на Ро*, а тождество Р о с Р о = О на Р о о * . Складывая результаты 
и группируя левую часть, получим тождество 

с помощью которого выводим равенства 

Ро = {Р^Ро + ^* ^ о о ) - ' РоРо^ Ро = Ро (Р*оРо + Р1.РОО)-'Р1РО-
Последнее из этих равенств позволяет проверить, что матрица 

По = Ро {Р1РО + Р^РосУ^'Ро (1-3) 
удовлетворяет системе матричных уравнений 

По2 == По По*, 
РоПо = По, 
ПоРо = Ро, 

которая однозначно определяет ортогональный проектор По на инвари
антное подпространство 2'о пучка ХВ — А. Аналогично выводится пред
ставление 

П « , = Р^ ( Р * Р , -ь Р 1 Р ^ ) - ' Р * . (1.4) 

В дальнейшем нам пригодятся следующие тождества: 
/ - По = Рсо* {РоРо* + Р=»Р«*) -^Р», ( 1 5 ) 
/ - П . = Ро* (РоРо* + Р . Р . * ) - 'Ро. 

Покажем, к примеру, справедливость второй из этих формул. Умножим 
справа тождество Ро^ = Ро на Ро*, а тождество Ро '̂оо == О на Р«,* и сло
жим результаты. Получим цепочку равенств 

^'о(Ро^'о* + / ' « > Р о с * )=РоРо* , 
Ро = РоРо* (РоРо* + Р » Р о с * ) - 1 , 
Ро = РоРо* (РоРо* + Р о . Р . * ) - ' Р о . 
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Последнее из этих равенств позволяет доказать, что матрица /—Псо = 
= Ро* (РоРо* + РссРсо*)'^Ро удовлетворяет системе матричных уравнений 

( / - П . ) 2 = / - П . = ( / - П . ) * , 
Ро = Р о ( / - П » ) , 
/ - П о с = ( / - П ^ ) Р о , 

которая единственным образом определяет матрицу / —Пос. 
В заключение отметим связь нормы проекторов с углом между не

тривиальными инвариантными подпространствами 2о и ^оо. Нетриви
альность этих подпространств означает, что 5'о ФО п 2^ Ф 0. 

Определим угол ф, О < ф < зт;/2, между инвариантными подпростран
ствами с параллельными проекторами Ро и Роо по формуле 

С08 ф - т а х • (1.6) 

Используя тождества типа ( /— Поо)Р,х. = О, получим цепочку соотно
шений 

В итоге 

сов ф = шах (П«,Ро^' ^соУ) 
= т а х 

81П ф = Ш Ш 
X 

( ^ - - П о о ) ^ = Ш Ш 
X 

(^ 
I V 

з т ф ^ т 1 п - \х\ 

81П ф = ш т ^ о ( ^ - П о о ) -

8Ш ф = 

Можно также показать, что 

8 т ф = = О т 1 п ( П о - П ^ ) , 

(1.7) 

(1.8) 

где От!п(По —П«,) — минимальное сингулярное число матрицы По —Поо. 
Для различных манипуляций с проекторами очень полезен выбор 

специальных ортогональных базисов. Продемонстрируем эту технику для 
доказательства тождества (1.8) . Приведем матрицу проектора Ро к фор
ме Шура 

(X, X] 
[ О х,1 

с/, ни* = /, 

причем, верхнетреугольная матрица Х\т на диагонали все еди
ницы, а верхнетреугольная Хо имеет над диагонали все нули. Тогда 
тождества Х1^ = X ] и Хо^ == Хо обеспечивают равенства Х1 = / , Хо = 0. 
Следовательно, в таком базисе Шура 

(1 Ь 
\о о 

(о - ь \ 
о / / (1.9) 

с некоторой матрицей Ь{=Х). 
Если ^0 Ф О и ^ 0 0 = 7 ^ 0 , то несложно показать, что 1!Ро!1 = 1ьРо 

= У1 + Ш|2. 
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Выпишем, используя (1.9) , выражения для ортогональных проек
торов По и Поо. Так как 

(Г Ь ] 

{р*р, + р*^р^)-' = п* 

то 
( I 0\ 

О О 

, _ (/ + Ь*Ь)-^Ь* (7 + Ь*Ь) — 1 и, 

П„ - П^ = V' 
\ - 1 \ 

(/ + Ь^Ь)-^Ь-^- —{1 + Ь^ЬУ"^} 

Далее воспользуемся сингулярным разложением матрицы Ь: 
/ 2 

Ь = VI (2 0) 7 , или Ь = У* ) 7 „ 

где 2 — диагональная матрица с положительными элементами по диа
гонали, а У] и Уг — ортогональные матрицы. Если Ь — квадратная мат
рица, то нулевых блоков в сингулярном разложении нет, т. е. Ь = 
= У\1^'У<^. Рассмотрим, к примеру, случай, когда Ь = У 1 * ( 2 0 ) ^ 2 . Тогда 

• ( / + 2^)-^ ( / ^^у^И О" 

2 ( 7 + 2 2 ) - ^ — ( 7 + 2 2 ) - ^ О 

О 0 - 7 
П„ 

У* о 
о УЦ 

/ У 1 0 \ 

о у, 2/ 

И Отш (По — П«,) = 1/У1 + IÎ IР. Оставшиеся случаи для сингулярного раз
ложения матрицы Ь разбираются аналогично. 

1.2. Канонический вид регулярного 
относительно единичной окружности 

линейного пучка матриц 

Воспользуемся обозначениями теоремы 1.1 для того, чтобы опреде
лить последовательность матриц 

Р+0 = 7*0 = С̂г V о 0) 

Р-к - а 

о 0^ 
/о о ^ 

о г при целых А ; ^ 1 , (1.10) 

О / ^ / 
при целых — А ; ^ — 1 . 

Для этих матриц Р}, вьшолнепы следующие тождества: 
Р),Р1 = Ри+1, если к и I одного знака, 
Р й Р г = О, если к и I разных знаков. 

Индексу + 0 приписывается знак плюс, а индексу — О 
Полагая в теореме 1.1 Т = ОгОь получим важное 
Следствие. Если Ае1{ХВ — А)Ф0 при любом Я, |Я| 

ХВ — А можно представить в каноническом виде 

%В-А = Т-'[к ( Р +о + Р - О - ( Р - о + Р + О ] 

(1.11) 

знак минус. 

1, то пучок 

(1.12) 
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с невырожденной N X М-матрицей Т и N X М-матрицами Р+о, Р - ь Р-о, 
Р+1, определенными в (1.10). 

Заметим, что при В = 1 матрица Т равна Р+о + Р - ь 
Канонический вид (1.12) можно определить независимо от разло

жения (1.1) теоремы 1.1. Такая характеризация содержится в следую
щей теореме. 

Теорема 1.2. Пусть 
ХВ-Л^ [X(Р+о + Р-\)- (Р^о + Р+О ] , АегТФ 0. 

+0 ~ О, Р—о — I Р+01 
Р-оР+1 = Р+1Р-0 - Р^оР-1 = Р-1Р+0 = О 

П о - Р- (1.13) 

и все собственные числа матрицы Р-\Ь Р+1 лежат внутри единичного 
круга. Тогда й^е1{ХВ — А)Ф при любом комплексном X с единичной 
окружности \Х\1 и выполнены представления 

2 л 

т = ^_ 
2л , 

2Л 

2я 
1—1 (1.14) 

г 2л; 

2л 
I - о 

— 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Все рассуждения будем проводить в базисе, в 
котором матрицы Р+о и Р-о диагональпы. Тогда из системы (1.13) сле
дует, что 

11к 0\О О \ 
о 

о О 
^ - 0 = О /л 

оо / 

(К, 0^ / 0 0 \ 
^ + 1 = и Оу ^0 Коо) 

где все собственные числа Ко и лежат внутри единичного круга. По
этому (1е1(5 — е^А)Ф О при любом вещественном ф. 

Чтобы вывести формулы (1.14), выясним связь последовательности 
матриц Рй и последовательности матриц Грина для разностного урав
нения Вхп — Ахп-\ /п. Разложим периодическую матричную функцию 

оо 

^ ( ф ) = ( 5 - е ' * Р Л ) - 1 в ряд Фурье по базису е^""^: ^ (ф) = 2 Х^^'^. 
Й = —оо 

Коэффициенты ряда Фурье вьгчисляются с помощью интегралов 
2Я 

2.ъ = 2я ^ 
{В-е'''А)-'^е-^'^''а^. (1.15) 

Отсюда легко следует равномерная ограниченность последовательности 
112̂ 11 при всех целых к. 

Из тождества {В — е^'^А)2)(ц)) = I выводится система уравнений, 
связывающих матрицы 

(I, к = 0, 
5 ^ , - Аг^_, ^ \0, кфО. 

(1.16) 

Поэтому последовательность матриц является последовательностью 
матриц Грина Т. е. 2^ = 0^. 
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Свойства матриц позволяют явно сконструировать решение беско
нечной системы (1.16) с ограниченными при всех целых к величинами 
112,11: 

Со = 2о = Р^оТ, а, = 2^, = р,т 11тк>1, 
= = -Р_оТ, Си = 2 , = -Ри+1Т при А; ̂  - 2 . 

Следовательно, Т ~ Оо — С-\. 
Представления (1.14) получаются из (1.15) и (1.17). Теорема до

казана. 

1.3. Параметр о) — критерий отсутствия 
на единичной окружности и вблизи от нее точек спектра 

регулярного линейного пучка матриц 

Пусть {1е1(5 — е ' М ) =5̂  О при любом веш;ественном <р, т. е. пучок 
ХВ — А регулярен относительно единичной окружности. Рассмотрим эр
митову матрицу 

1 
2л {в — Л ) ~ ^ ( Л Л * + 5 5 * ) ( 5 * - е^'РЛ*)-^ й^. (1.18) 

Спектральную норму (наибольшее сингулярное число) матрицы Я обо
значим через 0) = Ш 1 1 и назовем критерием отсутствия собственных чи
сел пучка ХВ — А на единичной окружности и вблизи от нее. 

Отметим, что при умножении пучка ХВ — А слева на любую невы
рожденную матрицу эрмитова матрица Н не изменяется. Пусть невырож
денная матрица Ь удовлетворяет уравнению 

^^* = Л ^ * + 5 5 * . (1.19) 

Обозначив Ло = Ь~^А, Во = Ь''^В, получим тождество 
2Я 

Н = ^ {В,-е'^А,)"{в1-е-'^А:)-Ч^. (1.20) 2я 
01 

Пучок ХВо — Ао удовлетворяет уравнению 

АоАо* + ВоВо* = 1. (1.21)' 

Мы будем называть такие пучки ХВо — Ао нормированными пучками, по
лученными нормировкой пучка ХВ — А условием (1.21). Очевидно, что 
все нормированные пучки, полученные нормировкой одного и того же 
пучка ХВ — А, отличаются на унитарный множитель слева. 

Предьвдуш;ие замечания наталкивают на мысль о том, что пара
метр О) отражает спектральные свойства нормированного пучка ХВо — Ао. 
Действительно, с помогцью со можно оценить 0т1п (5о — е'^Ао). 

Теорема 1.3. Пусть АоАо* + ВоВо* = I и Ае1(Во — е''^Ао)Ф О при лю
бом вещественном ф. Тогда 

т а х II (Во - е^^Ао) "41 < 5Л(Й. (1.22) 
ф 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как 
2Я 

-1 
СО 

11.11=-„ 

ТО 
2Л 

= т а х Г 1 (в; - е'^'А^-'у |р йф. 
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где ус — любой вектор единичной длины. Зафиксируем ф = фо и выберем 
вектор уо, удовлетворяющий равенству 

1 - /-'"^ г I - II (Во* - ^'"'Л^Г^ I, 1!/, I = 1. 

Далее воспользуемся матричным тождеством 

{К + М)-' = К-'-{К + М)-ШК-^ 

и проведем следующие выкладки: 

II {в; - е'-А:)-^у,\\ 1 (в1 _ Г ^ ^ М : ) - ^ о -

_ (в: -е-'^л:)-' ( Г ^ ^ о - е-'^) А: {В: _ Г ^ " М : ) - \ , л > 

{в*,- Г ^ ^ М : ) - ^ 1 ( 1 _ II (в; - е-'^А:)-^ ( Г ^ ^ » - е - ^ АЦ ) > 
/ 

1 — | ф - Ф о | 

1 — ф - ф о 1 / 
В этих выкладках были использованы неравенства 

1, < | ф - ф о | , ( ^ + М Г ' ] < 
1 — \\м\\ 

Для уменьшения громоздкости формул обозначим г = {В^ — е ^^'^А,) ^ 
тогда 

1/2 
1 ( 0 > 2я; I 1 _ г ф - ф / ^ л .) V 1 _ г ; 

1 ^ " о 

1/2 
( п .л 

г 
я л 5я 

Теорема доказана. 
Таким образом, собственные числа нормированного нучка ХВа — А^, 

а значит и исходного пучка %В — А, регулярных относительно единичной 
окружности, отстоят от единичной окружности на расстоянии не менее 
1/5л;й). 

В качстве иллюстрации к теореме 1.3 приведем один пример. Пусть 
5 = 7, а А — симметричная матрица. Воспользуемся диагональным ви
дом матрицы А\ = Л*^11, где 11*17 = I . Так как в этом случае 

2Я 

2я ^ ( 5 - е'^^А)-^ {АА* + ВВ*) {В* - е-'^'А^УЧср = 

то 

2Л 

- 4 I (7 + 3)^) (7 - е-'''Ф)-Чц> 

( 
(О = шах 

г V 

2Л 
1 + 4 

2я .) 1 + — 2а. С08 ф 
С^ф = шах 

г 

1 + 4 
1 - 4 

где 4̂ — диагональные элементы матрицы Один из нормированных 
пучков КВо — ̂ 0 равен 

/ / + ^^ • 
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и, следовательно, 

т а х 
ф 

( 5 о - Л о ) - ^ | | = т а х 
/ 1 + 4 
1 -

Для этого примера выполняется оценка 

т а х | | ( 5 о - е ^ % ) ~ 1 | < с о т а х — ^ ^ ^ = / 2 а ) . 
Ф Х>0 У 1-1-

Рассмотренный пример показывает, что степень о) в оценке (1.22) 
точна. 

В вычислительной математике исключительно важен вопрос, на
сколько устойчив вычисляемый объект к возмугцениям входных данных. 
Как ранее отмечалось, параметр о) отражает спектральные свойства нор
мированного пучка ХВо — Ао. Поэтому задача об оценке возмущений со 
ставится следующим образом. Пусть 

АоАо* + ВоВо* = I , II (ЛоВо) - (АоВо) II < б, 
2Я 

СО == 

0) = 

2.П 

1 
2п 

А . I - . ^ ч ) - ^ ( а д + ад*) {щ - В-^'^А:)-' 

Требуется оценить I ы — со I . 
Воспользуемся тождеством (К + Ж ) - ' = —(К + М)~^МК~К 

Так как 
(Ло - е'̂ Л'о) - 1 = (Во - е'^^Ао)-

- (Во - е'Мо) [ (Во - Во) - е'П^о - ^о) ] (Во - е'^Жо)-\ 

то формула для со принимает вид 
2Я 

2л ^ (в, - е'^'А.Г^-ЦВо - В,) _ е'^{А, - А,)]{В,- 6 ^ 4 ) " ^ X 

X (ЛЛ* + ВЖ) {/ - [{Во - В,) - е'"" ( Л - А,)] ( § 0 -

-е'^А,)-Г{в;-е-'^А:)-Ыц>\. 

Следовательно, 

0) — 0) 

2Л 

2л ( 5 , _ Л о ) - ^ А ( 5 : - . - ^ % * ) - Ч ф 

где 
А = { / - [ (Ло - 5о) - е'-̂  (Л'о - Ао) ] (Во - е"^Ло) " 4 

(ЖоЖо* + ад*) { / -[(Во- Во) -е'''(Жо - Ао) ] (Во - е'^Жо)-')* - I . 
Далее, 

2Л 

4 1 {В, - е'''А,ГЩв: -

= зир 

2Я 

^ С {в, - е'и,)-^А {в; - е-'^А:)-Ч.р 
\ 
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= в и р 
11x11=1 

2Я 

4 1 (А {В1 - е-'^'А^-^х, (в; - е-'^А1)-^х ) 
0 

2Я 
1 Г 

я и р 
11зс\|=1 2л 3 

Оценим ПАН: 

-е-'^А1)- -^х Чср = 1 АЦсо. 

- Л ) < б 
I 

- Л = 6 / 2 , 

А < 1 + 
1 /26 

1 - У 2 6 1 

1 - 2 6 - 2 У28 II (5^ - е**̂  - К 

(1 + 6)2 - к 

2б + 10У2л6й) 
1 — 26 — 10 У2л6со * 

В итоге 

(О — со со-
26 + 10 У2лсй6 . (1-23) 

1 — 26 — 10 У2ла)б ^ ' 
Естественно, что эта оценка верна только при выполнении неравенства 
26 + 10У2ясоб < 1. Учитывая неравенство со ^ 1, которое будет доказано 
позднее, оценку (1.23) можно несколько упростить 

(О — со 
О) < 

47со6 
1 - 47 соб • (1.24) 

Целью последующего изложения будет установление структуры мат
рицы Н с помощью последовательности матриц Р .̂ Напомним, что 

= 21г I ( ^ 0 - е'^А,)-^{в: - е-^-А:)-Ч^, 
о 

где Ао == Во = Ь~^В, ЬЬ* = АА* + ВВ*. Вследствие равенства 
АоАо* + ВоВо* = / матрица То из канонического вида пучка 

ХВ, - Л ^Т-' {Р+о + ^ ^ - 1 ) - (Р-о + Р+г) 

удовлетворяет тождеству 

ТЛ = (Р_о + Р + 1 ) (Р* о + Р1г) + (^^+0 + ^^-г) (РХО + Р-г)- (1-25) 
Из (1.17) следует, что 

( 5 о - Л о ) - ^ = 1 ] Р,Т/\) 

По равенству Парсеваля для функции (̂ 5о —е'Мо)"^ получаем пред
ставление 

Я = 2 Р^Т,Т:Р1 (1.27) 
у=—со 

Подставим (1.25) в (1.27) и раскроем скобки, используя (1.11). В ре
зультате получим важное тождество 

Н — 2 2 Р]Рз — Р+оР+о — Р —оР—о- (1.28) 
3=—оо 
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Это тождество позволяет вывести неравенство 

Действительно, 
(1.29) 

(1.30) 

со = т а х 
11-̂ 11=1 

{Нх, х) т а х ЦР+ОРХО + Р-оР-о]^,^)\

= т а х (II Р\,х |р + I IР* 0 ^ П > 1. 
IIX 11=1 

В последнем неравенстве достаточно взять ж, удовлетворяюш;ий равен
ству Р+оХ = X, если Р+о Ф О, или Р-цХ = О, если Р_о Ф 0. 

Огромное значение имеет эффективная оценка матриц Р , с помощью 
параметра со. Она позволяет обосновать многие вычислительные процеду
ры для исследовапия спектра несимметричных задач. Приступим к вы
воду этой важной оценки. 

При \а цепочка перавсиств 

{р,нр1р*1,Ри1)-= {РгНР1р:-^,ри^) = {р,нр:р^,1,ри!) -

- {[РОР: + ^ 1 ^ П Рк-г/, Д - 1 / ) = ( Р о Я Р о Х - 1 / , Р1-г1) -

- {Р1-ги Р1~г1) - {р*1, РЬ). 

{Р1и Р11) + (РОНРШ Р11) = {Р1-г1. Р!-,!) + {Р.нР1ри!, Р Г ^ / ) -

- 2 (Р ,*_1/ , Р * - 1 / ) < ( 1 - 1 — | я т ) + 

+ (РоНРоРи1, Р1-11У 

{ри. Р*!) + {РоНР>11, Р11) < ( 1 - Т+1Я11 г + 

+ {РО^1Р11, /) X ( 1 - ттт! • ̂  11 ̂ " " ^ 

Поэтому при к ^ о выполнено неравенство 

{Ри/, Р11) = {Р1Р1и Р1Р11) = {РЛР1и РЬ) < {РОВР1Р11, Р11\ 

которое дает следующие оценки: 

2 р^'-^ Н 1 -
1 + 

Р , < / с о ( 1 - 1 
1 + ш сое 

1 + 0 / г > 0 . 

Точно так же рассматривается случай А; < 0. В итоге нами доказана сле
дующая теорема, которая чрезвычайно важна для исследования сходи
мости степенных методов вычисления спектральных характеристик. 

Теорема 1.4. Если %Б — А — регулярный относительно единичной 
окружности пучок матриц, то 

сое 
1+0) (1.31) 

Применим полученные выше результаты для оценки числа обуслов
ленности матрицы То из канонической формы нормированного пучка 
матриц ХВо — Ао. Из тождества (1.25) следует, что 

а̂ пах {То)= а„.а. ( [ (^^+0 + Р - 1 ) , (Р -О + ^^+1) ] ) , 

ПГоП < \\Р+оР+х\\ 1!^'-1Р-о?1 ^ 2Ум. 
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Аналогично 
Ошш (То) = Оя,1п ( [ (Р+о + 7^-1) , (Р-о + Р+1)]). 

Обозначим 1 = х(Р+о + Р-1), § = х(Р-о+Р+1). Тогда /Р+о + ^Р-о = 
= ягР+о + а;Р_о = X, 

Р+о 
Огпш(Т,)>1 

р+о 
Р-л Р-с 

Покажем, что 
Р+о 
Р-о 

Р+оР_о Ц. Для этого воспользуемся формой 

Шура (1.9) матриц Р+о и Р-о. Имеем 

Р+о7^1о + Р-оР-о = ^* 

Р^о^+о + Р-оР-о = ^ * I ^ 2Ь*Ь1 

С помощью сингулярного разложения матрицы Ь можно показать, что 

Ь \ 

, — I * I 
( I Ь 

/ + 2Ь*Ь 
Пусть, к примеру, Ь = г7*(Е0) V, 17*1/ = I , У*У = / , 21 — диагональная 
матрица с положительными элементами на диагонали. Тогда 

// + 2ЬЬ* - Ь \ 

— I ^ 

I I ^ \ 

[V* О \ 
О 

(V* О \ 
О У * ; 

/ 7 2 
2 7 + 222 О 

,0 0 7 

(V 0\ 
О У 

(V 0\ 
О У 

откуда следует требуемое равенство норм. 
Подытожим все эти рассуждения: 

(Го)^2Усо , ашп(Го)^1 /Усо. 
Обусловленность матрицы То удовлетворяет оценке |1(7о)^ 2о). 

§ 2. А Л Г О Р И Т М В Ы Ч И С Л Е Н И Я ПРОЕКТОРОВ 
Н А И Н В А Р И А Н Т Н Ы Е П О Д П Р О С Т Р А Н С Т В А Р Е Г У Л Я Р Н О Г О 

ОТНОСИТЕЛЬНО Е Д И Н И Ч Н О Й О К Р У Ж Н О С Т И 
Л И Н Е Й Н О Г О П У Ч К А М А Т Р И Ц 

2.1. Описание алгоритма 

(1.32) 

Начнем с разбора наводящих соображений, которые приводят к кон
струкции предлагаемого алгоритма вьп1исления инвариантных подпро
странств регулярного относительно единичной окружности пучка мат
риц ХВ — А. 

Систему разностных уравнений (1.16) для бесконечной последова
тельности матриц (?й заменим, пользуясь соотношениями (1.17), системой 
разностных уравнений, связьгвающих матрицы 

. . ., Р_2 , Р - ь Р-О, р+о, р + 1 , Р+2, . . . . 

Эта система имеет вид 
5 Р , - Л Р , _ , = 0 , Л ^ - О , 
Р+о + Р-о = 7 , (2.1) 
В Р , - ЛР, - , О, к>\. 
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Для численного решения система (2.1) ненригодна из-за бесконеч
ного числа уравнений. Чтобы преодолеть этот недостаток, предлагается 
модификация системы (2.1) , основанная на факте быстрого убывания 
нормы матриц при \к\

оо 
Определим при целых А; матрицы Р^к^ = 2 Рк+пр^ где п — доста-

25=—оо 
точно большое натуральное четное число. Для к = пр определяются две 
матрицы Рк^о и Р^4?о- Пользуясь теоремой 1.4, можно показать, что 
при —п/2 ̂  к ^ /г/2 справедливо неравенство п 

г— е 2(1+м) 

1 - е 1 + « 

означающее при большом п близость матриц Р^ и Р "̂̂  для \к\ п12. 
Последовательность матриц Р^^^ периодическая с периодом п и 

удовлетворяет системе матричных уравнений 
ВР\^^^ - ЛР|Д\ 0, кф пр + О, 

Р Й О + Р1."Л = / , к = пр + о. 
Рассмотрим эту систему на периоде [+0, /г — 0 ] : 

/^0 = I , с? ')\ 

где 2и = Рк^\п достаточно большом п матрицы 2о, ^ 1 , . . ., ^ „ / 2 яв
ляются приближениями для Р+о, Рг, . • ., Рп/2, а матрицы / ? „ / 2 , . . . , ^п — 
приближениями матриц Р-п /2, . •., Р-о. 

Пас интересует главным образом проекторы Р+о = Ро и Р-о == Рсо. 
В этом случае, оказывается, можно организовать быстрый ортогональный 
процесс вычисления приближений к этим проекторам — матриц и 
Пусть п == 2 ° и при некотором т, О ̂  т < то, выполнены разностные 
соотношения вида 

Выпишем уравнение (2.3) для матриц 2^^+2'" ^ "^'^ • 

^ ™ ^ А + 2 - — ^ - ^ ^ = 0. (2.4) 

Умножим слева уравнение (2.3) на некоторую матрпцу Х„,, а уравне
нпе (2.4) на матрицу 7 „ и результаты сложпм: 

^тВт^^^^т + {ХтВ^п — Уга^т) — ХтАш^/^^^т = 0. (2.5) 

В качестве Х „ и 7^ возьмем N X Ж-матрицы, удовлетворяющие системе 
матричных уравнений: 

.^^т-'^т > -1 т , 1̂ 2 6^ 
ХтВт УщАт — 0. 

Способ нахождения таких матриц и 7™ будет описан ниже. 
Используя обозначения А^+х Х^Ат, Вт+\ УтВ^, уравнение (2.5) 

перепишем следующим образом: 

В конце итерационного процесса ортогонального исключения получим ли
нейную систему, связывающую матрицы ^о и ^^т^ 
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Решением этой системы, как нетрудно убедиться, будут матрицы 
2о = {"^т^ + Вт^~^Вт^^ 1^т^ = (-4^^ + Вт^^ ^ ^^о' ^^"^^ боЛЬШОМ Шо 

матрица {^т^ + Вт^)~^Вт^ будет близка к проектору Ро, а матрица 
(^Ат^ + В,,,у-А,п^ - к Р^. 

Подводя птогп этих рассуждений, сформулируем основные этапы 
вычислительного процесса для нахождения проекторов Ро и на ин
вариантные подпространства регулярного относительно единпчиои окруж
ности пучка матриц ХВ — А, отвечаюгцпе собственным числам внутри 
единичного круга и вне. 

Э т а п I . Пучок ХВ — А нормируется подходящим образом, т. е. на
ходятся такие матрицы Во п /1о, что ХВ — А = Ь{ХВо — А^) с невырож
денной матрпцеп Ь. Как правило, это будет нормировка условием 
У1О.4О* + БоВо* = / . 

Э т а п I I . Выполняются итерации перехода от пары матриц А„,, Вуу, 
к паре В„г+1 для О ̂  т < то: А,уг+1 = Х^А^, В^+х = УтВт. где Х^ 
и Ут удовлетворяют системе (2.6). Алгоритмически вычисление матриц 
^ „ , + 1 и сводится к подбору ортогонального преобразования, приме
нение которого слева к матрице 

- Ага В,п О \ 

О Ащ Вт. I 

аннулирует блок, обведенный прямоугольной рамкой. В результате это
го примененпя получаем матрицу 

' Ст+1 ^ т + 1 Р^т 
\+х О Вт 1 

+-1 / 

с некоторыми матрицами Вш+\ 0,п-^\, которые, впрочем, нас не ин
тересуют. Нетрудно видеть, что матрпцы Вт+\я результа
том вычислений по формулам /1™+! = Х^А^, Вгп+\ УтВ^ с некоторыми 
Хт и У,п, связанными соотношениями (2.6) . Сами матрицы Х,„ и Ут в 
процессе работы алгоритма явно пе вычисляются. Они будут использо
ваться только в обосновании предлагаемого алгоритма. 

Э т а п I I I . Выбрав некоторое достаточно большое то , решим лппсп-
ную систему 

г,+ 7.^ = /, ^^^^^ 

^т^^О — Вуп^Т/г^ = О 

относительно N X Л'-матриц 2о и 7^. При то-^ °° матрицы 2о п 7^ бу
дут все более точными приближениями к проекторам Ро и Р^ пучка мат
риц ХВ - А. 

Если есть необходимость в вычислении ортогональных проекторов 
По и Псо на инварпантные подпространства 2о и 2^ пучка ХВ — А, то 
монлпо вместо вычисления проекторов Ро п Р<« и последующего приме
нения формул 

Пд Рд {Р^Р^ -\- РооРоо) Ро , Роо (Ро^О "Ь вооРоо) ^Ра 

поступить следующим образом. Сначала вьгчислим нормированный пучок 
ХВ^^ — Ат^ из пучка ХВ^^ — А^^, где А^^А^^ + В^^В^^ = 7, а затем 
определим матрпцы 5д = 7 — З^с = I — В^^В^п^. Утверждает
ся, что при т о ОС матрицы б'о п стремятся к По и П^ соответ
ственно. 
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2.2. Обоснование сходимости алгоритма 

Начнем с исследованпя главного второго этапа алгоритма. Напом
ним, что перед этим этапом пара Ао, Во имеет канонический вид А, = 
= Г ^ ^ ( Р _ о Н - В о = 7^^(Р+о-Ь Р-х) с невырожденной N X М-
матрицей То. Покажем, что в дальнейшем для матриц Ат, Вт справедли
во следующее представление: 

Ат = Тт' (Р-о + Р,ш), Вт = Т'' (Р+о + Р^.гп)- (2.9) 

Чтобы продемонстрировать это, перепишем уравнение Х,пВ,п — УтАт =^ О, 
используя разложеине (1.1) : 

(ХгаТт^) (Р+о + Р_,ш) - (ГшТ^г^) (Р_о + Р,ш) = О, 

(ХгпТт^Ог) 
( I I 

О / 
- {УшТт'Ог) 

\ 

Л о 

о / 
<?7' = 0. 

Отсюда СЛбДубТ, что все решения урЯВНвНРГЯ "^ш^ш '^ш'-^т — о предста-
вимы в виде 

Хг. р тп + 1 
Л о 

о / я 

{IN о 

Ог Тт.1 У т —• Рт-{-х 
О / 

2 " ' 
ОО 

07'Тг 

с произвольной матрицей Рт+1. 
Так как матрицы Х^ и Ут должны удовлетворять уравнению 

ХтХт* + УщУт* = I , ТО матрица Рт+1 должна быть невырожденной. Сле
довательно, решение системы (2.6) представимо в виде 

Хт = Тт1г {Р-О + Р.гп) Тт, Уш = Т'^-х {Р+О + Р_,ш) Тт, (2.10) 

где Тт+х = ОгРТгХх-
Подставим (2.10) в тождество ХтХт* + УтУт* — I , после простых 

преобразований получим рекуррентное соотношение для матриц Тт'. 

Тт + х^'ш+х — (Р—О + РТтТ-т (Р—о + Р^т) + 

+ ( - ^ + 0 + ^ - 2 - ) ( ^ + 0 + Р1,ГПУ (2.11) 

Из формулы (2.11) следует, что решение системы (2.6) единственно с 
точностью до ортогонального множителя слева, т. е. все решения систе
мы (2.6) иредставимы в виде Хт, =^тХш, Ут = ПтУт, где ?7т — произ
вольная унитарная матрица, а Хт, Ут — некоторое частное решение си
стемы (2.6) . 

Приступим к исследованию третьего этапа алгоритма. Используя 
представление (2.9) , матричную систему (2.8) перепишем следующим 
образом: 

•^0 "Ь = Т, 

Ч { ( ^ - + ^ 2 - о ) ^ 0 - ( Р + О + р_^жл = 0. (̂ -̂ ^^ 
Пусть матрица ^ такова, что 2о = Р+о + ё, 8^ 2^ = Р-о — Тогда из вто
рого уравнения системы (2.12) получим 

( Р - о + Р (Р+о + Ю - (Р+о + Р_ш^) {Р-о- I) = о, 

{1^Рт+Р шП = Р' ™ - Р . 
2 О . —2 О —2 О 

Теорема 1.4 гарантирует оценку 

сое 
1 + М 
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Предположим, что то достаточно велико и выполнена оценка 26 < 1. 
Тогда 

Р _ 2 - о - ^ 2 - о 1 | < 2 б , СТ^1п + Р т„ + > 1 - 26, 1 1 1 К ^ . 

В итоге получаем выражение для скорости сходимости алгоритма: 

го-Ро1 
оо оо II 2 О 

(2.13) 

Эта оценка справедлива для тех значений то , для которых положителен 
знаменатель. 

Теперь остановимся на вычислении ортогональных проекторов По 
и П«>. Напомним, что вначале проводится нормировка нучка ХВт^ — 
условием Ащ А^ + Вт Вт == / . Обозначим каноническую форму нор-

0 0 0 0 
мированного нучка ХВт^ — Ат^ так: 

Ат^ = Тш\ + Р^гп^^ ^гп^ = Тт] (Р+о + Р_^т^)' 

Тогда матрица Тт будет удовлетворять тождеству 

Т Т — Р ,п 
2 о; 

Р-оЛ-Р ш 
2 

Р+о + Р - 2 - о ) ( р%о+Р: . „ ^ = [Р-о + 

Отсюда следует, что 

При т о оо, очевидно, / — Ат^^т^ По' ^ — ^ " ^ о ^ " ' ! О ц е н и м 
скорость сходимости к ортогональным проекторам. Обозначим В ^ Р _ о х 
Х Р 1 О + Р+ОР+О» тогда В^\1. Действительно, 

11 хР+о |- + II ^Р-о Г = ^Вх* > ± ( I I хР+о II + I ^ Р - 0 I I ) ' > 4 1 1Р-

Далее, 

Р - о + ^ . - « ) ( ^ - 0 + р я ) + ( р + о + р _ ( Р Т о + Р : . „ ) - П 

< 2 | | Р ^ ||||Р_о|1Ч- Р т , Г + 2 Р ™ 
11 2 0|Г 2 О — 2 О 

+ 0 + 
2 в 2-2 О 

0) 4ше 
2 О 

= б1. 

(Р -о + р ( р - о + р ; . , ) + ( р + о + р _ (р^о + р > „ ) ] - ^ -

46 
1 - 2 6 , < 

Юсое 
2 О 

' 1+(й 

1 —9о)е 
2 » 

"1+0) 
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I / _ 21, - По II < б , I р_о 1Р + 41Р III Р_о I + 26, II II1 Р_о 1 + 
2 % 2"^« 2-2 О 

2-2 о 2 О \ 

+ басое = б^м и + е 1 + И + 2со 1 + е 
2 О \ 
1+й) I _ 

< 

< 
160)2. 1+^^ 

2 0 2 0 

1 - 9 а ) Г ^ 1 - 2 . " ^ 

+ 2о) 2е 
1^ 
1+0) 

1 - 2 е 
2 ^ ^ 
1+0) 

< 

2 О 2 О 

< 
,л 2 1+М , , 1+М 16(0 е -+- 4сое 

2^*0 < 
. „ 1+0) _ 1+Ш 
1 — 9ш — 2е 1 — Исое 

2 О 
"1 + 0) 

(2.14) 

Аналогично 

/ — Вт В П. < 
^1^ 

1 — 11(ое 
2 О 
1+0) 

(2.15) 

Естественно, что оценки (2.14) и (2.15) справедливы при достаточно 
2 О 

большом т о , когда 1 — Иоое ^" ' ' '^>0. 
Кроме вычисления проекторов на инвариантные подпространства 

пучка матриц предложеииый алгоритм имеет еще одно неожиданное 
свойство: на третьем этапе легко вычисляется матрица И. 

Проследим за поведением матриц Тт. По индукции из (2.11) легко 
вывести формулу 

ТиП = д ( р , + р , + , _ , . ) тх ( р ; + р;^^_^,). (2.16) 

где Р^-^^_2Ь = Р - о при / = 2" — 1. Для А; = О формула (2.16), очевидно, 
справедлива. Переход от к к кЛ-1 обосновывается следующей вы
кладкой: 

г 2 ^ - 1 

(Р-о + Р,.) [ Д (Р, + Р,^,-,,) тХ [р- + Р1,_^.)\% + р'^,) + 

+ Д {Р^ + ^ ' , « - . ^ + . ) VI [р; + Р1,_,п^г) = 

= Б {Р! + Р,„-,и,г)ТХЛР'+Р1г-^*^)-

2^-1 

3=0 

Перейдем к пределу прп к о о -в тождестве (2.16). Для этого оценим 
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разность 
оо 

9^+1 

+ 2 2 Р^ТХР1,.-,К 
5 = 0 

сое 
1+(0 

1 — 6 

= 2со г . 

1 — е 1+Ш 

(2.17) 

(2.18) 

Последняя оценка позволяет утверждать, что 
оо 

при Л; оо. Из представления (2.9) следует формула 

( А » . + Ч Г = + + ^ - . ™ . ) " 

откуда при ттго ̂  оо выводим, что 
ОО 

Так как л0^1 о* + ^ 0 ^ 0 * ^ т о из (1.27) следует, что 

2л; 

-^Н^-—^ {Б — е''^А)-^{АА* + ВВ*)(В*-е-'''А*)-Чц). (2.19) 
о 

в заключение займемся уточнением скорости сходимости в (2.19). 
Справедлива цепочка равенств ' 

ТиТ* = (Р_оР* о + 2 Р - х Р - 1 + . . . + ^Р-,ЧгР-2Чг + ^ - 2 ' ' ^ - 2 ' ' ) + 

+ (Р+ОР1О + 2Р1Р1+ •••+^Р,и.,Р1и_, + Р,иР1,) + 

+ (Р^фР1о + ^Р-,Н,Р1 + . . . -1- 2 Р _ 1 Р * , _ ^ + Р-оР,\ + 

4- (Р , .Р~о + 2 Р 2 ^ _ / 1 1 + . . . + 2 Р + 1 Р 1 , , ^ ^ + Р+оР* , 4 

Н-ПТ1=^Р_^^НР''_,^, + Р^иНРу- , 

- [Р^,иР1о + 2 Р _ 2 Ч 1 ^ 1 + • • • + 2 Р - 1 Р , \ _ , + Р_оР*.) -

- (Р^^Р-о + 2 Р , , _ / * _ 1 + . . . + 2 Р 1 Р 1 2 Ч 1 + Р+ОР1,НУ ^ 

Отсюда следует неравенство 
2^+1 

' 1+со 

Обозначим Н^^(А, + В,)-'(А,* + 5 ь * ) - \а 

ь 
с А й = ( / + Р^ь + Р _ 2 й ) ~ ^ — / . Воспользуемся теоремой 1.4 для полу
чения оценки 

1+(0 

1 -
2 У СО 

1 + ш 

1 — 2 1 / ш е 1+0) 
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Далее, 

В итоге 

\\Н„ - < НЛП (2 + 11А11)11Г,7^,*1!< 
< ПАИ (2 + ПАИ) [ПЯП + \\Н - Г Л * П ] , 

\\Н - Я,11 < ПЯ - Г,Г,*П + ИЯ, - Т^^П < 
; 1 1 А 1 1 ( 2 + ПА11)11Я1! + ( 1 + 1 1А11 )2ПЯ-Г,Л*1 ! = 

[ ( 1 + 1 1 А 1 1 ) 2 - 1]11Я11 + ( 1 + \\М\)ЧН -Т^^П. 

Я - (Л + я , ) - ч ^ * + < 

со 

(2.20) 

1 — 4 У (О е 1 + со 

Эта оценка, конечно, справедлива, когда знаменатель 1 — 4 У с о е ^ ' ' "^>0. 
Рассмотрим вопрос о безаварийности вычислений третьего этапа ал

горитма. Напомним, что решение системы (2.8) выражается формулами 
^0 = (^^0 + ^гп^~' Вт^, = ( ^ т ^ -Ь Я ш ^ ^ М ^ ^ . Поэтому встает воп
рос об обусловленности матрицы + Я ^ ^ . Так как 11^т+1П ^' П^„П, 
ПЯ.+1П < ПЯ̂ Н, то " " . 

I Ат^ + Я,„^ I < 1 | Л, !| -ь I Яо II < 2. (2.21) 
Если що достаточно велико, то 

|(Л^^ + Я „ ^ - ^ | | < / й + 1 . (2.22) 

В случае вычисления ортогональных проекторов важна обусловленность 
матрицы [АтВт^- Легко показать, что 

||(Л^^ + Я ^ Л ! < 1 / 2 . (2.23) 

Можно получпть следующие неравенства: 

• 1/(г„,„ (Л™ в „ . ) < 1 г „ ^ I + Р_ (/>% + Р* + 

если т о достаточно велико. 

< / 2 с о + 1 , (2.24) 

§ 3. ПОГРЕШНОСТИ В Е К Т О Р Н Ы Х В Ы Ч И С Л Е Н И Й 
Н А Э В М С П Л А В А Ю Щ Е Й Т О Ч К О Й 

Этот параграф в основном носит справочный характер. Некоторые 
подробности об излагаемых фактах можно найти в кнпге [ 1 ] . Цель из
ложения в этом параграфе — собрать все необходимые результаты, ка
сающиеся особенностей вещественной арифметики ЭВМ, которые пужпы 
для обоснования п реализации нашей методики исследованпя спектра. 
Часть результатов сопровождается подробными доказательствами. 

3.1. Погрешности выполнения 
арифметических операций 

Ненулевые вещественные числа, представимые в ЭВМ (в дальней
шем они будут называться машинными числами), имеют вид 2 = ± 7̂  • т , 
где ± — знак числа 2, ^ — целое положительное число, называемое осно
ванием системы счисления, р — целое число в пределах р_ ^ р ^ р+, на-
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зываемое порядком числа т — вещественное число вида О, .. Лг с 
целыми й„ причем О =^ < и АуФ^. Число т называется (нормализо
ванной) мантиссой машинного числа %. Вещественный нуль в ЭВМ пред
ставляется специальным образом. 

По существу, разря,дная сетка машинных вещественных чисел харак
теризуется четырьмя целыми числами: -у, />_, и I. Для численного ана
лиза удобнее исиользовать другие параметры, характеризующие множе
ство машинных вещественных чисел: 'у, 8о, 61 и бос. Целое число уже 
было определено. Вещественные положительные числа ео, 81 и 8оо опре
деляют соответственно наименьшее ненулевое положительное машинное 
число, относительную погрешность округлений и максимальное машин
ное число: 

ео = Т ~ ' ^ ' - 4 = 1"-^ е^ = 7 ' + ( 1 - 7 - ' ) . ( 3 . 1 ) 

Константа 81 допускает еще следующее описание: между числами 1 и 
1 + 81 нет других машинных чисел. 

Машинный результат арифметических операций + , —, X , / над ве
щественными машинными числами удовлетворяет следующим свойствам: 
если точный результат операции по абсолютной величине превышает 8«,, 
то в качестве машинного результата регистрируется ошибочное состоя
ние «перенолнения»; если точньш результат но абсолютной величине 
меньше 8о, то машинный результат полагается равным нулю; если точ
ный результат по абсолютной величине лежит в замкнутом интервале 
[ео, 8со] и является машинным числом, то машинный результат и будет 

этим точным результатом; и наконец, если точный результат по абсо
лютной величине лежит в интервале (ео, 8 о о ) , но не является машинным 
числом, то в качестве машинного результата берется одно из ближайших 
двух к точному результату машинных чисел. 

Можно показать, что для операции • е {-^, —, X , / } , реализованной 
на ЭВМ описанным выше способом, справедливо тождество 

( а ° 6 ) л . ш = ( а П 6 ) ( 1 + ф ) + г 1 ) , ( 3 . 2 ) 

где (а • 6)маш — машинный результат операции над машинными веще
ственными числами а и &, причем 

| ф | < 81, ^ 8о, фг{з = 0. ( 3 . 3 ) 

Отсюда следуют неравенства 
! « • & - ( а П 6)«ш1 < т а х { 8 о , 81 ! а • &|} < 8о + е , ! а • 6|. ( 3 . 4 ) 

Будем предполагать, что выполняется также оценка 

1 У 1 - ( У 2 ) , „ ш ! < 8 1 У 1 , 2 ^ 0 . ( 3 . 5 ) 

Естественно, что оценки погрешностей округления машинных операций 
справедливы только тогда, когда не возникает ошибочной ситуации «не-
реполнения». В дальнейшем всегда предполагается, что при организации 
вычислений приняты меры, чтобы не допустить возникновения ситуации 
«переполнения». 

3.2. Погрешности выполнения 
элементарных матричных операций 

В качестве нормы вектора мы будем использовать евклидову 

норму IIл:[| = 1 / Из матричных норм нам понадобятся главным об-

разом спектральная 
А \ вир.ЦЛл' 
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и фробениусова 

/

М N 

г=1 ^=^ 

где А — вещественная М X Л^-матрица. Легко показать, что 

Ы\\ НЛП • т ш ( Ш , у ТУ). 

При размещении элементов матрицы вещественных чисел в памяти 
ЭВМ, среди которых есть не машинные числа, поступают следующим об
разом: машинные числа представляются точно; числа, меньшие ео но 
абсолютной величине, представляются машинным нулем; числа, по аб
солютной величине лежащие в интервале (ео, &=с) , представляются од
ним из ближайших машинных чисел. Элементы матрицы, абсолютная 
величина которых превышает 8с», нельзя представить в ЭВМ. Таким об
разом, погрешность при размещении М X ТУ-матрицы А в памяти ЭВМ 
удовлетворяет оценке 

и - А,„^\р ^ е.ПЛП .̂ + гоУМN, (3.6) 

где Л„аи1 — представление матрицы А в ЭВМ. В дальнейшем все опера
ции проводятся над матрицами и векторами, состоящими из машинных 
чисел. 

Пусть А и В—вещественные Ж X ТУ-матрицы, а Я — вещественный 
скаляр. Тогда 

\\А±В-{А± В)^^\г ^ 8111Л ±511^ + еоУМТУ, (3.7) 

11Ы-(ЛЛ)маш11^ < 8,ПЯЛ 11̂  + еоУММ. (3.8) 

Скалярное произведение векторов х, у ^ К̂ ' будем вычислять при по
мощи следующего алгоритма: 

5 о =-0; 5 й = = + х^Ук, к = 1, 2, ..., Ь; {х, у)= 8^. 
По индукции можно показать справедливость оценки 

(х, у) — {х, г/)машК ^^^^—1к IIII 1̂1 + ^1Г1—• (3-9) 
} ~ 2 1̂ ^ 2 ^1 

С целью повышения точности можно вычислять выранхснне 5 ^ - 1 + х^у^, 
используя мантиссы длиной 21, т. е. с двойной точностью. Окончатель
ный результат 8ь округляется до одинарной точности. Двойная точность 
приводит к относительной погрешности округлений е̂ ^̂  == 8 1 / 7 . Легко 
показать, что при вычислении скалярного произведения с двойной точ
ностью выполнена оценка 

\{х,у)- {X, г/)маш К 8 ̂ 1 (^, ^) I |-Ь ^ X \\у\\+ ^ '\ • 
1 ^ р(2) л _ ^ — ^ „ (2) 
1 2 ^ 1 ^ 2 ^1 

( 3 . 1 0 ) 

В итоге, при вычислении скалярного произведения векторов х, у ^ 
е= на ЭВМ выполнена оценка погрешностей округлений 

\{х, 1 / ) - ( х , 1/).аш1 ^ 8 , 1 (л : , г/)1 +8аП:гППг/П + о.-, ( 3 . 1 1 ) 

где в случае одинарной точности 

~ О, Ец — ^ ^ , 0 } = 1 » 
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а в случае двойной точности 

^1 — 

^ 2 1 ^ 2 ^1 

Пусть Л — вещественная М X Л'-матрица, а^ В — N X /^-матрица. По
грешность округлений при вычислении ироизведения этих матриц удо
влетворяет оценке 

ЫВ - {АВ)^^\р ^ гМВК + ей ЫИМК + о^УМК, {ЗЛ2) 

где 8г, еи, Ог вычисляются для Ь = N. 
Для вычисления на ЭВМ нормы вектора .г е предлагается сле

дующий алгоритм: 
определим ПжПоо = т а х [х,!; 

г 
ВЫЧИСЛИМ скалярное произведение векторов х1\\х\\^ и х1\\х\\^; 
извлекаем квадратный корень из ( х , x)|\\x\\^^•, 
результат предыдущего шага умножим на \\х\\ос. 

Можно показать, что для такого алгоритма выполнена оценка 

. . \Ы\-\\xК,^ ^ 8 „ Ы 1 ( 3 . 1 3 ) 

38^ + е^-1/Г=П[ + (8.-1-8- . - 'го,) /2 с &п — , 1 - 2 е , - ( е , + г.. + о.)/2 

3.3. Погрешности выполнения 
ортогональных преобразований 

Для выполнения ортогональных преобразований мы будем исполь
зовать преобразования отражения Хаусхолдера 

где р — вектор нормали к гиперплоскости отражения. 
В матричных вычислениях применяется такое преобразование отра

жения, которое переводит заданный вектор и е в вектор V = Ри, име
ющий нулевые компоненты с п ио Ь, где 2 < < Я. Если п-ю компо
ненту вектора V определить по формуле 

— 81§п(м„) л/ 2 ] и], 

где 81§п ( г ) — знак вещественного числа 2, то нормаль р длины У 2 будет 
удовлетворять соотношениям 

^>^ = 0 , г < / г ; Ра=, —-; Рг = —-. 1>п, 

а Р = УУП(У„ — Ип). На ЭВМ эти формулы можно реализовать следую
щим образом: 

определим г = шах | |; 

вычислим вектор и = (ып, - . . , иь) = —{ип, ип+ъ • • ч иь); 

вычислим величины г;„ = ;—81§п(й„ ) НцП, г;„ = гу», р = У^ь'п {^п — ип)', 
вычислим компоненты вектора нормали 

Рп = , Рг = — при 1^П. 

Если г = О, то возьмем у» = О, /? = 0. 
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Преобразование отражения Р для вектора хФи вьщисляется по фор
муле Рх = X — {р, х)р. 

При реализащш на ЭВМ предлонченното алгоритма получается век
тор р, норма которого приближенно равна У2 (кроме вырожденного слу
чая р—0). Следовательно, точное преобразованпе отражения с получен
ной нормалью р будет приближеппем к машинному результату вычисле
ний но формуле Рх ^ X — (/?, х)р. 

Обозначим через Рх точное преобразование отражения с получен
ным машинным вектором р, а через {Рх) маш — результат вычислений по 
формуле X — (р, х) р для хФ и и Умаш для X = и. Тогда выполнена оценка 

\Рx-{Рx),,,^ ^ гМ\ Ог. 

Приступим к вычислению коэффициентов ЕГ и Ог. Пусть Vп Ф О, 
тогда (п ^ А; ^ 

Далее 

маш 1, 

— у. 

I (̂ ''̂ маш ~ ""маш)маш ~ ~~ 

(е.„ — I Гп 

+ (1 + 8,) 

'•.Е1\ип—71п \ (1 + е^) 'маш 

+ 

1'п — г7п 1 + (1 + 8 ^ {ЕП — 81) ] У„ 1 -Ь 

-1- (1 -Ь 81) (е^ I ппI + Е о Х [^1 + (1 + е^) (БП — ^1 -Ь 8О)] \ип — ип\. 

Обозначим ^„,,аш (1 + ('̂ «маш - ^«маш)маш = (^п - ^п) (1+^1) , ГДе 
1ё1 ^ е „ — 81, \ц\ 81 + ( 1 + 8 1 ) (8п— 81 + В о ) . Тогда 

( М г 1 ) ( 1 + р) 
Рп — Р*Ч,аш I = I Р« 

;ь 1а1 = 
Следовательно, 

(1 + а) У ( 1 4 - б ) (1 + )̂ (1 + 11) 

С | р | =СГ 81, | а | < 81, | б ! < 81, |ф1 ^ Ео. 

- 1 + ф 

Рп — Рп маш 
Подобным образом 

Рг — Рг 

п 2 е ^ 
+ ел. 

мат 

+ 

Рг 

^ (1 + Р) 

(1 + р) (1 + е) 1 

(1 + а) У(1 + б) (1-1-ё) (1 + Г1) 

(1 - 1 - а) У (1 + 6) (1 + I) (1 + 11) 

+ Ф, | е 1 < е 1 , И К б о , 

Р^ Рчхят 
Подытожим эти оценки: 

\Р — Рмаш К II 1 ер = II р 

Справедлива цепочка выкладок: 

28^-1-Зв^ + 8̂  (1 + У 2 А ) 

1 - 2 е ^ - 2 е ^ -

Рх — (Ра;),,аш II < II (-̂  — (Р, ^) Р)маш — (^ — ((Р, Р)маш) || + 

+ ((Р, ж) Р)маш —4 ^ ^ ^ Р X — ((р, х) р) 
маш 

+ ((р, Я-) р)маш - + ) / ' 1 8 , < 8 , 2 (р, .г) X , / р 

/ ^ е о + (1 + Е,)\{{р, Т)р),аш - Р 

+ 
X л-

+УЬг, + (1 + 8,) ((р, а ; ) р ) , а ш - ^ ^ Р 



2 (р, х) 
{{Р, Х) /))маш — - ( ^ 7 ^ Р < II ( ( Р ' ^ ) Р)маш — {р, ^)тиаш Р [| + 

маш + 
/ ч 2 (р. ж) 
( Р , ^ ) м а ш Р - - ( ^ Р 

+ ||Р|1|(Р. ^) маш — {р, х) I + 
/ X 2 (р, а:) 

+ 6] ||р|| I (р, ^ ) I + (1 + 81) II р|| I (р, а:)„аш — ( Р , ^ ) I + I ( Р , а") Р — ^ ^ ^ ^ Р 

/ ч 2 (р, т) 2 (Р, х) 

(Р, х) 

х — у {р, р) - 1 X 

{р, р) 

( Р , Р ) - 2 1 , 

В итоге 

\\Рx--{Рx)^,^ < 811Ы1 + У Ь е о + ( 1 + 8 , ) { Ш о + 1Ы1 • 111р1|2- 21 + 
+ (1 + 81) 11р11о.- + 11р!|2|1ж11 [81 + ( 1 + 81) (е^ + е«)]> ^ 1Ьго{2 + 

+ е1) + (1 + 81)2|1р11о, + Ы1{е1 + ( 1 + 81) ШрН̂  - 21 + ( 1 + 

+ 81)11р1|2[е1 + ( 1 + 81) ( 8 г + 8,0 ]> ^ УЬ8о(2 + 81) + 

+ ( 1 + 81)2У2(1 + 8р)0( + \\х\\Чгх + ( 1 + е,)28р(2 + 8р) + 

+ 2 ( 1 + 81) (1 + 8р)2[81 + ( 1 + е,) (е, + ги)]). 

\\Рх-{Рх),,,^\ е.Ы1 + о. (3.14) 

Зе̂  + 4в^ + 2к, + 2г,, 2 1 / Т 8 ^ + У 2 о , 
С 8 г = — Ц ^^г^ , о^ = — 5 .Нетрудно проверить, что 1 - 2 в р - 2 8 з ^ 1 - 8 р - 2 8 ^ 
неравенство (3.14) выполнено в случае, когда х = и. Действительно, 

^ 28;,!1м11 + 8„11у11 ==(8„ + 28р)111г11. 

Формулы для 8г и Ог можно несколько упростить: ; 
398^+ 208^У/^ + 6 ( 8 , - ^ 8 , . + О , ) 

1 - ЗОе̂  ~ 13е^ У 1 - 4 (е. -\ е.. + о.) ' 

У 2 0 . + 2 8 ^ У 1 
о , . < 1 218^ - 88„ УЬ - 3 ( 8 ^ + 8.. + о.) • 

Оценим точность применения преобразования отражения к М X 
матрице Л: 

\\АР - {АР)^^\р ^ гМК + ОгУМ, (3.15) 

где Вг и Ог определяются при Ь = N; 

\\РЛ - {РА)^^\, < ег\Ш, + О . У Ж (3.16) 

где Ег и Ог определяется при Ь = М. 
В заключение получим оценку погрешностей при применении не

скольких преобразований отражения к Л/X Л'̂ -матрице А . Тактика при
менения иреобразований отран^;ения для приведения матриц к трехдиа-
гональному и двухдиагональному виду подробно описана в [ 1 ] . 

Пусть В = РАО, Р = Р,Р,-, . . . Ри (? = (?1(?2 . . . (?ь где Р^ ж ^^-
преобразования отражения. Предположим сначала, что эти преобразова
ния применяются к матрице А в следуюгцем порядке: вначале все пре
образования Р], а затем все преобразования 

Обозначим Ло = Л, Л^ =(Р;Л,-1)„аш. Тогда А, = Р^А}-1 + Н^, где 
\\Н,\\р < ггЫ^-1\\р-\-1^Nо^, причем, и Ог определяются при Ь = М. Так 
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как А^ — Р^... РхА = Р,(Л,_1 — Р , -1 ... РуА)-\- Я,, то 

НА, - Р , . . . РгАК < - Р,-1... Р,А\\, + е.11Л,._111̂  + 

+ УЛ о̂. ^ ( 1 + е.)1и ;_1 - . . . ^1^11^+ еМК+Шог, 

II А^-Р^... Р^А у < 2 ' (1 + [гг\\А у + / л ^ оЛ < 
1 = 0 

Аналогично рассматривается применение преобразований отражения Ои 
В итоге получим оценку погрешностей вида 

II ^маш - РАО У < ^ ( е , IIА у + Ог Vшах (М, ТУ)) (3.17) 
1 ^ 2 

с Бг и Ог, вычисленными при / у = тах(Т1/, ТУ). Можно показать, что это 
неравенство выполняется также и во всех других случаях независимо 
от порядка выполнения преобразований Я ^ и ^ г . 

3.4. Погрешности вычисления обратной матрицы 

Вычисление обратной матрпцы на ЭВМ будем реализовывать по сле
дующей схеме: сначала приводим матррщу преобразованиями отражения 
к двухдиагональному виду; затем обращаем полученную двухдиагональную 
матрицу; в завершение применяем обратные преобразования отражения. 

Начнем с вывода оценок погрешностей решений линейных систем 
с двухдиагональными матрицами. Пусть Ф — невырожденная двухдиа-
гональная ТУ X ТУ-матрица 

"^1 К 
6?о О 

О 

а ж=(ж1, Ж2, . . . , л;Л')'^. Решение системы 3)х = ] вычисляется по фор
мулам 

= /Л-МУ, = ( /А-1 — &Л)/(1й-1 [к = ТУ, . . . , 2 ) . 

Смоделируем ошибки округлений при вычислениях па ЭВМ по этим 
формулам: 

= / ^ ( 1 + ^N)|(^N + |л-, 
(&Л)маш =^ Ъи{\ Рь)^ь+ 
( /А-1 — (ЬА)маш)тш ==[/й-1 — {Ъ^Си) ьшт] (1 — ф & - 1 ) + Хь-Ь 

={1к-1 — (Ьл)маш)маш(1 + 6 Й ) / 4 - 1 + 
где ж А — результат вычислений на ЭВМ п 
1фЛ, 1^1, 16,1 ^ е ь 1^,1, 1хй1, 1г1\ ^ е о . 
Обозначим 

^.- = а.', ^ . - 4 / ( 1 + 6 . ) ( 1 < / С < Т У - 1 ) , 
5, = &,(1 + (1 + Ф^-О (2 </с < ТУ), 

/ я = ( 1 + Ф.у)/^^ + й̂ ^̂ ,̂ Д А (1 + Ф А ) + Х Й — ^Л1 + Ф О + 
+ Ш ( 1 + б О ( 1 < ^ ^ Л ^ - 1 ) . 
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Легко убедиться в том, что вектор х={х1, Х2, . . . , х^У' удовлетворяет 
возмугценной линейной системе Фх = / с матрицей 

^ 1 ^2 

2) = 

Выполнены неравенства 

о 
с1.. 

О 

т а х 
к 

^к ~ ^^к 
1 - е ; 

(3.18) 

<811М + е о [ 2 + е , + 1 1 ^ 1 1 / ( 1 - 8 , ) ] . (3.19) 
Теперь приступим к полной схеме алгоритма обращения матрицы Л. 

На первом шаге получаем такую двухдиагональную матрицу Ф, что 
выполняется равенство Ф = Р{Л + Ф1)0 с оценкой 

где Ег и Ог определяются при Ь = N. Напомним, что Р и О — ортогональ
ные матрицы. На втором шаге решаем N систем линейных уравнений 

/О . . .0 1 0 . . . 0)\"^ 
З^х, == е̂ , / = = 1 , 2 , . . . , N, с правыми частями вида е^ = ''' •' • п 
Нриближенные решения обозначим через х,. Если X — матрица, состав
ленная из столбцов X ; , / = 1, 2, . . . , Л', то X = {Ф + Ф2)~^{I + ^2), 
а матрицы возмущений Фг и 4^2 удовлетворяют оценкам 

^ ^ , ^Г. II < Е, + Е, (2 + 81 + II ^ 11/(1 - Е,)). Фо 1 — е . 

На третьем шаге вычисляется матрица ОХР. Окончательный результат 
алгоритма обозначим через В. Тогда справедлива оценка 

. ( 2 Л ' — 3 ) 1/л^ / „ -^ , , В-ОХР 

Просуммируем погрешности всего алгоритма: 
ОХР - ^ ( ^ + Ф г ) ( / + ^2)^^ = (Л + Ф1 + 

+ Р-1Ф2(?-^) ( / + Р-'Ч'2Р) = (Л + Фз) - • ( / + Ч^З) , 

где Фз = Ф1 +Я~'Ф2<?~\3 =-^"^4^2^. Выполнены оценкп 
2 1 / 2 8 , 

Фз11<11Ф1| + - 1 ^ ( И 1 1 + 1|Ф111), 

Далее, 

X 

^ ^ ( 2 + 

В-А-'=^{В- ОХР) + {Л + Ф з ) - ' ( / + Ч ^ з ) - = 
= {В- ОХР) + А-Ч^г - {А + Фз) - 'ФзЛ "1 ( / + Ч^з), 

в - А < 1 _ ( л ^ _ 2 ) 8 . ( ' ' ' • ! ^ + 

+ а. 
тш 

+ (1 -М ^ 3 ) 
1 ^̂ ^3 )̂ 
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Следовательно, 

+ 1 Фз11(1 + 1Гз!!) , ( 2 Л ^ - 3 ) У л ^ 8 , ( 1 + Рз||) 
+ 

где 

Фз !1< 
2 + {2 .У - 3 ) У . У е , 

ЛI! + 

1 _ (,У - 2) 8 , : 

( 2 Л ^ - 3 ) У л - о , 

1 - 2 У2 8^ - ( . V - 2) е^' 

, (3.20) 

1 - 2 У2 8^ - (^У - 2) 8, 

^з!! < + [ ( 1 + (2Л^ - 3) VN е.) ЦЛ | + 

+ (2 + ( 2 Т У - 3 ) / ] У о , ) ] . 

Полученная оценка носнт априорный характер.Часто более точной быва
ет апостериорная оценка но невязке ^ м а ш ^ — / . В этом случае выполне
но неравенство 

(3.21) 

3.5. Погрешностп вычпслеипя 
последовательностей Штурма 

симметричной трехдпагональной матрицы 

Обозначим через 

Т = 

6., 
а. 

симметричную трехдиагональную матрицу. Последовательностью Штур
ма назовем рекуррентную последовательность функций 

Чх{'к) = А,-'к, д,(Я) = ^ , - Я - [ 6 , / г ^ _ 1 ( Х ) ] 6 , ( ^ = 2, ТУ). (3.22) 

Теорема 3.1 (Штурм)\77г/сгь ^^-\{X)Ф ^ (̂  = 2, ТУ) при некото
ром вещественном X. Тогда количество собственных чисел матрицы Т, 
меньших X, равно количеству отрицательных чисел среди дг{Х) {I = 
= 1, 2, Л^). 

Непосредственный счет по формулам (3.22) может привести, с од
ной стороны, к «переполнению», с другой — к излишнему накоплению 
погрешностей. Для преодоления этих недостатков необходимо провести 
предварительную нормировку Т. 

Предлагается следуюн^ий вычислптельный процесс: 
находим р = т а х (| |, | 6-1)11 вычисляем нормированную матрицу Г/р; 

вычисляем последовательность величии д,(Я), г = 1, 2, . . . , ТУ, для 
матрицы Г /р (если какое либо ^^{X) по абсолютной величине меньше 

8 з = т а х ( 8 о , 2 /е^) , (3.23) 

то заменим такое ^^{X) на бе). 
Проведем анализ вычислительных погрешностей предложенной реа

лизации построения последовательности Штурма на ЭВМ. При норми
ровке матрицы, очевидно, будет допуп^ена ошибка 

11(7^/р)маш - Т1р\\^ ^ ехЦТ/р),^]^ + Зео, 
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где норма \\Л\\^ М X ТУ-матрицы А определяется по формуле 

\ 

А = т а х 
1 1 / 

Для симметричной трехдиагональной матрицы Т справедливы неравен
ства _ 

II гп ^ < узт. 

Обозначим через ^ .̂Д^ элементы матрицы (Г/р)„аш. Смоделируем ногреш-
ности округлений при вычислепии последовательности Штурма д;(А-): 

(^4 —Я)иаш =(с?г — Я) (1 + а 1 ) + а ь Ь И ^ е ь [ а П ^ е о , 

[&.7д^-1(А)]маш==[Ьг/9г-1(Я)] (1 + а 2 ) + а 2 , | | а 2 1 ^ 8 1 , 1^21 < 8 о , 

мат"!/маш [^.•/д.-1(Я)]маш1^,(1 + а з ) + 

+ а з , 1аз! < 81, |'аз1 ^ ео, 

({3^1 — А) маш — ( [Ьг/д^-г (Х) ] маш&1).маш)маш = 

= а4 + { « 1 + (^, - Я) (1 + аО -

-[{Ъ,/д,.,{Х)) (1 + а2) + аз] 6,(1 + а з ) - а з } ( 1 + « 4 ) , 

1а4! ^ еь 1а41 ^ 8о + 8 5 . 

Добавка 8 5 в а4 обусловлена возможной заменой на втором этапе вычис
лительного процесса величины д,(Я) на Б З . Таким образом. 

(?^)маш = с̂ г (1 + а^) (1 + а^) — X — (1 + а.) (1 + аз) (1 + а,) + 
'/г-1 ОЛ 

+ { а ^ -Ь ( а ^ - а з ) (1 + а , ) - а^Ьг (1 + а,) - I [(1 + а^) (1 + а^) - 1]}. 

Это дает основание утверждать, что вычисленная последовательность 
Штурма дг(Я)маш является последовательностью Штурма для матрицы, 
близкой к (Г/р)маш. Обозначим эту матрицу через Г/р и оценим норму 
разности А = Г/р — (Г/р)„аш: 

| А | | е о < т а х ( | ( 1 + а 1 ) ( 1 - Ь а , ) - 1 [ , [ / ( 1 а , ) (1 + а з ) (1 + а^) -

- 1 1 ) 1 1 ( Ш маш I оо -Ь Бо + 88 + 28о(1 + г,) 4- 8о(1 + е )̂ + 
2 е , 

+ 1?^|[(1 + 8 1 ) — 1 ] < : г : ^ 1 ( Г / р ) маш 1 — 8 , 1 
X 

Следовательно, 

I Г / р - Г / р |и < I А |ос + 61 II ( Г / р ) ^ а ш Цсс + ЗБО < ^ — 1 ^ II (Г /р)маш Цоо + 

2е, 
+ 1 — 8 . 

(3.24) 

Рассмотрим вопрос о безаварийности вычислений последовательно
сти Штурма. При точных вычислениях |д,(Я)| < 1 + IX! -Ь 8 с о / 2 , поэтому 
для |А,| ^ 3 величина \дг{Х)\о меньше бо», так как 8со > 8. При 
вычислении на ЭВМ величина [д<(Я)маш1 мало отличается от |ф(Я)1. 

Используя теорему Штурма, можно вычислять собственные числа 
методом бисекций. Оценка (3.24) гарантирует величины погрешностей. 
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Метод бисекций годится и для вычисления сингулярных чисел двух
диагональной матрицы 

а., • О 

о 
так как они совпадают с N наибольшими собственными числами матрицы 

-о о 
ъ, о 

о о 
Б этом случае оценка (3.24) может быть несколько улучшена: 

II Т!9 - Г/р 
3 8 , 

{Т19) маш (3.25) 

3.6. Разложение Холесского 
положительно определенной симметричной матрицы 

Пусть "5 — симметричная положительно определенная N X ТУ-матри
ца. Разложением Холесского матрицы 8 называется представление 5 = 
= ЬЬ* с нижней треугольной матрпцеп Ь. Удобно не ограничивать себя 
условием треугольности матрицы Т^. Поэтому поставим задачу вычисле
ния матрпцы К общего вида, удовлетворяющей тождеству 

8 = КК*. (3.26) 

Предлагается следующий алгоритм. Сначала приведем симметрич
ную матрицу »5 к трехдиагональному виду Г = 080*, 00* = У полу
ченной трехдиагональной симметричной матрицы Г найдем разложение 
Холесского Г = ЬЬ*. В копцо вычислим Н = О'^В. 

Рассмотрим подробно процесс вычисления разложения Холесского 
Г = ЬЬ*. Пусть 

Г = 

о 

а.. о 
Ь 

'к 
с, 

О 

О 

N 

> 0. 

Нетрудно убедиться в том, что = Т'дг(О), где д , (Я)— последовательность 
Штурма для матрицы Г, а с̂  = бл/Тл--!-

Проведем анализ ошибок округления при вычпслепии матрицы Ь. 
Как было показано в 3.5, вычнсленпая последовательность Штурма 
^1 ( 0 )маш соответствует возмущенной матрице Т с оценкой 

г - г и < 
2е. 

1 — 1 — 8 • 
(3.27) 

Теперь нужно учесть ошибки при извлечении квадратного корня 
1'?г(0)„аш и при делении Ък11к~\- Смоделируем погрешности извлечения 
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квадратного корня: 1^ = 1з{1 + а ) , 1а1 < 8 1 , где ЬЬ* = Г, 

I ' . о 
с 2 1% 

X 

о Ста 

Погрешность деления смоделируем следуюгцим образом: 

= ~ Ь Р, 
^й -1 (1+а) 

а 

Оценим разность Ь — Ь, где Ь — вычисленная матрица разложения Хо
лесского: 

1 — 
(3.28) 

Обозначим Т = ЬЬ*, тогда при 81 < 0.05 

ИГ - Г И II ( - ^ - ^ ) (^* - ^ * ) 1 1 + 111;(Ь* - ^ * ) 1 1 + 
+ 11 ( Ь — Ь)Ь*\\ 11^ — Г||2 +211Ь11 \\Ь — Ь\\

^ (38111Г11 + 8 о ) 2 + 2111:11 (38111Г11 + Во) = 
= (б81 + 981^) +(280 + б818о)|11Г11 + 8 о ' . 

Так как 28о11Г11 ^ воИПР + 8о, то 

Г — Г < 
1 - 3 8 , Г + 1 - З е ; 

Г — г к Г — г + Г — г < 9^, + ^ 
1 — бе. 1 - 7 8 ^ - 8 ^ (3.29) 

Просуммируем погрешности полного алгоритма. Поскольку Г = (5 + 
+ Ф)«?* и 

II Ф 
(2.У — 4) У .У 

(8,. |;?|| + оО, : 1 _ (,у - 2) е, 

то матрица Я = 0~^Ь удовлетворяет тождеству ЕЯ* = 5 + Ф + Ч*" и 

(3.30) 

98, + 8 8с + 48„ 
(1^1 + 1|Ф1) + -1 — бе. 1 - 7 8 ^ - 8 ^ 

|ф + ту 

+ 

98, + 8,, 
+ 

(2.У — 4) У ж 8, 
1 - 6 е , ' 1 - ( Л ' - 2 ) 8 , - 3 8 , - 8 д 5 + 

+ 
(2Л^ — 4) У Л - о_ 

[ 1 - 7 8 , - 8̂  ' 1 - {1\ 2) 6,. - 38, - 8 ^ • ^ -̂̂ ^^ 

Таким образом, вычисленная матрица Ь такова, что 0~^ЬЬ*0 является 
возмущением матрпцы 6". Определим матрицу Я, близкую к Я, удовлет
воряющую тождеству ЯЯ* = 6': 

Я-^8Я-* = 1 — Я-^{ФЛ-^)Я-*, 

1 - Я-^{Ф + Ч')Я-* ={!+&) {1+ 0 ) * , 

я = я{1 + е). 
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Выполнены оценки вида 

0 < 11Ф + 1! (5 + ф + 
2 - 11 Ф + II (3.32) 

ц Л - 7 ? | | < IЛ I ! I !( / + в ) - 1 - / к II л 

Погрешность вычисления матрицы Лмаш = (С'~̂ ^̂ )маш равна 
и Ъ ^ (.V — 2 ) У 1 У , и-б , 
^?маш — Л < ^Г-^о (е,-1 Л II о,). 

II Ф + !1 (5 + Ф + чо~^ 
2 (1 - II Ф + II! ( ^ ч - Ф + ч т ^ ) 

Следовательно, 

^ м а ш В ^ Лмаш 

1 — — — 8„ 

I + Е — К < 

(3.33) 

( У У - 2 ) 1 / Л ^ О , 

1 — — — 8 , 
+ 

+ -

2 ( 1 - 1 | Ф + У|||| ( ' , - + ф - [ - У ) - 1 | | ) + 

{N - 2) у ж 8 , 

1 — Л' 
Ф + Ч'Ц :| (5 + Ф + Ч0~^ 

(3.34) 

В заключение отметим, что анализ алгоритма разложения Холес
ского был проведен без проверки безаварпйности. Чтобы алгоритм был 
безаварийным и не было излишнего наконленпя погрешностей, нуяшо 
вначале нормировать матрицу 15 условием Иб'И ~ 1. Также необходимо, 
чтобы обусловленность матрицы 5 была не слишком большой. В тех слу
чаях, когда мы будем исиользовать разложение Холесского, эти требо
вания выполнены. У нас будет 11̂11 < 2, 115~"Ч1 < 2. 

§ 4. УСТОПЧИВОСТЬ АЛГОРИТМА 
К ПОГРЕШНОСТЯМ ВЫЧИСЛЕНИЙ 

В этом параграфе проводится полный анализ влияния ошибок ок
ругления при реализации алгоритма вычисления проекторов регулярного 
пучка матриц на ЭВМ с плаваюш;ей точкой. Прп этом для оценок по
грешностей приводятся точные выражения, а не грубые прикидки поряд
ков величин. 

Конечно, наш анализ учитывает па всех этапах самые неблагоприят
ные ситуации и получаемые оценки будут суш;ественно завышены по 
сравнению с реальными. Тем не менее, эти оценки достаточно эффектив
ны, если задача о вычислении проекторов Ро и Рсо пучка ХВ — А хорошо 
поставлена. Под хорошей постановкой задачи понимается прежде всего 
устойчивость к возмуш,ениям входных данных. У нас мерой качества 
устойчивости спектральных характеристик пучка ХВ — А являются ве
личины параметра со и обусловленности матрицы {АВ). 

Содержание § 4 можно рассматривать как доказательство коррект
ности алгоритма при реализации его па ЭВМ. Корректным алгоритмом 
следует называть тот алгоритм, который хорошо справляется с хорошо 
поставленными задачами. 

Очень важно подчеркнуть, что система оценок, полученных в этом 
параграфе, все-таки не дает гарантии точности вычисленных проекторов 
Ро и Роо и матрицы И. Вопрос о гарантиях достоверности результатов 
счета будет обсуждаться в § 5 . 

Излагаемые ниже результаты показывают, что параметр (о является 
мерой качества устойчивости предложенного алгоритма. Полученные 
оценки могут быть использованы для определения множества хорошо 
поставленных задач для конкретной ЭВМ. 
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4.1. Некоторые леммы 

Для проведения обратного анализа ошибок округления и погрешно
стей входных данных полезно выделить три технические леммы. 

Лемма 4.1. Пусть К — невырожденная N ХХ-матрица, а | — матри
ца размеров пХМ. Тогда существует такая {Nп)X{Nп)-матрица 8, что 

{1 + 5) 1о 
{1 + 8*) {1 + 8) = 1, 

причем выполнены оценки 
11.511 1̂11 ИЛ - И 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Подходяш,ая матрица конструируется явно. 
Рассмотрим матрицу 

5 = ( о и 
V — ^ л - ^ о 

Легко показать, что имеют место матричные тождества 
(я\Л + ( л - ' ) * ^*?^ 

{I + 3)[1) о / 

( / + 5 ) ( / + §*) = 

Матрица 

О 

о 

8 = о 
о 1 + г 

удовлетворяет условиям леммы. 
Осталось доказать оценку И̂ ?!!. Пусть 17*ФУ—сингулярное разло-

женпе матрицы Ь,Н'^. Рассмотрим, например, случай, когда ^ ==(2 0 ) , 
где 2 — диагональная матрица с положительными элементами по диаго
нали. Неслончные выкладки дают следуюп];ее представление матрицы .5: 

( / + - / О ( / + 2 2 ) ~ Т 2 

О О О 

— ( / -Ь 22) 2 2 о ( / -Ь 22) 2 _ / _ 

.5 = (V* О \ (V О \ 

Отсюда следует пунгная нам оценка: 

.5 . / 2 1 — 
/ 1 + — 1 

Аналогично рассматривается случахт, когда ^ = ( 2 0)"^'. Лемма доказана. 
Следующая лемма — о едпнственностп блочного ОВ-разяожеиш. 
Лемма 4.2. Пусть 

/ ^ 2 \ 

о М, 

где Ох и (?2 — ортогональные матрицы, Кх и К2 — невырожденные квад
ратные матрицы одинаковых размеров, Мх и М2 — матрицы одинаковых 
размеров и полного ранга. Тогда существуют такие ортогональные мат
рицы ^ и О, что К2 = ^Кх, Ь2 = ^Ьх, М2 = 0М1. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся тождеством 

А*А ^ •2^ к1ь. 

В силу невырожденности матриц К\ К2 из равенства К^К^ = /1^2^2 
выводится представление = с ортогональной матрицей ^ . Дей
ствительно, (К,К~^У{К^К^^)= I , К2=^{К^К^^УК^, т. е. ^^{К^К-'^У. 
Из равенства К^Ь^^ К/^Ь^ следует представление Ь2 = ^Ь\. Отсюда 
вытекает тождество М^М^ = М^М^^ связывающее матрицы Му и М2 
полного ранга. 

Вначале предположим, что число строк в матрицах Мх п М2 не 
меньше числа столбцов. В этом случае, воспользовавшись разложе
нием матриц Мх и М2, получим тождество М 1 М 1 = М 2 М 2 для треуголь
ных невырожденных матриц Мх и 70̂ 2, из которого, аналогично случаю 
матриц^ ! и К2, следует утверждение леммы 4.2. 

Теперь рассмотрим ситуацию, когда число строк в матрицах Мх и 
М2 меньше числа столбцов. Сингулярное разложение этих матриц имеет 
вид М^^^V^ф^^-^, Л/2 = У з ^ г ^ ' г ' г д е 11х, 112, Ух и — ортогональные 
матрицы, а .2)1 = . 2 ) 2 = ( 2 0) с квадратной невырожденной диагональ
ной матрицей 2 . В этих обозначениях выполнено равенство 

— 1 1 
/ у2 0^ 
^ 0 0^ 1о о; 

— 1 

откуда имеем следующую структуру матрицы I].Л] - 1 . 

^л^7' = (^1 о \ 

причем И^22 = 2^^ ! . Следовательно, 
М2 - У2*{т'х, 0)С/1 = Уз* (2-1^^,2) (2 0) Пх = 

= У2* (2-11^12) У1 • ^ 1 * (2 0) Пх. 

Осталось показать ортогональность матриц 2~ЧУ 12. Действительно, 

(2~^И^2) (2И^*2~^) = 2 - ^ 1 2 ^ ^ 1 2 - ^ = 2-'2-^И^1И^12- = / . 

Лемма доказана. 
Лемма 4.3. Предположим, что пучок N X N-матриц ХВ — А регуля

рен относительно единичной окружности, т. е. с1е1(5 — е'М)=?^ О 7^ри лю
бом вещественном ср. Пусть 

' В 
— А В 

г = 

О' 

о — А В 
— А 

— блочная двухдиагональная матрица размеров [N(п + 1)]Х[Хп], где 
тг ̂  1 — любое целое число. Тогда для любого вектора х е К"^ справед
ливо неравенство 

гх 
т а х 

ф 
(4.4) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим способ сведения к бесконечномер
ному случаю. Для этого рассмотрим множество последовательностей век-
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торов из К''̂ ' с элементами вида 7 = (..., у-и Уо, Уи ..-), где ^ К^. 
Определим норму элемента У: 

оо 

\\гг= 2 ЬгГ-
г = — о о 

Элементы У с конечной нормой образуют линейное нормированное 
пространство. 

Вектору х={х1, . . . , Хп) поставим в соответствие последовательность 
X = (.. . , XI, ..., х„, . . . ) с Хг = 0 при г ̂  О и при г > п. Соответственно 
вектору / = г.г = (/о, / ь . . . , / „ ) сопоставим последовательность Р = 
= (.. . , /о, . . / „ , . . . ) с /г = О при г < О и при г > п. 

Определим оператор Е, действующий на последовательность У 
по правилу 

ЕУ= С =(..., §-1,ёо, ёи ...), §г=Вуг+1 — Ауи 
Очевидно, что ЕХ — Р, 11X11 = 1Ы1, = 11/11. Следовательно, оценку лем
мы можно получпть с помощью оценки нормы оператора Е~^. 

Рассмотрим ряд Фурье для последовательности У = у ~\, у о, у и ...)'. 

По равенству Парсеваля 
^ = —оо 

2Я 

У 2л 
у(Ф)1Рйср. 

о 
Так как уравненпе ЕХ = Р эквивалентно уравнению {Ве — у1)Х(ф)== 
= > ( ф ) , то Х (ф) = (5е- '* — Л ) - ' / ' ( ф ) . 
Следовательно, 

I X 2 = А _ С X (ф) !Р с̂ ф < т а х 1 \Ве-^^ — Р - 1 - (* | Г' (ф) Р (̂ ф = 
2л 

т а х 
ф 

( 5 _ е^ФЛ)-1 2 _ 

X < т а х 11 (Л —е^фЛ)-1 
Ф 

гх 

'2 

II" 

Лемма 4.3 доказана. 

4.2. Оценки погрешностей 
на первом этапе алгоритма 

Анализ вычислительных погрешностей алгоритма разбивается на 
две, не связанные между собой, части: анализ погрешностей нормировки 
исходного пучка матриц и анализ погрешностей в итерационном ироцес-
се. Обусловленность первой части анализа оценпвается обусловлен
ностью нормировки, т. е. числом обусловленности матрицы (Л Л), а обу
словленность второй части дается параметром дихотомии со. 

В этом пункте подробно исследуется процесс нормировки исходного 
пучка матриц ХВ — А, чтобы получить нормированный нучок ХВц — Ао, 
удовлетворяющий равенству А^Ао* + ВоВо* = Р Для этого предлагается 
следующая вычислительная процедура: 

сформируем NX 2А-матрицу {А В); 
применим преобразования отражения Хаусхолдера слева к матрице 

{А В), чтобы получить матричное равенство 
{АВ)0={ЬО) (4.5) 

с ортогональной матрицей и нижней треугольной Ь; 
вычислим матрицу 

{АоВо) = {1 0 ) (? -^ (4.6)-
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При реализации на ЭВМ этого процесса в формуле (4.5) вместо ну
левой матрицы будет стоять некоторая матрица малой нормы. Чтобы от 
нее избавиться, воспользуемся леммой 4.1. Опишем эту процедуру по-
подробпее. В силу результатов из 3.3 выполнепа оценка 

I {А в ) ^ - (^машО) ь < 
N 

N-1 
{гг\\{А В)У + о^V2N), (4.7) 

1 - — 2 - 8 , 

где Ег и о, вычисляются при Ь = 2^". Матрица ^ определена точно по 
вычисленным на ЭВМ векторам нормалей к гиперплоскостям отражений. 
Обозна-чим (т! ^) = {Л В)^ — {Ь^^^ 0 ) . Тогда матрица (^1 |) будет иметь 
малую норму ( 4 . 7 ) . Применим лемму 4 . 1 к матрице (/^маш + "Л %)- Су
ществует такая ортогональная матрица I -\ 8, что 

( ^ . а ш + Г 1 | ) ( / + ^ ) = ( Г 0 ) , 

1^ <|^||1(^^маш+ Л ) -^ 

Обозначим (Ло Во)={1 0) { I + 8)~^^ К Известно, что выполнена оценка 

1 -
N—1 

Следовательно, 

(^0 ^ о ) . ; м а ш - ( Л 5 о ) 1 < 1 ( Л ^о )маш- (/ 0)П-'\\

+ ||(/ 0 ) < ? - ^ - ( / 0 ) ( / + 5 ) - ^ < ? - ' 1 < | ^ | 1 1 ( / + ^ ) - П 1 + - ^ ^ ^ ^ ^ % ^ ^ ^ < 
1 — 

^[N'^'{Е^^А Я)|] + / 2 о , ) ] ^ [ ( 1 -
N-1 

ст, т т (А В) 

-N'^'{Е4{А В)\\+ V 2ог) + 
1 — • 

Л^— 1 ( 4 . 8 ) 

Оценка (4.8) имеет априорный характер. Попробуем получить апосте
риорную оценку, используя невязки. Пусть 

Ф={А В)—Ь^^^{Ао Яо)„аш, 

^ = (-̂ 0 ^о)маш'(^о ^о)маш I • 

Обозначим (1о Яо) = ( 7 + Ч^)-1/2(Ло Яо),,,,, Ь== Ь^^{1 Л-^У'\ 
В качестве значения квадратного корпя берется главная ветвь функции 
У1 + 2. В 5.1 будет показано, что при НЧ*"!! < 1 

Дополним матрицу (Ло Во) до ортогональной 

^0 ^ 0 

\Со Во' 

Из равенства {А В) = {Ь 0)^ + Ф следует (А В)^* =(1 0 ) + Ф ^ * . 
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Применим лемму 4.1 к матрице {Ь 0)+Ф^*. Обозначим (Ло Вс) = 
= (/ 0) { I + 8)''^^*. Тогда выполнены оценки 

< 1 ( Л ^ о ) - А В,)\\ \\(А, В,)-{А, В,и^\\^\\81 + \\{1 + Ч)''"-1\\^ 
\Ф\\ ЦЧ̂Ц 

(4.9) 

(̂ "̂ 0 •̂ о)*1аш " (^0 -^о) + |Ф| 
2-11^11 ^>шш(^маш)(1-||1'1)-11ФГ 

Оценка (4 .9 ) , конечно, справедлива, если только < 1 
Х ( 1 — ИЧ^И)—11Ф11 > 0 . 

4 . 3 . Оценки погрешностей 
на втором этапе алгоритма 

После первого этапа алгоритлса мы^получаем почти нормированный 
пучок матриц ЯВомаш —-4омаш == ?̂ о̂ — ^о, который удовлстворяет нера
венству 

ЦАО ВО)-{АО Яо ) 11< Ро , (4.10) 

где Ро — малая константа, а ХВо — Ао получается при точном нормиро
вании исходного иучка матриц ХВ — А. 

Для анализа устойчивости итераций второго этапа алгоритма вос
пользуемся наводяп];ими соображениями из 2 . 1 . Рассмотрим блочную 
двухдиагональиуго матрицу размеров [Л ' -2 ' "о ] X ^У(2™о + 1) : 

^ 0 = 

- Л ^ 0 
- Л В. 

- А . В О— 

(4.11) 

Оказывается, что вычислительный процесс второго этапа алгоритма мож
но проинтерпретировать как применение серии ортогональных преобра
зований слева к матритце б^д. 

Разобьем матрицу на блоки 

о 
в, о \ 
^0 ^о/ 

(4.12) 

расположенные по диагонали матрицы ^о- Таких блоков будет, очевид
но, 2"'о~^ Во время первой итерации второго этапа алгоритма все эти 
блоки одновременно преобразуем умножением слева на ортогональную 
блочнодиагональную матрицу ^1 с диагональными блоками вида 

( ^ 0 ^о/ 

где Хо и 7о удовлетворяют уравнению ХоВо — У^Ао == 0. Диагональные 
блоки (4.12) матрицы после этого преобразуются в блоки вида 

/ С, В, вл 

[-А^ О В^' 

Во время второй итерации у матрицы = 3^\М-о выделим блоки пе 
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диагонали вида 

^ О О — ^ 1 О ^ 1 
(4.13) 

Строки, содер^кащие блоки (Сх Вх Вх), не участвуют в дальнейигих 
преобразованиях. С выделенными блоками (4.13) для пары матриц 
{Ах Вх) проделаем аналогичные операции, что и для пары (Ао Во). 

Продолжая такой процесс ортогонального исключения, получим по
следовательность ортогональных матриц '••^^т^-^ которые при
меняются слева к матрицам = • • • После то итераций по
лучим матрицу 

- А ^ { ) . . . 0Я^^_ 

с нижней блочной строкой, содержагцей между матрицами А^^ и В^^ 
только нулевые блоки. Перепишем матрицу в следуюп1;ем виде: 

^ . 1 
0 В т , 

где матрицы Рх и ^2 имеют размеры \N (2'"о — \)\у^ N, а Р — квадрат
ная матрица. Фактически, в результате описанной выше интерпретации 
второго этапа алгоритма мы приводим матрицу М-о к блочному верхне
треугольному виду ортогональными преобразованиями слева. Это стано
вится совсем очевидным, если у матрицы поменять местами блоч
ные столбцы, содержащ,пе блоки Рх и Р. В результате такой перестанов
ки получится матрица 

^ 1 1Р 

с квадратным блоком Р. 

Заметим ещ,е, что матрица 

нальпой матрицы 

— А о/ Вт 
(4.14) 

— А„ 

получается из блочной двухдиаго-

В„ 

-А, В, 
— А О— 

(4.15) 

применением ортогонального преобразования слева. По лемме 4.3 

11̂ -̂41 = 1/а:п1п ( ^ ) < шах II {Во - е"'Ао)-Ч < 5яа). 
ф 

И наконец, применяя лемму 4.2 к матрице (4 .14 ) , можно утверждать, 
что, несмотря на неоднозначность выбора ортогональных преобразований 

/ = 1, 2, . . . , то, матрица (—Ат^ Вт^) единственна с точностью до 
ортогонального преобразования слева. 

Попытаемся смоделировать погрешности округлений в предложенной 
интерпретации вычислений второго этапа алгоритма. Имеются ошибки 
двух сортов: с одной стороны — начальные возмущения матриц Ао и Во, 
с другой стороны — погрешности применения преобразований Иа-
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чальные возмущения, которые возникают на выходе первого этапа алго
ритма, мы уже учли в виде неравенства 

11(Л'о Бо)-{Ао Во)\\<^а 

с малым Ро- Знаком ~ в дальнейшем будем обозначать результаты ма
шинных вычислений. Легко показать, что матрица 

^ 0 = 

^ 0 

- л в. 

- ^0 

отличается от_матрицы на У2ро, точнее, выполнено неравенство 

Далее, в результате применения машинного ортогонального преоб
разования, которое «почти ортогонально» в онределейном смысле, блоч
ная матрица 

- Л В, О 

О —А, Во) 
(4,16) 

переходит в матрицу 

С, В, О, 

\ в, 

в 3.3 было показано, что существует точное ортогональное преобразо
вание, которое переводит (4.16) в блок 

С, % В, 

- А , А , В, 

причем выполняет неравенство 

С г А В Л 

- А , А , В,] \-А, О В,1 

а = К 7 — Р 

I 

,а 
А„ Во о 
о - А , В,] 

1 — — 9 — е., 1 -
N—1 

где Бг и Ог определены при Е = 2N. 
Аналогично можно показать, что существует точное ортогональное 

преобразование, переводящее блок 

' - А 7П 
- О 

Вт О 

3™ В т/ 

в блок 

Ст+1 В^^^1 Вт+1 

Причем выполнено неравенство 

( — Л т + 1 -^т+1 ) — ( — О Я ^ + 1 ) | ^ а 
— А т Вт О 

О -А^ Вт. 
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Матрицы точных ортогональных преобразований размеров (^V•2'"о)x 
X {N^2"'о'^ на т-й итерации обозначим через ^т. Определим матрицы 

И .54т следующим образом. Пусть известна матрица тогда обо
значим Мш = ^т-^т-\. Строки матрицы содержащие блоки —А^, Д«г, 
Вт, заменим на строки с матрицами —Лт, О, Вт соответственно. Тогда 
строки матриц 4*"^ = — »5 т̂ содержат либо все нулевые блоки, либо 
б.локи _ 

-{Ат-Жг.); Ат, {Вт-Вт). (4.17) 

Нетрудно проверить, что структура матриц Ч/'т позволяет доказать оценку 

Это следует пз того, что строки, содерн^ащие блоки (4 .17 ) , имеют следую
щее «зацепление»: 

'-{Ат-Аг,) Ат {Вт-Вт) О О 

О о —{А^ — Ат) Ат {Вт-Вт),' 

Нас будет интересовать оценка величины ^т— ^т^ - •. ^1«5^о • Она 
может быть получена следующим способом: 

< II - . . . ^ 1 ^ 0 II + / 2 а I '^т\\ / 2 р < 

( 1 + а / 2 ) 1 - . . . ^1 .5^0 II + / 2 а И Л + / 2 ^ , 

'^т, - . . . ^1^5^о!| < ( 1 + а / 2 ) ^ 0 I I - ^ , \

+ 2 ( 1 + а / 2 ) М с с / 2 | | ^ о 1 | + р / 2 1 < 
^=0 

• ^ а - Л 1 1 + ' » о ( « / 2 И о ! 1 + Р У 2 ) У 2 
1 - А У2Т^ 

= (Ро + '^о» II-52^011+ '̂ ^оР)-

Обозначим ^ ' ^т • • • тогда матрица ^М-о мало отличается от 

матрицы • 

У2- {% + т,а\^^\\+т,Щ. (4.18) 

Заметим, что при точных вычислениях мы бы получили равенство 
'^т^ = С ортогональной матрицей 0^ вместо неравенства (4 .18 ) . 

Легко убедиться в том, что матрица ^т^ имеет следующую блоч
ную структуру: 

-А^^ О . . . О Вг 
о О — 

Матрицу З^^о представим в следующем блочном виде: 

^ ^ 0 = 
- л Ф Вт) 
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Тогда матрица у—Лт^ Вт^ мало отличается от 

ца Ф близка к нулевой. Теперь вспомним, что матрица 

из матрицы 

— Лт^ Вт^, а матри-

получается 

- в , 
- А 

• В, 
— А 0 _ 

ортогональным преобразованием слева. По лемме 4.1 существует орто-

гональная матрица 1 + 8, умножением на которую слева матрица 1ф 

• ( 
приводится 

По лемме 4.3 

О 
. Боле того, выполнена оценка 

ашш {3)) : 

|ф| 

1 
тах II {В^ - е^^А^)-^ 

а Ф ^гпд — ^ - ^ о ! " Обозначим {I + 8)0^.5Фо = 0^Мо, тогда можно вы
вести неравенства 

- I < II ^ 11 - ^ 0 I + II -

Ф + 
1 Ф 1М ^ 

о 
1 

-!1Ф! 

< Ф 
1 + тах 

ф 
[ ФII шах 

ф 

(4.19) 

Учитывая неравенства \\М-о\\^М2, шах II (5о — е"^Ло) ~'11 < бяю и 
ф 

(4.18), оценку (4.19) монаю превратить в следующую оценку: 

1/2 (1 + 51/2 ло)) (р^ + а 1/2 -Ь ^т^) 

1 - 2 1 / 2 шп^ - 5 1/2 лсо ((З^ + а 1/2 + 
(4.20) 

Матрица М-о имеет полный ранг, так как пучок Я5о — регулярен 
относительно единичной окружности. Следовательно, по лемме 4.2 су
ществует некоторый точный вычислительный процесс, в котором" полу
чаются матрицы и Вт^-: удовлетворяющие оценке 

I ( - А,^Вга^ - (- А,,,В^^) II < II Лш^ - ^.5^0 ||. 

4 , 4 . Оценки погрешностей 
на третьем этапе алгоритма 

На этом этапе погрешности складываются из ошибок предыдущих 
двух этапов, ошибок округления при реализации вычислений самого 
третьего этапа и ошибок, связанных с тем, что итерации не ведутся до 
бесконечности, а обрываются при т то. 
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б = 

Ошибки, возш1каюш;ие из-за конечности итерационного процесса, бы
ли тгцательно исследованы в 1.3. Поэтому можно считать, что эти ошиб
ки уже учтены в погрешностях входных данных третьего этапа алго
ритма. Либо можно их добавить к погрешностям выходных матриц Н^^ 
и 2о, 2^. 

Отправной точкой в последуюш;ем анализе послужит нам неравенство 

1 1 ( - ^ - о ^ - о ) - ( - ^ - о ^ % ) ! 1 < ^ (4.21) 

1/2 (1 + 5 У2 ясо) ( р ; + ос У2 + И р ) 

1 -21/2а » г^ -51/2ясо (р^ + а1/2т^^Н-рт^) ' 

где а, 3, ^ 0 определены в п. 4.3. На третьем этапе конструируются 
матрицы 

2о - ( -1™. + В„^, (4.22) 

< • 

Требуется оценить нормы разностей Т/ги̂  — ~~ ^̂ •> ^ '̂̂  ^ 
2о — вычисленные по формулам (4.22) матрицы. Естественно, что вычис
ления эти проводятся па ЭВМ с плавающей точкой и с входными мат
рицами Апг^ И Вт^^-

Введем обозначения Р={^Ат^ + В„^)^^, Р = ( ^ т ^ -!- Вщ^)'^- Из фор
мулы 

следует оценка _ 
||/^_Я1 ^6Г211Я1 11Я1. 

Здесь мы воспользовались простым неравенством 

В сплу оценок 

Р - Р < 

СТтШ (Аш^ + Вт^) > СГщш {А,п^ + Вт^) — б / 2 , 

1 ^ II ^ II 
о ^ т т ( ^ ~ ' ) - б У 2 ^ 1-б1/2||/''|| 

^ б 1/2 II |Р 

справедлива цепочка неравенств 

ЬУ2\\Р\? 

1 - б 1/2II ыаш 
\~ЬУ2\\Р\ 

где через А {Р) мы обозначили погрешность обращения на ЭВМ матрицы 
исследованную в 3.4. 
Далее, используя результаты п. 3.2, получим неравенства 

II (^^маш/^ маш)маш - РР* || < /Л^ + е .̂Л )̂ || Р^^^ ̂  + 0^4-

+ II ^^маш^^маш - РР"" \ || ^^маш -Р^^ + 2\\Р\ -Р\\

+ {г; Ум -Ь гиМ) ЦТ^машР + о ^ < о , -Ь (е, Ум+гиМ)\Р^- + 

-Ь [ (е.̂  / ] У + 8иЛ^) (2|| Р\\ \\ш - II) + 2 II II + II /^маш - ||] Ц ^̂ маш -

- к о̂  -Ь (8^ /Л^ + гиМ) \\ |р -Ь 

+ II /^маш - РII (2II ^ II -Ь I: /^маш - II) ( 1 4- / А ^ + е^Д ) . ] 
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в итоге выводим следующую оценку: 

1 — б У2II [1-6У21Р + А(Р 

Аналогично можно вывести оценку погрешности вычисления матри
цы 2о, которая является приближением к проектору Ро: 

I 2^0 — ^ 0 1 = 1 ( /^машёт^ )маш — Р ^ Ч VN || Рш&тВт^ Л-

+ гнМ Р, маш ВтЛ + \\Р маш Р \ Р Вт -Вг 

+ I! ^маш - РIIII Вт^ - Вт^ II < е , Ум \\ II + 8,̂ А̂  II Р I! I Вт^ || + 

-Ь (1 + е, VN + гпМ) 
б 1/2II ( в. + Ь\\Р\ 

1 - б 1/2 II II 

Перепишем предыдущие оценки, учитывая равенство Ц ^ | = | Нг.г^ '^^^ 

неравенство 

В гп„ Р/^т 

Вт < 1 : 

X 

:о^ + (8^ Ум + ЕЦМ) \\Ь\\\ {1 + г^ УМ + е .̂Л )̂ X 

[ б У 2 + А ( ? ) ] [ 2 -ь А (?^)' 
1. п ^ л -л 

1 - 2 1/26 II Я,„^ 

^ 0 - ̂  II < бг У II г, I! + ЕиМ II я ^ ^ 1^''^ + 
1 + 8 , УN+г,,N 

(4.23) 

1 - б У 2 
1 ^ [б У2||Я«Л + б||Я„,Л^/^ + А {Р) (1 + 6 ) ] . (4.24) 

Оставшуюся часть параграфа посвятим оценкам возмущений спект
ральных характеристик пучка ХВ — А, которые можно получить, исполь
зуя полученные в этом параграфе результаты анализа алгоритма. Пред
положим теперь, что вычисления ведутся точно, без округления арифме
тических операций. Пусть вначале имеются два пучка: кВ — А и ХВ — А, 
который является возмущением первого: 

II (.3" Б)-{А 5 ) 11^611 (Л 5)11. (4.25) 

После первого этапа алгоритма получим оценку, которая выводится ана
логично (4.8): 

б II (А Б) II ^ б 
(Ао Во) - {Ао Во) II < о^,^{А й)-б||(.4 В) бшш(^ В) 

{А В) 

.. (4.26) 

о 
- б 

тах 

Предположим, что итерационный процесс на втором этапе алгоритма 
бесконечный. Обозначим через А^ и Воо матрицы Л и Вт^ при беско
нечно большом то. Оценка (4.21) при а = р = 0 превращается в оценку 

( - 2 о о Я о с ) - ( - Л о с Я ^ ) | | < ^ 
33(0^^ 

23<оР̂  ' 
(4.27) 

где Ро = б / К , „ ( Л Б ) / о ш . Л ^ В)-_Ь]. 
Так как От1п{А^-\-В^) = ХЦя», то 

У со < 
ЗЗсой 

1 - 23©Р|, * 
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Несложные выкладки приводят к оценке 

(О 
со 

1 

/со 
1 - 2 / 

У (3) < 

< (4.28) 1 _ 89соЗ/2р^ • 

В сравнении с оценкой (1.24) эта оценка, конечно, хуже. 
Что касается оценки возмущений матрицы Ро, то из (4.24) следует, 

что 

> о - Л | | < ( 1 + / 2 ) со — 23соР, 1 - / 2 со 
ЗЗсор̂  

< 1 - 23сор̂  / 1 - 70со=̂ /-̂ Р„ * 

(4.29) 
Таким образом, в дополнение к оценке (1.24) получена оценка (4.29) 
возмущения проектора пучка матриц с помощью параметра со. Тем са
мым показано, что параметры со и обусловленность нормировки 
Ош!^х{Л В)!ога\п{А В) позволяют оценить качество устойчивости задачи 
о вычислении проекторов Ро и регулярного относительно единичной 
окружности пучка матриц. 

Не представляет особых трудностей, поступая аналогично рассуж
дениям п. 2.2, получить оценки возмущений от начальных данных для 
ортогональных проекторов По и П^о. 

§ 5. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ВЫЧИСЛЕННЫХ 
СПЕКТРАЛЬНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК РЕГУЛЯРНОГО 

л и н е й н о г о п у ч к а МАТРИЦ 

Как уже говорилось ранее, анализ вычислительных погрешностей, 
проведенный в § 4, не дает гарантии точности вычисленного значения 
параметра со. Для замыкания системы оценок § 4 нужна оценка сверху 
параметра со. 

В настоящем параграфе предлагается методика оценки точности вы
численных спектральных характеристик пучка матриц %В — А, матриц 
Н, Ро и Рас, основанная на обобщении теории уравнения Ляпунова. Та
кой способ был впервые применен А. Я. Булгаковым для оценки точности 
решения задачи о дихотомии спектра матрицы мнимой осью [ 7 ] . 

Предлагаемая методика оценки точности состоит в вычислении не
скольких невязок матричной алгебраической системы уравнений и при
менении теории возмущений. 

Простой пример для демонстрации этого подхода доставляет клас
сическое уравнение Ляпунова 

А*Н + НА = - 1 , Н^т. 

Предположим, что матрица Й является приближенным решением этого 
уравнения, т. е. С == + ЯЛ + / — матрица малой нормы. Если Я — 
= Я * > О и 11(711 < 1 , то по теореме Ляпунова матрица А асимптотически 
устойчива. Более того. 

Н — Н 

о 

= т а х 

Их 11=1 

т а х 

\е^^*Се'^ сИх,х 

\ 
С Н 

Следовательно, норма невязки уравнения Ляпунова \\А*В + НАЛ-Р\т 
относительную погрешность вычисленной матрицы Я . 

63 



5 . 1 . Обобщение уравнения Ляпунова 

Сначала поясним классические результаты для матрицы А, имеющей 
все собственные числа внутри единичного круга. Рассматривается урав
нение Ляпунова 

АХА*-Х = -С. (5.1) 

Это матричное уравнение относительно X имеет единственное решение, 
еслп все попарные произведения собственных чисел матрицы А не рав
ны 1, что, конечно, справедливо для матриц со спектром внутри единич
ного круга. 

Принципиально важную роль в теории устойчивости играет теорема 
Ляпунова. 

Теорема 5 . 1 . Пусть матрицы Х = Х*>0 и С = С*>0 удовлетворя
ют уравнению ( 5 . 1 ) . Тогда все собственные числа матрицы А лежат вну
три единичного круга. 

Легко убедиться в том, что, если все собственные числа матрицы А 
лежат в единичном круге, то решение уравнения ( 5 . 1 ) задается формулой 

Х = 2 А'аА'^у. (5.2) 

Приступим к изложению одного пз обобщений результатов Ляпу
нова на пучки матриц, не имеющих точек спектра на единичной окруж
ности. Выбор предлагаемого варианта обобщения определяется прежде 
всего возможностью построения для него достаточно простой и нагляд
ной теории возмущений. 

Рассмотрим следующую систему матричных уравнений относительно 
тройкп квадратных Л''X Л'-матриц (Р, Т, X): 

р2-р^0^ ТА{1-Р)~{1 -Р) = 0, {1-Р)ТА-{1-Р) = 0, 

ТВР-Р = 0, РТВ-Р^О, Р А Т * + ( / - Р ) Х ( / - Р * ) - Х = 0, (5.3) 

ТАХ (ТА)*- ТВХ {ТВ)'^={1-Р)С{1-Р*)- РСР*. 

Теорема 5 . 2 . Предположим, что существуют лштрицы Р, Т, X, С, 
удовлетворяющие системе уравнений ( 5 .3 ) , причем X = X* > О, С=^С*> 
> 0 . Тогда (\е1{В — е^'^А)^ О при любом вещественном ф, Р — проектор на 
инвариантное подпространство пучка ХВ — А, отвечающее собственным 
числам внутри единичного круга, I — Р — проектор на инвариантное под
пространство пучка ХВ — А, отвечающее собственным числам вне единич
ного круга. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим Р+о==Р, Р-о = 1 — Р, Р+\ ТАР, 
Р-\ ТВ{1 — Р). Тогда легко проверить выполнение тождеств Р-оР+\
= Р+\Р.-о = Р+оР-1= Р-\Р+о = 0. Справедливо также представлепие А — 
^Т-'^{Р-о + Р+1), В = Т-'^{Р+о + Р-1) • Из двух последних уравнений си
стемы (5.3) выведем уравнение Ляпунова 

X - (Р_1 4- Р + , ) X (Р_1 + Р+,Г = Р+оСРи + Р-оСР-о. 

Действительно, 

( Р _о + Р+г) X ( Р _о + Р + 0 * - (^+0 + Р-1) X (Р+о + Р-хГ = 

= Р-ОХР1О + Р+1ХР1г - Р+ОХР1О - Р-гХР1г = Р-ОСР1О - Р+^СР^о, 

Р _ о Х Р 1 „ - Р_,ХР1^ = Р _ о С Р - о , Р+ОХР1О - Р+гХР1г = Р+оСР'+о, 

Р-ОХР1О + Р+ОХР1О = Х, Х-Р-,ХР1,-Р+,ХР1, = 

= X - (Р_1 + Р + , ) X (Р ^ 1 + Р+1)*. 
Так как Х = Х*>0 и 

Р+ОСР1О + Р-оСР-о > ^ ^ ^ ^ / > О, 
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то по теореме 5.1 матрица имеет все собственные числа внутри 
единичного круга. Осталось воспользоваться теоремой 1.2. Теорема 5.2 
доказана. 

Непосредствепной проверкой можно убедиться, что матрица X при 
выполнении условий теоремы 5.2 представима в виде суммы ряда 

(5.4) 

Сходимость этого ряда при любой матрице С гарантируется оценкой 
(1.31) из теоремы 1.4. Единственность решения системы (5.3), матриц Р, 

X следует из теоремы 5.2 и единственности решения уравнения Ля
пунова 

X - (Р_1 + Р+1) X ( Р _ , + Р+1)* = Р+,СРХ, + Р_оСР-о-

В этом параграфе нас будет интересовать главным образом решение 
системы (5.3) при С = /. В этом случае 

^ = 2 Р^Р*=\{Н + Р+,Р%о + Р-,Р*-о). (5.5) 
^ = — о о 

где 
2Л 

н = 2л 
{В - {АА* -Ь ВВ*) (В* — е^'^^А*)-^ (1ц,. 

В дальнейшем мы воспользуемся следуюш;ей модификацией теоре
мы 5.2. 

Теорема 5 . 3 . Пусть матрицы Р, Т и X удовлетворяют системе урав
нений 

Р2 _ р _ о, 
Г Л ( / - Р ) - ( / - Р ) = 0, 

( / - Р ) Г Л - ( / - Р ) = 0, 
ТВР - Р = о, 
РТВ - Р = о, 
РХР* + (/ - Р ) Х ( / - Р* ) - X - о, 
7 ' Л Х ( Г Л ) * - Г 5 Х ( Г 5 ) * + Р - Ь Р * - / = Ф 

с 11Ф11 < 1. Тогда с1еЬ(5 — е'М) ^ О при любом вещественном (р, а Р и 
I — Р — проекторы пучка ХВ — А на инвариантные подпространства, от
вечающие собственным числам соответственно внутри и вне единичного 
круга. Более того. 

(5.6) 

X 
ос 

р р* 
оо < . 2 Р^Р-

} = — оо 

|ф (5.7) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Следуя доказательству теоремы 5.2, необходи
мо показать, что 

Ж = Р ( / - Ф ) Р * -Ь (/ - Р ) (/ + Ф ) (/ - Р * ) > 0. 

Действительно, -—1-^/>0. Следовательно, йе! ( 5 — е'М) О для 

любого Ф ^ К , а Р и / —Р — параллельные проекторы пучка ХВ — А. 
Покажем справедливость оценки (5.7). Воспользуемся опять дока

зательством теоремы 5.2. Матрица X удовлетворяет уравнению Ляпунова 

( Р - 1 + Р + 1 ) Х ( Р _ , + Р + , ) * - Х = - И ^ 
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е устойчивой матрицей Р-1 + ^Непосредственной подстановкой в это 
оо 

уравнение легко убедиться, что X = 2^ • Следовательно, 
^ = — оо 

х - 2 Л - ^ Г = I^ Р^ФР^- 1 Р^ФР], 
3=-оо 

х - 2 Р,Р* ф 
3 = -оо 

Таким образом, теорема 5.3 доказана. 

2 р,р-
оо 

5.2. Теория возмущений 
для обобщенного уравнения Ляпунова 

Предположим, что все уравнения системы (5.6) выполнены прибли
женно, т. е. некоторые матрицы Р, Т п X удовлетворяют равенствам 

р^-р^ф,, 

ТА{1-Р)-{1 ~Р)=Ф2, 

{1-Р)ТА-{1-Р)=Фг, 
ТВР-Р = Ф4, (5 ,8 ) 

РТВ-Р = Ф5, 
РХР* + {1-Р)Х{1-Р*)-Х = Фе, 

ТАХ (ТА)*- ТВХ {ТВ) * 4- Р + Р* - / = Ф7 

с матрицами Фь Фг, Фз, Ф4, Ф5, Фб, Ф? малой нормы. Будем также 
предполагать, что X = X* ^ р/ с положительной константой р. Требуется 
оценить величины 1Х — ^Р^Р^ \ \\Р — Р+о\\, а также получить условия 
на матрицы Ф„ 1 = 1 , 2, . . . , 7, и константу р, при которых возможны 
такие оценки. Матрицы Р ,̂ / = — 0 ° , . . . , определяются для пучка 
ХВ-А. 

Идея получения таких оценок состоит в построении матриц Т, Р, Л, 
В, X, мало отличающихся от матриц Т, Р, А, В, X, но уже удовлетво
ряющих условиям теоремы 5.3. Начнем с первого уравнения 

р^-р = фу. 

Воспользуемся формой Шура матрицы Р: 

'а, 

(5.9) 

Р^П' 
« о 

о 

либо 

1/4 

1 --2 
иреднолагаем, что ИФгИ < 1/4. 

Таким образом, собственные числа матрицы Р разбиваются на две 
непересекающиеся группы: в одной находятся собственные значения на 
расстоянии меньше 1/2 от нуля, в другой — меньше 1/2 от единицы. 
Форму Шура матрицы Р выберем с учетом этого разбиения: 

р - гу* 
1 о 

Я, 
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^ 0 

о Р,] 

где »5>о — верхнетреугольная матрица с собственными числами в окрест
ности нуля, а — верхнетреугольная матрица с собственными числами 
в окрестности единицы. В этих обозначениях уравнение (5.9) примет 
следуюЕций вид: 

8^ — 8о 8^8 + (5'^2 — 

из которого получим два уравнения на матрицы б'о и ^1: 
6 - 0 2 - ^ 0 = ^ 0 , 8,''-8,=Р,. 

Выпишем решение первого из этих уравнений: 8^ = -^{1— / / + ^Р^, 

где квадратный корень из матрицы / + 4̂ о̂ берется в смысле главного 
значения, т. е. 

Следовательно, 

2 I 2 
2! 

1Ко 
2 

(4Ро)' + . . . • 

^ 1 1 
1 - 2 1^11 

Аналогичным способом можно получить неравенство 

1 — 2 Фх1 

(5.10) 

(5.11) 

Матрицу Р построим по формуле 

/о 5\ 

о 1) 
и. 

тогда, очевидно, выполняется тождество Р"^ ^ Р и выполнено неравенство 

Р - Р 

Рассмотрим уравнения 

/8 г о \ 
О ^ , - 7 

Ф, 
1 — 21! Ф, (5.12) 

(5.13) 

(5.14) 

и. 

ТА{1-Р)-{1-Р) = Ф2, 

{1-Р)ТА-(1-Р) = Фг. 

Матрицу ТА иеренишем в базисе II: 

(Аг АЛ 

Уравнение (5.13) дает следу10ш;ие соотношения на матрицы Ац, А12, 
А.21, А22'. 

{А,,-1){1-8,) -{А,,-1)8 + А,,{1-8,)-\_ 

^ 2 1 { I - 8о) - А,,8 + (Л , , - / ) ( / - 5 , ) , ^"^^^ • 

Подобным образом из (5.14) следует уравнение 

• {I - -^О) ( ^ 1 1 - I ) - ' 5 ^ 2 1 { I - 5о) ^ 1 2 " ^ ( ^ 2 2 " I) 
{1-8г)А,г { I - 5,) {А,,-I) 

- пФ^и*. 

Суммируя второе и четвертое уравнения системы (5.8) и предполагая, 
что выполнено неравенство 

11Ф211 + 11Ф411<1, (5.15) 
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из уравнения 
Т[А {Г-Р) + ВР]=1-Ф2-Ф4 

следует обратимость матрицы Т. В дальнейшем предполагается, что 
(5.15) имеет место. ^ 

Выберем матрицу А так, чтобы выполнялось равенство 

// 8{А,^ — 1у 

Тогда получим оценку 

ТА—ТА 

2̂2 
/А 11 / А,, — 8{А.2^-1)\ 

\1 О / 

< IIФ2II1 { I - "^о)-' II + II Фз II + II -̂ 0̂ 12 II < IIФ211/( 1 - 2II Фх II) + II Фз II + 

ф. 
+ 1 —2||Ф, ТА < б л = Фз11 + Ф,11 ТА\\ 

\ — 2 Ф111 
(5.16) 

При этом удовлетворяются уравнения 

Г Х ( / - Р ) - ( / - Р ) = 0, ( / - Р ) Г Л - ( / - Р ) = 0. 

Аналогично существует такая матрица 5 , что 

ТВР - Р = О, РТВ - Р - О, 

и выполнена оценка вида 

Перейдем к анализу уравнения 

РКР"^ +{1-Р)Ж{1-Р*)-Х=^ Фб. 
Обозначим 

Х = Р 1 Р * + ( / - Р ) Х ( / - Р * ) , (5.18) 

Тогда, очевидно, справедливо тождество 

РХР* + ( / - Р ) Х ( / - Р * ) - Х = 0. 

Оценим 11^ - XII. Так как 

Х-Х = -{Р-Р)Х-Х{Р-Р)* + 2{Р-Р)Ж(Р-Р)* + 

+ 2(Р-Р)РХР* + 2{Р-Р) {Х-Х)Р* + 2Р{Х-Х) {Р-Р)* + 

то при ^ > о 
2 Р Х Р * ( Р - Р ) * - Ф б , 

X — X <||Ф« 
2|Ф, 
1 - 2 ^1 + 

2 % |2 х\ 

(1 - 2 + 

+ 
4 1^11 

1 — 21|Ф^ 
(||х|| + ||х-х|1) + 

4 Ф, |. \х — х\\ 

1 - 21 Ф^ р + 1 -- 2 ^1 
Следовательно, выполнена оценка 

Х - Х < Фе|1 + 
6!1Ф, 

1 — 2 / Ф. 1 x 1 + 
2 Ф. 

XI 
/ 

4 

1 - 2 1 + Р + ^1 
1 — 2 ^1 

2 | Ф 1 Ф 1 /3 4I I Фа 11 
1-- 2 | Ф 1 1 - 2 Ф11 

(1-2||Ф^ )2 

(̂1|Фб11 + б||Ф,||1|х||) 

1 -

1 -

1 + Р + Ф1 
1 - -2|Ф^ 

/ ^ 

= (II Фб II + 611Ф1IIIIX ||)/(1 - 8 1 Ф ^ I - 4 I I Ф , IIII р 1). (5.19) 
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Оценка (5.19) справедлива только при ЗИФ}!! + 411Ф111 Н̂ И̂ < 1 и ^ > 0 . 
Преобразуем последнее уравнение системы (5.8) к виду 

ТАХ (ТА)*-ТВХ (ТВ)*+Р + Р*-1 = Ф 7 - ( Р - Р ) - { Р - Р ) * -

- {ТА - ТА) Х{ТА)*- ТАХ {ТА -ТА)*+ {ТА - ТА) X {ТА -ТА)* + 

+ {ТВ - ТВ) X {ТВ) * + ТВХ {ТВ -ТВ)*- {ТВ - ТВ) X {ТВ -ТВ)*^ Ф. 

Заметим, что 

ТАХ {ТА)*- ТВХ {ТВ) * = ТАХ {ТА)*- ТВХ {ТВ) *. 

Следовательно, выполнено уравнение 

ТАХ {ТА)*~ ТВХ {ТВ) * = Ф, 

причем _ ^ 
11Ф11 < 11Ф711 + 2\\Р - Р1\ 2\\ТАХ\\ - ТА\\ 2\\ТВХ\\ - ТВ\\

+ 111̂11 {\\ТА - М 2 + \\ТВ - ТВР) <6 = ИФуН + 211Ф111/(1 - 211Ф111) + 

+ 11̂ 11 (бл^ + бл2) + 2\\ТАХ\\бл + 2\\ТВХ\\Ьв. (5.20) 

Предположим, что выполнены ограничения 

ИФзН + 11Ф411 < 1 , 811Ф,11 + 411Ф111 ПРИ < 1 , 

У||Ф21| + 1|Фз11+|Ф1|11^^Г' |Ф,||+2 | |Ф1 [|/(1-2 | |Ф1 | ! )+ X 1 — 2 Ф, 

+ ^ 5 11 + Ф ^ ТВ 

1 — 2 

\

+ Т А Х  +  1|Фз1 Г ЛII 

1 - 2 1 ^1 

+ 
+ (5.21) 

+ ТВХ 1^4 + Фх \\тв 
1 - 2 1 1 , 

Фб11 + 6||Ф,|[|Х 

1 - 8 Ф, •4|| Ф^11Р\ 
I. 

Тогда но теореме 5.3 пучок матриц ХВ — А регулярен относительно еди
ничной окружности и имеет параллельные проекторы Р и I — Р па ин
вариантные подпространства, отвечающие собственным числам соответ
ственно внутри и вне единичного круга. Более того, справедливо нера
венство 

х - 2 Р1Р1 2 ЬР; 

где б определено в (5.20). Из этого неравенства следуют оценки 

X 

3=—<х> 
1 + 6 " 

< б ^ + б 

ю 

2 РГР: 

Б РГР' 

1 - 6 
(5.22) 

ё,у + б||х| 
1 - 6 

Подведем итоги. Результатом теории возмущений, разработанной в 
этом пункте, является построение пучка матриц ХВ — А, который имеет 
параллельные проекторы Р и / — Р и обобщенную функцию Ляпунова X, 
удовлетворяющие оценкам 

11Р-р11<11ф111/(1-211Ф111), 
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где 

1% + + Ф,1\ТА 
1 — 2| Ф1 

1Ф |Ф5 + Фх \\тв 
• ^ " ^ 1 — 2 > 

ХВ-А=Х{Р^о + Р-1)-{Р-о + Р+1), 

2 Л - Л * - х 
^ = — о о 

( б х+б||х|| )/ (1 -б ) , 

|фв + 6 Фх 
1 - 8 1 Фх — 4 Фх Р 

(5.23) 

б-ПФтИ + 211Ф111/(1 - 2\1ф,\\)+\\ХЦб/ + 8,')+21\ТАХ\\8^ + 2\\ТВХив. 

Эта теория возмущений уравнения Ляпунова предполагает справедли
вость ограничений (5.21). 

5 . 3 . Вариант теории возмущений 
спектральных характеристик пучка матриц 

Пусть пучок матриц имеет следующее строение: 

ХВ-А=Х{Р^о + Р-1)-{Р-о + Р+1), 

щеР%о = Р+о, Р-0-1-Р+0, Р-1Р+о = Р^оР-1=Р-оР+1-Р+1Р-о = 0 к 
все собственные числа матрицы + Р+1 лежат внутри^единичного кру
га. Определим матрицы Р^-= Р+1 при У > 1 и Р}=Р~{ при / < — 1 . 

со 

Обозначим -X = 2 РзР^-: « 0 = 11X11. Предположим, что пучок %В — А 
5=—оо 

является возмущением пучка ХВ — А, так что выполнены оценки 

1 и - (Р_о + Р+1)11<бл, Ш- (Р+о -Р - 1 ) | 1 <бв 

с некоторыми малыми 6а и бв. Пусть 

%В-А = Т-' [к (Р+о + Р-1) - (Р-о + Р+О ] 
— канонический вид пучка ХВ — А. Требуется оценить ПР+о —Р+о", 

ос 

ИХ-XII , где Х = 2 Р^Р*-
}=-°° ^ 

Прежде всего, с помощью параметра соо можно получить оценку 

- Ш 
1 м^I 

\ 2(0 
(5.24) 

о / 

Доказательство этой оценки почти полностью повторяет доказательство 
теоремы 1.4. Используя (5.24), легко вывести неравенство 

< 2 | | | Р , Г < 2 К ^ 2 ( 1 - 1 ^ ^ ' (5.25) 
3=4 5=0 V " " ' о / 

оо 

Разложим функцию {В - ё'^А)-'^ в ряд Фурье: ( Я = 2 ^«е'"*^-
П = — О С 
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Тогда, очевидно, выполнены тождества 

с б„ = О при п=^0 и бо = 1. Эти тождества дают свертку 

Оп = Рп- 2 Рп-Л(в-в)о,г-{л-л)01,_^1 

Й = — о о 

(5.26) 

которая позволяет оценить разность С„ — Р„ и 

— Рп 1 < ] / м о ( б л + бв) у 

2 ^п^* 
— — о о 

•̂ = — 00 

2 
— о о 

I П = — о о 

< « о [ 1 + (бл + бв) II {В - ё'^ЛУЦу. 

Так как 

{В — Ле^ф)-1 II < 

то 

С п - Р п 1 < йо/^V ( б л + бв) 

1-4со„з/^(б^ + б 5 ) ' 

1 + 

% ( ^ А + бв)У^У (5.27) 

Из оценок для 11(?о —-Р+о" и Р_о11 следует, что матрица Т = Со — 
— С-1 удовлетворяет неравенству 

2 % (бл + бв) 

Таким образом, 

Р+о - Р+о II < II ^ 0 - ^ + 0 I I + II ̂ ^+0 - Р+о I I Г - ^1 + II ̂ + 0 I I ^ II < 

< ( | | ^ о - ^ + о | 1 + |1?н -о||||г^-/||)/ (1-||г^-/||)< 

^ ^ 0 («А + Ы УЛ^(1 + 2 У ^ ) 

(5.28) 

Обозначим С0(, = 

1 - 2 ( 0 ^ 6 ^ + б д ) У л ^ - 4 0 3 ^ / 2 (б^ + бв) • 

, тогда из (5.28) выведем неравенства 

(5.29) 

2 Р,Р1 
к=-сю 

2 % ( « А + Ы У^ 
1 - 4 ( о З / ^ ( 6 а + 6 в ) / П = — 00 

^ 2 % ( 6 а + 6 д ) У ^ У ^ 
1 - 4ш „ ^ / ^ ( б ^ + бв) 
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в итоге 

° [ 1 - 4«„̂ /^ ( б ^ 4 б в ) + 2 со„ ( б ^ + б в ) У ж ] 

1 

0)„ 

« [ 1 - 4«„̂ /2 ( б ^ + б в ) - 2(0̂  ( б ^ + б ^ ) УТУ ] ' 

^ + ^ в ) + 4 М ^ А + б в ) У ^ 
^ 1 - 8о)„з/2 ( б ^ + б з ) - 4со„ ( б ^ + б в ) ЛЛ^' 

(5.30) 

5.4. Еще один способ контроля 
точности вычисления спектральных характеристик 

пучка матриц 

В 5.1—5.3 построена теория возмущений обобщенного уравнения 
Ляпунова (5.3). Эта теория позволяет проконтролировать точность вы
численных приближенных матррщ Р и X но семи невязкам алгебраиче
ских уравнений. Матрица X является приближенным значением к 

оо 

р,р* =^{Н + РР*+ {1-Р){1-Р*)). 3^ 3 
]=-оо 

В этом пункте мы построим другую систему контроля точности, приме
нимую неносредственно к «почти» нормированному пучку (Л5о —Ло)маш 
и матрицам Р„аш, //«аш. 

Рассмотрим уравнения 

Р2 - Р = О, НР* -РН = 0, 
(5.31) 

АНА*- ВНВ* -А{1-Р-Р*)А*-В(1-Р-Р*)В*^ф 
и соотношения 

гапк(АР, ВР)^ гапкР, гапк [Л (/ - Р ) , В{1-Р)]^ г апк (/ - Р ) , (5.32) 
где (АР, ВР) и [А{1-Р), Я ( / - Р ) ] -матрицы размеров А^Х2Л^. 

Теорема 5.4. Предположим, что Н = Н* > О, 

УШ\< ОтиЛЛ, В), (5.33) 

выполнены уравнения (5.31) и соотношения (5.32). Тогда Ае1(В — ё'*А)Ф 
Ф О при всех вещественных ф, а матрицы Р и I — Р являются проекто
рами на инвариантные пространства пучка ХВ — А, отвечающие собствен
ным числам соответственно внутри и вне единичного круга. Более того, 

Я — ^ 1 ( 5 — е^ФЛ)-1 (АА* + ВВ*) (Я* - е-^^А*)~^ йф 
о 

2^ [ (Я — е ^ М ) - ! {АА* + ВВ*) (В* — е - ^ФЛ * ) -1 с̂ ф 
|Ф 

<1п В) 
(5.34) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала воспользуемся неравенствами (5.32). 
Пусть гапк Р = г, гапк I = N. Выберем базис пространства, в котором 
матрица Р диагональная: 

//г 0\ 
,0 о р = 

Так как гапк (АР, ВР) < гапк Р, то существуют такие матрицы 5̂ 1 раз
меров Ж Х г и гХг-матрицы К2, что АР = {81X1, 0 ) , ВР={8хК2, 0 ) , 
где О — нулевые матрицы подходящих размеров. Аналогично существу-
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ют такие / У Х ( у У —г)-матрица 5*2 и (Л^—г )Х (Л^—г ) -матрицы М], Мг, что 
Л ( / - - Р ) = (0, ^ 2 ^ 0 , 5 ( / - Р ) = (0, 82М2). Таким образом, 

/ ^ 1 О 
в = 8 

(К, 

\

о 

с . 5 = ( 5 , , 52 ) . 
Теперь используем условие гапк(ЛЯ) = Л̂ , которое следует из (5.33), 

чтобы убедиться в том, что матрица 5 невырожденная. Обратимся к си
стеме (5.31). Второе уравнение этой системы означает, что в выбран
ном базисе 

Н = 

Преобразуем третье уравнение с помощью матриц 5 , К\, К2, Мг, М2, 
и Яг: 

О ^ ^* о 

- 5 
О \ 

о м^м1 + м.,м*) 
8* = Ф. 

Следовательно, 

(к,н,к\-к,нХг 

\
= —Р8-'^ {АА* + ВВ*) 8-*Р* — {1 — Р) {АА* + ВВ*) 8'* { I 

+ Р8-^Ф8'*Р* - { 1 - Р ) 8-'^Ф8-* { I — Р*). 

О \ 

р*) + 
(5.35) 

Потребуем, чтобы правая часть уравнения (5.35) была отрицательно 
определенной. Для этого достаточно выполнения неравенства 

АА* + ВВ*>\\Ф\\1, 

которое удовлетворяется в силу условия (5.33) теоремы. 
Теперь приступим к изучению двух уравнений 

КхНхК,* - К2НхК2* = - С ь М2Я2М2* - МхН^М,* = -Сг 
с положительно определенными матрицами С\ Сг. Прежде всего, отме
тим, что матрицы К2 и М\. Пусть от противного, к при
меру, матрица К2 вырождена. Тогда существует ненулевой вектор ж, 
удовлетворяющий равенству хК2 = 0. Следовательно, хК\НхКх*х* = 
— —хС\х* < О, что противоречит положительности матрицы Н\. В таком 
случае матрицы К^^К^ и М^^М^ имеют все собственные числа в еди
ничном круге, т. е. матрицы Р ж I — Р являются проекторами на инва
риантные подпространства пучка ХВ — А, отвечающие собственным чис
лам соответственно внутри и вне единичного круга. 

Чтобы вывести оценку (5.34), опять рассмотрим последнее уравне
ние системы (5.31). Пусть пучок ХВ — А имеет следующий канониче
ский вид: 

ЯЯ - Л = Г-' [Я (Р+о + Р - 1 ) - (Р-о + 1) ]. 
Тогда нетрудно проверить, что матрица решения Я может быть пред
ставлена в виде ряда 

оо —о оо 

Я = 2 Р^Т{АА* + ВВ*)Т*Р] + ^ Р^ТФТ*Р* — 2 Р^ТФТ*Р*. 

(5.36) 
5 = — О С ^ = + 0 
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Действительно, подставив это выражение в последнее уравнение систе
мы (5.31), получим тождество 

АНА* — ВНВ* — А{1 — Р — Р*)А*-В{1 — Р — Р*) В* = 

Т-^Р+ОТФТ*Р1ОТ-* + т-''р_оТФт*р%т-\ 

Нужно показать, что 

Т-^Р+ОТФТ*Р1ОТ-* + Т-^Р_оТФТ*Р%Т~* = Ф. 

Воспользуемся для этого каноническим видом пучка ХВ — А и всеми 
тремя уравнениями системы (5.31): 

Т~^Р+оТ [АНА* — ВНВ* —А{1 — Р-- Р*) А* — 

— В {1—Р — Р*) В*] Т*Р%Т~* + Т'^Р_оТ [АНА*—ВНВ* — 

— А{1 — Р — Р*) А* — В{I — Р — Р*) В*] Т*Р%Т~* = 

- Р + о ^ Р + о - Р+1 (/ - Р - Р * ) Р\г - Р + о { Г - Р - Р * ) РХО] Т'* + 

+ [ Р _ о Я Р - о - Р - 1 Я Р * 1 - Р _ о { 1 ~ Р - Р*)Р-о -

- Р_1 (/ - Р - Р * ) Р1,] = [ (Р_о + Р+О Я (Р_о + Р+О* -

- (Р+о + Р _ 0 Н {Р+о + Р -О* - ( Р - о + Р+О (/ - Р - Р * ) ( Р - о +Р+1)* -
- (Р+о + Р-1) { 1 - Р - Р*) {Р+о + Р-О*] Т-'' = АНА*- ВНВ* -

— А{1 — Р — Р*) А* — В {Г — Р — Р*) В* = Ф. 

Формула (5.36) доказана, следовательно. 

р+1яр ;1 -

я — 5 Р^Т {Л А* + в в*) Т*Р] 
] = — ао 

— о оо 

2 р^тФт*р*— 2 р^тФт*р^ 
} = + 0 

Р^Т {АА* + ВВ*) Т*Р] 

—о 

II ф 
<ш (^. В) •̂ = — 00 

Теорема доказана. 
Нреднолон^им, что система (5.31) и соотношения (5.32) выполнены 

приближенно. Точнее, имеется система матричных уравнений 

Р^-Р = Фи (5.37) 

Я Р * -Рй = Ф 2 , (5.38) 
АДА* - ВНВ* -А{1-Р-Р*)А*-В{1-Р-Р*)В* = Фз, (5.39) 

а также условия 

1гасе(Р) — г < 1 — — 
^ ' ^ 1 — 2 Ф 

(5.40) 

(7я-г(ЛР, ЯР ) = ф, (5.41) 

о . И ( / - Р ) , Б ( / - Р ) ] = г|,, (5.42) 

где г — целое число, О ^ г ̂  ]У, а 0 1 ^ 0 2 ^ . . . ̂  о̂ у — сингулярные числа, 
упорядоченные по возрастанию. Величины 11Ф111, ОФгП, ПФз", Ф, 'ф доста
точно малы. 

Построим теорию возмуш;ений для системы (5.31) и неравенств 
(5.32), используюш;ую теорему 5.4. Сначала исследуем уравнения (5.37) 
и (5,38), Пусть 

Р = Я^ 
/8, 8' 

( о ^ 1 , 
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— форма Шура матрицы Р, где 

т а х ( | | 5 . | , 1 5 1 — / | X , ' Г ^ " \ ' 1 ' ^ 1 — 2 I I Ф , 

при 11Ф111 < 1/4. Обозначим 

р = т 
/о 5 

О I 

тогда Р"^ — Р = 0 и 

Если 
111/(1-211Ф1!1). 

/ ^ 1 НЛ 

(5.43) 

^ 3 
ТО уравнение (5.38) эквивалентно следуюгцему: 

' Я 1 5 о + Н^8* — 5 о Я 1 - 5 Я * 11^81 — 8оН^ - 8НЛ 

н18; + н,8*-8,н; 

Обозначим 
Н^8* — ̂ 1 ^3 У 

я = V* 

тогда Я Р * - Р Я = О и 

Я - Я | | < | | Ф^Ц + 

/ Я 1 5 Я з 

\Яз5* Я з ; 

2 ^ 1 
1 - 2||Ф^ Я (5.44) 

Теперь рассмотрим условия (5.41), (5,42). Обозначим Д = 
= {ЛР, ВР)-{АР, ВР), тогда 11Л11<11(Л, 5)1111Р-Р11. С учетом этого вы
водим оценки 

а^-г{АР, 5 Р ) ^ ф + II (АВ) II 11Р - Р11, 

Ог[А{1-Р), 5 ( / - Р ) ] ^ г 1 5 + 11(ЛВ)1111Р-Р11. 

Пусть матрица Р имеет форму Шура 

/О 5 \ 
1о / ; 

Р = 

что не умаляет общности рассуждений. Предположим, что в этом орто
гональном базисе 

4 ^ 2 1 ^ 2 2 / \ ^ 2 1 ^ 2 2 / А = 

Тогда, очевидно, 

'О ^ 1 ^ 5 + ^ 2 О 5 1 1 5 + Я 1 2 \ {АР, ВР) = ^^^^ ^ ^ ^^^^ _^ ^^ 

Пусть 

М ц ^ -Ь ̂ 12 В,,8 + Я 1 3 
^.-^21*^ -(- А22 В^ 

г8 + В,,\_ 

,8 + В , , ) - ' ^ ' 

\ 

7 , 
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— сингулярное разложение. Из матрицы 

\ ^ 2 2 ^ 2 2 / 

вычтем матрицу 

• 

— (У^-г 

• 

• 

N 1\ Г 

В результате этого матрица (АР, ВР)—А1 будет иметь все сингулярные 
числа, меньнтие ал-г+ь равными нулю, а а^, ..., Ок-г+1 увеличатся ровно 
на Оя-г. Важно здесь заметить, что структура матрицы {АР, ВР)—\1 
будет иметь вид {А]Р, В1Р), где {А1, малое возмущение матри
цы (Л, Я ) . 

Аналогичным способом можно возмутить матрицу [А {1 — Р), 
В {1 — Р)] так, чтобы сингулярные числа, меньшие Ог+ь были равны 
нулю, а Ом, ..., О г + 1 увеличились на вг. В результате получим мат
рицу [А^{I-Р), В2{1-Р)]. Обозначим {А В) = {А1Р, В1Р)+[А2{1-Р), 
В2{1-Р)]. Так как 

{АР, ВР) — {АР, ЯР)||<|| А ^ К Ф + ||(Л В) 
1 - 2 Ф1 

[А{1-Р), В{1-Р)]-[А{1-Р), Я ( / - Р ) ] | | < г 1 ; + ||(Л В)\\^—^ Ф1 1 
1 — 2 ^1 

то 

{А В)-{А Я ) | < ф + г|)-Ь||(Л В ) 
2 

1 — (5.45) 

Обозначим ЬАВ = Ф + ^ + || ( ^ В ) 

2 
1 — 2 Ф1 . Легко показать, что 

гапк {АР, ВР) < гапк Р, гапк [А{1 - Р), В{1 - Р)]^ гапк (/ - Р ) . 

Теперь рассмотрим уравнение (5.39). Перепишем его следующим 
образом: 

АНА* - ВНВ* - А{1 -Р -Р*)А* - В{I -Р -Р*)В* = 

^Фг-А{Н-Н)А*-{А-А)НА*-АН{А-А)* + 

+ {А-А)Н{А-А)* + В{Н-Н)В*+{В-В)НВ* + ВН{В-В)*-

-{В-В)Н{В-В)*-А{Р-Р)А*-А{Р-Р)*А* + 

+ {А-А){1-Р-Р*)В* + А{1-Р-Р*){А-А)*-

-{А-А) {Г-Р-Р*) {А-А)*-В{Р-Р)В*-В{Р-Р)*В*Л-

+ {В-В) {I-Р-Р*)В* + В{1 -Р-Р*) {В-В)*-

-{В-В) {1-Р-Р*) {В-В)* = Ф. 
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Следовательно, „ _ ^ 
I Ф К I I Ф з 1 | + 1 Л |р ||я - я I I + IIя|р I я — я I I + 2|| л | р I р - р I + 

+ 2 I I Б | р I Р _ я I I + 1 я I I {2ЬАВ\\А\\ б1в 4- 2блв||Я|| + б^в) + 

+ I I / _ Р _ Р* II (2б^в\\Л\ б1в + 2блв IЯ I I + б1в) < И ФзII + 

+ ( 1 2 |р + 1 :е |р) ( I I Я - Я1 + 2II р - Я I I ) + 

+ (26лв |И II + 2блв I I5 I I + 2б1в) ( I Я I I + ||/-Р - Р* I I X I Фз 1 + 

+ 2 1 ( 2 В) |р (||Я - ЯII + 2 I I Р - Р1!) + (26ав|| А \\ 2 6 а в 1^1 + 

+ 2б1в) ( I Я I I + II р II + 31 р - р I I X б = II Фз 1 + 

+ + 2 (| (Л 5)|1 + блв)^(||Ф2 1 1 + г т = : ^ , ( 1 + 1|Я||)^ 

311 
+ 2блв(2||(Л Я)||+блв) ||Я|| + ||Р||+ 

Ф, 
(5.46) 

По теореме 5.4, если выполнены ограничения 

Я > ( | | Ф 2 | | + 
\ 

2 

1 ^ 2 
И I, 

(5.47) 

У б < 0 ш , п ( Л В)-6лв, 

то (1еЬ(Я — е ' М ) 7 ^ О при всех вещественных ф, и выполнена оценка 

Н — -^^ {В — Ле^<Р)-1 {А А* + В В*) (Я* — е-^^^А*)-^ с1ц> 
о 

^ 1 (Я — 1е^ф)-1 {АА* + В В*) (Я* — е-^*?!*)- ! йф < б 

Обозначим 

(5.48) 

§ = ( 5 —Ле^ч^)-! ( 1Л * + ВВ*){В*~е'^^А*)~^а(р, сй = |1Я||. 

о 
Тогда 

Я 

Я — Я К 

Напомним, что 

Я - Я < 

1 

1 - б 

/ 

1!Ф=11 + г ^ 

\ 1 - 6 

47ю'б^в^^ 

б|Я + Ф 11 + 
2 

1 — 2 
Я| 

1 — 47(об^в^^ Р — Р К 1 - 70№3/2б̂ }̂х ' 

где 1Х = 0т^^{А, В)!о^;п{А, В). Следовательно, 
/ 

со 1 - 6 

/ 

Фо + \\н\\ 

Н — Н <: 
1 - 6 

Фх 1 1 

2 Фх 
1 — 2||Фх 

Я + 

+ 
47(о^бдв(|1(Л В)\\-\-Ь^^) 

^тШ 5) - ^АВ - "^^^^АВ (II (̂  В) II + б^в) ' 
(5.49) 

80(о^бдв(^1(^ ^)11-Ьбдв) 

тш (̂  ^) - ^АВ 70(оЗ/2б^в(||(Л В)| + 6^в)' 
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в заключение выведем оценки погрешностей округлений при вычис
лении невязок 

Р^-Р, {ЛР,ВР), [А{1-Р), В{1-Р)], ВР*-РЙ, 

АЙЛ* - ВЙВ* -Л{1-Р-Р*)А*-В{1-Р-Р*)В*. 

Рассмотрим вычисление (Р^ — Р) млш'. 

I Риаш - Р' ^ < Б , I Р^ |̂ .̂ + 8и II > + О^М, 

(Р' - Р)маш - {> -Р)\р<г, - Р 1 + е̂ Ж + I I - Р Ч < маш 

маш ? ^ - Р | | ^ + е Д Ч -

Р ^ 

Р + 

^ + (1 + -

+ (1 + е О 0|Л̂  + (1 + е О || Р^ ц̂ , + (1 + е,) 

< [боЛ^ + (1 + 81 ) 0|Л^ + (1 + 81 ) 8 1 I I Р у + (1 + 81 ) 8̂  
+ (81 + (1 + 81 ) е О II (Р2 - Р)мпш ||^.]/(1 - 8 1 - (1 + 81 ) 8,). 

Теперь исследуем вычисление матрицы (АР, ВР): 

II (^Р)маш - АР\\^ ̂  е,11Лр11^ + 8,,11Л11̂ .11Р11р + О^М, 

II (ВР) маш - ЯР11^ ̂  г^\\ВР\\, + 8,,Ш1и11р1и + оД, 

ЦАР, ВР),,,^-{АР, ВР)\\,^Пг,\\(АР, ВР)К + 

+ УЗ 8„11 (АВ) \\г\\РК + У6 о Д < 

< [УЗ 8,11 {АР, В Р ) + УЗ 8«11 {АВ) \\,\\Р\\^ + У6 о^N] / ( 1 - У"3 е,). 

Матрицу [ Л ( / — Р ) , В{1 — Р)]и^ш будем вычислять по формуле {А В) — 
-{АР, ВР): 

ЦА{1-Р), В(1-Р)]^,^-[А{1-Р), В{1-Р)]Ь< 

^еоУ2]У+е111(Л В)-{АР, ВР)^,Л,+ \\{АР, ВР)^,^-(АР, ВР)К^ 

<8оУ"2Л^ + 8111 [А{1-Р), В{1-Р)]\\^ + 

+ ( 1 + 8,)11(Л^^, ВР)^,^-{АР, ВР)К< 

^ 8оУ"2 М+Е1\\[А(1-Р), В{1-Р)]К + 

+ {УЗ 8̂11 (АР, ВР)^^\г + У"6 0;Л̂  + УЗ 8й11 (А В) И^ПрП }̂/ ( 1 - 8 1 - УЗ е,-) ^ 

^{еоПМ+г1\\[А{1-Р), В{1 - Р)]^^К+П г^ЦАР, ВР)^,Л,+ 

+ УЗ 8«11 (А В) \\Г\\Р\\ + У6 о , т/ (1 - 281 - УЗ 8 ^ . 

Оцепим погрешности округления при вычислении {ЙР* — Рй)ыаш: 

II (РЯ)маш - ^^ЯП^ < 8,11РЯ11р + 8,,11Р1иШ11^ + О̂ Л̂ , 

II ( Я Р * - М )маш - {ЙР* - РЙ) К < 

=^ 81II {ЙР*)^.^^ - (РЙ)„,.11^ + 8 0 ^ + 211 ( Р Й ) - РЯ!1^ ^ 
^ 8111ЯР* - РЙК + еоЛ̂  + 2 ( 1 + 81) II (Р'Я)«аш - Рй\\^ ^ 

< еоМ+еЛЙР* - РЙК+2(1 + е1)е,\\РЙК + 

+ 2(1 + 81) 8.ч11РМ1Я11р.+ 2 ( 1 + 81)0,Л^ ^ 

<1ео7У+'8111 (ЯР* -РЯ )маш1и+28111 (РЯ)маш1и + 
+ 28,ч11Р11ДЯ11^+ 20г]У]/(1 - 281 - 8.-). 

Осталось исследовать ошибки округления в процессе вычисления невяз
ки АЙА* -ВЙВ* -А{1-Р-Р*)А*-В{1-Р-Р*)В*: 

II (ЛЯ),,аш - АЯ11^ < (8, + ей) ШМК + ОгМ, 

II ( Л Я Л * ) , , ^ - АЯЛ*11,. ^ ( 8 , + 8й) II (ЛЯ)маш1иМ11.' + о̂ Л̂  + 

4- II (^Я)маш - АЯИ^ИЛ 11̂  < (8^ + ей) 11Я11,.1и 11̂ .2 + о̂ Л̂  + 
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+ ( 1 + 8; + 8,.-) и К [{гг+ Ей) Ы + 0,Л ]̂ < 

=̂  (2 + 8, + Ей) {Е^ + 8« ) ПЯПр-МИ/ + о Д [ 1 + ЫК{1 + 8, + 8,,) ] , 

II (ВЙВ*)^,^ -ВВВЧ^ ^ (2 + 8̂  + 8,4-) (8,- + 8«) 11Я11̂ Ш11̂ .2 + 

+ о,Л^[1 + Ш1и(1 + е, + 8 « ) ] , 

II{АВА* -ВЛВ*)^,^-(АВА* -ВЙВ*)К ^ 

^ 8111 (АЙА*),,,^ -(ЯЯ5*)„аш11. + есД + II (АЙА*)^,^ -АЙАП, + 

+ 11 (ВЙВ*),,,^ - ВЙВ*К < 81 ПАЯЛ* - ВЙВ*К + 8оЛ̂  + 

+ ( 1 + Е 1 ) ( 2 + 8 ^ + Ей) (8,- + Ей) ИЯП̂ М̂ I I / + 

+ (1 + 8,) (2 + 8̂  + Ей) {Ег + Ей) ШК\\В\\/ + 

+ ( 1 + 8,) о.̂ У [2 + (1и1и + Ш\^) (1 + 8̂  + Ей) ] < еМЙА* - ВЯ5*11^. + 

+ 8сЛ' + ( 1 + 81) ( 2 + 8 , + 8« ) (8̂ +8гг)11Я11.̂ 11 {АВ)\\/+ 

+ ( 1 + 81) о,.У [2 + 211 (АВ) 11^(1 + 8,4- 8^) ] , 

II (Р + Р*)маш - ( Р + Р * ) К <Е1\\Р + Р*К + ЕЫУ, 

1 1 ( / - Р - Р * ) . , ^ - ( / - Р - Р * ) 1 1 ^ < е 1 1 1 / - ( Р + Р*)„аш11р + 

+ 8оЛ̂  + II ( Р + Р * ) - ( Р + ^5*) 1и < ео̂ У + 8111/ - Р - Р*К + 

+ ( 1 + 81)11(Р + Р * ) м а ш - ( Р + Р * ) 11^^8111/-Р-Р*11^ +8оЛ^ + 

+ ( 1 + 81)81 •211Р1и + ( 1 + 81)8оЛ^, 

II {А {I - Р - Р*)А* + В{1 - Р - Р*)В*),,,^-

-{А {1-Р-Р*)А* + В{1-Р-Р*)В*)\\р^ 

< 8111 (АВ) 11/11 { 1 - Р - Р * ) машП̂  + ЕоМ + 

+ ( 1 + 81) (2 + 8, + Еи) (8, + Ей) Ц1-Р- Р*).аш11р11 {АВ) I I / + 

+ ( 1 + 81)0,Л^ [2 + 211 ( Л 5 ) 11 (̂1 + 8, + Ей) ] + 

+ 11 {АВ) 11/11 {I - р - р*)^^^-{1 - Р - р*)\\,^ 

^ II ( Л5 ) I I/ [ (81 + ( 1 + 81) (2 + 8, + 8«) (8. + еа) ) II (/- Р - Р*)маш1и+ 

+ 8111(/- Р - Р*)маш11/(1 - 81)+ 8о^У/(1 - 81) + 

+ ( 1 + 81)81 • 211р11/(1 - 81) + ( 1 + 81)8(Д/(1 - 81)] +8оЛ^^-

+ ( 1 + 8 1 ) о , . V [ 2 + 2 I I ( Л Я ) I и ( 1 + е ^ + 8 « ) ] , 

Фз - Фзнаш|!2Р < ^1II ФзI!̂ ^ + 8 Д + (1 + 8^) Ц {АНА* - ВНВ*)^,^ -

- {АНА* - ВНВ*) \\р + (1 + 81) I {А {I - Р - Р * ) А* + 5 ( / - Р - Р * ) В * ) « а ш -

— (А (/ - Р — Р * ) Л* + Я (/ - Р - Р * ) я * ) 11̂^ < 81 II ФзЦ г̂ + 8оЛ̂  + 

+ (1 + 81) 81II я IVII {А В) \} + {{ + Е,) 8оЛ^ + 

+ (1 + 81)2 (2 + 8, + Ей) (8| + 8н) II я II,. II {А В) III + 

+ (1 + Е,Г ОгН [2 + 2II {А В) \\, (1 + 8| + Ей)] + (1 + 81) 8̂ ,7̂  + 

+ (1 + 8,)2 о^М [2 + 2II (Л Я) 1^ (1 + 8, + Ей)] +] 

+ (1 +81 ) I! {А Я ) |=И[281 + (2 + 8, + Ей) {ЕЦ + 8,)] | (/ - Р - Р * ) 

+ (2 + 81) 8оЛ^ + ( 1 + 81) 281IIР И/(1 - Ч) < ЧII Фз 

маш 

+ 38̂ Л̂  + 4о .̂У + 4о^ЛЧ| (А В) 11̂  
1 - 2е, + 1{А Я)|1|,[!Я||И81 + 2 8 ^ + 28,0 + 

+ 281IIР У + 28оЖ + II (/ - Р - Р*),,аш|| '̂ (281 + 28^ + 2ен)]/(1 - 381 - " е г -

- 8 п ) < {[81||Фз,,^|1^ + 38,Ж+4о,Л^ + 4о,Л^||(Л Я)|Н + 

+ II {А В) I ' ; 111 я 11̂  (81 + 28, + 28,0 + 28о̂ V + 281IIР \\Е + 

+ 11(7 - Р - Р*)маш 11̂  (281 + 28, + 2е„)]}/(1 - 481 - 8, - 8н). 
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§ 6. ЗАДАЧА ОБ ОТДЕЛИМОСТИ СПЕКТРА МАТРИЦЫ 
ОТ МНИМОЙ ОСИ 

Разработанная методика вычисления спектральных характеристик 
регулярного относительно единичной окружности пучка матриц с успе
хом монлет быть распространена на задачу о дихотомии спектра матри
цы мнимой осью. Обусловленность этой задачи оценивается параметром х, 
предложенным С. К. Годуновым. Основные результаты п. 6.1 и 6.4 при
надлежат С. К. Годунову и А. Я. Булгакову. 

6.1. Спектральные характеристики матрицы, 
не имеющей собственных чисел на мнимой оси 

Пусть Л — матрица размеров X .V, не имеющая точек спектра на 
мнимой оси. Гладкая всюду, кроме пуля, ограниченная матричная функ
ция С{^), удовлетворяющая дифференциальному уравнению 

^С{1)-А0{1) = ЬЦ)1 (6.1) 

и условию на разрыве 
С{+0)-О{-0) = 1, (6.2) 

называется функцией Грина дифференциального оператора I — А. 

Через 6 ( 0 мы обозначили дельта-функцию с центром в нуле. 
По теореме Жордана существует невырожденная матрица ^, кото

рая приводит матрицу А к каноническому виду 

( ? - 1Л(? = Ы о с к а 1 а § { / + , / _ } , (6 .3) 

где матрица /+ содержит все блоки Жордана с собственными числами в 
левой полуплоскости, а /- — в правой полуплоскости. 

Пользуясь ( 6 . 3 ) , несложно показать, что функция Грина 0{{) един
ственна и задается формулами 

С ( 0 = 

'е^'^+ О 

/ о о\ (^•^) о 
\0 е- I 

Отсюда следует, во-первых, что С^(+0)—проектор на инвариантное под
пространство матрицы А, отвечающее собственным числам в левой полу
плоскости, а —С(—0)—проектор на инвариантное подпространство мат
рицы А, отвечающее собственным числам в правой полуплоскости. 
Во-вторых, выполнены следующие равенства: 

Применим преобразование Фурье к уравнению ( 6 .1 ) : 

{111-А)С{1)^1. (6.6) 

Равенство Парсеваля дает матрицу 

Назовем число 

аЦ{) О (г) сИ = ±- \ (6.7) 

%{А) = 2\\А\\\\НЛ (6 .8) 

параметром дихотомии матрицы А. Этот параметр является критерием 
отсутствия собственных чисел матрицы А на мнимой оси и вблизи от нее. 
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Параметр У,(А) позволяет оценить величину ат1п{г|7 — Л ) . Для это
го воспользуемся пред(^авлением 

у. (А) 
2\\А 2я ^ {III — А)-* {III - А ) - 1 ^1 

Выберем вектор г/о единичной длины, удовлетворяющий для фиксирован
ного |о равенству 

\\{11о1 - А)-Нуо1\ Ц11о1 - А)-Ч\. 

Тогда получим неравенство 

2 МП 2л 
{Ц1-А)-1 у^с11. 

Далее, 
{Ш-А)-1 уо 

> ! ! ('-̂ о^ - А)-^ II (1 - I I Ш - \\\1-1,\)> 

1 — 
—1 

1 - | ^ - ^ о I I 1 ( V - ^ ) 
\—1! 

Временно обозначим для уменьшения громоздкости выкладок г = 
= \\{1^о1 — А)~Ч\. Выведем следующие неравенства: 

1/2 г 
лх 

та Г2 1 (11 = 2 

г^-?оI<^7 
1/2 

Таким образом, 

= 2г ] ( у = ^ ) 2г(3 — 4 1 п 2 ) > - | - г . 
о 

5я 
211ЛГ (6.9) 

В дальнейшем нам потребуются оценки непрерывности параметра 
х ( Л ) и проекторов С{+0), —С{—0) от возмущений элементов матри
цы А. Предположим, что Л — возмущение матрицы А, причем выполнена 
оценка — ЛИ < бИАИ с некоторым достаточно малым б. Введем сле
дующие обозначения 

х{А) = 21Л ^ ) {111 - Л ) - * {III - А)-' а1 

С(^) —функция Грина оператора Ц-^-^ Л. Требуется оценить — 

и 11^(+0)-С(+0)11. 
Сначала разберем случай возмущения параметра к. Так как 

схз оо 

^ I - 2 ) - ' (,Е/ - Я ) - ' й| = 5^ I - Л ) - - г / -
—оо —оо 

- {III - Л ) - 1 (Л - Л) ]* [/ - {1^1 - Л ) - 1 (Л - Л)] {111 - Л ) - 1 й^, 
то 

I X — X к 2II л 
оо 

^ I (.•̂ / - Л ) - * л (̂ |/ - л ) - 1 й1 
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где 

А=^[1-{111-А)-' ( Л - Л ) ] * 1 ^ 

Следовательно, 

[/ - {III - Л ) - 1 {А - А)] — I. 

т а х ( IЛ - Л11II {III - Л ) - 1 Ц) < ^якб ^ 
I 2 — 5яхб 

Л К ( 1 + б) (1 + шах (ЦЛ — Л1|1|(г|/ — Л ) - 1 ||)2 _ 1\

1 4- б _ л ^ б(1 + 5л>с) 1̂  
1 — 5лхб 1 — 5лхб ^ 1 ~ 

17x6 
16x6 ' (6Л0) 

X — X 
X 

17x6 1 4- 5лх 
1 - 5пх6 ^ 1 ~- 16x6 ' 

Для оценки возмущений проектора ^ ( + 0 ) воспользуемся тем, что 
эта матрица удовлетворяет уравнению 

в{1) = А6{1) + {А — А)0 {{) + б {{) I. 

Так как в этом случае 
оо 

с [г) = \ 6) [(Л - Л) с (5) + б (5)] аз, 

то 
оо 

С{{) — 0 (О = _[ 0{1 — з){А — А)0 {з) (18. 
— оо 

Следовательно, 

С{{) — С ( 01 < т а х 
:11=1 
•11=1 

ОО 

X I б{г- 8){А — А)С {з) азу 

оо 

< | Л —ЛЦшах I |1.г(?(^ —5)|||С(5)1/||(^5<||Л — Л 

4-

Х,У _оо 
ОО 

1 0{г)0*{1)йг + 

с* {8) С {з) йз 2<11Л-Л| _^ X 
2 I Л' 2\\А\ 

^ М \\А\\

Подобно оценке (6Л0) можно вывести оценку 
X 

I I - Н А \ \  - Ц Щ  [ ( 1 4- т а х (|| Л - Л Ц || {Ц1 - Л ) - 1 Г - 1 < 
X 

в итоге 
2 II ЛII \ — 5лх6 — 1 

е ( + 0 ) - С ( + 0 ) 1 | < А ( / л ' х + ^ ) < « л ( Ц : ^ . (6 .И) 

Докажем фундаментальную теорему (аналог теоремы 1.4) об оцен
ках матрицы Грина 0 { Ь ) с помощью х ( Л ) . 

Теорема 6 . 1 . Если д.е1{111 — А)Ф О при любом вещественном ^, то 
справедлива оценка 

С{г)\^У%е . (6.12) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о , Сначала покажем справедливость двух важ
ных тождеств 

А*С* ( +0 ) ЯдС (4-0) + (?* ( +0 ) Я^С; ( +0 ) Л = - б?* ( +0 ) С ( + 0 ) , 

А*^*{-о)н^,^{-о) + с*{-о)н^^(-о)А^^*{-о)С{-о). 

Рассмотрим, к примеру, последнее из них: 
А*6* (— 0) Н^С (— 0) + С* (— 0) НАО (— 0) л = 

-о —о 

—оо —оо 

—о 

= ^-^[0* {I) а {I)] = а* ( - о) О{-0). 

(6,13) 

Далее, будем дифференцировать но I квадратичную функцию 
((?*(+0)ЯлС(4-0)(?(/)д:, 0{1)х) при г ̂ 4 - 0 . В результате получим не
равенство 

^ (С* (-Ь 0) НАО (4- 0) с (О X, О (О X) = 

= {[А*С* (-ь 0) НАО (4- 0) 4- с * ( -Ь 0) Н^О {+0)] АСх, Сх) = 

= - (С (О X, О (1) - {О* ( + 0) Ял(? (4- 0) Ох, Сх). 

Следовательно, при { ^ 4-0 
(С* ( + 0) Я^С (4- 0) (О ж, С (О х) < 

г 
< е М (С!*(-Ь 0 ) Я л С ( + 0)С(-Ь 0)дг, е ( - Ь 0):с) 

11^^11|!<^*(+0)ЯлС(+о)|1||^|Х1|//л1к 1'"'^" 

Так как при {>+0 

С;(-ЬО) = е-'^С(г), 11С(0а:11^е-'"^"Ш(4-0)ж11, 

л; 

то 

((?* (4- 0) НАО{+ 0) а;, X ) = I I I <9 (1) х |р > 

сэо 

^е-^^ш\\С{+0)x\^^а^ = 
21М11 

Таким образом, при ? ^ О 
{0{г)х, О{1)х) = {С{+0)а{1)х, С{+О)0{1)х)^ 

2 | Л | ( С = * ( + 0 ) Я л С ( 4 - 0 ) С ( 0 х , С(0.т)<2||Л||||Яд||е ^ ^ ^ 1 X 

Аналогично при ^ < —О 

Теорема 6.1 доказана. 

I \\А\\ 
С{1) \

№11 
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6.2 . Модификация алгоритма 

Алгоритм вычисления проекторов Ро и Р„, вместе с обобщенной 
функцией Ляпунова Н для пучка матриц ХВ — А можно немного изме
нить так, что будут вычисляться проекторы С^(+0), —О{—0) и обобщен
ная функция Ляпунова Я А ДЛЯ матрицы А, не имеющей точек спектра 
на мнимой оси. Модифицированный алгоритм также состоит из трех 
этапов. 

Э т а п I . Вычисляем матричную экспоненту от матрицы В = А*12\\А\\. 
Очевидно, что инвариантные подпространства матрицы А*, отвечающие 
точкам спектра слева (справа) от мнимой оси, совпадают с инвариант
ными подпространствами пучка XI — е ,̂ отвечающими собственным чис
лам внутри (вне) единичного круга. 

Выберем матрицу удовлетворяющую уравнению 
1 

(6.14) 

Определим пучок матриц 

ХВо-Ао = Ь-'{Х1-е^). (6.15) 

Э т а п I I . Этот этап остается без изменения. Проводятся итерации 
перехода от пары матриц Аг,г-\, В^-х к паре Л^, Я^, т = \, 2, ..., т^. 
Для этого к матрице 

О 

Я т-1 О \ 

А т - 1 Я т—1) 

слева применим ортогональные преобразования, аннулирующие блок, об
веденный рамкой. В результате получим матрицу 

{ — Ат 

Я Г) \ 
-Чт АУГП 
О Вт/ 

Э т а п I I I . Вычислим матрицы 

Я „ „ = + + В'^)-\ + В„^у. (6.16) 

При тпо -> °° получим Нт^2IIАII НА, От^-^0{+ 0). 
Рассмотрим подробно вопрос о сходимости предложенной модифика

ции алгоритма. Несложно показать, пользуясь оценкой (6.12) и равен
ством 

что неравенство (2.13) превращается в следующее: 

(6,17) 

| | ( Ч + ^ - о ) - ^ ^ - о - ^ * ( + 0 ) | | < 
1 - 2 1 / х е - 2 " ' » ~ ^ > ' 

(6,18) 

Что касается предела матрицы Я^^, то тут проведем более подробный 
анализ. Воспользуемся тем, что 

Я/ - е« = Г-1 [X (Р+о + Р_1) - (Р-о + Р+1) ] 

с Т = Рд.0 + Р-1. Следовательно, 

ХВо -Ао = [{X (Р+о + Р-1) - {Р-о + Р+г)] 
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с Го = ТЬ. Так как в этом случае 

Т,Т1 = (Р+о + Р-г) ЬЬ* (Р+о + Р - 1 ) * = 

- [О* ( + 0) + С* ( - 0) е-в\ [<9 ( + 0) + С ( - 0) е-в*] = 
1 О 

= С* ( + 0) I е*^е*5* й« С ( + 0) + (?* ( - 0) I ё^е^^* й1 С (— 0) + 
о - 1 

1 1 

+ С* (— 0) I с?/ С ( + 0) + ( ? * ( + 0) I С (— 0), 

то 

2 Р^ТоТ*Р* = С*{+О)]е^ве^в*а^^(+0) + 

О оо 

+ С* (_ 0) ^ С! (— 0) = 2 1 Л 1 I С* (О (5 (̂ ) (И. 
—оо —оо 

Из тождества (2.16) 

пт^ = д (Р.- + р , + 1 _ , о п?^о* ( р ; + р ;^ ,_ , . ) 

следует, что 

Т^,Т1 = С* ( + 0) ( [ е *^^* с̂ Н ( + 0) + С̂ * ( - 0) I е ' ^ в * С (— 0) + 

/ 2 ^ \ 

+ С* ( - 0) 
\ \

С; (+0 ) + ( ? * ( + 0 ) 

2̂ /2 ПАП 2^211411 

= 2 | 1 Л | I с* (1)0(1)^1+ I б;* ( г _ 2 7 2 | И | 1 ) С ! ( 0 ^ г + 
^-2''/211А|1 о 

О{-0): 

+ С ( ? * ( г ) С : 0 - 2 7 2 | 1 Л | | ) й ^ | , 

2 | И ( I Я л - = 2 I I л I { с * ( 2 7 2 I I А | | ) Я ^ б ^ ( 2 7 2 \ \ А \ \  +  

+  С* ( - 272 \\А\\) НАО ( - 2 7 2 1 И I ) + \ {г- 2 7 2 1 л 1) с ( О + 
О 

2 /̂2||Л|| 

+ I С* (О с (̂  - 2 7 2 I I л II) 

2II л II Я л - Т^Т* II < 21] Л I I { 2к^е / 21| Л || + 2''+^ке-^^-^^^/2 \\ | 

= 2%Ч-^''1^ + 2^+'ке-2^~'^>*. 

В итоге получим оценку скорости сходимости 

2II Л I I Я л - (Ат^ + Втуг (Л^^ + В1У' 

( 6 . 1 9 ) 
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в заключение остановимся на обосновании формулы 
1 оо 

^ ёвСе^в* ^ , (6.20) 
о 3 = 1 

где = ВС + СВ* — оператор Ляпунова для матрицы В*. Формула 
1 

(6.20) используется при вычислении приближения к матрице 
о 

Действительно, функция ^ ( г ) = е'^Се'^* является решением задачи 
Коши 

2: = вг + гв*^^г, 2{0) = с. 

Следовательно, 

оо 

7 = 0 

Таким образом, формула (6.20) доказана. 

6 . 3 . Оценки вычислительных погрешностей 
модифицированного алгоритма 

Вначале тш;ательно разберемся с первым этапам модифицирован
ного алгоритма. Пусть 115маш — 511 < б с малым б, которое можно вычис
лить, пользуясь результатами из 3.3 и 3.5, относящимся к задаче о вы
числении нормы матрицы А. Для вычисления экспоненты от матрицы В 
с нормой 1/2 воспользуемся приближением частными суммами ряда Тей
лора: 

^ ь 
в ^ е = Иш ^ 

гг-»оо к=0 

Реализация этого метода на ЭВМ осуществляется по формулам 

Яо = М о - / , 

Кт = Кт-1В1т, (6.21) 

Мт = М„г-1 + Кш, т = 1, т\. 

тогда Мт_^^-^е^ при т\ Исследуем накопление ошибок в этом про
цессе. Начальная погрешность в матрице Ямаш влечет за собой погреш
ность 

б ^ |̂|В1|+б _ |̂1В|| _ ^т^^ь _ е " ^ " ^ . (6.22) 

Реальный процесс вычислений по формулам (6.21) смоделируем следу
ющим образом: 

Ко = Мо = /, 

К т \ I Виаш +" Ч̂тш 

Мт = Мт-1 +Кт-{- Ц>т, 1 < ^ < ГП^. 
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Матрицы погрешностей т И фш оцениваются НврЭ.ВвНСТВ9.МИ 

маш т 

1 — 8^ у ТУ 

Выведем следующие оценки: 

'гг маш 

В маш Кт-х— 
^маш 

В маш 

га 
7̂  "^маш 

(/п-1 ) ! ^ 1 

5 II / 
"мага 

т Кт—х — 
в?-1 маш 

(т - 1)! 
В 

+ маш 
( т е - 1 ) ! + 

+ ^2 II -5маш|| + ^ з < 

+ ^2 II -̂ маш II + С?з ^ 

\В. 

т 

-̂ маш1 
т 

(1 + ^ 1 ) 

(1 + ^ 1 ) 

к • " м а т 
^ - 1 ~ " ( г а - 1 ) ! 

маш 

+ ^2 II ^ м а ш II + (̂ 3 < 

(т - 1 ) ! 

2 ( 1 + 
1=0 

т ! 

+ а^ 

+ 

В пГП 
маш 

^маш 
т ! 

+ 

+ 

+ ^2|-^машЦ + ;̂ 
т—1 
2 ( ' ^ - II ^ м а ш 1141 + ^1)^ 
г=0 

^маш Г 
т ! ; ^ + ( с / 2 1|5маш| + ^з)^(^^''^)«^-^< 

Далее, 

/71 
1 - — ^ 1 

Шт ~ МЛ ^ 11М„,_1 - Мт-1\\ - КЛ + Иф̂ Н < 

^ Шт-1 - + Шт - Кт\\ еоЛ^ + Е1У7У X 

X (117г7„_, - Мт-1\\ Шт - КЛ + + ШтЦ = 

= ( 1 + е1УЛ^) Шт-1 - Мт-^\\ ( 1 + 81У7У) Шт - КЛ + 

+ г1т{\\Мт-1\\ ШтЦ + гоМ. 

Так как Мо — Мо = 0, то 

: V {1 + гУмГ+'-'\\к,-к,\\
й - 1 

Мт—Мт 

+ 8,1/']?^'^^^'°' 2 ( 1 + е^/Л^) ' ' + 2 ( 1 + ЧVNУ^ 
к=0 к^О 

т пи II т—1 

< ( 1 + 8 , У ^ Г 1^1 К , - к , 1 + ( б , / # . " ^ - - 1 ' + Мво) 2 ( 1 + VNУ< 1̂ = 1 

^1 I I -^маш 

1 — т е , У ^ У , ^ — 1 
^ ^ 2 

+ ( 8 , / ] ^ Л ^ ^ - 1 1 + Л^8о) 

Д1+с?1)1;̂ маш1 

1!В.аш11 ^ ^ (̂ ^ ,1 + ,(-^1)Рмаш!| 
1 — тое^^ул^ + 

т. 

1 — '-̂ -̂2-̂ е11/Л^ 1 — г^тУм 

' (^зИ^маш 

л и |̂•̂маш|1 
^ " 1 ^ У а ш ^ 

+ 

_ га—1 + 

1 — гае^ 

2 ° 1 

О' 

1 -
т — 1 

г^Ум 
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Легко получить неравенство 

в 
т 

В 
маш \\в 'маш! 

( г а -М ) ! 

где Мш вычислено по формулам (6.21) с Ямаш. В итоге, выполняется сле
дующая оценка погрешностей вычислений по формулам (6.21): 

5, 

+ '^1! м̂аш 

; е'П (е« — 1) -ь е 'маш!1 'маш 
( - 1 + 1 ) 1М 

Л^маш!! 

у— т, — 1 

+ 

2 

т 

-| _ _ ^ 
1 — 77г̂ 8^ УN 

1 -
та. — 1 (6.23) 

Для вычисления интеграла \ воспользуемся формулой 
о 

1 . 

о " ^ 2 - - , - = 1 

где 2'С = ВС + СВ*. Предлагается следующий вычислительный процесс: 

Кт — В 
К 

т—1 
т + В 

к 
т—1 
т 

(6.24) 

1 

Тогда Мт^ -> I е*^е«* ^1 при та 

Исследуем пакоплепие погрешностей в этом процессе. Начальная 
погрешность ИВмаш — ЯИ ^ б приводит к погрешности в интеграле 

1 

< С 
( , 2 | ! В | | _ 1 ) ( , 2 б _ 1 ) 

2112? (6.25) 

Действительно 
1 * . 

I е̂ Вмащ̂ е̂ -̂ -̂ гаш _ I" е^все^в* ^1 

о о 

]'е*в[е*(^маш-В)с^*(Вмаш-В)* _ с ] ^^в* 

]" е^Ве^в* 

<\\С\\{е^^-\) 

Так как е-'"^" ^ Ие'̂ Н ̂  е*"̂ !', то 

1 - е - 1 < I е'Ве'в* 
2||5|| = ^ - 1 , (6.26) 

откуда следует требуемое неравенство (6.25). 
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Смоделируем вычисления по формулам (6.24) на ЭВМ следующим 
образом: 

М^ = С = I, 

~ 'к / к \* 

Кт = Ямаш + ( Рмаш \ ^т, 

Мт = Мт-1 + Кт + Ц>т, 2 < ^ < 
Можно показать, что матрицы погрешностей •фт и удовлетворяют 

неравенствам 
5 „ ^ _ _ 

Кт-1\\+2а,\\В 
Лрт II < 26^1 

1 -2в^У ]У ' а,-го^^ 1_в^У7У ' 1 - 8 ^ У Л ^ ' 

фт 

Сначала выведем неравенство 

Кт — 
^т-1^ 

т] 

2\\В 
м а ш 

2 II /? 

1| м а ш /га 
Яти—1 — 

— 

— 2 1 5 , о ^ м а ш + • 
т 

К т—1 + 
( т - 1 ) ! 

5 
м а ш ( 1 + ^ 1 ) 

( т - 1 ) ! {т- 1)! 

+ 

+ 2с?2 -Вмаш I + ^3 ^ 

Кт-1 — ( т - 1)! 
о . ^ 11̂ 11 ( ^ 1 1 - ^ м а ш | | ) ^ , 

маш 

+ 21 В II , 7 ( " - 1 ) ^ 1 11̂ 11 (21 -^маш||) - " , 
+ ^ « 2 ^ м а ш К + «3 < Г '^Г^ Г г т - _ 2 2 I I 5 , , ^ 

^~ 2 ^1 

+ {т-г)\|1(1+^1)]^< 
г=0 

('п-^)<^, 1С\\- . /ол , Д 

•| " Г \, '^"2 I ^ м а ш 
т - - 2 2 р „ , ^ 

^ 9 а, 
т 

Далее, 

М т — Л/т I < II Мт-1 " ^т-г || + || — Я ^ || + || фж || < || Мт-1 — Мт-1 \\

+ II Кт - Кт II + ео̂ V + / ] ? ( || М^-х - Мт-г II + II - Ц + 

+ II Мт-г II + IIЯ^ IIX ( 1 + 61 VN) II Мт-г - Мт-г II + 

+ {1+еУЩ\\Кт-Кт1 + е Д + { \\ II + II || ) < 

< ( 1 + 8 1 У ^ ) II - Мт-г II + ( 1 + У^) II - Кт II + 

15 
м а ш )^ 

- ^ м а ш I ^ 1 
Так как М\—М1 = О, то 

т 
Мт - Мт < 2 ( 1 + 6 1 II - Я , II + 

/г=2 
т—2 

+ / Л ^ - ^ ^ С / ! " " - » - 1 ) + е„#1 2 ( 1 + г, УЩ" 
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{т - 1) [С 211 -ВмашЦ 
В маш 

- 1 ) + 

т — 1 

Легко проверить, что 

Й = 1 

тт. II С I 211В-маш 
21 В маш 

1!С|| (2 
2| ^ м а ш 1 

2\\В, маш 

если в формулах (6.24) вместо матрицы В попользуется Я 

1С II Н^11^»аш|) " 

в итоге 

2 ?̂ маш ( '^-1-1) ! 

( т ^ - 1) \. )̂ _ у ^ , (/ИВ 

+ 
маш 

+ | 1 С | ( е - 1 ) ( е ^ ^ - 1 ) 

+ 
- 0 

+ 

('"о - 1) 

+ 

1 '«„ - 5^Уту 
+ 

211Вмаш|!(1+Й1) 

1 _ ( т ^ - 1) У Л -
(6.27) 

Для матрицы Мт^ вычисляется разложение Холецкого и определя
ется нормированный пучок (АВо — Л.о)маш- Можно выписать все оценки 
погрешностей вычисления этого пучка, используя оценки (6.23), (6.27) 
и методику оценки ошибок округления из § 3, касающуюся вычислений 
разложения Холесского и обратной матрицы. Мы не будем здесь этого 
делать из-за громоздкости выкладок, которые в основном повторяют вы-

1 

кладки из § 3. Отметим только, что обусловленность матрицы *в *в* е е 

не превышает числа е. Это замечание относится к оценке погрешностей 
при вычислении разложения Холесского этой матррщы. 

Предположим, что 

ЦАо Яо)маш-(Ло Яо)11<Ро, (6.28) 

где ХВо — Ао — некоторый нормированный пучок, который получается из 
исходного пучка XI—е^*'^"'^"при точных вычислениях, а Ро — достаточно 
малая константа. Существование такого пучка ХВо — Ао гарантируется 
предыдущим прямым анализом ошибок округления. 

Повторяя рассуждения из 4.3 об оценках погрешностей второго эта
па алгоритма, можно выписать следующую оценку для второго этана 
модифицированного алгоритма: 

Ф 
1 + V2^|(Л„ 5 „ ) | т а х | | ( ^ ? „ - е ^ * Л ^ - 1 

^ 1! < . ^Ьъ (Ро + т,а У"2 \\ В^) \\ /п^р), 
1 — а у 2те„ 
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где а и р — погрешности вынолнения ортогональных преобразований: 

а = 
1 — 1 — 2 

8г И Ог определены при Ь == 2М. 
Оценим сверху 11(Ло5о)11 и т а х II (5о — е'Мо)~Ч1. Так как А-Во —Ло = 

= ^-ЧЯ/-е= ) , то 

5 . 1 = 1 ^ - Ч < - / ^ = / ^ , 

Во) II < К | | Х - Ч Г ( 1 + X УЩ^ < 2.5. 

Справедливо тождество 

( 6 . 2 9 ) 

Из этого тождества можно, рассуждая аналогично доказательству теоре
мы 1.3, получить неравенство 

тах 
ф 

(Я„ - е^'^Л„)-1 II < 5лх I В. 1р < .5шс^ 
е — 1 ' 

Следовательно, после второго этапа модифицированного алгоритма 

И М В \ в М < 1 2 8 х ( Л ) ( Р „ - Ь 4 а т ^ + Ю 30^ 

Третий этап модифицированного алгоритма исследуется аналогично 4.4. 

6.4. Гарантированная оценка точности 
вычисленных спектральных характеристик 

Анализ вычислительных погрешностей, проведенный в 6 .3 , обосно
вывает корректность модифицированного алгоритма, но не дает гарантий 
точности вычисленных матриц 211Л11ЯА И С(-ЬО), обобгценной функ
ции Ляпунова и проектора на инвариантное иодиространство матрицы А, 
отвечаюш;ее собственным числам в левой полуплоскости. Это объясняет
ся тем, что априори не известна эффективная оценка сверху величины 
параметра у.{А). Предлагаемый ниже подход к получению гарантий точ
ности разработан А. Я. Булгаковым и основан на обоби];ении матричного 
уравнения Ляпунова. 

Рассмотрим следующ,ую матричную алгебра^гческую систему: 
^ 2 - б? = О, 

АО-аА = (^, ( 6 . 3 1 ) 

ХО - о*х - о, 
А*Х + ХА^-0*С0-{1-0)*С{1-0)=(). 

Теорема 6.2. Если матрицы О и X = X * > О удовлетворяют системе 
( 6 . 3 1 ) с матрицей С = С* > О, то матрица А не имеет точек спектра на 
мнимой оси, а матрица 0(1—0) является проектором на инвариантное 
подпространство матрицы А, отвечающее собственным числам в левой 
(правой) полуплоскости. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Четвертое уравнение системы ( 6 . 3 1 ) умножим 
слева на 20*, а справа — на С, и из полученного результата вычтем чет-
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вертое уравнение: 

0 = 2С*А*ХС + 2С*ХАС + 2С^*СС^ - 26*(I — 6*)С{1 —С)С~ 

-А*Х-ХА-С*С0 + {1-С*)С{1-6). 

Преобразуем это уравнение с учетом первых трех уравнений систе
мы (6.31): 

0 = {2АО-А)*Х-^Х{2АО~А)Л-О*Св + {1~&*)С{1-С). 

Так как 

а*с& + (/ - С*) С (/ - С) > О, 

то по теореме Ляпунова матрица 2А(г — А асимптотически устойчива, 
т. е. имеет все собственные значения в левой полуплоскости. 

Выберем базис пространства К'̂ , в котором матрица О диагональна: 

С = 
О о 

Из второго уравнения системы (6.31) следует, что в этом базисе 

А = 
[А^ О \ 

О А, 2 / 

т. е. О является проектором на инвариантное подпространство матрицы 
А. Этому подпространству отвечает подматрица А\, Легко также убе
диться в том, что I — С — также проектор на инвариантное подпростран
ство матрицы А, отвечающее подматрице А2. В выбранном базисе 

(А, О \ 
2АС _ Л = ^ . 

V О — А^1 
Следовательно, С — проектор на инвариантное подпространство, отвеча
ющее части спектра матрицы А в левой полуплоскости, а 1—6 — в пра
вой полуплоскости. Теорема 6.2 доказана. 

Первое уравнение системы (6.31) означает, что 6 — некоторый про
ектор. Второе уравнение означает, что матрицы 6 ж I — 6 являются 
проекторами на инвариантные подпространства матрицы А. Третье урав
нение разбивает квадратичную форму с матрицей X на клетки в соответ
ствии с инвариантными подпространствами матрицы Л, определенными 
проекторами 6 ж I — 6. И наконец, четвертое уравнение содержит в себе 
два уравнения Ляпунова: одно в подпространстве, определяемом проек
тором 6, другое — в инвариантном подпространстве с проектором 1 — 6. 

В дальнейшем нам понадобится вариант предыдущей теоремы, в ко
тором последнее уравнение системы (6.31) имеет вид 

А*Х + ХА + 6 + 6*-1 = Ф 

с матрицей Ф малой нормы. 
Теорема 6 . 3 . Пусть матрицы 6 и Х = Х * > 0 удовлетворяют системе 

уравнений 
6^-6 = 0, 

А6-6А=^0, 

хб-б*х = о, ^^-^^^ 
А*Х + ХА + 6 + 6*-1 = Ф 

с 11Ф11 < 1. Тогда 6.е1{11,1 — А) Ф О при любом вещественном ^, 6 — проек
тор на инвариантное подпространство матрицы А, отвечающее собствен
ным числам в левой полуплоскости, а I — 6 — проектор на инвариантное 
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подпространство для части спектра в правой полуплоскости. Более того, 

2л {III - Ау* {III — Ау- (11-X 
21и| 

Ф (6.33) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Следуя доказательству предыдущей теоремы, 
необходимо показать, что 

•IV = 20*{О + С* - 1 - Ф)С - {О* + 6 - 1 - Ф)> О 

при 11Ф11 < 1. Так как 

Ш = С*{I- Ф)С + {I- О)*{I + Ф) {I- 0) + С*Ф + ФО - 20*Ф0, 

0*Ф Л-ФО- 20*Ф0 = 0*{А*Х + ХА + 0* + 0-1) + 

+ {А*ХХА + О* + О -1)0 - 20*{А*Х + ХА + О* + О - 1)0 = О, 

то 

IV = 0*{1-Ф)0 + (/ - О)* { I + ф) (/ _ С) ^ 1-11Ф11 / ^ о _ 

Следовательно, йе1(г|/ — Л ) # 0 для любого вещественного ^, а С и 
1 — 0 — соответствующие проекторы матрицы А. 

Покажем справедливость оценки (6.33). Сначала отметим единствен
ность решения системы (6.32), матриц О и X, когда Х = Х * > 0 , 11Ф11 < 
< 1. Это следует из того, что О — проектор на инвариантное подпрострап-
ство матрицы А, отвечающее собственным_числам_в левой полуплоско
сти, а X—решение уравнения Ляпунова А*Х + ХА = —Ц^ с А = 2А0 — 
— А. Матрица НА удовлетворяет уравнению 

А*НА + НлА = -0*0-{1-0)*{1-0) = -Ц^о. 

Следовательно, 

X = I е^'^*VVе'^ й1, Н^ = [ *И^ое*^ (И, 

Х-Н, ^ тах н, {IV^х, X) 

Так как ТУ - И̂ о = -0*Ф0 + (/ - 0*)Ф {1-0), то 

\{[Ш-\Уо\х, x)\^\\Ф\\{^Vоx, х). 
Таким образом, оценка (6.33) доказана. Доказательство теоремы за
вершено. 

Предположим теперь, что система (6.32) выполняется приближен
но, т. е. матрицы ж X = X* удовлетворяют системе 

а-^-а^Фи (6.34) 

Аа-аА=Ф2, (6.35) 
ха-а*х = Фг, (6.36) 

А*Х + ХА + а* + а-1==Ф, (6.37) 

с матрицами Фь Фг, Фз, Ф 4 малой нормы. Целью последующего изло
жения будет построение матррщ О, А, X, мало отличающихся от О, А, X 
и удовлетворяющих теореме 6.3. 

Как уже было показано ранее, при 11Ф111 < 1/4 существует форма 
Шура матрицы О: 
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причем выполнены оценки 

Обозначим 

тах I 
^ 1 

1 - 2 (0.38) 

0 = П* 
I I 8\ 

\0 О 
Я , 

Тогда ^ 2 - С О и 

Пусть 

Обозначим 

11б^~С11<11Ф111/(1-211Ф111). 

А, 

(6.39) 

А = т 
4 1 ^ 1 2 

к ^ 2 1 А 22 у 

А = т 
О ^22 

Я , 

Тогда Л С - С Л = 0, 

1 1 1 - 2 / О А^., — А^^8 + 

1 ^ 2 1 о у1 
= т а х (II I I , 

11-^12 " ' ^ И ' ^ ~Ь * ^ ^ 2 2 I ) ' 

Уравнение (6.35) эквивалентно следующему: 

(А,^8^ - ^ ^ 1 1 - ^ ^ 2 1 А^^8 + ^ 1 2 ^ 0 - ^ ^ 1 ^ 1 2 " ' 5 ^ 2 2 \ 

\! * ^ 0 ^ 2 1 ^гх'^ + ^ 2 2 * ^ 0 " ^ 0 ^ 2 2 / 

Поэтому 

и 2Х 
1 1 ^ 2 

1 - •^0 - К - ^ 1 1 — 4 II 

- ^ 1 2 ^ 1 1 ' ^ 

+ ^ ^ 2 2 II < II Ф^ II + II ^ 1 2 II (1! «^0 II + II ^^1 - ^ IX 
Ф211 + 1И11 

2 Фх 
1 - 2 | Ф 

1 1 

А-А\\^ 
Ф. 

Пусть 

1 - 4 Ф. 

X = Г7* 

+ М 1 - 2 IФ, 
(6.40) 

4 ^ 1 2 ^ 2 2 / 

Обозначим 

Тогда 

X = Я * 
/ X,, Х,,8\ 

Я , 

Х С - С * Х = 0, 11Х-Х11 = 11Х,2-Х„511. 

Уравнение (6.36) перепишем в виде 

• ^ 1 1 ' ^ 1 — ^Х^-Я ^\\^ ^12^0 ' ^ 1 ^ 1 2 

^Х*2'5'1 — ' ^ * . ^ 1 1 — »^0-^Х2 ^12^ + ^ 2 2 * ^ 0 — ' ^ * ^ 1 2 '^0-^22У 
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откуда 

II ^ 1 2 - ^ П ^ II < II Фз II + II X,, II (1 ^ 0 II + II 5х - / I!) < II Фз II + 
2||Фг11 2 Фа! 

1 ~ 2||Ф^ 1 — 2 Ф. X ( 6 . 4 1 ) 

Будем предполагать, что X > 8x1. 
Осталось рассмотреть уравнение (6.37). Перепишем его следующ;им 

образом: 

А*Х + ХА-\-6 + С*-1 = Ф4-{б-С)-{а-6)* -А*{X-X)-

-{А - А)*Х -{X - Х)А - Х{А - А)+{Л - А)*{Х - Х)+ 

-]-{Х-Х) {А-А) = Ф. 

Следовательно, 

Ф|К1|Ф4|1+ 2||&-С|| + 2||Л||||Х-Х|| +2|Х|||Л —Л|| + 

2||Ф, + 2 А-А\ < | | Ф Л + - ^ 
— 211Ф, 

+ 2||Л|б^ + 2 X бд + 2бдб;,, 

(6.42) 

По теореме 6.3, если 

бф-ЦФ411+ 1_2||ф II +21И||б;, + 21Х ЬА + 2ЬАЬХ<1, (6.43) 

ТО 6.с1 {1Е,1 — А)Ф о при всех веп1;ественных ^, и X — II^ ^ЦФЦЦ^л 
Итак, при ограничениях 

НФ!» < 1/4, 

6 л = Фз + X 1—2 Фх 
(6.44) 

2 Фх1 
1 — 2 Фх1 

бф = II ф , II + + 2 и II бх + 2 ( I I X 1 + бх ) бл < 1 , 

где 
1Ф„ 

+ 
21 

1 — 2 1Фх 
А 

выполнено неравенство ||Х — II- ^бфЦЯ-^Ц + б^, а А — матрица близ

кая к А: \\А — АН ^ 8л. При этом 

( ; - е | 1 < 1 Фт II 
1 - 2 |Фх 

где С — проектор на инвариантное подпространство матрицы А, отве-
чаюш;ее части спектра в левой полуплоскости. Легко видеть, что 

26 . ИХ 

1 - 6 Ф 

\ 

2 И 1 | Х - 2 М 1 | Я 2 | < ^ : ^ ^ 1 ^ + 2 | И | | ^ - ^ 

X (Л) - 2 I I Л I I I I X I I К 2 ( I I Л щ - бл) ( ^ 4 ^ + б X — 2 А X 

X ( Л ) < 2 ( М I -Ь бл) 
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в 6.1 были доказаны оценки 

2 А Я л —2||Л|Я~|К 
17х' (А) бл 

1 - 16к (Л) 

х ( Л ) ( 1 + У л ^ ) б̂  

4 ( 1 —16х (Л) бл) 

при условии, что 1 6 Х ( - 4 ) 6 А < 1. Следовательно, 

Ф, 
1—211 Ф, + 

X (А) (1 + УЛ^) 6л 

4 (1 - 16х (А) б^) 
(6.45) 

2\А Я л —2 1Л 11̂ 11 < 2 ( I I А II + бл) 
11X11 

1 - 6 
+ Ьх - 2 А X + 

Ф 

+ 
17х^ (А) бл ^ 

1 - 16х (3) бл ^ 1 - 176^ X (А) 

у. (А) 

где 

х (Л )<2 (|Л|Ц-бл ) ( 11^11 

-2|1Л||||Х 

+ бх 

(6.46) 

(6.47) 

При вычислении невязок (6.34) — (6.37) на ЭВМ требуется учет 
ошибок округления. Получим оценки этих ошибок, используя резуль
таты § 3. 

Рассмотрим вначале уравнение (6.34): 

I ёмаш - & У < Ч II 11/- + II а III + О^Л ,̂ 

<е^М -Ь 61II^2- §(1^, + ( I -ь 81)II01ат - 6'\\р < Е о N + Е,\\С^-С-у + 
-Ь (14- 81) Ы\а^у + 8 , 4 I I ё I I I + ОгМ] < [ЕоN + ( Ц - 8̂ ) о̂ Л ]̂ -Ь 

-Ь [ 8 1 + (1 + 8 1 ) 8|] I I - & 1 ^ . Н- ( I -Ь 8 1 ) 8 1 I I а у + (14- 8 1 ) Ей 

Следовательно, 

1|Ф11к< [||Ф1маш||^ + + (1 + ^1 )0^^ + (1 +В1)е(11С||р^ + 

+ {1 + 81) 8̂ ^ IIО |||]/(1 _ 8 1 - (1 + 81) 8^. (6.48) 

Теперь исследуем уравнение (6.35): 

II (лб )̂.хаш - ла\\г < ЕМС\\^ + 8,,1и11̂ 11̂ 11г + о.-л̂ , 

II (ОА),,,^ - аА\\р ^ 8,-11̂ Л11р + ЕМ\^Ж\\^ + о^N, 

11 I (АО) - (бА ) маш] маш ~ (Аб - ОА^ ^ Е,\\Л ̂ ) .«ш - (б^Л ) маш + 8о/У + 

+ II {ла) - Аа\\г+II (б^л) - б А к < ЕоМ+Е,\\АС - аА\\, + 
+ (1 + 81)11 (Лб^)„апх-Лб11^- + (1 + 61)11 {аА)...^-аАК^ЕоМ + 

+ 8111А^ ~аА\} + { 1 + 81)в^ИЛб'И^. + (1 + 81)е^ИО'ЛИр + 2 (1 + 81)о,7У + 

+ 2 ( 1 + 81)8̂ 1̂1Л1и11-.б̂ 1и ̂  [еоЛ^ + 2 ( 1 + е О о Д ] + 8,11^6^- ОМ^ + 

+ 2 (1 + 8,) (8г+Е;011^11^11^!1р. 
Следовательно, 

IIФ21^^ < [II Ф2маш!!2г + + 2 (1 + е )̂ о̂ Л ]̂ + 
+ 2 ( 1 - | - 8 1 ) ( 8 ^ + 8 , , ) | | Л | | ^ | | & У / ( 1 - 8 1 ) . (6.49) 
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Оценим ошибки округления при вычислении невязки Фз в ( 6 . 3 6 ) : 

II (^^<^)маш - ^ ' ^ И ^ < 8,11 . т а и + г^ХИЛШг + о Д , 

[ (Хб^)маш — (б^*^ )маш]маш - {ХО - 0*Х) У < 81II ( Х С ) м а ш - ( С * Х ) м а ш | Р + 

+ 8оЖ -+ II (Х-С )маш - ХОУ + II ( е * Х ) н а ш - 0*Х ха-с*х\\р + 

+ 8оЖ + 2 ( 1 + 81) II (ХС^)наш - хо \\р < 8оЛ^ + 811 хо - е * Х у + • ••• 

+ 2 (1 + 81) 8.̂  I IХОУ + 2 ( 1 + 81) гц\\ху \\Щр + 2 (1 + 81) о,Л^ < 

< [ 8 Д + 2 ( 1 + 81)0,#] + 8 1 | | Ж - & * Х | | ^ + 2 ( 1 + 81)Е^^||Х|^^||С||,- + 

+ 2{1 + е,)[гЛ{ХОишУ + Ы\ХУ\\Оу + о^.Щ/{1~Е^)<, 

2 (1 + 8,) о,Л^' 
^0^ + 1 — 

Л- 9 (1 + г,) 

Поэтому 

'I 

X 

+ 81 

1;.||С||^, 
+ е 

ХО-0*Х\р + 

( ^^ )маш !. 

+ еоЛ^ + 
2 ( 1 + е^)0^Л^ 

1 - е , 

+ 2 ( 1 +81)8^ (^^)маш!1^'} А , ^ V 

Осталось рассмотреть уравнение ( 6 . 3 7 ) : 

II ( .ТЛ ) „аш - ХА\\^ < 8,11ХЛ11^ + 8,,11Х11^и1и + о.-̂ У, 

( 6 . 5 0 ) 

( Л * . ^ ) « а п : + ( Х Л ) , 

Ф 4 маш 

аш - ( Л * Х + ) 1^ =̂ 5: 8оУ + 211 ( . о ) - 11̂ . + 

+ 8111 ( Л * . Т ) м а ш + ( Х Л ),,^11р < 8о7У + 8111Л*Х + .ТЛ11^ + 

+ 2 ( 1 + е 1 ) 1 1 ( Х Л ) , а ш - - ^ Л 1 1 г ^ [ е о У + 2 ( 1 + 8 1 ) о Д ] + 

+ еМ'^Х + .ТЛ 1и + 2 ( 1 + 81) (е, + 8,,) ИХИМН., 

II {С + С * ) „ а ш - (<7 + ^ * ) К < г^т + + еоЛч 

{&+а*) - I] - ( 5 ' + ^ * - / ) 1 1 ^ ^ 8 1 1 1 ( ( 7 + ^ * ) ,аш - /11^ + 

+ еоУ + II (С + б *̂ ) маш - ( ^ + ^ * ) II^. ^ 8111^ + - /11р + 8 о У + 

+ ( 1 + 8 , ) 8 , 1 1 а + С ^ * 1 и + (1 + 8 , )8оУ, 

Ф 4 [ ( ^ * Х ) „ а ш + ( Х ^ ) м а ш ] м а ш + [{О + О*) 
маш — ]маш + 

+ е^А' + II [{А*Х) 
маш + ( -^^ )маш]маш — 

{А*Х + А'Л)||р + 

+ II [{О + ^ * ) м а ш - Л м а ш - ( 5 + С* - /) 1^ < 81II А*Х + 4 - С + е^_/||р-1-' 

+ г•оN + (1 + 81) I! [ ( Л * Х )маш + ( ' ^^ )маш]маш - {А*Х + ХА) У + 

+ (1 + 81) II [ ( С + Э * )маш - /]маш - {О + О* - I) У < 811| Ф , || + 8 ^ + ' 

+ (1 + 81) [8оЛ^ + 2 ( 1 + 81) о^N] + (1 + 81) 81 || А*Х + ХА у + 

+ (1 + 81) (2 + 81) 8 , У + 2 ( 1 + 81)2 (8^ + 8н) II X11^. I IА у + 

+ (1 + г,у- 81IIС + О* у + (1 + 81) ^0 + ^*-^ у < [811Ф, 11̂^ + 4 8 Д + 

+ 2о,.У + 2(81 + 81 + 8п)||X|1^.1|Л||^ + 81(1 + 4)||&||р)]/(1 - 281). 

Следовательно, 
Ф . 1 4 1!̂ ^̂  маш Л р + Р + 48„Ж + 2о^Л' + 2 (81 + 8| + е й ) | X 

+ 8 1 ( 1 + 4||е|1^)]/(1-381). ( 6 . 5 1 ) 

Таким образом, получены оценки ошибок округленпп при вычислении 
невязок в обобщенном уравненпп Ляпунова ( 6 . 3 2 ) . 
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6.5. Замечания к методу 
матричной сигнум-функции 

Для вычисления инвариантных подпространств матрицы, отвечаю
щих собственным числам в левой или правой полуплоскости, широко 
применяется метод матричной сигнум-функции. Расчетные формулы это
го метода чрезвычайно просты: 

Ао = Л , Л = а ^ Л - ! + ( 1 - аи) А^2^, А; = 1 , 2 , . . . , ( 6 . 5 2 ) 

где Пк — специальным образом подбираемый параметр. Самый простой 
и надежный выбор — это = 1/2. Другие стратегии выбора параметра 
аи применяются для ускорения сходимости в начале вычислительного 
процесса. Если матрица А не имеет точек спектра на мнимой оси, то 
при правильном подборе сс^. процесс ( 6 . 5 2 ) осуществим при всех к ^ 1 
и сходится при к оо; 

Л , - > - С ( + 0 ) - С ( - 0 ) , (6 .53 ) 

где 6{1)— функция Грина дифференциального оператора / А. 
В этом пункте мы будем исследовать формулы ( 6 . 5 2 ) метода сиг-

пум-функций при аи = 1/2. Оказывается, что в этом случае вычисли
тельный процесс можно проинтерпретировать как метод неортогонально
го исключения для пучка Х ( Л — 1 ) — {А + / ) . Легко показать, что инва
риантное подпространство этого пучка, отвечающее собственным числам 
внутри единичного круга, совпадает с инвариантным подпространством 
матрицы Л , отвечающим собственным числам в левой полуплоскости. 

Рассмотрим процесс пеортогональпого исключения. Составим блоч
ную матрицу 

'-{А^ + 1) А^-1 О 

О - ( Л , + /) А^-1/ 

Первую строку этой матрицы умноялим слева на матрицу Х^, вторую 
строку умножим слева на Г ,̂ а результаты сложим. Если при этом мат
рицы Х^ и удовлетворяют системе 

X , ( Л , - /) - 7 , ( Л , + /) = О, 

то в результате такого исключения получим блочную строку вида 
- ( Л , + , + /) О ( Л , + . - / ) . 

Рассмотрим подробнее систему матричных уравнений ( 6 . 5 4 ) . В силу 
регулярности пучка Я(ЛЙ —/) — ( Л ^ + / ) решение первого уравнения из 
( 6 . 5 4 ) представимо в виде == ^/7^ (^& + )̂? У - {А^^— /) с про
извольной невырожденной матрицей Т^. Второе уравнение системы (6.54) 
влечет за собой равенство Т^^ = 2А^. Следовательно, 

X , ( Л , + /) = ( 2 Л , ) (Л.2 + 2 Л , + /) = Л,+1 + /, 

УЛАп -1) - ( 2 Л , ) {Аг - 2 Л , + /) = Л , + 1 - /. 

Таким образом, метод матричной сигпум-функции является неортого-
пальпой версией исключения, подробно описанного в 2 . 1 . Как следствие 
этих рассуждений, скорость сходимости сигнум-метода оценивается па
раметром О) для пучка Я ( Л —/ ) — ( Л + / ) . 

Пусть 

Ап-1-^й\Р-,о + Р_ф)^ Аи + 1 = 8й\Р-о-\-Р,к) 

— каноническое разложение пучка Л ( Л — /) — ( Л + / ) . Тогда 2 / = 
= 8^'{Р-о + Рф - Р+о - ^ _ 2 ' 0 - Оценим величину | Л ; , - {Р-о.- ^+о) I 
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при к-^оо: 

Лн = {Р-о + Р,к - Р+о - Р_,к)-' {Р+о + Р-ф + Р-о + Рф) = 

= [ (Р_о - Р+оГ^ - {Р-о + Р,и - Р+о - Р_,и)-' {Р,н - Р_,и) {Р-о ~ 

- Р+о)-'] (/ + Р_ф + Р,н) = {Р-о - Р+о) -

- {Р-о - Р+о + Р,к - Р_,п)-' {Рф - Р-ф) (Р-о - Р+о) + 

+ {Р-о - р+о + Рф - Р_ф)-' {Р-ф + Рф) - {Р-о - р+о) + 

+ 2 {Р-о - ^ + 0 + Рф - Р-он)-' {Р-ф + Рф), (6.55) 

1 л _ (Р_о - р + о ) II = 2II {Р-о - р+о + Рф - Р-ФУ {Р-Ф + Рф) ||< 

<21Р_^ ,+ Р,и1 II {Р-о - Р+о + Рф'Р^ф)-'1< 2 \\Р_ф + Рф\/[Ошш {Р-о -

| ] < 2 ( 2'^ + 

)(11^а^ Р 1 

Наконец, остановимся на выяснении вопроса о накоплении погреш
ностей вычислений в методе матричной сигнум-функции. Погрешности 
округлений на каждом шаге исключения зависят от величины обуслов
ленности матриц Аи. Рассмотрим, к примеру, начало вычислительного 
процесса, т. е. оценим обусловленность матрицы Ао = А. При нормировке 

иучка Х{А — I) — {А + I) получим пучок матриц вида 2 ( / -Ь АА*) ^ X 
X ['^{Л — /) — {А /)]. По теореме 1.3 имеем неравенство 

II [ (Л - / ) - е ' ' (Л + / ) ] - Ч 2 { 1 + АА*) II < 5лсо. 

Выбирая 6"̂  = — 1 , получим следуюш;ую оценку: 

11Л-Ч1 <5У2л(о. (6.56) 

Можно построить примеры, которые показывают, что оценка (6.56) близ
ка к оптимальной. Следовательно, обусловленность матрицы А оценива
ется неравенством 

\\А\\-М1<5]'2ла)11Л11. 

Нетрудно показать, что ИЛ̂ И > 1 при 1. Поэтому при больших о воз
можно большое накопление вычислительных погрешностей. 

Может возникнуть вопрос о том, как зависит со для пучка Х{А— I) — 
—{А+I) от умножения матрицы А на положительный скаляр. Эта за
висимость сложная и не имеет практического интереса. 

§ 7. ФАКТОРИЗАЦИЯ МАТРИЧНЫХ ПОЛИНОМОВ 

Задача, обсуждаемая в этом параграфе,— вычисление разложения 
матричных полиномов на множители. Эта задача довольно нетривиальна 
даже в смысле выявления необходимых и достаточных условий сущест
вования таких разложений [ 8 ] . 

Будем рассматривать только регулярные матричные полиномы вида 
А{Х) = Ао +А1Х+...+Апк"", п>2, где — квадратные матрицы оди
наковых размеров NXN, а. в.е1А{к) не равен тождественно нулю при 
всех комплексных Я. Ограничимся только такими полиномами, для кото
рых выполняется условие 

йе1{Ао + Л16'* + . . . -Ь Л„е'»' ') ^ 0 (7.1) 

при любом вещественном ф, т. е. не имеющими собственных чисел на 
единичной окружности. Собственные числа регулярного матричного по-
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линома А (X) определяются стандартно: корни скалярного полинома 
6еЬА{Х) называются конечными собственными значениями Л ( Я ) , а ну
левые собственные значения матрицы Л„ — бесконечными собственными 
значениями полинома А С^). 

Для матричного полинома, удовлетворяюгцего условию (7.1), по
ставим следующую задачу о факторизации: найти матричный полином 
В(Х) = Во-г .;. +ВаХ"^, Ва^1 (если это возможно!), который делит 
А (Х) справа, и выполнены условия 

йеЬВ{ХУ^О при 1X1 > 1 , ^ 

. (1е1{А{Х)В-ЦХ)уФ0 при \Х{ < I. 

Другими словами, требуется разложить А {X) в произведение многочле
нов С{Х)В{Х) так, чтобы спектр полинома В{Х) лежал внутри единично
го круга, а спектр С{Х)—вне единичного круга. 

7 . 1 . Условия разрешимости задачи 
о факторизации в случае некратных 

собственных значений 

Предположим, что все собственные числа матричного полинома 
А{Х) различны. Поставим матричному полиному А{Х) в соответствие 
линейный пучок матриц К + [хМ, где 

Ао А^ ... Ап-г' 
Ао . . . А-)1_^ 

О А о _ 

М = 
Ап—1 А^ о 

Л Л 

Нетрудно убедиться в том, что если А{Х)х = 0 при некоторых X и 
а-^К"', то 

Г X \ 

Хх 
{к + Г м ) = 0 . (7.3) 

\ х - - ' х / 

Таким образом, множество собственных чисел пучка К+цМ состоит пз 
п-х степеней собственных чисел полинома А{Х). 

Если задача о факторизации разрешима, то, во-первых, в единичном 
круге лежит ровно N(1 собственных чисел полинома А{Х): Хх, Яг, Ял- ,̂ 
а, во-вторых, если А{X^)x^ = О, х^'Ф О, 1 = 1, 2, ..., АЧ, то матрица 

ТУ = 

х^ 
-у^ ^ ОС 2 

_Х1 'х-^ Я2 'х^, . . . Хка^Х]\^^_ 

(7.4) 

невырождепная. Справедливость первого утверждения очевидна. Для. 
обоснования второго утверждения заметим, что В{Хг)х1 = О, г = 1 , 2, . . . 
..., N(1, п, следовательно, матрица ТУ диагоналпзирует пучок 

^ 0 . . . 

О в, о — 

в . О 

^ в , . . . в^_ 

(7.5) 

Точнее, матрица IV состоит из столбцов, являющихся собственными век
торами пучка ( 7 .5 ) . Таким образом, сформулированные выше два ут-
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верждения дают необходтимые условия разрешимости задачи о фак
торизации. 

Покажем теперь, что эти утверждения являются и достаточными 
условиями разрешимости задачи о факторизации матричного полинома 
Л (Я) . Сконструируем линейный пучок вида 

я ; о 

О я 

- 1 (7.6) 

В силу строения матрицы ТУ получим равенство 

О I 

О 
ТУ 

я^ 
я. 

о Ядт а _ 

ту-^ = 

о / о 

о о / 

(7.7) 

с некоторыми У X У-матрицами Хо, Х 1 , . . . , Х^-ь Обозначим через Х(Я) 
матричный полином 

X(Я ) = Хо + Х 1 Я + . . . + Х,_1Я'^-^ + И". 

Очевидно, что Х{'кг)хг = 0 для г = 1 , 2, .. . , Докажем, что полином 
А (К) делится справа на Х (Я ) . Для этого разделим А (к) на Х(Я) с ос
татком: У1 (Я) = С ( ( Я ) Х ( Я ) + Я ( Я ) . Полином Я(Я) имеет степень меньше 
а. Так как 

О = А {Х,)х^ - С{К)Х{Х^)х^ = й(ЯОж,, 

то л (Я) имеет N(1 собственцых чисел. Следовательно, Е{Х)щО. 
Подытожим результаты этого пункта. 

Предложение 7 . 1 . Задача • о факторизации матричного полинома 
А{К) с некратным спектром разрешима тогда и только тогда, когда вы
полнены следующие два условия: 

1) внутри единичного круга леокит ровно N(1 собственных чисел 
Яь .. . , Ял-й полинома Л (Я) ; ; • ' 

2) пусть А {Хг)х1 ^ О, х^ФИ, I = I, 2, , ^ У ( ^ , тогда матрица 

ТУ = 

X, 

Я^.^! ; Я2Х2 . . . Я^Vй^^Vй 
• • •• . • -1 • 
• * • ' : • 

1'к^г-'х^- гр'х, ... '{"^а^х^аЛ 

невырожденная. 
При этом коэффициенты правого множителя 

В{Х) = Во + Я , Я + . . . + Ва^Х-^ + /я' 

определяются из равенства 

ТУ 

Яо 

О 

О 
"О / 

• • 

о 'о'т 
_ % : Я 1 - , В,_^^ 
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7.2. Алгоритм решения задачи о факторизации 

Пусть 

о 
[х/о ^•Nп~N(^^ 

— кропекерова форма пучка К + рМ, где (?; и ^^ — невырожденные мат
рицы, а /о и /<» — матрицы в жордановой форме с собственными числа
ми из единичного круга. Напомним, что 

0 ^ О ^7\ = 1-Ро 

— проекторы на инвариантные подпространства пучка К + цМ., отвеча
ющие собственным числам соответственно внутри и вне единичного 
круга. 

Вначале предположим, что все собств|енные числа полинома А (Х) 
различны. Тогда матрица ^^ имеет следующий вид: 

1 V * 7 

Можно показать, что 

{IV* V*) 
{IV* V*). (7.8) 

Условие невырожденности матрицы VV эквивалентно невырожденности 
подматрицы По'' матрицы 

* 
* * 

ортогонального проектора По для пучка матриц К + цМ. 
Матрица для пучка К + 11М имеет следующую структуру: 

> - О (•^^ Л 
Поэтому 

Р 1 П 0 = 
(ТУ* У* ) /ТУ 

(ТУ* у * ) . 

Обозначим через 1̂̂ ^ подматрицу размеров N(1 X N(1 матррщы 

Р х П о = 
( Р1 * ^ 

* / 
Так как По* = ТУ^-'ТУ*, 1̂"̂  = ^V^о8-ЧV*, где ^ = Т'7*Т'Т̂  -Ь У*У, то 

Р1 ' * (По ' ) - '=ТУ/оТУ- ' . 

По предложению 7.1 

"О / 

О 
Р ? ( п й - ^ 

О / 

В итоге мы получили следующую теорему. 

О ^ О 
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Теорема 7.2, Задача о факторизации полинома Л (Я) разрешима тог
да и только тогда, когда 

1 ) ранг ортогонального проектора По пучка 

0 • • 

^ 0 _А^^.. ,Ап_ 

па инвариантное подпространство, отвечающее собственным числам в 
единичном круге, равен N(1; 

2 ) подматрица По"* проектора По невырожденная. 
В случае разрешимости задачи о факторизации множитель В{Х)~ 

= Во + ... + определяется из равенства 

О / О 
О 

о / 
_Во Ву... Ва-1_ 

где Рх^ — подматрица матрицы Р\Ио, а Ру ={КР^ + МРо)'^КРо. 
Теорема 7.2 доказана в предположении, что матричный полином 

А (Я) имеет некратные собственные значения. Учитывая плотность мно
жества полиномов с некратным спектром и соображения непрерывности, 
нетрудно убедиться в справедливости теоремы 7.2, когда полином Л (Я) 
мол ;̂ет иметь кратные собственные значения. 

Опишем схему алгоритма решения задачи о факторизации матрич
ного полинома Л (Я) = Ло + Л 1 Я + . . . + Л „Я": 

сконструируем линейный пучок матриц 

К + цМ 

К А1 
А, 

О 
^0 _ 

•Лп 
Ап-1 Ап 0 

Ау А^.., Ап 

вычислим параллельные проекторы Ро и Р^= I — Ро пучка К + у^М, 
если йе1{К + е"'М)Ф О для любого вещественного ф; 

если гапк Ро = N(1, то проверяем невырожденность подматрицы По'' 
ортогонального проектора Ш; 

если величина Шо"!!!! (По''У~Ч1 не слишком большая, то вычислим 
подматрицу Р 1 ' ' матрицы (КР^ + МРо)~^КПо и решим линейную систе
му УПо^^Р!-*. 

В результате всех этих вычислений получим матрицу 

У = 

'О 

о 
о / О 

о / 
Во В у.. .Ва-1_ 

где В (К) = 5о + В1Х + . . . + Ва-хХ"-^ + 1Х^ — решение задачи о фак
торизации. 
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СИ. ФАДЕЕВ 

П Р О Г Р А М М А Ч И С Л Е Н Н О Г О Р Е Ш Е Н И Я Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х 
К Р А Е В Ы Х З А Д А Ч Д Л Я СИСТЕМ О Б Ы К Н О В Е Н Н Ы Х ; 

Д Р 1 Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й С П А Р А М Е Т Р О М 

В предлагаемой работе рассматривается вычислптел1?ная сторона 
проблемы продолжения решения нелинейной краевой задачи но ркаляр-
ному параметру ^. Краевая задача формулируется для системы обык
новенных дифферепцпальпых уравнений на конечном отрезке с двухто
чечными краевыми условиями. Во многих приложениях этой проблемы 
параметр ^ входит естественным образом в-формулировку краевой зада
чи и при этрм имеет место непрерывная зависимость решения от пара
метра. Метод продолжения -может оказаться полезным в случае, когда 
требуется изучить поведенпе решения в зависимости от значений ^. 
В другом случае метод продолжения применяется для нахождения до
статочно хорошего начального приближения, позволяющего численно 
построить решение краевой задачи при заданном значении ^ итеращюп-
•Еьш. способом. В СИЛУ; ̂ нелинейности краевой задачи и в том И другом 
случае при продолжении решения по параметру могут возникнуть за
труднения вычислительно^со характера, связанные с проблемой множест
венности решений, , . 

По существу, в работе излагаются метод и программная, реализация 
численного решения, системы трансцендентных уравнении с параметром 
^, являющегося дискретной моделью краевой задачи. Продолжение реше
ния по параметру в сочетании с методом Ньютона — Канторовича со
провождается процедурой; параметризации! Это позволяет, решая систе
му трансцендентных уравнений, построить часть гладкой пространст
венной кривой, задаваемой системой при помощи параметра ^, между 
двумя особыми точками, если таковые имеют место. Таким образом, в 
работе рассматривается только та множественность решений, которая 
возникает в случае неодиозпачной зависимости функций от параметра 
^, описывающих гладкую пространственную кривую. 

© С. И. Фадеев, 1990 " I V . . . 
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