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Посвящается А. Д. Александрову 

Для области с гладкой границей описание следов функций из про­
странств Соболева дается, как известно (см., например, [ 1 ] ) , с помощью 
пространств Бесова. В случае кусочно-гладкой границы плоской области, 
имеющей угловые точки, описание граничного поведения функции су­
щественно зависит от характера угловой точки. Отметим некоторые ре­
зультаты, относящиеся к двумерному случаю, которому посвящена и 
данная работа. 

Для области с липшицевои границей с угловыми точками полное 
описание следов функций класса И̂ р, / ^ 1, К / ) < оо, дано в [ 2 ] . В [3] 
исследовано граничное поведение для липшицевых областей функций из 
пространств Никольского. В [4] аналогичный вопрос рассмотрен для 
пространств Соболева — Слободецкого. Плоские области с нелипшице-
вой границей рассматривались в работах [5] и [ 6 ] . В [5] охаракте­
ризованы следы функций из И^р, 1 < < <», определенных в области с 
вершиной внешнего пика па границе. В [6] исследован случай области 
с пиком на границе для пространства 

В данной статье мы рассматриваем функции класса И̂ р, / ^ 1 , К 
< р < оо̂  на кусочно-гладкой границе ограниченной плоской области, 
имеющей угловые точки. Получаемые необходимые и достаточные усло­
вия охватывают как случай липшицево11 границы, так и случаи, когда 
некоторые угловые точки являются вершинами пика. 

§ 1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ. 
ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА 

Пусть I — неотрицательная измеримая на интервале (а; Ъ) функция. 
Обозначим через Ьр,1{а; Ъ), 1 ^ р < оо̂  множество измеримых на {а; Ь) 
функций / таких, что 

1/Р 
/1|р,|(а;Ь) — /(О \п{^)^^ 

I оо. 

Если к — натуральное число, 1 < < <», то через И р̂,| (а; 6) обозна­
чается класс функций / из Ьрх{а; 6 ) , имеющих на (а; Ь) обобщенные 
производные /'•'̂  до порядка к включительно, принадлежащие Ьр;^{а; Ъ). 
Полагаем 

к 

I 2 / О) 

Для функции /, определенной па (а; &) , через Д ( / , 5, I) будем обо­
значать разность / ( х ) — / ( ^ ) в том случае, если [5; ^]<=(а; Ъ). Если же 
[5; ^ ]^ (а ; 6 ) , то полагаем Д ( / , 5, 1) = ^. 

Пусть X — характеристическая функция интервала (0; 1) . Положим 
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Если 0 < г < 1 , 1</?<оо^ то через (а; 6) обозначим класс из­
меримых на (а; Ъ) функций /, для которых конечен интеграл 

ъ ъ 1/р 

Несложно проверить, что 
1(8) 

/ - 2 ».1 
Д (/, .V + Т, .9 ) 

Л/Р 

(1.2) 

Пусть р > О — нецелое число, т = [р] — целая часть г='^~т, 
и пусть 1 < оо. Тогда 5р,|(а; Ъ) — это класс функций / из ^р,|(а; Ъ) 
таких, что 

1Ь / / < о о . 

Если в определении И^р,|(а; Ъ) и -йр,|(а; Ь\о \ а» взять 
функции, тождественно равные единице, то мы получаем, очевидно, из­
вестные пространства Соболева И'р (а: Ъ) и Бесова Вр{а\

Пусть I — неотрицательная измеримая функция, определенная на 
(а; 6 ) , и пусть в задана кривая 

Г == {х={хх, Х2): а<Х1<. Ъ, Х2 = 1^{х1)}, 

где функция С ^ ^ ' ( [ ^ ; ^])-> ^ — некоторое натура.льное число. Обозна­
чим через Я параметризацию Г, 

Я: ^ 1 - ( х , , 1{х,)). (1.3) 

Если функц11я / определена на Г, то будем считать, что / ^ ] ^ р , | ( Г ) 
( / е / ?^ ,| (Г ) ) , * есад 1о1^1Ур^^{а; Ь) ( / о Я е й? , . (а; 6)). Полагаем 

Пусть г = Г1 и Гг — объединение кривых Г, — {х = {х1, Х2): а< Х1<Ь, 
•̂2 = ?.(^1)), ^ = 1 , 2, причем 1г^С'{[а; Ь]), И т ?;г(т)= Иш с:.̂  (т). По-

ложим ^ = 2̂ — И пусть я, — параметризация (1.3) кривой Г;. Если 
функция / определена на Г, то 1г-=^Лгр ' =̂  1- 2. Будем говорить, что / 
принадлежит И̂ 'р,; (Г) (принадлежит Бр,^{Т)), если /^еИ^р,^(Гг)е 
^ р̂,? (Гг)- Полагаем 

2 

Для функции / из И̂ р,; (Г) введем в рассмотрение следующие 
величины: 

К (/. Г) ^ 2 
т 

(1х[ \ 

1р {и Г) 2 
=̂0 
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Если I — натуральное число и 1 ^ р < оо, то положим 

</>г = Е ||/гЬ-1/. ^ ̂  + Е'-'И, Г), (1.4) 

{/)г-^211МЬ-1/Р.^, + 4 ~ ' ( Л Г ) . (1.5) 
1=1 Вр (Г̂ ) 

Мы предполагаем, что в зафиксирована декартова прямоуголь­
ная система координат. Пусть О — область в дС — граница С и 
\Ур{0), 1^1, 1 < р < оо,— пространство Соболева функций, определен­
ных на О. Точку М^дС будем называть 1-регулярной, если существует 
окрестность 0{М) точки М такая, что в некоторой локальной системе 
координат XI, Х2, получаемой из фиксированной в К̂  движением с на­
чалом в точке М, часть границы дО Г\ (М) имеет вид 

{х = {х1, Х2): —а<Х1<а, 2̂ = ^(^0^ (1-в) 

где а>0 — некоторое число, ^ е С ' ^ ( — а ; а) и, кроме того, для некото­
рого числа к> О 

{х={хи Х2): \х^<а, С(а:1)< Х2 < Цж,)4-Л} <= С П (9(Ж). (1.7) 

Точка, не являющаяся /-регулярной, называется угловой. Далее мы 
С41ита1ем, что множество угловых точек конечно и что у1гл1овые точки 
могут быть только двух типов. К первому тину относятся точки, явля­
ющиеся вершиной острого угла или пика, направленного во внешность 
области, ко второму — вершины острых углов или пиков, направленных 
вовнутрь области. Уточним это определение. Точка М\ дС будет угло-
еой точкой первого типа, если существует такая окрестность 0{М\), 
что в некоторой локальной системе координат Х\, х^ с началом в Ш\, 
получаемой из фиксированной в движением, область ^ = 0{М{)'^0 
имеет вид 

^={x^{xx, Х2): ^<хх<а, ф1 (х]) < Ж2 < ^2(̂ :1)), (1.8) 

где а > О — некоторое число, ^ С"' ( [ 0 ; а ] ) , 

И т ф 4 ( т ) = = 0 , 1 = (1.9) 

и если 
Ф = ф 2 - ф ь (1-10) 

то для некоторой постоянной С < оо выполняется 
0 < ф ' ( т ) < С при 0 < т < а . (1.11) 

Случай И т ф ' ( т ) = 0 не исключается. 

Точка М2^дО будет угловой точкой второго типа, если в некоторой 
локальной системе координат Х\, Х2 с началом в М2 имеет место 

^^V==V\^, (1.12) 

где У = {х^{х1, Х2): и , | < а , ^ = 1 , 2) — квадрат, а —область (1.8). 
Далее мы считаем, что граница области С имеет конечное число 

угловых точек М\, . . . , Л/„, . . . , М„, причем Д/г при 1 < г ^ т — это 
угловые точки первого типа, а М^ при -Ь 1 ^ ^ ^ /г — точки второго ти­
па. Все остальные точки дС предполагаются /-регулярными. 

Определим, что мы понимаем под следом функции на границе об­
ласти. Через Вг{х) обозначим круг радиуса г с центром в точке а;еК^. 
Если II — некоторое множество в К̂ , то через обозначается мера 
Лебега V. 

Пусть Р^Ь11ас{0). Найдем след Р\т как функцию, определяе-
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мую равенством Р\дв{'х)— !{х) в каждой точке а:ей6^,|где ^{x) существу­
ет и где обозначено 

Если ^^'^И^р((?), / ^ 1 , 1 < < оо, то, поскольку граница области имеет 
только конечное число угловых точек, а остальные точки /-регулярны, 
след Пва существует для почти всех х^дС относительно 1-меры Ха-
усдорфа [ 1 ] . 

Рассмотрим систему окрестностей {̂ }̂̂ =1, удовлетворяющую следую­
щим условиям: 

1) с : и Пу, 

2) если М^, 1 < г < п,—угловая точка, то М^^^^ и окрестность 6-, 
не содержит других угловых точек; 

3) если 1 =^ г ̂  т , то в некоторой локально!! системе координат 
XI, Х2 С началом в Ж",- область П С имеет вид (1 .8) ; 

4) если 7» + 1 ^ г =^/г, то в некоторой локальной системе координат 
Хх, Х2 С началом в М{ множество вида (1.12) содержится в ?7̂ ; 

5) если Аг -1-1^1<Л^, то все точки 5С П ?7̂  будут /-регулярными. 
Пусть функция / определена на дО. Положим /г = |\дв^\^^ и 

т п N 

2 </г>асп1/̂ + 2 Ш а а п ^ ^ + 2 1МЬ-1/«^^^^. (1.13) 
г=1 г=т+1 г=п+1 

Ясно, что 111/111эс зависит от выбора системы окрестностей и локальных 
координат, но можно показать, что получаются эквивалентные нормы. 

Обозначим через Т1У'р{0) линейное пространство следов на 60 
функций из И̂ р(<?). Это пространство изоморфно фактор-пространству 

(С^)/^р(^). Норма в Т\Ур{С) определяется следующим образом: 
/ I I =Ш1\\Р !Ур(С) Р\ I дС 

Далее для величин а и ^ обозначение а ^ будет использоваться 
в тех случаях, когда отпоЩение а —• ^ отделено от нуля и ограничено сверху 
положительными постоянными, зависящими только от /?, / и области С. 

Постоянные, зависящие только от I, р ш области О, будем далее 
обозначать С, С], Сг, . . . , причем в различных неравенствах возможно 
использование одного обозначения для, вообще говоря, различных по 
значению констант. 

Сформулируем основной результат работы. 
Теорема. Пусть I — натуральное число, I < р < 

ливо соотношение оо Тогда справед-

(1.14) 

Теорема доказывается в § 3—4. 
З а м е ч а н и е . Необходимо отметить, что теорема не является в 

полной мере обобщением результатов работы [ 2 ] . Мы рассматриваем 
более общий случай области, но ограничиваемся следом только самой 
функции. В [2] граничное поведение функции охарактеризовано через 
след самой функции и следь! производных по нормал!! к границе. 

В заключение этого параграфа приведем некоторые известные не­
равенства, необходимые нам в дальнейшем. 

Н е р а в е н с т в о Ю н г а . Пусть р, г, д — вещественные числа, 1 ^ 
^/р^дг<оо, 1-1/р+Цд = Цг, Р^Ьр{1{^), К^Ьр{1{"). Рассмотрим 
свертку 

Р*К{х)= 1р{у)К{х-у)ау. 
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Тогда 
г,(н")1^1^р(к«)- (1.15) 

Н е р а в е н с т в о Х а р д и , Пусть г > О, а > 0. Тогда 
а 

I 
о 

/ ( т ) ^ т 
а 

а 

оо оо 

1 

О 
оо 

I 

(1.16) 

(1.17) 

Доказательство неравенств (1.15) — (1.17) можно найти в [7] или 
в [ 1 ] . 

§ 2, ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

В этом параграфе мы получим интегральное представление функ­
ции из ТУр(Р), где РсгК^ — область с вершиной внешнего острого угла 
или пика на границе и докажем некоторые вспомогательные утвержде­
ния. При выводе интегрального представления мы следуем схеме, пред­
ложенной в [ 1 ] ) (см. § 7 ) . 

Введем некоторые обозначения. Пусть § = (§1, Рг) — мультииндекс, 
где 1̂, р2 — неотрицательные числа, тогда 
1р1=Р1 + р2, Р! = р1ф2!. Если х={хх, д:2)^К2, :Р=(р1, Рг)—мультиин-
декс, то х^ = д;̂ 1ж̂ 2. Для натурального т через т обозначаем мульти-
индекс т={т, т). Для дифференцируемой функции Р{х) = Р{х\, Х2) 
частные производные будем обозначать одним из следующих способов: 
- в в = 01^В\^Р = В^Р. Через К ш Кх ниже везде обозначены функции 

из С^(К) такие, что зпрр Я с : [0; 1 ] , знрр 1̂ с: [1/2; 1 ] , 
оо оо 

(2.1) 

Пусть ф ф у н к ц и я из С"([0; 1 ] ) , удовлетворяющая условию (1.11). 
Через Р будем обозначать область 

р ={х=={хх, Х2): 0-<Ж1<1; 0<Т2<ф(а;1)}. 
Положим 

й(5, Х) = В^ 
/ — 1 ! . 

к Ф(-1) Кг Ф(̂ 1) ) 
йи 

1 1 ( 5 - и ) - 2 
<Р (̂ 1) 

(2.2) 

(2.3) 

где 'ц{х) = у\{х{)'х\{х2), т](x^) — функция Хевисайда, т. е. Т1 (т)===1 при 
т > 0 и Г1(т) = 0 при т < 0 . Функция .9 -^^(5 , •) принадлежит С^(К^) 
и удовлетворяет условиям (см. [ 1 ] , § 7) 

^^{8, х)й8 = ] * ~ Т ^ ( " 7 " ' ^ ] = 1 

к' 
для любого е > 0. 

Пусть / ^ е И ^ р ( Р ) и 8 ^ ( 0 ; 1) — произвольное число. Полагаем 

Р^{х')^ \^Р{х-\-8)^0,{^-^, 

к' 
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Для любого б е ( 0 ; 1) справедливо равенство 

Г дР^ {х) 

Так как Р^-^Р при б ^ + 0 в Ьр{Р), то суш;ествует предел в Ьр{Р) и 
правой части последнего равенства. Предельные функции равны почти 
всюду в Р. Поэтому в качестве исходного равенства мы будем рассмат­
ривать равенство 

1 
^ (2.4) Р{х)=Р,{х)-]-±^йг. 

Из (2.3)" и определения Р^ следует 
1-1 

Сп,т Р{1) {К - \Г (̂ 2 - ^̂ Г ^ (т ) а. — 

т1,т=о Ф (̂ 1) Ф(̂ ) 
(п) 

(2.5) 
где С„ т — СпС-т некоторые постоянные, не зависящие от функции Р. 
Так как 

то из (2.5) получаем 

ф(-г); 
= ф"(а:,)-^^й:. ( ^ ) 

X |;й^^|^^(0(^,-:^,)^/г, 

X 

Ф'""̂  (̂ 1) г̂ О 

где (^г — некоторые постоянные коэффициенты, 
1—1-г ^ . . . г—1 

2аг(х1)лг; (2.6) 

аг {X,) = 2 Ьп Щ'^'Р {I) 11К, { ^ ] 2 с 

к 
^ф(^1); \,ф(М/ф К) 

= 2 \в7'Р{1)г1К, 
г=0 

'I, ~х^ \ 

К" 
ф ("1) / \ (^) ; 

ф-М^̂ Зс/г. (2.7) 

1-1 
в (2.7) обозначено 31 = 2 с^и'^^К^'^^ (и). Отметим, что 8ирр31с=[0; 1 ] . 

Рассмотрим второе слагаемое в правой части (2.4). Имеем 

дг 

1 

<1г = -~^аг ^Р{х+8)^-^^[-^, х)а8. 
о 

Из (2.3), повторяя выкладки из [1] (см. § 7, н. 7.1), получаем 
1-1 
2 с„ф'-М.г.) |г'-»йе I В{Р(1)К['^\ X 

X \г^{х^)^ 
9 , 
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• С 

"1=0 о к2 
X. 

X 
/1^ —х^\1п 

Вводя обозначения 

К (От) К, 
I — х^ \ 2 2 I 2 

ЙУ?! (т) = ^ (т) ЗЭТ, (т) = 2 т^"'̂ ^"^ (^), (2.8) 

(2.9) 

можем записать 
1 

е 
о к 

,̂ — л;. \ ^, — х„ х^ \ 
1 1 1̂ 2 2 с/̂ . (2.10) 

Полагая 1̂ + ^2 = ^ , получаем 

г-1 
Р {х) = (а;) - Ь ^ (х) - 2 ссг (̂ 1) х1 + (а:) + М., {х), (2.11) 

г=0 
где а, заданы равенством (2.7) , а ^ „ г = 1, 2,— равенством (2.10). Ра­
венство (2.11) и есть искомое интегральное представление функции 
Р ^ И^р(Р). Далее везде предполагается, что 1> 1, К р < <х>. 

Лемма 1. Для функций «г, г = 0, 1, . . . , / — 1 , определенных в (2.7), 
справедливы оценки 

(т) 
«г Р,(Р,(о;1) т - о, 1, . .., / — г . (2.12) 

Р,'РЛо-л)<С,\\Р\\^г^^^^, 0 < / < г . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сделаем в интеграле (2.7) замену переменных 

11^ Х1+ 81<р{Х1), {2^8зЦ){Х1). (2.13) 

Тогда 

аг (Х^) = 2 г̂гф̂  (Х^) \ (Х^ + (̂ 1), (х^)) .̂ З! (.91) К-^ (.92) г=0 
(2.14) 

Продифференцируем обе части равенства (2.14) т раз, где 0 < ? ? г < / —г. 
Тогда после некоторых вычислений получаем 

1—г—т 
{Х^ = 2 [ф^ {Х^) 01+'Р (̂ 1 ( 51ф (Х^), 8,Ц) {Х^))] X 

т—1+г+г 1-1 

X 4^{8,)К,{8,)а8 2 ^ " 2 <^т-^фЧ^1) 
»=г—г—т + 1 ;=о 

X 

X 
т~] — 1+г+г 

— . (̂ 1 + 51ф {X,), 8,Ц> (Х,)) 81^ (8,) К, {8,) (18 + 
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1-1 

Л 
В.' 

X («1) {8^) Й5 = /1 + /2 + /3. (2.15) 

Сделаем в интегралах, входягцих в сумму в правой части (2.15), замену 
переменных, обратную к (2.13). В интеграле /2 после замены перемен­
ных положим 

ХЛ^) - ^^^^В1-''Р{Хг + 5хФ(̂ 1)' (̂ 1)) 

2 ф(х̂ ) 

И перепишем его в виде 
1-1 т—1+г+г 

1т—п—1+г+1 
X Ф(-1) } К, 

I 1^ \ 
(2.16) 

Поступая аналогично с интегралами /1 и /3, мы видим, что при О < т 
1 — т функция «г"*̂  является суммой функций вида 

I —х\ I 
X ^ А:, Х-,, 

где X е Ьр{Р), а функции Ж] и А2 удовлетворяют условию 

\Лг{х1, и)\<СА{{и), О < и < 1, 1=1, 2, 

(2.17) 

(2.18) 

где функции :4{(|^) ограничены и 8иррЛгС=[0; 1 ] . 
Если т = 1 — г, то для производных функций Ж1 и А2 справедливы 

оценки 

ах{ ^ 
/ 

Х^, 
\ *Р(-̂ 1) 

"'А 
1 
Х^, 

\ 

ч \ 
(1х{ ^ 

1 
Х^, 

\ 

Ф -̂х) ф(-1);' 

I 

(2.19) 

(2.20) 

где Л|(и)—ограниченные па К функции и зиррБ^с: [0; 1 ] . Из (2.19), 
(2.20) следует, что функция {х^} аг~'''^^^ (х^) также является суммой 
функций вида (2.17). Отсюда вытекает, что лемма 1 будет доказана, 
если мы покажем, что ^^^^^„(О; 1) для функций | вида (2.17) с вы­
полнением условия (2.18). Функцию Х{1) считаем определенной на 
всей плоскости К̂ , продолжая ее за область Р нулем. Имеем 

Ш\%ло;1)^ ф(̂ 1) 
1 

О 
1 

X (О А ^{х,))-^\-^^ Ф(.,) 

1 Ф ( ^ 4 1 Х ( 0 | Л ( ' ^ ) ^ 

*2 ^ ф-2 (ж̂ ) йХ йх^ <; 

йх^. (2.21) 
\Ч^1)}^'{^,)\ 

Рассмотрим интеграл в квадратных скобках. Применяя неравенство 
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Гельдера по переменной /г? получаем 
оо 

— оо 
1 Ф К ^ 

1/р 
X 

X 

00 

где 

0(^1, 1̂) = 
1/р 

(2.22) 

/ ^ 

1,Ф(^1), 

Из (2.21) и (2.22), применяя первенство Гельдера, 
1 

|р,Ф,(о;1) 
1 С /^,—^Л 

о —00 
р-1 

А. 
(1, — а:, \

1 1 ф(^1); ф(̂ 1) 

д,х^:^ 

(2.23) 

Для интеграла но х\ правой части (2.23), делая замену переменной 
х = {1:\Х1)1(^{хх){х\> т ) , получаем 

* 
л — йаг̂  /^ 

1̂ 
0 

[ Ф(̂ 1) /Ф(^) 1̂ \ 

/ ^ - М Ф~ (̂-̂ 1) + (^ - "1 )ф " ' (^1 )ф 'К) 
-1 , 1+(^1-^1)ф"М^1)ф'(^1) 

йх^ ^ 

1̂ (Т)Ч/Т<С. 

Таким образом. 

Лемма 1 доказана. 
Рассмотрим функцию ^ = (см. (2.10)) на кривых 

Положим 

''^0= {ж = (а:1,,Ж2): 0 ,< Ж1 < 1, Х2= 0), 
•̂1 =={х = [^хх, Х2): 0<Ж1 < 1, Х2 = Ц>{Х{)). 

т{хх) = Щхх, 0), т^{х1)=^^{хи ^^{хх)). 

Лемма 2. Для функций (2.25) справедливы оценки 

Р.Ф.(о;1) ' "̂ Р̂ ^̂  

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы получим оценку для 5̂ о. Аналогишая 
оценка дл!я: ^ устанавлирается дословным повторением рассуждений. 
Оценки (2.326) получаются по той же методике, что и оценки. инт'е1̂ р?1г 
лов в [8] (см. § 1.9). 



Из (2.10) следует 

1 ^—1 о т>2 \
6,1 Й8, 

о к" 
где Ьм, — ограниченные на К функции и 8нрр^й,с : [0 ; 1 ] , к — \, 2. 
Отсюда следует 

1 л Ч — -г \ „ 2 Ф^--' ^0 (-х) = 2 I в ' - - - I (О ^х. ( ^ ) 

Поэтому, учитывая, что / — 1 - / ^ 0 , 

< с 2 
г=Х о 

Ьx^ 
«ф(^х)7 2̂1 8ф(^^)^ 

аг 
ф'(-х)* 
(2.27) 

Пусть У,-(^)—продолжение |2)1/^(/)1 на всю плоскость с Р нулем. 
Применяя обобщенное неравенство Минковского, из (2.27) получаем 

г—1 п 1-п ^ V X / „ 
Ф 3-1 а^ ф 

йх[ р,(р,(0;х) г=1 о 

X ^Хг 
I I . 61 йх^ < с 2 

Й8 ^̂ (̂0 

X ^2 г 
1,^ф(^х); 

К'' 

1/р 

X 

(2.28) 

Рассмотрим интеграл в квадратных скобках. Применяя неравенство 
Гельдера сначала к интегралу по 12 и используя ограниченность и фи-
нитность функции Ь2и получаем 

У г {г) К-Ф(^х)/ 
( ^2 \ 

— х\ 
оо 

р1-1/р Г" _1 1 

где обозначено 
Г / <2 \ 4̂ 1 (^1, 0̂ 1, 8) = ] П ( 0 

^—оо 

^2г 
[ф(-^х)4 

1/Р 

Применяя теперь неравенство Гельдера к интегралу по 1\ используя 
ограниченность и финитностъ функций Ь2х, мы видим, что выражение 
в квадратных скобках не превосходит величины 

,1/р 

ф1/Р(.^) 
] ч ^ Г ( ^ 1 , - 1 , в ) | ь , . ( ^ ) 

Отсюда и из (2.28) имеем 
2 1 

^̂ 1̂ р.<Р.(0;1) {=1о ^ I о 
Ах 

Ф(̂ 1) 1т «г« 
Х/Р 

. (2.29) 

<4 



в интеграле 

сделаем замену переменной х = {1\ Хх)&~\ {хх-^х), тогда, в си­
лу финитности и ограниченности функции / / ь , имеем 

1 

I '1г 
('лил 
[гц>{х^) 

йх 

Используя эту оценку в (2.29), получаем 
2 1 

Р.Ф.(о;1) 

1/р 

г=1 г=1 
Лемма 2 доказана. 

Рассмотрим отображение Л: х<={хх, Х2)-^ и = {их, иг): 

их = Хх, и2=(^{хх) — х^. (2.30) 

В силу условий, наложенных на ф, отображение Л будет С"-диффеомор-
физмом и Л ( Р ) = Р . 

Лемма 3. Пусть Р е И р̂ (Р) гг Л — отображение (2.30). Тогда функ­
ция С = Р ° А"^ будет принадлежать Жр{Р), причем 

(2.31) С 

Д о к а в а т е л ь с т в о леммы следует из определения отображения 
Л и того, что ф ̂  С (̂ [0; 1]). . 

В следующей лемме мы рассмотрим продолжение функций с части 
границы области Р внутрь области. Положим а(5, г) = 0,(5, I ) . 

Лемма 4. Пусть -̂ о, Ъ — кривые (2.24) — части границы области Р 
и пусть функции В^^^^ {у{), 1 = 0, 1, таковы, что для некоторого 
х\^{0; 1) 11{Ху)=^0 при х>х\. Тогда существуют такие функции 
Рг е VV^){Р), что для почти всех х^ е (0; 1) ^1 =Рг и существуют такие 
постоянные Со и Сх, не зависящие от /4, Рх, что справедливы оценки 

"•р.Ф 
(2.32) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Под /1(̂ :1) понимается функция 1х°'^^\{хх), 
где Л,1 — параметризация (1.3) кривой -уь Рассмотрим функцию / о ^ 
^ ^РТФ^" (ТО) = ^ Р Т Ф ' " (0; 1). Положим 

00 
^оН=^^о(^1'^2)= I /о(^1 +Т.Г2)/Г(т)(гТ, 

где К^С^{К) удовлетворяет условию (2.1). Получим для Рь оцен­
ку (2.32). 

Пусть ^ = ( ^ 1 , Ра) — мультииндекс такой, что т = 1 р | ^ / — 1 . Тогда 

•*1+/а 
В^Р,{X) = ^ / Г (^1 +ЛХ,)х^'К(т)6х = 1 I /Г^ (и) к 

/и — \ 
йи. 

2 / 
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Здесь было использовано то, что нпрр ^ с : [ 0 ; 1 ] . Учитывая ограничен­
ность функции К, получаем 

\ 
Интегрируя это неравенство по Р и используя теорему Фубини, имеем: 

йх-^ йх^. 

Применяя неравенство Харди (1.16), из последнего неравенства по­
лучаем 

1 
'\\О^Р^{х)\''йх^с1йх^ \ + х^)\Ых^ = 

о о 
(2.33) 

Пусть т->-|л(т) — обратная функция к функции х\-^ Х\ (^{х\). 
Тогда, меняя порядок интегрирования, будем иметь 

Лх, I I /Г^ (т) |Р йх ^ I йх I I / Г (т) |Р йх, = [ I /Г^ (т) - ^ (т)) йх. 
а о ц(т) б 

Из определения функции |д. следует, что т —|я(т) = ф ( | 1 ( т ) ) , Так как 
( я ( т ) < т и функция |ф возрастающая, то ф ( | 1 ( т ) ) < ф ( т ) . Следовательно, 

1 *1+Ф(*1) 1 

1йх, I | / Г ( т ) ^ т < | | / Г ^ ( т ) | ^ ф ( т ) й т . , 
о о 

Отсюда и из (2.33) получаем 

1\В^рмТйх^сьтлиы1)' (2.34) 

Пусть т=\^\ — I. Тогда 
оо 

—оо 
оо 

\2 / 
Ра /и — 

К 
\2 ; -2 

X —оо V 2 / 2 
где обозначено Ь(т )= 'т^«А ' (т ) . 
Дифференцируя и проводя простые выкладки, получаем 

В^В^Р, {X) = - ? /Г1> (и) Ь' ( ^ ) ^ ^ - 1 :?• [ / ? -^ (.) 

16 

V "2 
с/и = - Г^0 "\^1 + ^^^)-й^"Ч-1)(2.35) 



Из (2.35) следует 
оо 

хЬ'{х)\ат: < 
-оо 

(2.36) 

откуда 
1 «РС̂х) 

О ^ X ^ 8 6.8 6х^, 

Применяя неравенство Харди (1.16) и делая замену переменной, по­
лучаем 

1 <Р(*х) 

о о 
1 1̂+Ф(̂ 1) 

- 6' / Г ^ ^ ( ' ^ ) - / Г ^ Ч - х ) 
(т - . , ) ^ 

X иги С.Л.Сосо. 
С О РАН 

о о Т — X, 
1 йх<. 

1 X п 
<с 

о о 
х~х^ |Р 

• а(т, :г:1) = С\\Х-Х/Р,..,,- (2.37) 
(о;х) 

Оценим В20^Ро при 1р1 1. Как и выше, I (т) - х^^^К (т). Про­
изводя несложные вычисления, имеем 

оо 

X 
\ / 

К 
(и — X, \ йи 

\ / 
1и — х^\ 

йи — 

оо 

Следовательно, 

/ Г ^ ^ + ^ ) - / Г ^ ^ ( - х ) 1 
• 
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Повторяя рассуждевгия, приводящие к оценке (2.37) из (2.36), пю/лучаем 

Отсюда из (2.34) и из (2.37) следует (2.32) для Р(у, 
Рассмотрим теперь /х е В'р^^^^ (у^). _Отображение Л, определенное 

в (2.30), С-диффеоморфно отображает Р на себя, причем Л('уо) = Т1 и 
-^(тО'^То- Обозначим V = Л~̂ |у̂ . Тогда V есть С"-диффеоморфизм "{о на 
71. Функция § = 1^° V ^ -брТф''̂  (0; ! )• Несложно заметить, что /1 ° V (1*1) 
= /1 °Я1(М1) и 

!1 ё 11„г-]Ур,„ =11/11ог-1/р,„ 
Р̂>Ф (̂ о) Р̂,Ф (̂ х) 

По доказанному существует функция О е И̂ р {Р) такая, что С = §. 
Пусть, например, 

оо 

С{и) = ^ § {и^ + гщ) К (т) 
—оо 

Положим 

— оо 

Тогда = / 1 . Поскольку оценка (2.32) справедлива для О и ж так 
как по лемме 3 

РЛ I ^\\(^\\ ' 

ТО отсюда вытекает оценка (2.32) для функций Р\ /ь Лемма 4 до­
казана. 

§ 3. ОБЛАСТЬ С ВЕРШИНОЙ ВНЕШНЕГО УГЛА 
ИЛИ ПИКА НА ГРАНИЦЕ 

Прежде чем приступить к доказательству теоремы, сделаем следую­
щее замечание. 

Используя стандартную технику, использующую разбиение единицы, 
можно ограничиться локальным рассмотрением следов. На /-регулярных 
участках границы (1.6) граничное поведение хорошо изучено, и мы рас­
смотрим вопрос о следах только в окрестности угловых точек. Конкрет­
ней, мы рассмотрим следы функций на границе области (1.8) и на гра­
нице области (1.12). Для упрощения рассуждений будем считать в (1.8) 
и (1.12) а = 1 . Далее, имея в виду использование разбиения единицы, 
мы можем считать, что все функции, рассматриваемые в области или 
на границе области, обращаются в нуль вне некоторой окрестности V 
начала координат такой, что (7с : У, где У = (—1 ; 1 ) Х ( — 1 ; 1) . Ниже, 
в этом и следующем параграфе, это условие предполагается выпол­
ненным. 

Таким образом, в этом параграфе мы получим необходимые и до­
статочные условия на след функции из ^р^^), 1<р<°°, где 
^ — область (1.8) с а = 1 , па Г==Г1иГ2, где Г1 и Г2 — стороны криво­
линейного треугольника ^, 

Т^ = {х = {х1, Х2): 0 < ж , < 1 , Х2 = ц><{х1)}, 1 = 1 , 2. (3.1) 

Соотношение (1.14) справедливость которого нам надо установить, 
в данном случае будет иметь вид 

I ^ </>г, (3.2) 
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пде (см. (1.4)) для / : Г = Г, У Гг - К,/, - / |г̂ , 

</>Г-2||/гЬ-1 /п + 4 " " ' ( / ' Г ) . 1=1 -Врф 

Функция ф определена в (1.10) и удовлетворяет условию (1.11). 
Рассмотрим отображение П: [0; 1] X К К̂ , 

Щ=Х1, и2 = Х2-Щ{Х1). (3.3) 

Несложно^ заметить, что отображение П будет С'-диффеоморфно ото­
бражать ^ на Р, где Р — область (2.2), причем П(Г;+1) = 'у1, 1 = 0, 1, где 
'^г — кривые (2.24). 

Если Р^]V\,{^), то функция (9 = о П " ! е (Р), Ц/̂Ц г ^ 

С\ . Далее, так как,С(и1, и2) = Р{и\, и2 + щ{щ)), то 

И т О (ц^, Мз) = {щ, ф1 (мх)) = /1 {щ), 

И т С (г̂ 1, 2̂) = Р {щ, Ф2, (1̂ 1)) /а (̂ 1). 
"2̂ 'Р(̂ 1) 

(3.4) 

В (3.4) обозначено/Дм1)=/и Я. (г̂ 1), где Я,-— параметризация (1.3)" кри­
вой Г<, ф=ф2 —'Фь Положим 1̂ = г = 0, 1. Тогда ^о(г^]) = /1(и1), 
1̂ ("̂ 1)=/2(^1), 0 < и 1 < 1 . Из определения класса-йр,Ф на кривых следует 

1/1+1! п1-1/Р,р . й'г|Ь-1/р. , ^ = 0 , 1 , 

Е'-^ (/, Г) = Е'-^ (^, 7), (/, Г) = 1'-^ {§, у), 

где и = / |г̂ , Г = Г1 и Га, ёг^8\щ, Т = 7о и 71-
Таким образом, теорему достаточно доказать для случая ^=Р, т. е. 

Ф1(2;1) = 0, ф2(̂ 1) = ф(-̂ 1), и, следовательно, в этом параграфе мы рас­
сматриваем следы функций из пространства И^р(Р). 

Пусть / ^ е Ж р ( Р ) . Тогда из (2.11) следует 
1-1 

Р{х) = ^аг{х,)х1 + 91{х). 

Отсюда имеем г=0 
/ о (-̂ 1) - Р 17„ (̂ 1) = « О (̂ 1) + ^ {Хг, 0 ) , 

1-Х 
и Ы = Р IV, (-̂ 1) = 2 «г [х,) ф' (:Г1) -Ь ̂  (:С1, ф (;Г1)). 

Обозначим, как и в (|2.25), ^ (ж , , 0) = ^о(з;1), ^ ( ^ ь ф(ж1)) = ^ ( х О . 
г-1 

Из лемм 1 и 2 следует, что нормы функций ао, 2 «гф*̂  в В^^,^^ {0\
г—о 

и нормы функций ^0, ф~Ч /1~/«) в И̂ р7ф (0; 1) оцениваются через 
норму функции Р в И^р (Р). Чтобы получить оценку </>-г через норму 
\Р\ , нам осталось получить оценки 

"Р,Ф (о;1) 
(г-1) 1-1/Р,„. •'Р.Ф (о;1) 

С Р 
(3.5) 

Щ(Р) 
Сделаем в (2.10) замену переменной Е = г(р~^{х1), е -> г. Тогда 

2 '̂ (̂ -1) 
М{х,) = 2 

г=1 
„г-3 + 

к" 

"2 \ 
Ф(̂ 1); 
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Отсюда следует 

^ — х^ \ 

г=1 О Я' 
Ф(«1) 

иг, 

Мы получим оценку (3.5) для ^о . Для ^ эта оценка получается 
дословным повторением всех выкладок. Запишем ^ в виде 

2 

г=1 
где 

тогда 

Ф(х.) 

^""'4^1) = 2 1" в\Р{1)в{~^Тг{х:г)сИ. 
=̂1̂ 2 

Из (2.8) и (2.9) следует, что В\о записать следующим 
образом: 

4^1) 

В\-^Т, (.„ Ь) = ф- (.,) м,. + \ м 2г —Г-

г = 1,2. (3.6) 

В (3.6) функция Мц{хх, щ, г/г) ограничена на (0; 1)ХК2, имеет огра­
ниченные частные производные первого порядка, и справедливы оценки 

\Ми{х1, и\, ггг)! <^о.(^^ь "2), 
1 А ^ и ( * ь иии2)\^5,,{щ, и^), / = 1, 2, 3, ^̂ •'̂ ^ 

где функции 5*̂ , / = О, 1, 2, 3, ограничены и носители их содержатся 
в квадрате (0; 1 ) Х ( 0 ; 1) . Функция Л г̂; в (3.6) ограничена и имеет 
ограниченную производную на К, причем зпрр Л/ггС: [0; 1 ] . 

Для доказательства (3.5) необходимо получить оценку интеграла 
(см. (1.2)) 

1 ф(8) , П •1\
- [А(5г[,^-1>,5-|-т,8) 

Из (3.6) следует 

йв 
о о 

г̂-1 

ах. (3.8) 

в. 

ар 

+ 

-и 

Ф(8 + Т) 

ф(8) 

г. —5 — х\ 

^ I 

(Ч \ + М-
/I. —8 — х\ 

21 

+ 
Ф(«) т: 

т о 

А. 
ар 

1^ — 8-р 

1 

( 
Ч г -) ? 

/ К \ 
г ) * 

Л' 

(3.9) 
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Ниже через У^ будем обозначать продолжение функции | В\Р 
плоскость нулем. Из (3.8) и (3.9) получаем оценку 

на всю 

/ / 1 Ф («) ̂  Т 
^0 

1 ф(8) 

О о Ьд2 ф(8) 

/ 1 ф(«)г 

\» + р) ' ф(«+р) 
ф(5 + Х) 

ар (11 
Тф̂  (X + р) 

р 1/р 

ХГ 

5«г 
I 1„ \ й1 

V л 1/р 
Ах 

о й 1-к2 о 
1 Ф(«) Г - 1 

1 Ф(8)Г Ф(«) ^ 

\ / тг 
йх 

1/Р 

-|Р л 1/р 
йх 

При выводе (3.10) использованы оценки 

-р -«г/Рх 
йх 1=1 ̂ =1 

(3.10) 

йр Ф(5-ЬР) 
^1г ф (5 + р) ' ф (« + р) 

г^-5-р 
ф2(5 + р) Ч Ф ( 5 - Ь Р ) ' Ф(* + Р ) / ' 

где, как следует из (3.7), функции 1̂ ,(̂ 1, иг) и ?̂̂ (и) ограничены в 
К2 и К соответственно, зиррв^'^ с: [0; 1]Х[0; 1 ] , 8иррДс1[0; 1 ] . Через 
N^ обозначена функция 

Оценим интеграл /л . Используя последовательно неравенство Гель­
дера по I и неравенство Харди (1.16), получаем 

1 Ф(5)Г •Г 
Й5 ' ' ^ \У1{1)^х 

о о I- о Н̂  
{ 1 Ф(«) 

' Л 

, ф (5 -Ь Р ) ' ф (5 + р) й1 
1/Р р̂ 

С 
ах 

Ф (5 + т) ̂  
/̂  — 5 —Т 

г 1 Ф(«) 
\ (0 ф-М5 + х)^1 

к' 1- 0 0 

ф(5 + Т) ' ф(5+Т) 

/«. — 5 — Т г„ 

Ф + Р) 

1/Р 
й1 

Р -|1/Р 
йт1 < 

ф(5 + Т) ' Ф(5+Т) йх йЬ 
1/р 

Рассмотрим интеграл в квадратных скобках 
1 ф(8) 

о о ф (5 + Т) ' ф (5 + г) / ф'̂  (« -I- X) 

Ах 
(3.11) 
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Формально двойной интеграл (3.11) вычисляется по области Р. 
Фактически же область интегрирования определяется из неравенств 

5 + Т < 1̂ < 5 + Т + ф ( 5 + Т ) , 

о < 2̂ < ф (5 + Т) , о < Т < |ф ( 5 ) . 

Обозначим через |д, функцию, обратную к функции г - ^ г + ф(г) . Тогда 
если м = г + ф(г ) , то г=ц{и) и 

11{и) + <р{11{и)) = и. (3.12) 
Таким образом. 

{з + т) 

где 1/1 = {{8, х): | 1 ( ^ 1 ) < 5 + т < ^1, 0 < т < ф ( 5 ) } . Отсюда получаем 

йз ах ах 

Делая замену переменной 5 + т = р ( 1 т р ) 'и учитывая, что 1ф(|р)> 
> ф ( ц ( ^ 1 ) ) , имеем 

I [5 + ф (5) - X̂ (/1)1 + I (^1 -5 )^5 

ф (!^ (^,)) III - ^̂  ([А (̂ 0)1 + 4 ~ (^1) ) ' } -

ф (̂ ^ (^)) 

Ф ( ^ ^ ( ^ : ) ) 

Учитывая монотонность ф и (3.12), из последнего неравенства получа­
ем, что / ^ С < о о . Отсюда следует 

(3.14) 

Оценим интеграл /,2. Применяя неравенство Гельдера сначала к 
интегралу по I, затем к интегралу но г и используя ограниченность Мг,-, 
получим 

1/р 1 ф(5) Ф(« + Т) 

о о Ф(«) 

ф(5 + Т) 

.) Тф' (8) 
ф(з) 

1/р 

где 1/1 = {{8, х): \1{{1)< 8 + X < {[, 0 < т < ф ( 5 ) } (см. вывод неравенства 
(3 .14) ) . Из последней оценки, учитывая, что ф ^ С ' ( [ 0 ; 1 ] ) , следует 

' 1 . 1/р 
} ф2 г ? {̂ ) 

к' 
Так как при о < т < ф ( 5 ) из (1.11) следует ф ( 5 ) ~ ф ( 5 + т ) , то, как и 
при оценке интеграла (3.13), получаем 

Отсюда вытекает оценка 

^ ф2 (*) ^ ^ ^ ф̂  + т ) ^ 

(3.15) 
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Оценки 
1ц<С\\в\Р\\ьгру, 7 = 3 , 4 , (3.16) 

получаются тем же способом, что и (3.14), (3.15). 
Оценим интеграл / « . Меняя порядок интегрирования по 5 и т, при­

меняя обобщенное неравенство Минковского, получаем 

Л 5 < 
ф(1) ГФ(1) / 1 Г 

1 ( 1 [ 1 Ф 1 . . . ) . . ( ^ ) Ч ^ ) 
X ' О О 

- Р 1 1/Р -1 р \ 
68 ах 68 

хР 

1/р 

Рассмотрим интеграл по .̂ Применяя неравенство Гельдера к интегралу 
по 2̂, имеем 

оо 
р / ^ _ 8 _ Р \\ ^ С /<, — 5 — р\ 

к" 
где 

Таким образом, 

Ф(1) гФ(1) / 1 

О ^ т 

Ф(̂ 1, '•) = 
1/р 

Р(1) гФ(1) { ^ \ \ ° ° 

О —оо 

1/Р аг 
га+1/р 

йх 
1/р 

К интегралу по р применим неравенство Гельдера, получим 
Ф(1) ГФ(1) п 

1 Т ' /« ОО 

1 Г Ф(г1, )̂Л^ 
0 1- Т о 0 0 \ 

00 

ПР 1/р 
ат 

р2 + 1/р 
ах 

1/р 

Поменяв порядок интегрирования по 5 и р, применим неравенство Юнга 
(1 .15) : 

1 г оо Т Р 

р I оо 
Отсюда следует 

00 
й8 < СгР Ф̂ (гх, г)й1,. 

|

ф(1) г « 
]• ] 
О *-х 

(̂ 1, Г) йг, 
1/р 

г1+1/Р 

ПР ^ 1/р 

К правой части последнего неравенства применим неравенство Харди 
(1.17). Получим 

1/р ф(1) оо 

о —оо 

1/р 
г) й1^ 

Сделаем в интеграле по т замену переменной ^г/т == р. Учитывая, что 
знррТУ, == зпрр [1/2; 1 ] , имеем 

о о 1/2 
Тогда 

(3.17) 
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Из ( 3 . 1 4 ) - ( 3 . 1 7 ) следует (3.5) . Из (3.5) следует 

Отсюда, в свою очередь, вытекает 

< / > V < с I I ^ I Ц , „ • (3.18) 

Пусть теперь функция / определена на ^ = '(о и '̂ ь /г =^ /1гг' ^ = 0. 1̂  
и </>т < °о. Тогда /| е БрТф̂ '̂ ^ (Уг) и согласно лемме 4 существуют такие 
функции Рй, Рх из И^р(Р), что Р^\у^^1^, г" = 0 , 1 . Но тогда из (2.11) 
следует, что функции /0(^:1) и /1 (ж,) = 7̂ 1 (3:1, 9 ( ^ 1 ) ) можно записать 
в следующем виде: 

/о(^1 )=Ро(Ж1)+^С)( :Г1) , (3.19) 

/1 (^1) = 2 а . (^1) (^1) + ^ 1 Ы - (3.20) 

Из конечности </>^ следует, что 

Положим р = (р~'('Со — ̂ о). Тогда из (3.19) и (3.20) имеем 

Р1 (^1) = Р (^1) + 2 «г {Х,) (^1) -Ь ф-1 (^1) [^1 [Хг) ~ ^ 0 (^1)1-г=1 

Л е м м а 5. Для функции р = ф~'(о'о — ^о) имеют место включения 
<1) реИ^^7ср^(0; 1); 
(и) ФР' '>е/.р. ,(0; 1) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) Положим 

г-1 

Р2 (-г-х) = 2 {х^) ф '-1 (х,) + {Шу (.Хх) - ^ „ (а:,)]. 

Тогда р = р] — рг и из лемм 1 и 2 следует, что р е И̂ р7ф (̂ ^ '^)-
(11). Так как ссо— Ро ==фр, то 

пг=0 
Положим 

Рз = («о - и'-^^ - 2 с-1Р<"^>ф('-1-">. 
771 = 0 

Из леммы 1 и (1) следует, что РзеИ^р,ф(0; 1) и ф^'рз ^ ^^р,ф(0; 1) . От­
сюда вытекает р('>ф = Рз — ф'р('-1> е Ьр,ф (0; 1). Лемма 5 доказана. 

Л е м м а 6. Пусть ^о, щ (/ = 0, 1, . . . , 1—1)—функции из (3.19), 
(3.20), р = ф 7 ' ( ' а о - Р о ) . Тогда 

§1 (^) = ^2Р (-^1)' ёз (х) ^ а^{х^)х1 е IVр (Р). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^ = ( | 1 , Ъ)—мультииндекс и 
Тогда В^§1 (х) = /)̂ 11>|2 [х^р {х^)] при ^2 ^ 1 и = 0 при Ь > 1. Если 

12 =^ о, то (х) = Жар̂ х̂) (х^). Если |.2 = 1, то (х) = р(=1) и 1̂ ^ 
1. Отсюда и из леммы 5 следует, что ё1^^Ур{Р). Аналогич­

но, используя лемму 1, показываем, что -̂ '̂  е И̂ р (Р), ; = 0 , 1, . . . , 1—1. 
Лемма 6 доказана. 
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Из леммы 5 и (3.20) следует, что функцию /1 можно записать в 
следуюп1,ем виде: 

г-1 
/ 1 = Ро + К + Р)Ф + 2 «гФ^ + ^ 1 -

Положим ?-=2 

^1(а^) = Р о { % ) + [ а 1 Ю + Р(^1)]-^2+ Е аг{х1)х1. 
Г=2 

Из леммы 6 следует, что е IVр (Р). Для Н\м 
г—1 

^ 1 Ро' ^ 1 к', = Ро + («1 + Р) Ф + 2 «гФ^ 
О 1 

(3.21) 

Пусть Я , е И^р(Р) — продолжение на Р, И̂ р (Р) —продолже­
ние ^ 1 с 71 на Р. Положим 

-2 ^ 

Ф(^1) Н,{Х)^ ф(-̂ 1) 
Яз(х) . (3.22) 

Продолжения Яг и Яз оцределим следующим образом: 
оо 

Н^{х)^ I 31^,{х^-\-1х^)К{1)й1, 
— оо 

со' 

Я з ( ж ) = С 31^{х^ + х{(^{х^)-~х^))К{х)йх. (3.23) 

Покажем, что С (х) = д;2ф^ 1(^-1) Яз (о:) е РТ>"р(Р). Для первого слагаемого 
в (3.22) рассуждаем аналогично. Имеем для некоторого мультииндекса 
Т = ( Т ь Т2) 

Отсюда и из (3.23) следует 

' \-^н^{х). 
^Ф(.^) 

В'''-^Н,{х)= 2 Т М'"'Ч^1 + т (ф (ж1) -а ;2 ) )^а (ж , т)^(т)сгт, 

где — ограниченные функции. 
Пусть < Тогда 

Ф'(^1) 
1 

^?,1(^)' 

где ^1,1 — ограниченная в Р функция. Таким образом, 

1,Ф(-^1) 
П-'-^Н,{х) = ^^,Ах) 2 

X (:Г1 + Т (ф (х,) - Г̂̂ )) {X, т) (т) с/т. 

Из (1.11) следует, что 'Ф (^1) ~ ф(л:1 + т'(ф(а;1) — хг)) при О < 0:2 < ф(л:1), 
О < т < Г. Так как / — 1а1 — ̂ 1 — 1 ^ / — I у + 2̂ — 1 ^ О, то из последнего 
равенства получаем 

О' 
1Ф(-^1) 

/)^'-^Яз (.г) ф""~'(^1 + т ( ф ( х , ) - ^ 2 ) ) Х 

X ^^1'*'^ (X, - ] - Т (ф (.Г,) - X,)) I К (т) с̂ т. (3.24) 

Далее оценка интегралов в правой части (3.24) проводится с иснользо-
вапием леммы 2 так же, как и в лемме 4. 
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Если 1'у1= / и |||'=0, то включение (р~^{Х1)Х2В^Нз<^Ьр{Р) следует 
из того, что е И^р(Р). Если 0 < 1̂ 1 < / , то 0 < — ^1 и включение 

доказывается так же, как ч в случае < / . 
Пусть 1|1=/ . Возможны два случая: (1) |2 = 0, (И) 1|1=?, Ь = 1. 
(1) Имеем 

0-'~^Н,{х) = Н,{х)0^ - Н^{х)х,&1,^{Ху)^ ' ^Сх,), 

где ^ 5 , 2 — ограниченная на (0; 1) функция. Следовательно, в этом случае 

< С 2 ИФ ' {^1 + Т (Ф (Х ! ) — Жа)) X 

X ^1(^1 + Тф {Х^) — Х^)) I К (т) ИТ. 

Далее оцениваем с помощью леммы 2 так же, как получали оценки 
в лемме 4. 

(11) Пусть I I I = /, | 2 = 1. Тогда 

\Ф(^1) В'-^Н.^ (X) = Яз (х) ф - ' (х,) ^ 1 , 3 (^1), —I 

где ^ 5 , 3 — ограниченная функция. Далее рассуждаем, как и в случае (1). 
Таким образом, Я^ е ^ р ( Р ) . Полагаем Р (х) = Яг (х) + Я4 (ж). Функ­

ция Р принадлежит И^р(Р) и Р\у^ = /о» Р\у^ == причем 

Отсюда вытекает 
Т1У!р(Р)^ ^^^^ 

(3.25) 

Из (3.18) и (3.25) следует утверждение теоремы в случае области Р. 

§ 4. 0Б.11АСТЬ С ВЕРШИНОЙ ВНУТРЕННЕГО УГЛА 
ИЛИ ПИКА НА ГРАНИЦЕ 

В этом параграфе мы установим справедливость соотношения 
(см. (1.5)) 

1/11^,^г^(^^р^^{/Ь(у\0) = 111/11|а(У\(г), (4.1) 

где 7 = ( - 1 ; 1 ) Х ( - 1 ; 1) , (? —область (1.8) с а = 1 . Положим В=У\^. 
Напоминаем (ом. рассуждения в начале § 3 ) , что все рассматриваемые 
в В к на границе дВ функции предполагаются равными нулю вне неко­
торой окрестности I/ начала координат, такой, что V <^У. На функции 
Ф1 и ф2, определяющие границу дВ, наложим дополнительное ограниче­
ние. Считаем, что выполняются условия 

ф | ( т ) | < 6 о < 1 , 1=1,2. шах 
тб1о;1] 

(4.2) 

Условия (4.2) дают ограничение сверху на угол между кривыми (3.1) 
в начале координат. Условия не ограничивают о'бщности, так как случай 
.липшицевои границы рассмотрен в [ 2 ] . 

Так как множество С°° (В) всюду плотно в И р̂ (В) [ 9 ] , то соотно­
шение (4.1) достаточно доказать для бесконечно дифференцируемых 
функций. Это дает нам возможность рассматривать функции из И^р(-О) 
на линиях в В без дополнительных оговорок. 
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Пусть Р^\У1,{В){]С°°(О) И пусть I = Р\дв, П = ^\т^^ Функ­
ция Р принадлежит классу В областях В(]{х^{хи ^2)^112: а;2<0} 
и ПС\{х = {х1, жг)'^ К^: > 0) . Поэтому справедливы неравенства [1] 

"в 
Покажем, что 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

где обозначено Г = Г1 У Гг- Рассмотрим в V линии 
Гз = (л: ̂  (^1, Х2) ^О: 0<Х1< 1, Х2 = Хх), 

Т4={х={Х1, Х2)^0'. - 1 < Л : 1 < 0 , Х2'=—Хх), 

Ть=^{х = {Хх, Х2)^0: - 1 < Л ^ 1 < 0 , Х2=Х1}, 

Т^ = {х = [хи Х2)^В: О < х, < 1, хг = -х^} 
и области 

1>1 = (х ==|(х1, Х2)^0: 0 < Х 1 < 1 , ф2(ж1)< хг < 
1>2 = { Х = ( Х 1 , Х2)^0: 0 < Х 2 < 1 , -Х2<Х1<Х2}, 

Вз = {х = (хи Х2)^0: — К Х1 < О, Х1 < Х2 < —хх), 

Оа: = {х — (х1, х г ) ^ О: — К хг < О, Х2 < Х1 < —хг), 
Пъ = {х = {Хи Х2)^В: 0 < Х 1 < 1 , -Х1 < Х2 < ф11(Х1)}. 

Из Р^Ш1, (О) следует Р^\V^р / = 1 , 2 , 3 , 4, 5. Положим Д = Р |г., 
г = 1, 2, 3, 4, 5, 6. Несложно заметить, что 

(4.6) 

1'-^ (/, Г| и г^+1) ^ (/, г^ и г4+1)' ^ = з, 4 , 5 . 

Поэтому из результатов § 3 следует 

Легко видеть, что 

/р""'(/- ГзУГ, ) 
«-1 

1-1 
4 ' ' (/' и г^) = 2 

ГЯ=С 

Г 5 и г в ) = 2 3 

1й1 
1/р 

т=о 

(р{-{, -г)~Р(1, - I ) 
(11' 

Ш1 
1/р 

1/р 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

Рассмотрим Ер ^ (/, [) Гд). Имеем 
Р г)-Р (0) Р ц, 1)-Р (<)) 

1 — 

1 
1 

— ^ Фа («о 
— 1 

(4.11) 

С другой стороны, 

Р{1, 1)-Р{1, ф (̂̂ )) _ Р{1, Ь)-Р{1, ф^(0) 
1 Фа (5/) (4.12) 

Из (4.11), (4.12) и того, что, ввиду (4.2) , .производные функций 
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[ 1 — <~'ф2(0]"'5 [1~^" 'ф2(0 ] до порядка 1—1 включительно ограниче­
ны, следует 

К~Ч1^Г,[]Гг)^Т'-\1,Т,\]Г,). (4.13) 
Аналогично проверяется, что 

Е^-' (/, Ге и Г,) ^ (/, Ге и Г,). (4.14) 
Из (4.13), (4.14) и результатов § 3 следует, что перавенство (4.7) спра­
ведливо для 1 = 1, . . . , 6, если положить /7 — /ь Г? = Гь Так как 
Р{{, ф2(0 ) -Р (^ , Ф1(0)= [^(^ ф2(0 ) -^ (^ , 0 ] + [Р^^, ^)-Р{-^, ^)] + 

+ [Р{-1, г)-Р{-{, -г)] + [Р{-(, -ь)-Р{г, -ь)] + [Р{г, -ь)-Р{ь, Ф1(0)] , 
то в силу (4.7) следует 

4 - ' ( / , г , и г , ) < с | 1 Л Ц , „ . 

Отсюда, в свою очередь, ввиду (4.3) вытекает оценка 
С\Р (4.15) 

Пусть теоерь на Г1 У Гг задана функция /. Положим 1г^1\т^1 
1 = 1, 2, и пусть {/}г < °°. Поскольку /2 е Д[Г^^ '̂(Г-з)» то существует [1] 
функция Р^^^Ш'^р{01) такая, что /^1 |г̂  = /о, причем 

В (4.16) область определена в (4.6). Рассмотрим на Гз (см. (4.5)) 
функции }1о, - • ., (Хг-ь 

1 = 0,1, 2, . .., 1, 

где п — единичный щек;тор внешней нормали к Гз. Продолжим [1] функ­
ции |̂̂^ на всю диагональ {х\ хг) квадрата V так, что для продолженных 
функций, которые мы будем также обозначать через |1„ будет выполняться 

г-1 г-1 
(4.17) 211 

г=0 Вг, " (ГзУГ,) г=0 в,, 'Р V^3 "̂5^ (̂ з) 
Тогда в силу известных теорем о следах [1] и из (4.16) получаем 

1-1 
2 II Ы\ 
г=0 4 '(Гзиг.) 

(4.18) 

Из [2] следует, что существует функция Р^^ \Ур{В,1[}0^[}В^) такая, 
что 

д^Р„ 
= I = 0,1, — 1, Р^ |г̂  = / 1 , 

и (ввиду результатов [ 2 ] , а также вследствие (4.18)) 

Рассмотрим функцию е И̂ р (^з У У Д?) такую, что 

= 1 = 0 1, 1—1, 

(4.19) 

(4.20) 

г < С { / } г . 

Тогда в СИ.11У свойства аддитивности пространства Соболева [10] функ­
ция Р, равная Р1 в Вх, Р2 в Вц У Гб 11 и /̂ з в Вг^Т^О В2, будет принад-
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лежать пространству И р̂ (В) и для нее справедлива оценка 
1^1 I <С{Пг. (4.21) 

Из (4.15) и (4.21) следует (4.1) . Из результатов § 3—4 следует спра­
ведливость теоремы. 
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В. М. ГОЛЬДШТЕЙН, В. И. КУЗЬМИНОВ, И. А. ШВЕДОВ 

К ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ НИГЕРА О 1 ,р -К0Г0М0Л0ГИЯХ КОНУСА 
Посвящается А. Д. Александрову 

Чигер в [1] доказал существование невырожденного спаривания 
между гомологиями Горески-Мак-Ферсена компактного псевдомногоо^бра-
зия и его Хг-когомологиями. В основе доказательства невырожденности 
этого спаривания лежат вычисления Хг-когомологий конуса. Результаты 
Чигера о 1/2-котомологиях конуса были обобщены в [2] на случай Ьр-ко-
гомологий. В [2] и [4] изучались 1/р-когомологии искривленных цилинд­
ров, т. е. многообразий [а, Ъ)Х.Х о, римаповой метрикой вида (с?^)^ + 
+ {йх)"^, где {Лх)"^ — риманова метрика на многообразии X. 

В настоящей работе на основе результатов из [3] и [4] вычислены 
/,р-когомологии искривленного цилиндра в том случае, когда / — монотон­
ная функция, а полуинтервал [а, Ъ) ограничен. Полученные результаты 
позволяют доказать нормальную разрешимость оператора внешнего диф­
ференцирования 6: Шр"^ {М)-^\'Ур{М) для компактного риманова мно­
гообразия М с изолированными особенностями в том случае, когда мет­
рика этого многообразия в окрестности каждой особенности эквивалентна 
метрике искривленного цилиндра с ограниченным полуинтервалом [а, Ъ) 
и монотонной функцией /. Требования ограниченности полуинтервала 
[а, Ь) и монотонности функции / существенны. 

Всюду в дальнейшем 
X — гладкое «-мерное риманово многообразие, 1 < л, —«> < а < & ^ оо, 
/ — непрерывная положительная функция на [а, &), т = т{п,р,к) = 

— п1р — к + 1 , 
ь 

Р='р/{р-1), к'=п+1-к, Гу = К < о о 

А/ = {а I /г — ар е Г/}, А^ = (а е К ^ — ар' е Г/}, 
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