
лежать пространству \Ур (В) и для нее справедлива оценка 
1^1 I <С{1}г. (4.21) 

Из (4.15) и (4.21) следует (4.1) . Из результатов § 3—4 следует спра
ведливость теоремы. 
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В. М. ГОЛЬДШТЕЙН, В. И. КУЗЬМИНОВ, И. А. ШВЕДОВ 

К ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ НИГЕРА О /.р-КОГОМОЛОГИЯХ КОНУСА 
Посвящается А. Д. Александрову 

Чигер в [1] доказал существование невырожденного спаривания 
между гомологиями Горески-Мак-Ферсена компактного псевдомногоо'бра-
зик и его Хг-когомологиями. В основе доказательства невырожденности 
этого спаривания лежат вычисления Х2-когомологий конуса. Результаты 
Чигера о ^2-котомологиях конуса были обобщены в [2] на случай Ьр-ко-
гомологий. В [2] и [4] изучались Ьр-когомологии искривленных цилинд
ров, т. е. многообразий [а, 6 ) Х Х с римановой метрикой вида (й^)^ + 
+ /2(^) {Лх)"^, где {йхУ — риманова метрика на многообразии X. 

В настоящей работе на основе результатов из [3] и [4] вычислены 
/,р-когомологии искривленного цилиндра в том случае, когда / — монотон
ная функция, а полуинтервал [а, Ъ) ограничен. Полученные результаты 
позволяют доказать нормальную разрешимость оператора внешнего диф
ференцирования \V^~'^{М)-^VV^{М) для компактного риманова мно
гообразия М с изолированными особенностя)ми в том случае, когда мет
рика этого многообразия в окрестности каждой особенности эквивалентна 
метрике искривленного цилиндра с ограниченным полуинтервалом [а, Ъ) 
и монотонной функцией /. Требования отраничениости полуинтервала 
[а, Ъ) и монотонности функции / существенны. 

Всюду в дальнейшем 
X — гладкое «-мерное риманово многообразие^ 1 < л, — < а < & < «>, 
/ — непрерывная положительная функция на [а, 6) , т = т{п,р,к) = 

— п/р — к + 1 , 
ь 

Р='р1{р-1), к' = п+1-к, Г / - К < о о 

А/ ( а е^К I п — ар е Г/}, = (а е К | п — а'р' е Г/}, 
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с1,ьХ ~ цилиндр [а, Ь)ХХ с метрикой {<И)^ + {ЛхУ, Ха — 
= {а} X X, 

п: Са^ъХ-^Х— проекция цилиндра на его основание, 
— пространство дифференциальных форм со степени к на ри-

мановом многообразии Л/, для которых 

со: ^V^{М) 
м 

Яр (М) — топологическое векторное пространство /г-мерных когомо-
логий банахова коцепного комплекса 

(Яр(М) )о — замыкание нуля в Нр{М), Нр{М)—банахово про
странство Н1{М)/{Н1{Л1)Х, 

I * : Н1(с1ъХ)-^Н1{Х), /*: НЦс^ьХ, Х,)^н1(с1ьХ) - о т о б р а ж е 
ния, индуцированные вложениями 1: Ха ~^ X и / : {^С^^ъХ, 0 ) - > ( С о , ь Х , Ха). 

В [3] доказана точность когомологической последовательности 

н^-^ {X) ^ н1{с1,ьх, Ха) ^ н1{с1ьхУ^ (Х) (1) 

Отображения д, ] * и I* непрерывны. 

Г ^ 
в (а, р. г;) = вир (т) й!т 

1/р Г 1 
I у-^' (т) ах 
а 

1/р '1 
Г 

Нам будут нужны следующие результаты из [3] и [ 4 ] : 
( А ) Если к^А/, то отображение г*: Нр{с{,ьХ)^Нр{Х) сюръек-

тивно; если /с ^ А / и В (а, 6, / " ) < о о ^ т-о это отображение 1* является изо
морфизмом топологических векторных пространств, 

(В) Если В {а, Ъ, Г ) < о о , то нЦс^ъХ, Х „ ) = 0. 
(С) Если В{Ъ, а, П< оо^ к ^А^, то Н1(с{,,ьХ) = 0. 
(В) Если В {а, Ь, Г ) < о о , к^А.и (Я^ (Х) ) о = 0, т о Я^(с1ь^) = 0. 
Л е м м а ! . Пусть полуинтервал [а, Ъ) ограничен, / — положительная 

непрерывная монотонная функция на [а, Ъ). Тогда условия В {а, Ъ, /^)< 
< о о и к^ А}Л- \ условия В{Ь, а, / ' " ) < о о и к ^ А^ также 
эквивалентны. 

ъ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть к^А^+1, т. е. ^/^^{1)(И<.оо. Пред-

а 
положим сначала, что — неубывающая функция. Тогда 

В (а, Ъ,Г)= 8ир I 

• ь 

1/Р Ир'' 

1/р 

(6-а)^^^'Г™(а)<сх5. 

Пусть теперь /™ — невозрастающая функция. Тогда 

В{а,Ъ,Г)^ 8ир {{Ъ - О'^Т (О - а)'^'''Г" (01 < Ь -

Итак, из условия А;еД^^-1 вытекает условие В {а, Ъ, / ' " ) < о о . О б 
ратное следование очевидно. Эквивалентность другой пары условий дока
зывается аналогично. Лемма доказана. 

Лемма 2. Пусть {П1(с1ъХ)),= н1-^{с1ъХ) = 0. Тогда д: Я ^ - ^ Х ) ^ 
Н^{Са^ъХ, Ха)— топологическое вложение. 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим коммутативную диаграмму 

9 я (2) 

•^р ^{Са,ьХ)^Нр ^{X)-^Нр{С^,ьX, XаУ~^Нр{С^,ъX) 

вертикальные стрелки которой — канонические проекции на фактор-про
странства. Так как {Нр{с{^ьХ))о = Нр~^{С{1,ъХ) = О, то по теореме 1 
работы [3] нижняя строка диаграммы (2) точна. Следовательно, под
пространство д{Н^^{Х)) замкнутр в Нр{Са^ъХ, Ха) и поэтому является 
банаховым пространством. По теореме Банаха отображение д открыто. 
Точность нижней строки диаграммы (2) в члене {X) эквивалентна 
точности последовательности 

{Н'р-'(Х))о->{Н^{С^ьX, Ха))о{нЦс1ьХ)\. 

Так как (Я^(с1ь^) )о = О, то 5 переводит (Я^-^(Х ) ) о на (НЦс^Х, Ха))о. 
Пусть II — открытая окрестность нуля в Яр ^ {X). Так_ как 

(н1-'{Х)\с1ии д({н1-\Х)\) = {н1{с1ьХ, Ха))о, то дт=д-^дд{Щ, 
Так как канонические проекции открыты и непрерывны, А д — топологи
ческое вложение, то множество д{11) открыто в д{Нр"^ {X)) а. 
^Н1{с1ьХ,Ха). Тем самым инъективное непрерывное отображение д 
переводит пространство Я р ~ ^ ( Х ) гомеоморфно на подпространство про
странства Яр(Са .ь .Х, Х а ) . Лемма доказана. 

Если / — монотонная функция, то множество Г/ либо совпадает со 
всей прямой, либо является лучом. Луч Г/ может быть как открытым, 
так и замкнутым. Ясно, что то же самое выполнено и для множеств 
А / и А/. 

Лучи А / и А/ противоположно направлены: луч А/ направлен влево 
на числовой прямой, если / — невозрастающая функция, и вправо, если 
/ — неубывающая функция. 

Для ограниченного полуинтервала [а, Ъ) имеем О ̂  Г/. Поэтому 
и / р ^ А / И ?г/р-Ь 1 ̂  А/. Для монотонной / ( А / + 1 ) и А у = К . Е с л и / — 
монотонная невозрастающая функция, то К \ ( А / у А/ ) с : п1р-]-\). 
В этом случае единственным целым числом, которое может лежать в 
К \ ( А / и А у ) , является число [п1р]+\. 

Если / — монотонная неубывающая функция, то 

(Ау\(А/ + 1)) П А ; = А, П ( К \ ( А , + 1)) П А ; = 

•= А, П ( К \, + 1 ) ) = А А , ( А ; - Ы ) . 

Теорема 1. Пусть полуинтервал [а, Ь) ограничен и ^ —монотонная 
невозрастающая функция на [а, Ъ). Тогда 

1) отображение 1*: Н\{Са,ъХ)-^Н\{Х) является изоморфизмом то
пологических векторных пространств, если к^А^; 

Н1 (С^ъХ) = О, если к е А^ХА/; 

НЦсих) = 0, если / с е Я \ ( А ^ и А Д ( Я ^ ( Х ) ) О = 0; 

2) Нр{с1,ъХ, Ха) = О, если / с е А/ + 1; отображение д: Я р ~ ^ ( Х ) - > 
-^Нр{с1,ъХ, Ха) является изоморфизмом топологических векторных 
пространств, если к— 1 е Ау\А/. 

31 



Если /с — 1 е К \ ( Д / и Д/) и (Яр ^{Х)\ (}, то отображение 
д: Яр~^(Х)—>"Яр(Са,ь-Х', Ха) является изоморфизмом топологических век
торных пространств. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А: е Д/. Так как луч Д/ направлен вле
во, то А; — 1 ^ Д/. По лемме 1 Б (а, &, / " ' ) < о о . По утверждению (А) 
г* — изоморфизм топологических ве1Кторных пространств. 

Пусть А : е А / \ А / . По лемме 1 Я(6 , а, / ™ ) < о о . По утверждению (С) 
Я ^ « ь Х ) = 0. 

Пусть к е К \ ( А / и Д^) и ( Я р {Х)\. Так как (А/ + 1) у А/ = то 
/ е ^ Д / Ч - ! . По лемме 1 Я (а, 6, / " ) < « > . По утверждению (В) 
Я ^ С ^ ь Х У - О . 

2) Пусть А ; е Д ; + 1. По лемме 1 В [а, Ь, / ' " ) < о о . По утверждению 
(В) н1(сих,Ха)^о. 

Пусть /г — 1 е А К А / . Тогда /.% /с — 1 е Ду. По лемме 1 5 ( 6 , а, Г ) < 
< о о и Я (6 , а, Г + 1 ) < ° ° - По утверждению (С) НЦс1ьХ) = Н1-\с1ъХ) = 
= 0. По лемме 2 Яр~^ (Х)->-Яр (Са .бХ, Ха)—изоморфизм топологических 
векторных пространств. 

Пусть А; - 1 е К \  Ау и А'/) и (Н^'^ {Х)Х = 0. Тогда к е Д ^ А/- По 
доказанному п. 1) теоремы Я р ( С д . ь Х ) = Яр"~^(Са.ьХ) = 0. По лемме 2 
д — изоморфизм топологических векторных пространств. Теорема до
казана. 

В доказательстве следующей теоремы нам понадобится оператор «̂ с 
из [ 3 ] . Пусть (й — форма на С{^ъХ. Представим ее в виде оо = 0 ) ^ + с̂ ^ Л 
Л ^-В) где СОА, СОВ — формы, не содержащие йЬ. Тогда для с^[а, Ъ] 

I 

оэв (х) йх. 

Теорема 2. Пусть полуинтервал [а, Ъ) ограничен, / — монотонная 
неубывающая функция на [а, Ъ). Тогда: 

1) если к^А^, то Я р ( С а , ь Х ) = 0 и отображение д: Яр~^(Х)->-
-^Н^{с{^ъХ, Ха)является изоморфизмом топологических векторных прсг 
странств; 

2) если / с е А / + 1 , то Нр{с1,ъХ, Ха) = Ои отображение 1*: Я р ( С а , ь Х ) - ^ 
- > - Я р ( Х ) является изоморфизмом топологических векторных пространств; 

3) если А ; е А Д ( Д ^ + 1 ) , О, то й[тН1{с1ьХ) = ИтНЦС^ьХ, 
Хц) = со, отображение 1*: Н^{С{^ьХ)-^Н\,{Х)— открытое сюръектив-
ное, но не инъективное отображение, отображение д: Я р ~ ^ ( Х ) - > 
- > Я р ( С а , ь Х , Ха) является топологически.ч вложением, но не сюръек-
тивно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Пусть /с ^ А / + 1. Тогда /с — 1, А; е А/. По 
лемме 1 В{Ъ, а, / ^ ) < о о и В{Ъ, а, / " ' "^1)<оо. По утверждению (С) 

Нр~^{с1^ьХ) = О и Нр{с1^ъХ) = О, если к^ А/. По лемме 2 отображение 
д: Я р ~ ^ ( Х ) - > Я р ( С о , { ) Х , Х о ) — тополагический изоморфизм при кФ А}. 

2) Пусть А ; ^ А ; + 1 . По лемме 1 В {а, Ъ, / ™ ) < о о и по утвержде
нию (В) н1{с1ьХ, Х а ) = 0, а по утверждению (А) г* — изоморфизм то
пологических векторных пространств. 

Для доказательства п. 3 нам понадобится две следующие леммы. 
Лемма 3. Пусть к ^ ( А / \ ( Д / 1 ) ) П ( Д / + 1) . Тогда для любой не

нулевой замкнутой формы РГр(Х) форма я*о) задает ненулевой эле
мент в Я р ( С а , ь Х ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть со е И^Р (X) , йсо = 0. Так как А; е А/, то 
по формуле (2) из работы [3] заключаем, что л;*со е 1 'р(Са ,ьХ). Предпо-
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ложйм, что л*о) = <̂ 1|}, где е И р̂""̂  (Са.ьХ). Для каждого с^{а, Ъ) 
имеем Зс^^р — 5сП*(о ^ О, так как (я*(о)в==0. По леммам 3 и 8 работы 
[3] •\)р = ^ И т ^с'ф + Ию Зс(1'^ ~ 3,8с'^. Следовательно, я*о) = й"^ = 0. От-

€юда (О = 0. Лемма доказана. 
Лемма 4. Пусть А — 1 е Д ) \ Д / и Я ( б , а , < о о . Тогда 

{н1{с1ъХ)\ о. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть, со е И^р(Са,ьХ), йсо = О, 4^ ^ 

^ Н ^ р ' (<:'а,ь^), йг|:̂ ^со в Р^^'РСС^.ЬХ) при / с». По лемме 3 и 8 
из 13] д,8ь% + 8ьАур). Поэтому й% = й5'ьс^%. По лемме 4 из [3] 
И т ^ьс̂ ^^ = '5'ьа) е Ьр~^ (Са.ьХ). Так как И т йЗьй-^^з = И т с2г|)̂  = м, то 

й5й(о = (О. Лемма доказана. 
Вернемся к доказательству теоремы 2. Как было отмечено выше, 

для не,убываюш;ей функции / и ограниченного полуинтервала [а, Ъ) 
имеем (Д/\(Д/ + 1 ) ) П Д'у = Д / \ ( Д / + ! ) • Так как Д^с=Ду+1, то 
( А / \ ( Д / + 1 ) ) П ( Д ; Н - 1 ) - Д / \ { Д / + 1). Пусть / с > 0 , / с е Д Д ( Д , - Ы ) . 
Обозначим через 2, векторное пространство замкнутых форм из И̂ р (X) , 
а через В — его подпространство с/(И^р~^ (X ) ) . Из условия / е ^ Д / + 1 
следует, что /г ^ д. Так как при этом по предположению А; > О, то оба 
пространства 2 ш В бесконечномерны. По лемме 3 проекция л: С^^ъХ 
—^-Х индуцирует инъективное отображение л*: 2->-Нр{С11,ьХ). Так как 
г*л*(Я) = 0, то л*(Л)с=/*(я5(с1ьХ, Ха). Из этого следует, что 
й\тП1{с1,ъХ) --^ ( И т Я ^ « ь Х , Ха) = оо, отображение /*: Н^{с1ьХ)-^ 
-^Нр{Х) не инъективно, а д: Яр~^(Х)->Яр(Са,ьХ, Ха) не сюръективно. 

Обозначим через ^1 подпространство замкнутых форм в И^рССа.ьХ). 
Вложение Ха с : Са,ьХ индуцирует сюръективное отображение г*: 21-^2. 
По теореме Банаха оно открыто. Поэтому открыто и отображение 
г*: Н1{С^ЪХ)-^П1{Х). 

В доказательстве п. 1 было установлено, что Яр ^ (Са ,ьХ)=0 . По 
лемлш 4 (Яр(Са,ьХ))о = 0 . По лемме 2 отображение д: Н1~^{Х)^ 
—уНр (Са.ьХ, Ха) является топологическил! вложением. Теорема доказана. 

В теореме 2 не рассмотрен случай, когда /г = 0 ^ Д / \ ( Д / + 1) . Так как 
нульмерные коциклы комплекса {^р{Са,ъХ), 3] являются локально 
постоянными функциями, то Яр(Со,ьХ, Ха) = О, а Я р ( С а , ь Х ) = 0 тогда 
и только тогда, когда О ^ Д / . Если ОеД^, то й1тЯ^(Са,бХ) совпадает 
с числом компонент связности многообразия X, при этом (Яр(Са,бХ))о = 
= 0. 

Теорема 3. Если полуинтервал [а, Ъ) ограничен, функция / монотон-
на, ( Я ^ ( Х ) ) о - ( Я ^ - ^ ( Х ) ) о = 0 , т о (Я^(с1ьХ))о=(Я^(С^' :Х,Ха))о = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если / — неубывающая функция, а 
- ДА {А, + 1) , то по лемме 4 (Я^ {с1ъХ))^ = 0. Так как /* ( (Я^ (С^ ьХ, 
Ха))о)с1:(Я^(Са^Х))о, ТО ( Я ^ « ^ Х , Ха))о С! 5 ( Я ^ - ^ ( X ) ) . По теоре-
ме 2 д отображает Яр ^(Х) на д{Нр ^(Х)) гомеоморфно. Поэтому 
{Н1 (с1ьХ, Ха))о = О, если (Я^"^ (Х))о = 0. 

Во всех остальных случаях утверждения теоремы 3 очевидным обра
зом следуют из теорем 1 и 2. Теорема доказана. 

Ограниченный линейный оператор Т: Х - > 7 , действующий из ба
нахова пространства X в банахово пространство У, называется нормально 
разрешимым оператором, если подпространство Т {X) замкнуто в 7. Не
посредственно из определений следует, что оператор внешнего дифферен
цирования 3: И р̂~̂  (Ж")И^р (М) нормально разрешим в том и только 
том случае, когда {Нр{М))о = 0. Если М компактно, то {^р{М))о О 
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(см. [ 2 ] ) . Поэтому из теоремы 3 следует нормальная разрешимость опе
ратора й на искривленном цилиндре с1фХ., в том случае, когда много
образие X компактно, полуинтервал [а, Ь) ограничен, а функция / мо
нотонна. Этот результат может быть обобщ,ен. Пусть М — гладкое 
( к + 1)-мерное многообразие. Пусть {Х^) — конечная система гладких 
компактных ?г-мерных попарно не пересекаюш^ихся подмногообразий края 
дМ многообразия М. Для каждого рассмотрим цилиндр [О, 1 ) Х Х { 
и приклеим его к многообразию М по тождественному отображению ос
нования {0 }ХХ< цилиндра. Применяя к полученному в результате при
клеиваний многообразию М\у сглаживания углов, зададим на 
М\у гладкого многообразия, совпадающую на Л/ с имеющейся 
там структурой. Выберем гладкие положительные функции ^̂  на [О, 1) 
и зададим на М\ь риманову метрику, эквивалентную метри
ке искривленного цилиндра С(/2,1 на каждом цилиндре [1/2, 1)ХХг. Бу
дем говорить, что риманово многообразие М\ из М приклеива
нием искривленных цилиндров с функциями 

Теорема 4. Пусть риманово многообразие М\ из компакт
ного многообразия М приклеиванием искривленных цилиндров с моно
тонными функциями Тогда оператор внеиснего дифференцирования 
А: VV^^{М^-^'VV\{М^ нормально разрешим для любого к. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через Мо подмногообразие 
^ и ^ У (ГО7 1/2] х Х г ) | многообразия Ми Это многообразие компактно. 

Поэтому его Ьр-когомологйи совпадают с обычными сингулярными и, сле
довательно, конечномерны. Множество Жо имеет липшицеву границу 
в М\. [ 3 ] ) , и поэтому имеется точная последовательность банаховых 
комплексов 

О и ^ ; ( ^ 1 , - > Т У ; (м^)-> и ;̂ ( М о ) 0 . 

Так как (М^, М^) = 2 ^ * -^1)1 то дифференциалы в комп-
г 

лексе И^р(Л/"1, нормально разрешимы. По замечанию 1 из работы 
[5] дифференциалы 3 комплекса ^р{М-^) нормально разрешимы. Тео
рема доказана. 

Покажем теперь, что предположения об ограниченности полуинтер
вала [а, Ь) и монотонности функции / существенны. Пусть а = 1 , 6 = оо̂  
Н^-'^{Х)ф^, функция / на [ 1 , оо) такова, что В{а, Ь, 1'^) = В{Ь,а,1'^У^ 
= оо. Можно взять, например, функцию 1(1)=^ {. По теореме 1 из [4] 
н1(с1ооХ))оФО. 

Пусть полуинтервал [а, Ъ) ограничен, а функция / па [а, Ъ) такова, 
что множество Г/ ограничено. В этом случае для любого р можно так 
выбрать целые числа к> О и п, что будет выполняться условие 
А ; ^ ( А у + 1 ) и А ; . 

Пусть X — такое тг-мерное многообразие, что Нр ^ (Х) ф 0. Тогда 
по теореме 1 из [4] (Я^р(с1ьХ))о=^0. 
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