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В рекботе исследуются некоторые качествеиные характеристики сму-
димости в эргодической теореме Биркгофа — Хинчина. 

В первой главе для этого исшо1льзуютоя вовможаасти, предоставляе
мые нестаидартпым анализом в интерпретапии Э. Нельсона [ 1 , 2 ] . Основ
ная теорема второй, главы—флуктуационная эргодическая теорша — 
является уточ1нением теоремы Биркгофа — Хинчина и формально уже не 
имеет отношения к нестандартному анализу. Из флуктуационной эрго
дической теоремы следуют как обе теоремы первой главы, так и теорема 
Бир(кгофа — Хинчина (здесь следует отметить, что при ее докаватель-
стве сущест(ве1Н(Н0 используется максимальная эргодическал теорема). 

Мне приятно выразить благодарность С. С. Кутателадзе за консуль
тации по нестанщартному анализу и В. В. Иванову за плодотворное об
суждение содержанил первой главы. 

ГЛАВА 1 

ДВА ПРЕДЕЛА В ЭРГОДИЧЕСКОЙ ТЕОРЕМЕ 
БИРКГОФА - ХИНЧИНА 

Результаты этой главы своим появлением обязаны монографии [1] 
Э. Нельсона, автора оригинального направления в нестандартном ана^ли-
зе [2 ] . Его так называемая «теория внутренних множеств» (18Т) дает 
возможность увидеть новое в обычных математических объектах, ничего 
в них не ивменля и не вн|С1Ся никаких допаинений. Например, появляется 
возможность на (|0(бычной) действительной прямой увидеть бесконечно 
малые и бесконечно большие действительньце числа, и никаких других 
бесконечно малых и бесконечно больших не возникает (ср. с [ 3 ] ) . 
Ситуация напоминает ислальзование цветного теяотизора вместо черно^ 
белого: картинка та же, но появляется возможность разглядеть различия, 
которых не было видно на черно-белом «экране». 

В [1] Э. Не,льсаном предложено элементарное изложение основ тео
рии /вероятностей, не перегруженное обычным для современных учебни
ков по этой науке теоретикоммножественным формализмом (см., напри
мер, его .определение случайной величины). Вв0де1ние в рассмотрение 
бесконечно больших и бесконечно малых (очень естественное) позволяет, 
например, сформулировать и строго доказать влементарные аналоги тамих 
теорем, как усиленный закон больших чисел и центральная предельная 
теорема. При этом оказывается возможным вывод обычных теорем ив их 
элементарных аналогов, т. е. с соде(ржательной точки зрения элементар
ная теория окаеывается эквивалентной обычной теории вероятностей. 

В этой главе пол^-чен элементарный аналог эргодической теоремы 
Биркгофа — Хинчина (теорема 1) . Показано, как из нее выводится обыч
ная теоррма Биркгофа — Хинчина для автоморфизма пространства Лебе
га. Кроме' того, удается рассмотреть сходимость средних в этой обычной 
теореме в «цветном телевизоре» 18Т (теорема 2 ) : оказывается, кроме 
обычного предела, определяемого средними с номерами п « оо, существу
ет еще один предел, «достижимый», определяемый средними с номерами 
п < оо, причем численные значения этих пределов мйгут не совпадать 
ни в одной точке фазового нространства. 
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§ 1. НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ НЕСТАНДАРТНОГО АНАЛИЗА 

В ЭТ01М небольшом параграфе для удобства читателя приводятся не
обходимые определения и формулировки из нестандартного анализа в 
интерпретации Э. Нельсона; развернутое изложение имеется в [ 1 , 2 ] . 
Вводится также новое понятие «цвета» сходимости аде лов ой последова
тельности. 

1.1. В множестве N натур(альных чисел п указываются стандартные 
(ограниченные; обаэначвние < оо) числа и нестандартные (неограни
ченные; обозначение « оо) числа. Соответственно в множестве К дей
ствительных чисел г выделяются инфинитеаимаяи (бесконечно малые; 
обозначение г ~ 0)—такие дейстнительные числа г , для таторых ||г1 < 
< \Ы при некотором п ^ ^. Действительные числа а я Ь называют 
бесконечно близкими (обозначение а ^ Ь) в случае \а—Ы ~ 0. Исполь
зуется татгже обовнатчение ж > I/ — в случае х > у и х ^ у. 

1.2. По аналогии с понятием предела (бесконечной) числовой после
довательности появляется возможность ввести понятие предела (конеч
ной) последовательности хо, Х1, . . ., ЖV при V ~ о©. Такая последователь
ность называется ((аколо) сходящейся, если для некото1рого х* будет 
х„ ~ X* при всех неограниченных тг ̂  л». В этом случае говорят, что хо, 
Х\, . . ., XV (около)сходится к X*. Отметим, что если рассматриваемая по
следовательность сходится к то она сходится также и к у тогда и 
только тогда, когда у ^ х*. 

Поведение (около) сходящейся последовательности {хп}п=^о впо1Лне 
соответствует интуитивным представлениям о сходимости; рассмотрев для 
любого (сколь угодно малого) 8 > О ЧИСЛО — наименьшее такое, что 
\хп~ х*\8 для всех п из промен^:утка V, убеждаемся в том, что 
при 8 > о будет Пе < °°. 

Рассмотрим теперь бесконечную сходящуюся (̂ к х**) числовую по
следовательность {хп}п^(^ В «цветном телевизоре» 18Т. Понятно, что Хп ~ 
~ X** при достаточно больших п (при п ^ У 2 ~ ° ° ) . Возможны три тш]а 
сходимости: 

(1) Б е л а я с х о д и м о с т ь : для любого V ~ оэ последовательность 
{^^п]п=-о (около)сходящаяся (к х*). В этом случае можно считать х* 

П р имер : Хп — ^ , д О, 1, . . . . 

(2) Ц в е т н а я сьХ о д и м о с т ь: существует такое VI ^ что 

\л-п}п^о (о'като)сходящаяся (к а;*), и найдется такое V > VI, что {а:„}п=о 
не явл^яется (О|коло)сходящейся. В этом случае, вообще говоря, ж* 9̂  а;**. 

П р и м е р : Хп = \, О <^ п ^ V, оо; 

Хп 1 1- — - 7 . П> V,. 

(3) Ч е р н а я с х о д и М' о с т ь : для любого V ~ °о последовательность 
{•̂ п}?1=о пе является (около)сходящейся. В этом случае х* отсутствует. 

П р и м е р : Х2п = О, хчп+х = 1 , 0 < / г ^ V ~ о о ; 
х^ = \1п, п > 2V + 1. 

Естественно назвать предел х* достижимым: как уже отмечалось, он «на
блюдаем» при < оо, оо; предел х** — недостижимым; он, вообще го
воря, никак не связан со з'начениями Хп при и < «э. 

0казыв(ается полеэным также следующее определение. Говорят, это 
последовательность {х,} (все равно — конечная или бесконечная) допу
скает к г-флуктуаций, если для некоторых О ̂  < < . .. < будет 

Отметим, что бесконечная последовательнюсть сходится тогда и толь
ко тогда, когда д.пя любого е > О найдется такое к, для которого она не 
допускает к е-флуктуаций. 



Последавшгельнюсть (конечная или бесконечная) называется после
довательностью ограниченной флуктуации [ 1 ] , если для любых е > 0 и 
А; « оо она не дошуснаеш к е-флуктуащий. 

Понятно, что всякая («(коло) сходящаяся (конечная) последователь
ность имеет отраничешную флуктуацию; обратное, вообще говоря, невер
но, но имеет место следующее важное утвер?кдение. Если последователь
ность {•2̂ п)п=01 V ~ со, является последовательностью ограниченной флук
туации, то найдется такое неограниченное ЧТО последовательность 
{Хт^)п=а — (ОКОЛО)сходящаяся [ 1 , р. 2 2 ] . Ее (около)предел х* будем по 
аналогии с таким же пределом для бесконечной последовательности на
зывать достижимым пределом. 

Таким образом, из ограниченности флуктуации конечной последова
тельности {д^п}п=о> V ~ оо, следует суп^ествование у нее достижим^ого пре
дела. Очевидно, этим же свойством обладают и бесконечные последова
тельности ограниченной флуктуации. Поэтому если бесманечная последо
вательность ограниченной флуктуации сходится, то ее сходимость либо 
белая, либо цветная (т. е. не черная). 

1.3. Пусть (й, X) — пространство с (нормированной) меро11 ; Л(ж) — 
(некоторое) теоретико-множественное свойство. Говорят, что А{х) вы
полняется примерно всюду — пр. в.— на О (пеаг1у еуегу\\гЬеге — п. е.— 
в [ 2 ] ) , если для любого е > О найдется такое множество Ае — О. меры не 
меньше 1 — е, что А (х) выполняется для любого х ^ А^. Элементарным 
пространство с (мерой называется в случае конечности множества О; 
в этом случае й предполагается состоящим из конечного числа атомов 
положительной меры; автоморфизмы т^акого пространства с мерой будем 
называть элементарными. 

Докааательство следующего улвержденин имеется в [ 1 , р. 49—50] . 
Если {/п}п=о, V л? оо — последовательность действительных функций 

на элементарном пространстве с мерой {^, Я), то последовательность 
{/п (•^)}п=о имеет ограниченную флуктуацию для пр. в. х^ ^ тогда и толь
ко тогда, когда для любых е > О и Аг ~ оо будет Я({л;| {/„(а;)}^==о допуска
ет А; е-флуктуаций))« 0. 

Оказывается полезным рассмотреть внешнее множество Ь1 (О) функ
ций из ^^;{^), удовлетворяющих любому из следующих двух эквивалент
ных друг другу условий: 

(1) ^ 1 / {х) I с̂Я < с» и для любого ^ с: Я (Е) х О, будет С | / (л:) | X 

X 1Е {Х) Ж 0. 

(2) || / {х) — 1^"^ {х) I ̂ гЯ л? О для любого а ^ оо (здесь /''^ {х) = 1{х)Х 

У^1{\Нх)\<а}{х)). Другими словами, сходагмость последовательности 

( С 1/(^)и4'° 
1{зс||/(х)Ип} }п=о 

(сходящейся к И/̂ !}) — белая., 
Доказательство эшивалентности приведенных двух условий, данное 

в [ 1 , р. 30—31] для элементарного пространства (Й, Я), на обпщй случай 
пер(е,еосится дословно. Очевидным достаточным условием принадлежно
сти / е ( й ) к ^1 .(^) является условие ! / ( а ; ) 1 ^ Ж < « з для любо
го x^^. 

В дальнейшем нам пригодится также следующее утверждение 
[ 1 , р. 3 1 - 3 2 ] . 

Пусть {^, Я)—элементарное пространство с мерой и {о|}|'=1— мно
жество его атомов. Пусть множества А,, 7 = 1, . . . , т, таковы, что каждое 
из них является объединением некоторого (непустого, конечного) мно^ 
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жества атомов из {аг}Г=1, причем П Л" = 0 ^-^^ НФН^ ^ 1) = 

= У а{{=0). (Каждое такое А, м о ж н ю рассматривать .как элементарное 

пространство с мерой {А^, Х,), положив Я̂• {В) = ^ ^ для В ^ А^.^ 

Тогда из условия I ^ ^ь{^) следует I ^ ^^{А^) для пр. в. (по ме
ре Я) А}. 

§ 2. ФОРМУЛИРОВКИ ОСНОВНЫХ ТЕОРЕМ 

'2.1. Пусть (й, Я) — пространство с (нормированной) мерой, У — его 
; п 

автоморфизм, Через 8„{х; /, Т) будем обозначать 

(здесь X ̂  ^, пХ)). Если не вызывает с0|Мнений, о каких / и Г идет 
речь, то пишем» просто 8п{х). 

Напомним формулировку следующей классической теоремы. 
Эргодическая теорема Биркгофа — Хинчина. Ду л̂ п. в. точек х^^ 

существует предел Иш — ^ «и (г) = / * * (ж). При этом / * * е Х 1 ( й ) и 

^/** (а ; )йЯ= [/(ж)с^Я. В случае эргодичности меры Я для п. в. х будет 
и Ь 
1**{х)== С/(х)сгЯ. 

а 
2.2. Теорема 1. Пусть (й. Я)—элементарное пространство с мерой, 

Т — его (элементарный) автоморфизм, 1^Ь1(0), и пусть задано V « «>. 
Тогда: 

С 1 "IV 
(А ) Последовательность 8п (х) \ последователь-

ностью ограниченной флуктуации для пр. в. х^О. (и для тех же х эта 
последовательность имеет достижимый предел). 

(Б) Для любого е > О найдутся измеримое А^ г Я ( Л е ) ^ 1 — е и 

/е е Ь^(0), а также Ур ~ оо, г'е такие, что для любого х^ А^ после

довательность \ Уп (̂ ) К (около) сходится к /* (̂ )- Яри зтож 

'/* (л:) с/Я ^1(х)й1. 
й п 

П р и м е р 1, показывающий, что последовательность среднигх в тео
реме 1 может для пр. в. х быть не (около)сходящейся. 

Пусть « оо — четное натуральное число. Рассмотрим прастр1анство 
с мерой, состоящее из атомов меры каждый, и авто1Морфиз|М Т 
периода Л"̂ , переводящий их друг в друга. Пусть / равно 1 на первых 
N^2 атомах и / равно О на последних Л^72 (последний атом под действи
ем Т переходит в. первый), и пусть х\ К, \'2 = Л̂ .̂ Тогда ^ ^ ^\^{х) 

1 ^ 
будет пр. в. равно О или 1, ——^•^V. (•̂ ) всюду равно 1/2. Поето1му после-

довательность \—^~,8п(щ'^ не является (около) сходящейся для пр. в. л:. 

Рассмотренный пр|И1мер объясняет также, почему втарая часть эрго^ 
дической теоремы Бирютофа — Хинчина (т. е. случай эргодичности ме
ры Я) не имеет естественного аналога в формулировке теоремы 1 (см., 
однако, замечание 4 ниже). 

П р и м е р 2, показывающий, что в случае /^^ц(й1)\171(й) аналог 
теоремы 1, вообще говО(ря, не имеет места, т. ё . что при / ^ - ^ 1 (Й ) мсжет 
для пр. в. последовательностей средних не быть ни ограниченности флук
туации, пи существования достижимого предела. 
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а последователвность 

Для даннош четного ТУ со рассладгрим простраиство с мерой, со
стоящее из N атомов меры каждый, и автоморфизм Т периода ]У, 
перев(одящий атом а, в а^+^, ^^^^N—^; — в а\; и пусть задано 
ограниченное е > 0. Положим /(л2„-1) =-'Уе, /(а2п)=—Л^е, 1 ̂  и < 
Как легко заметить, при -у = Я любой атом делает N{^00) е-флуктуащип, 

-—5п(аг)[ не имеет достижимого предела ни 
I ^ )п=0 

при каком X. 
П р и м е р 3, показывающий, что в условиях теоремы 1 мера точек 

Г 1 1 ^ 
х^ ^, для которы[х последовательнооть — — 8 п { х ) \е является после-

1 ] п=0 
довательностью ограниченной флуктуации и не имеет достижимого пре
дела, может быть и положительна. Теорема 1 утверждает лишь, что для 
любого 8 > О совокупность таких точек можно покрыть множеством меры 
меньше е. 

Для данного четного N ^ °о рассм^отрим пространство с мерой, со
стоящее из N^ атомов меры каждый, и автоморфизм Т периода /У̂ , 
переводящий атом йг в а,+ь 1 < ^ ^ Л̂ ^ — 1, «д,з— в «г, и пусть задано 
ограниченное б > 0. Положим /(а2„-1) = ТУб, ^{а2п) = — N6, 1 ̂  п < N/2; 
/(аА) = 0 при 7У</(;<7У^. Отметим, что Как легко заметить, 
атом Я] (меры 1/./У̂ , что меньше е для любого е > 0) делает не м,внее 
/У(~ сю) б-флуктуаций при V = Л̂ ,̂ а последовательность 1——8п {х )\ 

г 1 ] п = о 

не имеет достижимото предела при ж Д]. 
З а м е ч а н и е 1. В элементарном аналоге усиленн.эго закона боль

ших чисел, полугчеганюго Э. Нельсоном в [1 ] , в случае распределения 
класса последовательности средних были пр. в. (около)сходящими
ся. Это говорит о том, что тип сходимости в различных математических 
теоремах трудно предсказать заранее и его приходится в каждом отдель
ном случае устанавливать отдельно. Причины этого прояснятся при зна
комстве с результатами главы 2. 

З а м е ч а н и е 2. Как будет показано в § 5, из теоремы 1 с помощью 
теории периодических аппроксимаций Рохлина — Халмоша применением 
несгацдартного анализа удается вывести обычную эргодичеокую теорему 
Бир'кгофа — Хинчина для автоморфизма пространства Лебега. Обратный 
вывод не получается; причины этого обсуждаются в § 5. 

2.3. Теорема 2. Пусть {^о, Хо)— пространство Лебега, То — его авто
морфизм, /о е ^1 (йо). Тогда: 

( А ) Последовательность • —, . (х)\ последователь-

ностью ограниченной флуктуации для пр. в. х^О.^ (и для тех же х эта 
последовательность имеет достижимый предел; сходимость рассматривае
мой последовательности либо белая, либо цветная для пр. в. х). 

(Б) Для любого е > 0 найдутся измеримое ^ Йо, Х{АЛ>\ г, 

и и ^ (^о)' а также \г ~ сю такие, что для любого х ^ А>, последова-

ьностъ \ 8п{Щ {около)сходится к и{х). При этом тел 

11{х)йг.^-- \1^{х)ах^. 

Отметим, что все примеры, рассмотренные в предыда^щем пункте при 
обсуждении формулировки теоремы 1, остаются в силе и при обсуждении 
теоремы 2, поскюлыку всякое элементарное пространство с мерой, оче
видно, является пространством Лебега. 

Так, пример 1 показывает, что щветная (не белая) сходамость сред
них в теореме 2 дейстовительно может иметь место, причем численное зна
чение достижимого предела (равное О или 1) может не совпадать с соот-
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ветствующим значением обычного предела (/равного 1/2) ни в одной точ
ке фазового пространства, для которой оба эти предела существуют. 

Конечно, рассмотренные выше примеры являются тривиальными, 
тривиален и фаит существовании там достижимого предела. В общем же 
случае (как известно, всякое полное сепарабельное метрическое про
странство с нормированной мерой на борелевской о-алгебре является 
пространством Лебега) возникновение второго, т. е. достижимого, предела 
представляется неожиданным и, как это показывают доказательства сфор
мулированных теорем, нетривиальньш. 

Отметим также, что, как следует из основной теоремы г.лавы 2, за-
ключеже теоремы 2 справедливо и для не лебеговых пространств с мерой. 

З а м е ч а н и е 3. В оригинальной работе Биркгофа [4] рассматри
вались в ка|честве /о характеристические функции подмножеств фазового 
пространства, т. е. было выполвоно условие /о ̂  ^11(^0) и сходимость бы
ла, как минимум, цветная. 

З а м е ч а н и е 4. Если (Оо, Яо), /о и Уо—стандартны, то сходи-

мость последовательяости|—]—^-^^п(•^)[ —белая для пр. в. х <^ ^о (дока-
I ^ )п=о 

зательство см. в § 5 ) . В это(м случае при эргодичности меры Ло относи

тельно Го будет /* (х) ^ /** (х) = С0П81: / = [ и^К\и любом у ~ оо для 

пр. в. X ̂  ^^ (здесь/** (х) = Иш б"„ {х)\. В общем случае цветной схо-

димости ЭТО было не так (см, пример 1 ) . 

§ 3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1А 

Доказательство тео|ремы разбито на 9 пунктов; основная его тяжесть 
приходится на п. 6—8. Следует отметить, что оно мало общего имеет с 
известными автору доказательствами обычной теоремы Биркгофа — 
Хинчина. 

3.1. Доказательство теоремы ведется от противного: пусть последо-
V 

ее пр. в. является последовательностью огра-
п==о 

ничейной флуктуации. Тогда (сл1. п. 1.3) можно указать такое множество 
^ й , к{Р\)'> О, и числа Б » О, А; ~ оо, что для любой точки х^Р\

сматриваемая последовательность допускает к е-флуктуаций. 
Для каждого атома а пространства с мерой (й. Я) рассмотриим его 

оо 
(полную) орбиту А{а) = [} Т (а), т. е. конечную савокулность атомов, 

1=0 
которую а пробегает при итерацдлх (шхслом, возможно, больше V) авто
морфизма Т. Все й распадается на конечное объединение таких (попарно 
не пересекающихся) орбит. Тогда (см. п. 1.3) для пр. в. по мере Я орбит 
А сужение / на .4 прянадлежит классу Ь\{А). Поэтому найдется такая 
орбита Ло, что / е (Ло) и Я [Рх П Ло)/Я(Ло) > 0. 

Итак, можно предгаолагать, что все О. является (полной) .орбитой лю
бого своего атома, и найдутся такие е > О, /с « оо̂  что для любой т о ч ш 1 

X <^ р 1 {^^), Я { р 1 ) > О, (-4—7 {х)] допускает к е-флуктуаций. 
Всюду в дальнейшем через обозначается число атомов этого про

странства О. Можно считать, что ТУ ~ оо — в противном случае утвержде
ние теоремы очевидно. Предполагаем также, что все эти атомы рассгав-
леяы по окружности, и автоморфизм Т переводит каждый атом в сосед
ний против часовой стрелки. Для атома х^и через [пи П2\ обозна-

чим множество \] Т (:г) (здесь О ^ < : п.,). 

вательность 
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3.2. Пусть /п = 411/111Д(/^1)< оо; покажем, что множество /̂ Г гочт. 
д; е Ядя которых тах 5п (ж; | /1 , Г) >/те имеет меру не более 

Х{Рх)/2. ^ ^ 
Пусть для данното Р1 функция ф (п) = ^-щ^п (х; | /|, Г), О < и < V , 

достигает своего максимума при п = с{х) (если точек максимума несколь
ко, то зафиксируем в качестве с{х) любую из них). Заметим, что для 
х^Р'^ всегда с{x)<N, поскольку при п = + г, О ̂  г < ТУ, к> 1, 
будет ^~-^8п{x^,\!^Т)^-^к\\|^N + ^^8^^x•,\/\,Т)^Ц|^<т, т. е. 

ф ( д ) < т и потому такое п не подходит в качестве с{х). 
Покроем множество Р^ «интервалами» вида [О, с{х)]{х) следую

щим образом. Берем произвольную точку х^^ Р^{есля Р^ = 0 , то до
казывать нечего); первый интервал покрытия будет [О, 01(^1)] {х\). Далее 
двигаемся по О против часовой стрелки, пока не встретим ближайшую 
к XI еще не покрытую точку из г 1, пусть это точка Х2; второй интервал 
покрытия будет [О, 0(^2)] (^2). Далее выбираем х^^Р^ и т. д., пока не 
покроем все множество Р^- Заметим, что для любого х ^ Р^ будет 
Х{[0, с{х)] {х))< \\}\\1/т = Х{Р1)/А, так что последний построенный ин
тервал может пересечься с первым, [О, с{х1)] {х\), по мере ие более 
Х(/^1)/4. Откинув этот последний интервал, получаем объединение II не-
пересемаюпщ,хся интервалов / указанвото вида, суммарной меры не ме
нее ^{р^) — Я(/^ )̂/4 (если Я(/^Г) ^ ^(^1)/4, то доказывать было нечего), 
и на каждом из них | | /1 йХ!Х{1) > ог, т. е. 

I 

/1Ь Г | / 1 > т м « ) ^ Н ( и ) > ^ ( Ц / ^ ? ) - I ^ ( Л ) ] 

и 

Х{Р,) ''->^Х{Р,) 

Х{Р,)^АХ{Р'^)-Х{Р,), 
что и требовалось. 

Итак, показано существование множества Р2 — Р1, Я (/^2)^0, такого, 

что для некоторого т < °о для любой точки х ^ Р2 будет шах . . 5̂  {х; 

/I , Г ) < т . 
3.3. Пусть е > О и / : « о о — те же, что в определении множества Р\; 

/п < оо — из определения Р2. Выберем 'уо ^ О так, что 70 < 8/2 и г = 
= т/'\о — целое; понятно, что г < оо. Разобьем отрезок [—т, т] на 2г 
равных отрезков (длины уо) и выберем целое /о ~ °° так, чтобы Аг1о < к. 

Введем определение скачка последовательности на интервале. Будем 
говорить, что последовательность | , . Зп (х) \т / скачков на ин~ 

г 1 ]п=о 
тервале [а, § ] , если можно указать таиие целые числа а, (х) , Ь{{х), 
г = 1, . .., что О <а1{х)< Ъ1{х)< а2{х)< . .. < а1{х}< Ъ1{х)^\, и вы
полняются следующие нераве'нства: 

1 . 
{X) + 1 Ч(*> ^ 

+ 1 ̂ '^^^^^^Р 7 « ^ ( ^ ) < Р при а^{х)<}<Ь^{х); 

а (х] + 1 ̂ «2(̂ > ̂ -̂ ^ ^ " ~8^{х)>а при Ь^{хХ]<а^{х); 

и т. д. 
З а м е ч а н и е . | /ЙЯ < аЯ ([О, а» (а:)] (а;)); | /сгЯ>рЛ(10, 

[0,а^(х)](лс) [о,Ъ1(.х)](х) 
Ь{{х)] (х)) для всех г = 1, ..., /; здесь и далее под интегралом от / по ин-
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тервалу [О, п] (х) (при > ТУ) понимается ^1{Т'х)Х(Т"х), т. в. 
г=0 

П 

^2/(г-н 
г=0 

после до1вателыаость По построению, для каждой точки х ^ Р2 
' 1 )^ 
—-г--г8п{х)\т значения в интервале {—тп, т\ допускает 

(4г/о+1) 2'уо-ф'луктуаций. Пусть Е^={х^Р2\х делает /о скачков на 
интервале [—те + /То, — + ( / + 1)'уо]}, / = О, , . . , 2 г—1 . Ясно, что 7̂ 2== 

2г-г 
= \} Е^, поэтому среди [Множеств Е^ найдется хотя бы одно неинфините-

зиМ1альной меры; обозначим ето Р 3 . Пусть соответствующие 1^ ~ оо скач
ков происходят на интервале [а*, р * ] ; положим 'у* = — а*(='уо ^ 0 ) . 

3.4. Покажем теперь существоваоие таких V' ^ V, у'/М ^ О ш /' » оо, 
Г 1 

/' ^ /о, что для любой точки X ̂  Рг последователвиость 1 8п (Х) 
гг=о 

делает У скачков на интервале [а*, р * ] . 
Сначала заметим, что для любой точки х ^ Рз все ее скачки на 

[а*, ^*] идут при п < кМ для некоторого А; < оо. Действительно,- N 

/ сг?1 < II / Их < о о , И п р и п = кN+ Г, к> I, О < г < ТУ, будет 

« + 1 

кN + г -1~ 1 
- 1 

АТУ + Г 4- 1 

А-УУ - I - г 
г + 1 
А-,У / АТУ 

< 4 1 / 1 1 , < ? п р „ . . > 1 ^ ( « с » ) . 

Для любого такого ко <^ °о любой точки X ^ Рз нет ни одного скачка 

п о след ават е л ьности I (а:) на интервале [а*, р* ] . 

Покажем далее, что для любой точки х ^ Рз лоследовательность 
^ 5п (д;) делает пе более {ко — 1) И/ — а*111/'у* < оо скачков па интер

вале [а*, р* ] . Действительно, пусть — наименьшее из тех чисел а,(.х), 
г = 1, .. ., /о, которые превосходят ТУ — 1. Рассмотрим интеграл от функции 
/ — а * по интервалу (аДж), Ъ^{х)]{х); он равен рааности интегралов от 
этой функции по интервалам [О, Ъ,{х)] (х) и [О, аДж)] (ж), что не мень
ше ( р * - а * ) Я ( [ 0 , ЬД:с)] ( л ; ) ) ^ " (П ( [0 , ТУ - 1] <ж)) = 'у* > 0. Такая же 
оценка справедлива и для инт1еграла от / — а* по любому иа интервалов 
{а^+г{х), Ь]+г{х)] ( х ) , / + г ^ /о. Поэтому число таких интервалов не более 
(А:о — 1)11/— а*!)!/-]^*, так как на интервале [ТУ, А̂ оТУ] (х ) может раз
меститься интеграл от функции |/ —а*| не более (ко — 1)11/—а*111. 

Итак, для любой точки х ^ Рз последовательность } ̂  . ^ 5^ {х) 
71=0 

делает I" = То —'(Л̂ о — 1)"/— л*"!/"/* ~ °° скачков на интервале [а*, р* ] . 
Пусть у" < ТУ. Так же показывается, что интеграл от / — а* по ин

тервалу (а;(д;), Ъ{,{х)]{х), г ^ Т " , при а , ( я ; ) > г " не меньше '\*\"/N 
(здесь х^ Рз). Поэтому при п из промежутка У" < П < ТУ — 1 происходит 
не более I I /— а*111/(7*'у"/ТУ) скачков на [а*, Р * ] ; соответственно при 
О ̂  и =̂  V " их не менее I" — II/ — а*111/('у*у"/ТУ); и это справедливо для 
любой точки ж е/^3. 
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Пусть 
- [/-а* 11̂  ТУ-

V ' = 
Г1"!2 [ - 1 ; 

тогда при п из промежутка О ̂  п < л?' будет происходить не менее /' = 
= [1" — I"/2] ^ 1/2 — 1 » оо рассматриваемых скачков; при этом У' 1и ~ О, 
что и требшаяюсь. 

3.5, Итак, в дальнейшем предполагаем справедливость соотноше
ния у|N X 0. 

Покажем, что для любого (сколь угодно (малого) б > О дюжно ука
зать множество ^{ду^Рг, ЦРз)/^ > О, и / ( б ) » оо, А; (б)< оо 
такие, что длн любой точки х ^ Г{8) найдутся такие а{х) < а*, ^ {х) ^ Р*, 

что —т—л^7г{х) делает 1(8) скачков на интервале [си{х), ^{х)], но на 

интервалах [оо{х), ;р(ж)+б] и [а,{х) — 6, Р ( х ) ] число скачков не превос
ходит к (8). 

Интуитивно это утверщдение почти очевидно; длижа следующего 
ниже докавательства обусловлена запретом на «Шеда! зе! ЁогтаИоп» [ 2 ] . 

Измельчим построенное в п. 3.3 разбиение интервала [—т, т] на 
2г равных подынтервалов длины 70 равбиением каждого такого нодынтер-
вала на равные части длины О -С "у' ^ б. Пусть точки = •+ 1'^', О < 
^ 1 ̂  д ( < оо)^— концы этих интервалов, лежащие не ниже ^* (т. е. % = 
= т; положим еще = т + 'у'), и а] = а* —/7', О < / 5 ( < о ° ) , — кон
цы, лежащие не выше а* (ос̂  = —т, а,^1 = —т — у ' ) . 

Построение множ1ества проведем в два этапа. 
Э т а п 1. Построим такие множества Аг, Д , ^ = 1, .. ., 0̂  + 1, что: 
1) /^3 = 5 о Э ^ 1 и^! ; ^ 1 и ^ 2 ; -ВдЭ 1 и 5 , ^ 1 ; положим 

/1,+ , = 5 „ 5 , + , = 0 ; 

2) Я(5Л(^4,+ 1 и 5 , + , ) ) < 2 - ( ^ ) ^ ( ^ з ) , '—о, 
3) Аг ~ {х ^ В^--^\x делает не более А:, скачков на [а*,^г]}; В(= 

= {х^В{-1\х делает не менее 1г скачков на [а*, ^г]} для некоторых 
А̂г < оо̂  1.^00^ 1^1, . . ., д; отметим, что любая точка х ^ Р?;{=Во) де
лает не менее /о ~ оо скачков на [а*, ^*] (^ [а*, §о ] ) . 

Заметим, что любая точка х ^ А^ делает не менее /, ~ скачков па 
[а*, и не более кг < оо скачков на [а*, + б ] . Кроме того, Аг П 

9+1 

Г\А^ = 0 при I ^ ] , и 2 ^ (^г) ̂  ^ (-^з)'2- После'днее неравенство следу-

ет из того, что при переходе от Вг-1 к Вг исключается из рассмотрения 

(т. е. не попадает в и А^ подмножество множества М1еры не более 

2(^У _и ^-^ Я(/^з), а всего таких переходов от Во = /''з к - 0 ровно д + 1. 
Переходим к пюстроению описанных множеств. 
Ш а г 1. Рассмотрим для каждого целого к^О множество Н\

= {ж е I ,г- делает ровно К скачков на [а*, ^ 1 ] } ; для каждого целого 
О ̂ /г < оо иооюж^ш А\{х ^ В^^\x делает не более Ь, скачков на 
[а*, ^1]}; длн к X оо определим В^ = {х ^ В^\х делает не менее к скач
ков на [а*, Р] ] } . Покажем существование таких А;1 < оо и « оо, что 

Л (^цЧ (^1^ [} ^1^]) < 2(д\) ̂ "^"^з); '̂ти и в[^ и годятся В качестве Л1 
н В и 

V 
Заметим, что 2 ^ ( ^ 1 ) = л. (/?„). Пусть 

к^ = шах (л^ 

Возможны два случая. 

2 Я ( я 9 < Я ( В , ) / 2 
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1) Если / г1<с » , то X ( л^^ ' ) > Х(/?о)/2. Далее, если X (5о\Л11 '^^ )> 

если же >. (Яо\^41^^^) ^ 2"^^-^р|уЯ(5о), то положим А^^^А^^^^, /г;̂  = /1^-[-

- I - 1 < оо, В1 = 0, и X оо — любое, и сразу переходим ко второму шагу 
построения. 

2) Если Л ^ ^ о о , то x ( 5 ^ ' ^ ' ) > Я ( В о ) / 2 . Далее, если Я ( Я о \ Я 1 ^ ^ ' ) > 

V 

/I, = шах К| 2 Я(я;)<я(5Л51^'"')/2; 
У^^Л^ /1=0 \I 

ОО если же Я^Д^ЧЯ^^^М^ ^ Я (Яр), то положим А\ 0, <. 
V ^ / ^ (̂ 5 -[- 1) 

любое, Я^ = , /1 = /̂ 1 + 1 ~ оо, и сразу переходим ко второму шагу 
построения. 

В зависимости от того, ограиичено или нет возникшее выше число 
^ 2 , аналогично рассматриваем два случая, и в каждом из них либо нахо
дим Лз (расширяя строящиеся множества вида -4^ и В^), либо находим 
Л ] , /сь Я) , 1\ переходим ко второму шагу построетия, и т. д. С рас
смотрением (Каждого нового числа мера точек из Во, еще не лежащих 
в строящихся множествах вида и Я^', убывает не менее чем вдвое, 
поэтому процесс закончится (переходом ко второму шагу построения) 

рассмотрением п^^ ̂  \"2"/ ^ 277-М) ' немоторам 

Ш а г 2. Если О1казалось так, что В^ = 0 , то положим Аг = В1 = 0 , 
< оо, оо — любые, 1 = 2, ..., д + 1; полученная система множеств 

и будет требуемой. 
Если В1 Ф 0 , то для каждого 11> О рассматриваем множество Яд = 

= {ж е Я^ I л; делает ровно к скачков на [а*, ^2]); для О ̂  /г < оо положим 

4 = и я^ ' ; для л л ^ о о - я ? = и н1'. 

Далее так же, как на первом о1аге, находим такие /сг < °о и 2̂ ^ 

что я ( я А ( 4 ^ и 5 2 ' ) ) < 2 7 7 ^ > ^ ( ^ з ) , и положим Л = В, = В[' 
и т. д., всего шагов не более д. 

На последнем шаге получаем множества Ад и Яд, числа А;, < оо и 
1д « оо. Остается заметить, что на [а*, §9+1] любая точка из Я , не делает 
ни одного скачка, так как > т; поэтому для Ад+1 = Я , можно взять 
любое кд^1 ^ оо; щля Вд^1 = 0 соответственно любое 1д^.1 ~ оо. 

Э т а п 2. Аналогично тому, как это делалось на первом этапе, по 
каждому построенному выше множеству А{, г = 1, . . ., ^ + 1, нах,одим та-
Ш1е его подмнож.ества Л^, / = 1, . . ., 5 + 1, что любая точка х^А] дела
ет не менее оо скачков на [а^-ь Рг-г] и не более А;]<Соо скачков 

на [а,-1 - б, р,--1]; кроме того, А]^ [\А]^= 0 при /1 =7̂ /2 и 2 Я ( Л } ) > 

> Я (у1̂ ) '2. Положим Р ф) = [] [} А]. Тогда Я {Р (б)) > У 4 -̂ (^0 > 
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^ • ^ Я ( / ' з ) . Определим далее, 

/ (б) = т1п т1п 1г; т1п /] 
1«г<д+1 1<г<9+1 

оо: 

V 
^_^на иптерва-

к (6) = тах ( тах А:̂  т ах /с]1 <С оо • 

Тогда любая тотжа х^Р{ё) (лежащая, для определенности, в Л^") 
делает йе мешее ^(6) скачиов на 1̂̂ -1] и не более А; (б) юшчков 
как на [о'^ц-!—б? Р^р-!] ' "̂ ^̂  ^ на |^а;^_1, 4 б ] , остается положить 
а ( я : ) - а ^ ^ _ 1 , ;Р (х ) = рг^_1. 

3.6. Пусть 6 ^ 0 , - ^ > - 6 > - 0 — произвольные (сколь угодно малые) 

действительные числа. 
Для любой точат х^Р{ё) докажем существование таких чисел 

1а{х; б, 0 ) л ; оо, 11{х; б, 6 ) ж оо, г = 1, . . . , р(б, в) (здесь р » «> и не 
зависит от выбора тючки х), что ^ < ^а~^ ^ < . . . < ^ 4 ^ 
< / ( б ) , и при ©оех п, у д о 1 в л е т в о р я ю щ и х неравенствам -7 & г (:г) ^ « 6 4 (х), 

У̂Д®т 8п ( ж Х ̂ {х) 4- б (г = 1, . . . , р); при 0а ^ ( л : ; Х п < а ^ (х) будет 
1" 'а 'а 

^ 5п (ж) > а (ж) — б (; = 1, . . . , /)); здесь числа (ж) и Ъ^^ (х) — те же, 

что в 'Определении скачка последовательности | ̂  ̂  ^ {х) 

ле длн интервала [ а ( х ) , Р(л;)] (см. п. 3.3). 
Как уже отмечалось (см. п. 3.4), 

{1-а{х))аХ^у{х)1([0,Ъг{х)]{х)), ; = 1 , . . . ,Цб ) . 

Поэтому 

I \!-а{х)\аХ^у{х)К{[0,Ьг^(,Ах)]{х)); 
(адб)(а:),Ь,(5)(х)](х) 

I \1~ах\ё1^у{х){Х{[0, 6г(б)(.^)](г) + Я([0, йцб)-! (^)] (^ ) }> 
(ог(й)-1(*).Ьг(е)М](*;) 

>2у (лг )Л ( [0 , Ь1^б)-Ах)]{х)); 

и т. д., т. е. при г = О, 1, . . ,, 2(6) — 1 справедливы неравенства 

5 I / _ а (а:) I > ( г + 1) у (д:) Я ([О, Ьг(б)-г (а )̂] (х)). 

Заметим, что существует такое Ма, < °°, что для любого п ^ V 

\1 — а{х)\ак^МаХ{[0,п]{х)) 
[0,п](х) 

для ®сех точек х^Р{6): достаточно посмотреть на определение множе
ства Р2 (см. п. 3.2); по построе^нию, справедливо включение Р{6)^Р2. 
Таким образом, 

[ I / - а (2;) I < Ма^ ([О, (х)] (х)). 
[0,Ьд5)(х)](а:) 

Поэтому При всех г из промежутка 0 < / (б )— 1 будет 
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что не превосходит 6/4 при г ^ 

^ "4 ^Ц6) (х) для любой ТОЧ1КИ X ^ Р{Ъ). 

Аналогично находим Га — г " + 

АМ. а 

2 

« о о ) ; итак, Ъ^^^^_а{х) 

такое, что 6 а(-^Х^ 

(здесь А; (б)< оо < Т ^ ( б ) - г ? ^ ^ ^ ' ^ до Гй(6)+2 = (/<;(б) + 2) 

взято из определевия множества ^ ( б ) , п. 3.5). 
Так 1как любая точка х^Р{6) делает не более А:(б) скачков на ин

тервале [<х.{х), Р ( х ) + б ] , то найдется такое д{х), О < д{х)^ к{6)+1, 
1 

^'^^ тт ^« ^ Р С-̂ ) + б при всех п из промежутка Ь « (:г) ^ ^ 

^ 6 а (х) (здесь Го о). Положим 1{Ь) ~ ^^^x) ^ оо; отметим не-
равенство Гд^х) ^ (̂  (б) + 2) а и то, что последнее число не зав1исит от 

выбора точки X ^ Г\{^), 
Совершенно анаиогигано получаем неравенство 

[ \^(х)~^\аХ^у{х)Х([О, а^(х)](х)) 

и для Г = 1, . .., 11{х) — 1 справедливость неравенств 

I \^{х)-1\аХ^гу{х)1(\0,аг^ Лх)]{х)\. 
(Ь 1 (х),а 1 (х)-|(х) \ '^^^ ^ У 
I гр(х)-г 2р(х) ] 

С другой стороны, при всех д =̂  V будет 

^ \^{х)-1\аХ^М^Х{[0,п]{х)); 
[0,п](х) 

снова находим соответствующие числа = / .87* ] , / = А; (б )+2, 

такие, что а ^ « (̂ ) ^ т ^ ' ч 3 (^)' ^ находим такое д (х), что 

-4—г 5 « (х) ̂  а (а:) — б при а , к ( а ; ) ^ / г ^ а 1 в (ж); положим 

(̂ ) = (.г) - г?(х); опять г? < (/с (6) + 2) [ . 

Далее так же находим 11{х), 1а{х) и т. д. до ЬЦх) и 1а{х). В качест
ве р возьмем число 

- 1 (б)/2 -

(А(б) + 2 ) [ [67* ] + [ 87*] 

оо 

(не зависящее от выбора точки х^Р{б)); тогда 2^(^ )^Цб)/2л; оо, так 
как за каждую пару шагов построения имевшееся 1{х) укорачивалось 
не более чем на 

{к (6)+ 2) 
лм 
87*] + 1 ^ ] ) + *-

Докажем следующее важное свойство точек х^Р{6). Если п лежит 
е . « . в промежуткеа ^ ( а : ) ^ п < 1 о)^г, Л^) при некотором л, 

;р(б, в ) , то 
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9 / в \ если -г-6 ^ ( а ; ) ^ ^ ^ 1 — ^ ) & ^ {х) при некотором/, 1 ̂  / ^ р (б, 9 ) , то 

Действительно, при ^ а I {х)^п^а г (х) будет — 8п-1 (х)^а^х)— 

— б. Из неравенства 

с учетом этого соотношения получим 
1 ({а {X) - 6) п + 5„ . (^)_„ ( Гх)\ а (х), 

1гЛх) 

И п р и в ы п о л н е н и и у с л о в и я а г (ж) получаем 

а{х)(а^ (д-) —к + 1 

а{х) + 
8п 

п 

а . (ж) — « + 1 

6 

Второе неравенство доказывается аналогично. 
3.7. В обозначениях предыдущего пункта положим 

Р2:-1= [] \0,а^ {х)]{х), Р,^^ [} ГО, 6,- (х)] (х), 

/ = 1, /7(6, 6 ) . 

По построению, Рг^ . . Р2Р-1^ Р2Р^ прл этом Х ( Р 1 ) < 
«5 Я ( й ) = 1,Х{Р{8)) > О, т. е. найдется такой индекс ,̂ что ^(Раг-хА^гг) < 

< ^ ( « 0 ) -
Покажем, что из покрытия П множества Р2(-1 интервалами, его со

ставляющими (т. е. О, а^^ ^^^{х) {х), х ^ Р{Ь)у можно выбрать такое 

подпокрытие Па, что мера точек множества Рг^-ь покрываемых более 
чем двумя интервалами из Па, инфинитезимальна. 

Действительно, пусть жо^Ргг-ь Рассмотрим множество всех интер
валов из П, покрывающих хо, и выберем из него интервал /1 с самым 
правым (т. е. самым дальним против часовой стрелки) концом; если та
ких интервалов несколько, то берем любой из них. Рассмотрим первую, 
против часовой стрелки, точку из Рг»-!, лежащую вне / ] , и из множества 
всех интервалов из П, покрывающих ее, выберем интервал с самым пра
вым концом (или любой из таких, если их несколько); обозначим его /2. 
Так же выбираем интервал / 3 и,т. д., пока не покроем исходную точку 
Хо] пусть 1д — последний интервал построенного покрытия. По построе
нию, Л П/,+2=^0 П р и всех 1, так что любая точка множества 
Р2г-1, не лежащая в /д, покрыта не более чем двумя интервалами по
строенного подпокрытия; все точки множества Р2*-1 покрыты^ и мера /д 
инфинитезимальна, поскольку « 0 . Поэтому данное подпокрытие и 
является требуемым. 

Аналогично из покрытия множества Р21 интервалами О, Ь^^ ^^^{х) (х), 

х^Р{8), выбираем такое подпокрытие Пр, что мера точек множества 
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Р2(, покрываемых более чем двумя интервалами из Пр, инфинитези
мальна. 

•3.8. Для интервала / вида [О, п] (х), x^^, /г л; <», введем следую
щие обозначения: 5 ' в ( / ) = [ 0 , [^9] ] (х )—левая 9-зона /; Св(/) = 
= [ [?г9]+1, [ге—?г9]—1] (х)—9-центр / и Ле (/) I [ « —/г9], п]{х) — 
правая 9-зона /. 

Пусть 1=1, ..., д,— интервалы покрытия Щ (см. п. 3.7). По
строим множество Л а интервалов У,, / = ,.., д' ( д ' ^ д ) , таких, что: 

(1) ^(Р2^-1А [} ^{Р2^-1)<Ж 

(2) С/ЙЯ/Я(/,.)<«* + ! , 7 = 1^--.,?'; 

3 ' 

(3) каждая точка из [] покрывается не более чем двумя интер-

валами из Па, причем мера точек, покрываемых двумя такими интерва-

лами, не превосходит 9Я У -

Положим ]\=1\. Неравенство ]/с?Я/Я(/1)^ а*, г = 1, ..., д, сле-

дует из того, что по построению все интервалы Л имеют вид ГО, а1 (^)1(^) 
Г 'а(=«) ] 

для некоторого х^Р{Ь) (см. п. 3.7), а для интервалов такого вида тре
буемая оценка очевидна и отмечалась еще в п. 3.3. 

Далее, если 1\ 1^ = 0 , то положим /г = / 2 . Если /1 П /2 =̂  0 , то воз
можны три случая. 

1) Правый конец интервала /1 лежит в 5^в(/2) . В этом случае по
ложим /2 = / 2 ; отметим, что Я(/1 П / 2 ) < 9 Я ( / 2 ) . 

2) Правый конец 1\т в Се ( / 2 ) (самый трудный случай). По-
лежим / 2 = = / 2 \ / 1 . Неравенство ] / с̂ Я/Я ( / 3 ) ^ а * - д - для этого случая 

доказано в конце п. 3.7. 
3) Правый конец /1 лежит в /2а ( / 2 ) . В этом случае интервал /2 вы

кинем и положим /2 = /з. Исключенное из рассмотрения множество 
ТаМг^Р21-1 имеет меру не более 6Я ( / 2 ) ; при этом Я ( / 1 ) ^ ( 1 — 9 )Я ( / 2 ) , 

т. е. Я ( / , \ / , ) < ^ Я ( / , ) < 2 9 Я ( / , ) . 

Аналогично находим интервал /з и т. д. Продолжаем процесс до тех 
пор, пока не дойдем до интервала /^-ь Интервал Д выкинем: как уже 
отмечалось, его мера инфинитезимальна, поэтому это можно сделать. 

По построению, полученное множество интервалов Ла и будет 
требуемым. 

Точно так же по множеству Рг* строим множество интервалов / та-
Г 26 

ких, что I / «2Я/Я (/) ^ Р*— о" и выполнены условия, аналогичные свой-
'^ 

ствам (1) и (3) множества Я а . 
3.9. Пусть ^ ^ 1 ( 1 ( 1 Й ) . По свойству абсолютной непрерывности интег

рала Лебега, для любого е > О найдется такое А > О, что для любого 

с 
Пусть Ае(е)—максимальное А ( ^ 1 ) , удовлетворяющее этому усло

вию для данных ^ и 8. Заметим, что для е > 0 будет А г ( е ) > 0 : если 
было бы Ад{е)^0, то для любого С^Я такого, что Я ( С ) ^ 2 А е ( е ) « О, 

.и^я 

множества С^Я, Я ( С ) < А , будет < е. 

в силу условия ^•^Ь1{0) было бы о (<С е) — противоречие. 
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Пусть А ^ [} 7у, В — такое же объединение интервалов из л;̂ . 

Тогда Я(Л АР2, -1 ) < З е Я (Р2<-1 ) , Я ( Я л р 2 , ) < з е Я ( Р 2 0 (см. п. 3.8); 
Л(Р2._, А Р а О - О , Я (Р2< -1 )~Я (Р20>^ (^ ( б ) ) ^Я (/^з )/4>0 (см. п. 3.7); 
к{А)^Х{Р2г~1), Х{В)<Х{Р2^). 

Отметим также, что множества Ргг-ь Ра*, Л, В зависят от выбора 
как б, так и 9; множество 7^(6) зависит только от выбора б; множество 
Гз ве зависит ни от б, ни от 9. Имеем 

I (/ - а * ) аХ=^ 2 [ (/ - а * ) ах ~ ] (/ - а * ) ёХ, 

где Оо. — множество точек из А, покрываемых ровно двумя интервалами 
из Я а . По построению, 

( / - а * ) ^ Я = [ / й Я ~ а * Я ( / , ) 2б\ а* + ^ 26 ^" ]Я (/ , - ) -а*Я(/ , ) = ^Я(/^) 

для всех / ^ ^ Я с с , и Х{Оа)^^'Х{А). Поэтому 

( / ~ а * ) й Я < | 2 Я ( / ^ ) - | ( / - а * ) й Я < 
А 

< | ( 1 + е ) Л ( Л ) - ] Ц-а^)йХ. 

Аналогично 

26 (/ - р*) > (1 + 9) А (В) - 3 (/ - Р*) с/Я 
в Ср 

при Х{Ое)<дХ{В). 
Итак, 

I ( / - а * ) йЯ - I ( / - а*).йЯ + ]" ( / - а * ) ( г Я < 
^2<-1 ^ -Р2г~1\

26 < ^ ( 1 + е ) Я ( ^ ) - (/-а* )ЙЯ + 

I 

( / - а * ) ^ г Я < 

/ - а* IЙЯ; < ^ ( 1 + 9)Я(Р , ,_ 1 ) + 

Саи(^2<-1\^) 

здесь учтено, что С а ^ Л ; отметим неравенство 

Я ( и (Р2<-1 \^)) < 9Я ( Л ) + 39Я (Р2*.-1) < 49Я (Р2,-1) ^ 49. 

Выберем 9 > О не большим 

0(, = тах 

Тогда 

/ - а* 1 Й Я < ^ ^ < ^ Я (Г (б)) < ^ Я (Р , ,_1); 

аналогично при 9 < 6о будет 

I | / _ р * | а < ^ Я ( Р 2 0 . 
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26 7*0 
П р и ^ ( 1 -'г е Х ^ т. е. при О < О < бо, О < б < 12Ц + в) получаем нера

венство (/ — а * ) ах У* X {Р21-1); аналогично ах 

Р2г 

^Я ( Р 2 ( ) -С одной стороны, ^ /^Я < | Л (Ргг-х); с другой 
Р21--^ 

стороны, ^/с?А,^^Р* ^ ^(РзО; при 1ах « I* ]ах. так как этом 
^2* Р21-1 Р21 

И Я{Р2/-1 А Р з О ^ 0; кроме того, X(Ргг-О « ^(РгО > 0. Полу
ченное противоречие и завершает доказательство теоремы. 

§ 4. ВЫВОД ТЕОРЕМЫ 1Б И ТЕОРЕМЫ 2 

В этом параграфе приводится (несложный) вывод оставшихся не
доказанными результатов основных теорем из теоремы 1А. 

4.1. Докажем сначала теорему 1Б. 
Для любого 8 > О теорема 1А гарантирует существование измеримо

го множества А^^О, меры не менее 1 — 8/2 такого, что для любой точ-
ки X ̂  А^ последовательность — р - Зп {х) \т ограниченную 

флуктуацию. Поэтому (см. п. 1.2) для каждой такой точки х можно ука
зать неограниченное число {^ (д : )^^ такое, что последовательность 
Г 1 / ч>(' '^ / \т " 

I \) сходящаяся. Найдем такое ~ 0 ° , что для всех 
точек множества А^^Ае, Х{А^)> I — будет [1{х)>Уе. Тогда после-

(около)сходящаяся для любого х^Аг', довательность 
* 1 

для любого х^Я положим и{^) = м 4 {^УУ МОЖНО считать, что рас-
сматриваемая последовательность для любого х^А^ (около) сходится 
именно к /е (х). Так как 

^\11{х)\ах = ^ ^^8V,{x) а х ^ ^ ^ 2 ^\у{т'х)\ах-^^\1{х)\ах, 

то /е Их =̂ 11/Их ̂  ОО- Кроме того, для любого измеримого будет 

' / : ( л : ) с г Л = ^ 2 \1(т'х)аХ. 

Для любого Е инфинитезимальной меры отсюда получаем равенство 
^1*{х)аХ^0, что доказывает принадлежность /е к ^^1(й) (поскольку 
Е 

I /* к "С оо ); при Е — !• получаем равенство \* {х) аХ = ^ I (х) аХ, что и 
завершает доказательство теоремы 1Б. 

4.2. Докажем теперь теорему 2. 
Пусть Го—автоморфизм пространства Лебега (йо, Яо), ^^^^^{^(у}. 

Назовем динамическим процессом (по аналогии со «стохастическим про
цессом» в [ 1 ] ) , порожденным тройкой (йо, Го, /о), последовательность 

-4 - т 5 п ( а : ; /о , Го)\°° (функций класса Ь 1 ( й о ) ) . 
п I ^ }п=о 

Пусть (^, X) — элементарное пространство с мерой, получающееся 
разбиением на атомы пространства (йо, Хо); Т — элементарный автомор-
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физм пространства (О, X); Процесс (—^ 5„ (а:;/, Г) 

V » 0 0 , назовем близким (ср. [ 1 , р. 81 ] ) элементарным процессом (по
рождаемым тройкой {^, Т, /)) , если: 

V 

п=0> 

!0 ( 1 ) 2 ; г п ^ ) - т ^« /о' ^о) 

для всех X е Йо, исключая множество инфинитезимальной меры; 

0. 
1 (2) 2 ,ТТ1 Л - /о' ^о) 

71=0 ' 
Как нетрудно заметить, первое условие вытекает из второго. 
Покажем, что в случае /о ̂  Ь1 (Оо) близкий элементарный процесс 

всегда существует. Как показывает пример 2 (см. § 2 ) , при невыполне
нии этого ограничения такого процесса может и не быть: там даже 
/о (^Ь1(01о)) ве удается приблизить с инфинитезимальной точностью 
функцией из Ь{ ( й ) . 

Построение требуемого процесса начнем с построения для любых 
V » оо, б ~ О аппроксимирующего То элементарного автоморфизма Т, та
кого, что 

\{{х^О^\Тх^ Т^х для всех к, 0 < А ; < V } ) > 1 — б . 

Обозначим через Мр, р>0, множество точек, в которых автомор
физм То имеет период р, и через Мо множество точек, в которых он апе-

риодичен; == У Мр. Тогда по каждому непустому Мр, /? > О, можно 

указать такое так называемое фундаментальное множество Ар, что 

и ^(Т'Ап П Т'Ар) = О при 0 ^ 1 , 7 ̂  р — 1, 1^]; для (непустого) Мо мож-
но указать такой действующий на нем периодический автоморфизм Тр^, 
что (см. [6, 7 ] ) 

К([х^Мо\Т^^хфТ1х для всех к, О < А :< V } ) X I — 6/2) Я(7к/'о). 

Пусть Ао — фундаментальное множество для Тр^» 
[ °° \

Пусть число Р таково, что \ Мр ^ 6/2. Положим Тх = х для 
\р=Р I 

сю Р - 1 

х^ и Мр; для ж е и Мр положим Тх = Тох\я х^Мо определим 
^ оо 

Тх = Тю аг. При этом можно считать, что Т действует на атомах [} Мр] 

А,; А„ Т,А,; А,, Т,А„ Т1А,; . . . ; Ар_^, Т,Ар_^, ..., Т^-'Ар_,; А„ Т,А,,... 

. . . , ^ 0 " Л^, т. е. что автоморфизм Г — элементарнь^й. Соответствующее 
элементарное пространство с мерой обозначим через й. 

Далее, берем любую элементарную (т. е. ступенчатую с конечным 
числом ступенек) функцию / на йо такую, что И/—/ь111 ̂  0. Соотноше
ния 11/111 < о о и I ^(х)Лк^О для любого Ес1^^^ Я ( Е ) « 0 (т. е. принад-

Е _ 

лежность / классу 1,1 (Оо)) сразу следуют из аналогичных условий, вы
полняющихся для функции 1о^^Ь\(Оо). Пусть — атомы разбие
ния йо ступеньками функции ^ 

Измельчим разбиение на атомы пространства с учетом разбиения 
12о ступеньками функции / так, чтобы это новое разбиение было инва
риантным относительно Т и чтобы функция / была константой на каж-
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дом таком новом атоме. Для этого разбиваем атом [] Л/рНа атомы 
ОС ^ т 

атом — на {А^ {] для каждого р из проме

жутка 0 < / ) < / ' — 1 разбиваем Т^Ар для любого к, О^к^р— \, на 
атомы { г " (^р П П Т~^1^^^ П • .. П ?'~"''~'^^р)}1;',...,.р=ъ аналогично раз-

биваем и оставшиеся атомы ^о, ТА^, . . . , Г ° Лд. 
Как нетрудно видеть, элементарный автоморфизм Т, совпадающий 

с Т поточечно на и рассматриваемый как действующий на построен
ном элементарном пространстве О (полученном описанным выше разбие
нием атомов пространства Й ) , само это пространство О и элементарная 
функция / на О, поточечно совпадающая с / на йо, и образуют тройку 
(О, Т, /), порождающую требуемый близкий элементарный процесс. 

Действительно, для каждого п, О ^ п ^ V , будет 
п 

, 7 ^ 1 {х; /, Т) - 8п {х; /о. Го) [ = ^ 1 ] 2 1 / { ^ ' ' ^ ) - /о ( 7^0^) 

О 

Остается заметить справедливость оценки 

/ ( Л ) - / „ ( г ^ ) | й л , < | | Г - /о1х + 

+ I ( 1 / 1 + | / о 1 ) ^ ^ о « 0 
О'|Х(П')<б!=0 

для любого к из промежутка О < А; < ?г. Доказательство существования 
близкого элементарного процесса закончено. 

Теорема 2А теперь немедленно вытекает из теоремы 1А; теорема 2Б 
выводится из теоремы 2А аналогично тому, как теорема 1Б выводилась 
из теоремы 1А. 

§ 5. ДВА ЗАМЕЧАНИЯ 

В этом разделе работы приводятся доказательства двух замечаний 
из § 2, требующие более глубокого знакомства с нестандартным анали
зом, в объеме [ 2 ] . 

5.1. Д о к а з а т е л ь с т в о з а м е ч а н и я 2. Покажем, как из теоре
мы 1А выводится эргодическая теорема Биркгофа — Хинчина для авто
морфизма Го пространства Лебега (Оо, Ко). 

Первый шаг доказательства — построение для стандартных йо, Го и 
/о (^//1(^0)) элементарного процесса, близкого к динамическому про
цессу, порожденному тройкой (Йо, Го, /о). Делается это дословно так же, 
как в § 4 при выводе теоремы 2; нужно только проверить, что если /о 
стандартна, то /о^1/1(йо). Действительно, в этом случае 

1̂ 0 н им°° 

— стандартная сходящаяся (к И/оНО последовательность. Поэтому по 
критерию сходимости стандартной последовательности ее сходимость — 
белая, а это и означает, что 1о^Ь]{Оо). 
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Таким образом, у каждого стандартного процесса, порожденного 
(йо, Т'о, /о), есть близкий элементарный, порожденный тройкой (Й, Т, /); 
обратное, вообще говоря, неверно. Действительно, даже не для всякой 
элементарной (т. е. ступенчатой с конечным числом ступенек) функции 
/ е ^1 (О) ̂ удается найти инфинитезимально близкую (по норме) функ
цию / 0 ^ 1 / 1 ( ^ 0 ) (например, для / = соп81 « < » ) . Причина здесь в том, что 
(метрическое) пространство ^ 1 ( ^ 0 ) не компактно, и по нестандартному 
критерию компактности в нем имеются неоколостандартные точки; в ка
честве требуемой элементарной / годится любая инфинитезимально близ
кая (по норме) к такой неоколостандартной точке. По этой же причине 
(некомпактности группы автоморфизмов в требуемой метрике) не всег
да удается инфинитезимально аппроксимировать элементарный автомор
физм стандартными. Это приводит к тому, что излагаемыми ниже (при
надлежащими Э. Пельсону) методами не удается вывести из обычной 
теоремы Биркгофа — Хинчина теорему 1. 

В дальнейшем используются в полном объеме результаты разделов 
«Ве§[и1аг ргоЬаЫЬЧу шеазигей» и «Еди1уа1епсе о{ ргоЬаЬШз1;1с ргорегИез» 
Аппендикса в [1 ] , поэтому ссылки будут даваться неносредственно на 
соответствующие места этой монографии. 

Вернемся к стандартному процессу (̂ о̂, Го, /о) и близкому к нему 
элементарному (й. Г, /; V). Рассмотрим их как два стохастических про
цесса, причем можно считать, что первый из них задан в канонической 
версии [ 1 , р. 86 ] . 

Предложение. Последовательность — Г 7 '̂'п (-̂ /̂о» ^о)[ сходится 

п. е. тогда и только тогда, когда последовательность \ , 2„ (х; /, Г)1 

имеет пр. в. ограниченную флуктуацию. 
Д о к а з а т е л ь с т в о сформулированного предложения проводим по 

следующей схеме: сначала из отрицания первого утверждения выводим 
отрицание второго, затем из справедливости первого выведем справедли
вость второго. 

Г 1 
(1) Пусть неверно, что последовательность I , , 8п{х; /, Т,^. 

сходится почти всюду. Тогда указанная последовательность пе сходит
ся иа множестве положительной меры; следовательно, найдутся такие 
множество Е положительной меры и число > О, что для любой 
точки х^Е рассматриваемая последовательность допускает бесконечное 
число у-флуктуаций. По принципу переноса можно считать Я ( ^ ) > 0 
и - у » О, 

Положим 

Ф ) , = \х е % 8п{х)^^ допускает не .менее / у-флуктуаций 
]п=0 

для /, А; е N; пусть ф 1 ̂  П У Ф^Й-
3 к 

Так как Ф^^Е, то Я ( Ф 1 ) = е > 0 . Отметим, чтоФ]ь замкнуто в ^о 
при любых /, к (напомним, что рассматриваемый стохастический процесс 
берется в канонической версии). 

По теореме А6 [ 1 , р. 87—88] и принципу переноса существует та

кая стандартная функция %: N N5 что Я (Ф~ ) > е , где Ф~== П Ф^~ • 

Для стандартных / стандартным будет и %(/), т. е. к { ] ) < \я ( л ю 

бого) V ~ оо при / < оо. Поэтому ДЛЯ любого X ̂  Ф ! ^ последоватсльность 

( ^ 5п {х)]^ допускает неограниченное число -у-флуктуаций (так как 

их число больше любого / < о©). 
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Так как (йо, То, /о) и (О, Т, /; V) —близкие процессы, то можно 
указать множество Л8/2, Я(^е/2) ^ 1 — е/2, такое, что для любого 
справедливо соотношение 

V 

п=о 
0. 

1 

п=о 
Тогда для любого х е -4е/2 П Ф ~ последовательность |—р-г 5 ^ {х; /, Г) 

допускает неограниченное число ('у/2)-флуктуаций; при этом ^/2 > О и 
^ (^8/2 П Ф~ ) ^ ^̂ /2 О, т. е. указанная последовательность не пр. в. яв-

ляется последовательностью ограниченной флуктуации, что и требова
лось доказать. 

1 , . (2) Пусть последовательность \ .^п(а^; /о» ТЛ сходится п. в.. 

Т . е. для п. в. х^ йо указанная последовательность допускает лишь ко
нечное число у-флуктуаций для любого > 0. 

Положим Фй^^{д;е^о|, при п^к происходит не более 1/7 части 

всех -у-флуктуаций последовательности |—г—т-̂ п (•̂ ;/о» Т'о)! 1' /, А; е N. 

Пусть ф 2 = П и тогда Я ( ф 2 ) = 1. 

Пусть е > 0 и у > 0 стандартны; по теореме А6 [1] и принципу пе
реноса существует стандартная функция %: N N такая, Ч Т О Я ^ Ф 1 , | ^ 

^ 1 _ е, где Ф ' ^ ^ П Ф^ ^ о г 

Для х^Ф"^ при любом 7 < оо последовательность 1 
Г̂1(̂ ; /о, Т^ 

П=0 .1+ 1 ' 

указанная последователь-
делает не более 1// всех своих 'у-флуктуаций при п^Ъ{]). Положим 
7 = 2 ( <оо ) ; тогда для любого Х^А^/2[\Ф\ 

ность не менее половины своих 'у-флуктуаций делает при гг<%(2) (<оо ) . 
Следовательно, общее их число для любого такого х не превосходит 

2А;{2) < оо. Отсюда сразу следует, что последовательность ——8п{х; /, Т\ 
^п=о 

делает не более 2%(2) 2'у-флуктуаций для любого х^ А^12{]Ф\. Так как 
^ (А/гП Ф | ' ) ^ 8 / 2 и (стандартные) значения е > 0 и ^ > 0 выбирались 
произвольно, доказательство предложения закончено. 

Доказательство замечания завершается применением теоремы 1А к 
процессу (О, Т, /; V ) : только что доказанное предложение дает справед
ливость обычной теоремы Биркгофа — Хинчина для стандартного процес
са (Оо, То, /о); общий случай отсюда следует по принципу переноса. 

5.2. Д о к а з а т е л ь с т в о з а м е ч а н и я 4. Пусть тройка 
( (О , А,), /, Т) — стандартна. Тогда сходимость последовательности 
[ 1 1'" 
^ -̂-р-̂ 8п{х\ ^)|^_^— белая для пр. в. х^О. 

Действительно, из обычной эргодической теоремы Биркгофа — Хин
чина сразу следует, что для любой пары (е, б) положительных действи
тельных чисел существует (и единственно) число # е , б ^ п 1 т { р | сущест-

вует А{е, б, р)^0, Х{А{е, б, р))> 1 — е, такое, что (п^р&х^ 

^А{е, б, /))) =̂  (существу ет И т 5^ (а;;/, Г ) = /**(д:)& 8п{х; I, Т)— 

—/**(х) 

По принципу переноса (как нетрудно видеть, все параметры в воз
никающей внутренней формуле 18Т принимают стандартные значения) 
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при стандартных значениях е и б стандартным будет и ^Уес, т. е. 

Пусть Ж (б, к) = {х е ^\т И т — ^ 5 ^ (х; /, Т) = /** (х) и 

для некоторого т г^ А; будет 5 „ (я:;/, Г ) —/** (х) > б | , и пусть 

(стандартное) е > 0. Для каждого натурального т обозначим через к^ 

минимальное натуральное число со свойством Я (М кт)) ^ и пусть 

*5 у М(1/т,к/т). Тогда Я ( 1 9 )<е. По доказанному /с̂  < оо при 

» г < о о , так как А : „ 1 < 7 У ^ 1. Поэтому для любого (здесь О ' = 

будет ^ 8п {х; I, Т) - /** {X) 

2тп т 

— {х'^0\т И т — 7 7 т ^^•> / ' ^ ) = / * * °Р^^ любом /г « оо 

1 
<; б для любого б о, т. е. X 1 

X 8п{х; /, Г ) -^/** (ж) « О, что и означает белую сходимость последователь-

"^'^^^ { ^ г т т ^' ^ С = о ( ^ ) . • 
В силу произвольности выбора (стандартного) е > О замечание 4 

доказано. 
Отметим, что в случае эргодичности меры Я будет /* (а ; )~ 

л ; /** (.г) = С0П81 = I / йЯ. При цветной сходимости средних это было не 
так даже для периодического автоморфизма (см. пример 1 в § 2 ) . 

5.3. Из доказательства замечания 4 видно, что если математическая 
теорема утвержда,ет сходимость некоторой последовательности п. в., то в 
случае стандартности значений всех входящих в ее формулировку пара
метров сходимость будет пр. в. белая. 

ГЛАВА 2 

ФЛУКТУАЦИОННАЯ ЭРГОДИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА 

Вопрос, рассматриваемый в этой главе, возник у В. В. Иванова при 
обсуждении результатов предыдущей главы, опубликованных в преприн
те [ 8 ] . Как оказалось, обе теоремы первой главы являются интерпрета
цией на языке нестандартного анализа некоторой более сильной теоре
мы— флуктуационной эргодической теоремы (ФЭТ) , являющейся уточ
нением обычной эргодической теоремы Биркгофа — Хинчина. ФЭТ в ус
ловиях теоре^иы Биркгофа — Хинчина, кроме утверждения об обычной 
сходимости средних, несет дополнительную информацию .;о некоторых ка
чественных характеристиках этой сходимости, т. е. формально ФЭТ яв
ляется усилением этой теоремы (уже не имеющим отношения к нестан
дартному анализу). Стало понятно также, от каких внутренних свойств 
предельных теорем зависит рассматриваемый в первой главе цвет сходи
мости в этих теоремах. 

Для удобства читателя, не знакомого с нестандартным анализом, эта 
глава написана так, что ее можно читать независимо от предыдущей. 

§ 1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ФОРМУЛИРОВКИ 

1.1. Пусть (О, Я)—пространство с конечной (нормированной) ме
рой, Г —его автоморфизм, / ' е Ь 1 ( 0 ) . Через 5„(.г; /, Т) будем обозначать 

2 /(Г'"а;) ( а : е й , п>0). Если не вызывает сомнений, о каких I и Т 
т—о 
идет речь, то пишем просто 5 „ ( х ) . 
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Будем говорить, что числовая последовательность {хп}п=о допускает 
к е-флуктуаций, если для некоторых неотрицательных П1<П2<пз< 

П2к-\ П2н будет е. Отме
тим, что это определение несколько отличается от аналогичного в первой 
главе (идущего от [ 1 ] ) . Заметим, что {а^„}п=о сходится тогда и только тог
да, когда для любого е > 0 найдется такое А;^ N, для которого она не 
допускает к е-флуктуаций. Отсюда вытекает следующее утверждение. 

Пусть {/п} п=о— последовательность измеримых функций на (й, Я ) , 
Определим {измеримое) множество Р^^ = {х^О\ь 
{/эт {х))п=о допускает к е-флуктуаций). Тогда последовательность 
{/гг(^)}п=о сходится для п. в. х^и тогда и только тогда, когда 
И т Я {Ри,г} = О для любого е > 0. 

Поэтому эргодичеокую теорему можно сформулировать следующим 
образом. 

Эргодическая теорема Биркгофа — Хинчина. Пусть (/, Т) = 

=={х^0.\ь |—г—7 5„ (ж;/, Г ) [ допускает к е-флук-

туаций}. Тогда И т Я (/'̂ .е (/»?") )= О для любого е>>0. 

При такой формулировке возникает естественный вопрос: какова 
скорость сходимости к нулю рассматриваемой последовательности? 

И еще два вопроса: можно ли дать оценку этой скорости, зависящую 
только от / (т. е. равномерную по Т), только от Т (т. е. равномерную 
по /)? Оказывается, ответ на первый вопрос положителен, на второй — 
отрицателен (последнее очевидно: уже для автоморфизма периода 2 нет 
равномерной по / оценки). 

В настоящий момент (1990) в распоряжении автора имеется только 
грубая оценка рассматриваемой скорости сходимости. По-видимому, для 
характеристической функции измеримого подмножества О. такая оцен
ка (равномерная по группе автоморфизмов) должна иметь вид 

М П , е ( Х . ) ) < | ^ . 

Для функции §'^Ь\{0,) через обозначим ее интегральный модуль 
непрерывности, т. е. 

(В) = тах 1С цйй 

(здесь 0 ^ 6 < 1 ) . Отметим очевидное соотношение ИтА^ (9 ) = 0. Для 
е^о 

к^ 6 положим к = — 1 — 

Флуктуационная эргодическая теорема. В условиях эргодической 
теоремы Биркгофа — Хинчина: 

А) в случае ограниченности ]^Ь\{0.), т. е. \1{х)\^М для п. в. 
х^О,, для любого к'>3 справедлива оценка 

^1 / М ^ З 

при Су ^ 20308; 
Б) для любой функции ^^^^\{^) при к^ 16 будет 

/II/Иг т т 

\ к 
+ ^ 2 - ^ А|/| + 

1/11, 
т 

для любого т из промежутка 0 < С / л ^ 8 |/^д^ '^ри ^г^^^^-
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в частности, справедлива оценка 

, II/111 
-I =- тах 

ч А - ( т ) ) 

( / ^ А ' ( т ) ) -

+ 

Таким образом, скорость сходимости к нулю рассматриваемой после
довательности определяется величиной интеграла функции 1/1, т. е. ве
личиной 11/111, и тем, насколько равномерно этот интеграл распределен по 
мере, т. е. поведением функции А|л (чего и следовало ожидать). 

Из сформулированной теоремы немедленно следуют и теорема Бирк
гофа — Хинчина, и обе теоремы первой главы. Действительно, если 
11/11, < оо и Д| ;| (6 )~0 для любого 6 О, то Я ( Р Й . Е ( / ) ) ~ 0 для любых 
к X оо и е > 0. 

1.2. Как уже отмечалось, имеющаяся оценка является грубой. 
В связи с этим отметим два естественных вопроса: 

1) какова точная оценка скорости сходимости последовательности 
{^{Рк,в{и Т)))и=1 для данных / и Г (т. е. какие свойства автоморфиз
ма Т и функции / и насколько сильно влияют на эту скорость)? 

2) какова точная оценка скорости сходимости последовательности 
{^(-^й,е(/))}й°=1 для данной / (равномерная по Т)7 

1.3. Пусть а, Р ^К , а < Р ; ? ̂  N1 х^О. Будем говорить, что число-

вая последовательность | — 8 п (х; /, Т) \т / скачков на интер-

вале [а, если можно указать такие целые числа аг{х), Ъг{х), I — 
= 1, I, что 0<а1{х)<Ъ1{х)<а2{х)<.. .<а1{х)<Ъ1{х), и выполня
ются следующие неравенства: 

д ^ 8а^(х) ( ^ Х а и 8п {х} > а для любого п<Са1 (х); 

, 8ь (X) (х) ^ р И 8п {х) < р для любого п И З промсжутка 

а^ {х)^п< (х); 

— . . . 8а (х) (х) ОС и — — - 7 - 5 п (л-) > а Д Л Я любого п И З промвжутка 
('̂ ' г 1 - и -(- 1 

^1 ( ^ ) ^ « <Й2(-^)'' 
и т. д. 

Далее используется также обозначение Р (х; [а, р ] ) для числа скач-
Г 1 ^ 

ков последовательности —-т-г 5 „ (а:;/, Г)1 на интервале [а, ^ ] . Через 
['^^ -г ^ )г(=о 

[а, Ь] (х) обозначается множество У Т"х (а, 6 е К, а < 6; .т е О ; ге е N). 

§ 2. ОСНОВНАЯ ЛЕММА 

Пусть а*, Р*, 7* — действительные числа, связанные соотношения
ми р * > а * , = — а * . Для произвольного ^ е N и т е К, ттг^ 
^ т а х { 1 а * 1 , 1^*1), определим (измеримые) множества 

Р1 = {х^а\Р{х; [а*, 
ч 

РТ^{Х^Р1\р [-^8п{х;\1\,Т)\^гп • 

— 46 1 
Для б > 0 , 0 < 9 < ; 1 положим у у* ^| ^ 

г* = 2т 

ОТ + и Р I 
2г*-|- 1 

I {2г* + 2) 
2т—у* 

б + 3 
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Основная лемма. При выполнении условий 

Р>2 
справедлива оценка 

(•) 

Я ( ^ Г ) < . ^ ( ^ + 2 Д „ | ( 0 ) ) 

Доказательство леммы разбито на 5 пунктов. 
2.1. Пусть заданы действительные числа б > О и А>2. Докажем 

для любой точки х ^ существование таких чисел а{х)^а*, 
^ Р* (зависящих от А и б ) , что 

Р(х; [а(х), ^(х)]) — Атдл{Р(х; [а(х)—Ь, ^(х)\); 

Р(х; \а(х), р (х) + Ь]}^1 ^ . = В; 

здесь 5 = 
2т — V* 

+ 2 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ф а.* Ф—т (зти вырожденные 
случаи рассматриваются аналоптчно общему случаю). Разобьем интервал 

1^* т] на \ ^ ^ ^ ^ + 1 равных интервала длины 
* 

+ 1 б + 1 

< б ; 

интервал [ — а * ] — на а* т + 1 равных интервала (длины так

же меньше б ) . Всего интервалов разбиения будет не более ^ ^ ^—Ь 

Рассмотрим семейство подынтервалов интервала [—т, т ] , полу
чаемых присоединением к интервалу [а*, Р*] нескольких идущих под
ряд (сверху и снизу) построенных выше интервалов разбиения. Присо

единять можно от О до + т а" + 2 = 8^ таких интервалов. 

Разобьем рассматриваемое семейство на ранги по числу присоединяемых 
интервалов. Наименьший ранг—О — имеет только интервал [а*, ^ * ] , 
наибольший ранг — бго — только интервал [—т, т]. 

Для Х^РТ через Рг{х) обозначим число та.х.{Р(х; / ) ! гап^/ = 1}, 
г" = О, ..., «о- Например, Ро (х) = Р (х; [а*, ^*] ) > I. 

Далее доказательство ведем от противного. Предположим, что не су
ществует чисел а(х) и ^(х) с требуемыми свойствами. Тогда 

Р.^{х)<В; 

Р,^^, {х)<В + АР,^ (X), 1. е. Р,_, (X)< /? (1 + А); 

Р, (х) <:В + АР, (х), т,е.Р,(хХВ{1+А + . . . + А"'). 

Так как Ро(х)>1, то получаем оценку 1'<В{1-1гА+...+А'^) = 
А - 1 

= В А — 1 , Т. е. В>1 — противоречие с выбором В. 

Следовательно, требуемые а(х) и Р(х) существуют. 
2.2. Пусть б > 0 , 0 < 6 < 1 — произвольные (сколь угодно малые) 

2т ' 
* . действительные числа; для г — 97* . + 1 положим у4 = 2 ( г * + 1 ) . Рас

смотрим числа а(х,) и Р ( л ) , существование которых для данных 8 и А 
было доказано для любой точки х ^ Р^ в. п. 2.1. 
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Для любой точки X ̂  РТ докажем существование таких чисел 
1*{х; б, 9 ) , г == 1, . . . , />(б, 6) число р не за1В1Исит от вы'бора точки 
х^РТ), что: 

1) 1 < 7 ^ ' < р - « < . . . < / 1 ^ / ^ ( х ; [а{х), ^{х)])==1о{х); 
9 6 

2) у Ь̂ г (ж) ̂  2, п при всех п из промежутка у (ж) — 2 ̂ /г^Ь^^ (х) 

будет -^^-^ 5п{х) < Р (х) + б, ?: 1, . . . , р; 
9 9 

3) а^г(х)'^2,11 при всех п из промежутка у а г̂ (-г") — 2^тг^а^гС-^) 

будет 8п{х)^а.{х) — Ь, 1^1, ...,р. 

Здесь числа а^г{х) и Ъ^г{х)—те же, что в определении скачка пооледо--

вательности ( д ̂  1 ^» интервале для интервала [ а ( х ) , ^{х)] 

(см. п. 1.3). 
Пусть 1<.}<1о(х). Заметим, что для любого I из промежутка 

1 < г ̂ / — 1 справедливо неравенство 

Ч+1 (X) 

2 I / ( Г "х ) -а{х)\^у (х) [Ъ, {х) + {х) + 2): 

>2у ( х ) ( ( ЬИ^ ) + ^ ) + 1 ) 

(здесь '^{х) = ^{х)—а{х)). Действительно, 

'г+1 {X) Ъг+х^х) 

2 и{Гх)-а{х))= 2 (1(Гх)-а{х))-

- 2 ( / ( Г х ) - « ( х ) ) = = ( 6 , + , ( . х ) + 1)( ^ 2 / ( П ) - « ( 4 ) -
71=0 + п=0 

> (Р (х) - а (.г)) (&,+! (х) + 1) = V (д:) (&.1+1 ( X ) + 1). 

Аналогично 

2 ( / ( ) - а С-̂ )) < - 7 {•̂ ) (̂ ^ (^) + 1 

откуда и следует требуемое неравенство. 
Из доказанного получаем для любого г из промежутка 1 ' ^ г < / — 1 

справедливость неравенства 

п=Ь^-_,.(х) + 1 
/ ( Гх) - а {X) > 2гу (х) ((&,_, {X) + 1) + 1). 

Заметим далее, что существует такое число Ма > О, что для любого 
« е N 

%\1{т''х)-а{х)\^Ма{п+ 1) 

для любой Т0ЧШ1 X ^ Р^: достаточно положить Ма = 2т. Таким образом, 

Е I |(Т'^x) - а (х) I < Ма {Ъ^ (х) + 1). 
гг=0 
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По доказанному выше, отсюда для любого г из промежутка 1 = ^ г ^ / — 1 
вытекает 

Ь. (х) ^ Ь. (х) + 1 2гу (х) гу* 

Поэтому Ъ^-^ (х) + К 4 (х) при 

Положим г* = 

2 ' ^ 07* • 

-^р- + 1. Аналогично получаем оценку ау_г(ж) + 

+ 1 < ; у (̂ ) для любых г и 7, удовлетворяющих соотношениям г* < г < 

< 7 ^ г о ( : г ) {=Р{х; [а{х), ^(х)])). 
Приступаем к непосредственному доказательству существования тре

буемых чисел Р(х) и 7?. 
П е р в ы й ш а г п о с т р о е н и я . Рассмотрим отрезок 

/ = [аг^_,*(х), Ь1^{х)]; 

отметим неравенства 

(х) + к 2" (х) < ( х ) < (ж); 

. , Ъ^_г*(х) + 1<-^Ь1^х)<.Ь1^х). 

Если при всех п е У будет а (х) — б —т-г - Зп (х) ^ р (х) + б, то положим 

Р{хУ=1о{х), и переходим ко второму шагу, положив / 
(т. е. сдвинувшись на единицу влево по /), Если же при неко

тором указанное двойное неравенство нарушается, то последова
тельность | — — г 8 п { х ) \т не менее одного скачка на одном из 

интервалов [а (ж)—б, ^(х)], [а{х), ^{х)+8]. Отмечаем этот факт, на
зываем отрезок У бракованным и переходим ко второму шагу построения, 
сдвигаясь по I на г* + 1 единицу влево, т. е. положив / = [аг^_аг*-1(ж), 

В т о р о й и п о с л е д у ю щ и й ш а г и п о с т р о е н и я ведутся ана
логично: если соответствующее двойное неравенство справедливо, то оп
ределяем очередное значение и, сдвигаясь на единицу влево по I, пе
реходим к следующему шагу; если же это неравенство нарушено, то от
мечаем соответствующий скачок, бракуем рассматриваемый интервал / 
и переходим к следующему шагу, сдвигаясь по ? на г* + 1 единицу вле
во. Процесс продолжаем до тех пор, пока очередной сдвиг не приведет 
к г < г * + 1 . 

Заметим, что забракованные на разных шагах построения интервалы 
попарно дизъюнктны, так что их не более Р{х', [а{х)—б, + 
+ Р{х; [а,{х), Р ( ж ) + б ] ) штук. При выбраковке каждого из них мы 
сдвигались влево по I на г* + 1 единицу. Поэтому число р найденных в 
процессе построения чисел 1^{х) будет не менее 

1о{х)-г*-2{г* + 1)тах{Р{х; [а{х)-б, ^(х)]); Р{х; [а{х), р ( ж ) + б ] ) } . 

Последнее выражение, по доказанному в п. 2.1, не менее 

I = т + Г - ^ ^ 0 = + 2, 
(2г*-Ь2)о ° 

так что в качестве р годится число 

щее от выбора точки х ^ Р^). 

2г* -Ь 1 

(2г* -Ь 2) 

_ г* (не завися-
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2.З. Докажем следующее важное свойство точек х ^ р1 : 
1) для всех I , 1 < г ̂  /?, справедливо включение 

" I а̂ ^ (х) _ 2, ̂ 1 - 1 1 (х) + 2^ (х) ^ [О, а^, {х)] (х), 

и для любого п из промежутка "2 (л;) — 1 ^ ^ — ^ «^г (^) + 1 

2) для всех 7, 1 ^ 7 = ^ 7?, справедливо включение 

4 ( X ) - 2, (1 - 1 ] 6,,- ( X ) + 2] (х) ^ [О, {X)] (х), 

0 / 0 \ и для любого п из промежутка у (х) — 1 ̂  ^ — — Ь̂ -̂ (х) + 1 

+ 1 ^ 0 1 - 0 

Действительно, по доказанному в п. 2.2, для любого п из промежут-
0 1 ка -^а^г{х) —1^п^а^г{х) будет — 5 „ _ 1 ( а : ) > а ( л : ) — б , т, е, 

^ (а {х) — б) Аг. 

Из неравенства — , \ л ^(х) {х) ^а{х) с учетом этого соотношения 

получим 

Далеерассмотрим два случая: /г ^ 1 — -|-1 "̂ г» (̂ ) -̂ ^ 1 —"0/2 ] 

и 
/. 0 \ , , _ ^ / 0\ к —1 
1 - у ^ а , г ( ж ) < Д < ( ^ 1 - - 2 ^ а ^ ^ ( : ^ ) + 1 [т . е. а ^ г И ^ Г ^ Ж ^ 

. 0 . 0 \ 
1 - 2 . 1 - Т 

> 0/2 У 
В первом случае имеем 

(̂ ) — « + 

< а (ж) + 
Ьп 

< а ( х ) + 6 ( 1 - е / 2 ) ^ 2 6 

— ге+ 1 0/2 < а * + 0 • 
1 - 0 / 2 

Во втором случае аналогичная выкладка дает оценку 

оо(ж) + 
п — \ 

1 - 0 / 2 /г + 1 
^ а (Ж) + « - 1 < °̂  + 0 1 - 0 • 

Второе неравенство (для р*) доказывается аналогично. 
В дальнейшем понадобится такое следствие доказанных свойств. 

Пусть а ^ а * + - ~ у : ^ , Р = Р * - ^ - ^ : ^ , ^ е / ^ Г . Тогда: 

Г 0 / 0 ̂  1 1) для любого ^ е у (ж) — 1, ^1 — -2•^ а̂ г {х) + 1 {х) 

зир {^п (у; ( а — /) Цо,а^{х)^(х), Т)^ > 0; 
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2) для любого У^-^ ^р-(х) — 1, (1 — {х) + 1 {х) 

8 и р (у; (/ - Р ) X[о,ь^ (̂x)̂ (̂ ), 7 )̂} > О 

(здесь /=^р) . 
Г в 

Отметим также, что в числовом интервале -2(11г{х) — 1, 

1 — < ^ 1 г (х) + 1 содержится не менее чем (1 — 0) а^^ {х) + 1 целая точка; 
во всем интервале [О, а^^(а:)] их ровно а^г{х)-]-'[ штука. Оценку на от-

( 1 - 0 ) а.{х) + 1 
ношение этих чисел (и аналогичных им для Ь,з (х)) . , , . >• 1 — 0 

полезно иметь в виду при разборе п. 2.5 доказательства. 
2.4. Положим Р2^-1 = и [О, Ь^, (х)] {х), Р^^ = 11 [О, а^^ {х)] {х), 1 < 

^ 7 ̂  р. Эти множества измеримы, и справедливы включения й ^ э 
^ ^2 — • • • — Р-2Р — -^Г- Поэтому найдутся такие индексы ^ и т, что 

1/111 11/111 
Р - 1 -

Положим у = у* — ^ ( = Р — а ) - Пусть 

М^^-г^1х^9. 8 и р 5 „ ( а : ; ( / - Р ) х р , . ,Т)^{)], 

М23 = /ж е О 8 и р 8п {х; ( а — /) Хр ., 7") > 0|, 

1 < 7 < /?; все эти множества измеримы. 
По максимальной эргодической теореме (см., например, [5 ] ) имеем 

I ( / - Р ) Х р , . _ / ? ^ > 0 , ( ( а - / ) х р ^ / ^ > 0 . 

поэтому 

Отсюда следуют оценки 

I ( / - р ) й Я = I ( / _ р ) й Х + ] • ( / - р ) с ^ Я > 
-Р2;-1\Л^2^-1 

1 ( / - р ) А 

2̂;—1 Р23-Л.^Щз-1 

Т . е. 
-Р2^-1\^2^-1 

I / Й Я > рА(Р2,--1) + ( / - Р ) й Х 
•Ргг—1 •Р2^-1\•^2^-1 

= Р (Я {Р^з-г) - >̂  (^'2^-1\М2,•_1)) + I 
Р2з-1\^2з-1 

Аналогично 

I / < а (Л (Р,-) - Я ( Р з Л ^ з ; ) ) + [ 1аХ. 
Р2} Р2з\Щз 

Докажем неравенство 
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Как будет показано в п. 2.5, для любого / = 1, ..., р справедливы 
неравенства 'к{Р^^-^\М2^~^)< ВХ{Р2}-1) ( ^ 6 ) ; ^(Рг^Шг,) < В1{Р2^) ( ^6 ) . 
Воспользуемся этими неравенствами для доказательства сформулирован
ного утверждения. 

Рассмотрим три случая. 
С л у ч а й 1: а>0, р > 0 . Из неравенства 

II/Их 
р - 1 

получим 
/ I 

Р - 1 
^21 

••^{ЧР21-1)-ЧР2г~1\М2г-^))-

= 8. 

Как нетрудно видеть, 

-^{Р2^-1\М2^-г)) -^{^(Р^д - А- (Р^ЛЛ/^^) » 

> Р (1 - 0) Л - аЯ (Р^О = Р (1 - 0) ^ (^2^-1) -

- а (1 - 0) Я (Раг) - «вЛ (Р^О > ? ( 1 - 0) Я (Р^*) - «бЯ (Р^^) = 

^ ( у - 0р) Я (Р,0 > (V - 0 т ) Я (/Т ) , 

откуда и следует требуемое неравенство. 
С л у ч а й 2 : а < 0 , р > 0 . Есть две возможности: 
(а) Если X{Р2^-^)-X^Р2^-^\М2^-^)>X^Р2^)-к{Р2^М2^), то 

( Я ( Р 2 * ) - Я - ( Р 2 Д а д ) - 2 А | я ( е ) ^ 7 ( 1 - 6 ) ^ ( ^ 2 0 - 2 А | л ( 6 ) , 
и требуется, поскольку т ^ у (см. условия (*) в формулировке леммы). 

(б) Если Я ( Р 2 г - 1 ) - Я ( Р 2 ( - Л М 2 , - 1 ) < Я ( Р 2 г ) - Я ( Р 2 Л М 2 0 , ТО 

а { ( Я ( Р 2 , - 1 ) - Я ( Р 2 . - 1 Ш 2 , - 1 ) ) - ( Я ( Р 2 * ) - ? ^ ( Р 2 Л М 2 0 ) } ^ а и 5 ^ ( | - а ) . Х 
X ( Я ( Р 2 е - 1 ) - Я ( Р ^ , - 1 \ % - 1 ) ) - 2 А | л ( е ) > т ( 1 - 0 ) > ^ ( ^ 2 * - 1 ) - 2А|л(0). 

С л у ч а й 3: а < О, Р ^ О . Рассматривается аналогично случаю 1, ис
ходя из неравенства 

8 > 
что 

р - 1 /ах 
2Т 

С /ах. 

Действительно, в этом случае 

(Я (Р2х) - Я (Р2ЛМ2.) ) - 1 (Я (Р2.+1) - ;Я (Р2.+1 Ш2.+1) ) ^ 

< а (1 - 0) я (Р2х) - ?Я (Р2.+1) 

^ -'^{1 _ ^)X{Р2^)-1>^X{Р2^)={-1-ШУЧР2.), 

откуда и следует доказываемое неравенство. 
2.5. Докажем для любого /, оценку Я(Рг^-1/^2^-1)^ 

^0Я(Р25-1) ; такая же оценка для Я(Р2̂ \М2̂ ) получается аналогично. 
Положим 

^ 21—1 — {X) 

отметим измеримость построенного мно-и^о,ъ^зЩ^^)-р^^-1у 

жества. По доказанному в п. 2.3, 

Р|,_1 ^ ^ 2 , - 1 , Т . е. Р2^^^\2З-1^Р2^-1\ И Я (Р^^-хХАГа^-хХ 

< ? ^ ( Р 2 , - - 1 \ Р ^ , - - 1 ) . (5.1) 
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Положим 

Тогда ^2^-1 = и В^, т. е. Ра^-х ^ И т Л,-. 

Далее определим измеримое 

( 5 ? ) 9 =^ и 
х^Р, ь ̂ (х)<к] ^• 

будет и (5?)е, т .е . Р^,_1 Ит(5,^)в. 

Докажем, что для любого к 

Н(В^М>{^-ВП{В'), (5.2) 

отсюда (переходом к пределу при к ° о ) получим ^ ( ^ 2 7 - 1 ) ^ (1 — 9) X 
ХМ^ 2 , -1 ) , т . е. А ( Р , , - _ 1 \ Р « , _ 1 ) = Я (Р , , _1 ) -Я (Р «^_О<0Я ( Р 2 , -1 ) , что 
(см. (5.1) ) и требуется. 

Определим для х^{В))^ функции 

5 + (х) = вир I Т'^х е (В))о при всех т е [О, п]]; 

8 {х) = 1п{ {и I Т"^хе {В^)^ при всех т 
п<:о 

[п, 0] 

5 (ж) = 

Таким образом, функция 8'^ (х) {8~ (х)) может принимать неотрица
тельные (пепо.ложительные) целые значения либо равняться +«> (~° ° ) -

Положим для л е (5^ )е 

5"*" (х) — 8~ (х) ^ I, если 5 ^ ( : г Х + с » , 5~ (х ) > — сх>; 

оо, если 5"^ (х) — оо, 8~ {х)'^ — оо; 

— оо, если 5"^ (ж) < ; + оо, 5 ~ (х) — — оо; 

I , если 5"*" (а:) = + оо, 5~'(д:) = — оо. 

Определим, далее, измеримь^е (5^)е = {л: е (-/5̂  )е | 5(ж) = 5} для всех 
возможных значений 5 (т. е. и 5 = ± 0 ° , 1). Отметим, что 

(5?)е П (5? )9^ = 0 при 8,ф82, и (В^)е = [) (5?)^, так что 

Ц ( 5 ? ) е ) = 2Ц(5? )е ) . (5.3) 

Положим для 5 е N 

{В^)^-
86/2 зе/2 
1—9 '1—8 

де[о,/ге/2] ?е[-к0/г,о] 

{^В]У ^ )е; отметим измеримость всех этих множеств. По построе
нию, В)'=\] {В))\у 

(5.4) 

Таким образом, для доказательства неравенства (5.2) остается доказать 
неравенство 

'к{{в))1)-^Ц-ЩХ{{в)У) (5.5) 
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для любого 5, поскольку в этом случае будет (см. ( 5 . 3 ) , ( 5 . 4 ) ) (1 — 9) X 
Х Я ( ^ ? ) < ( 1 - 9 ) 2 Я ( ( 5 ? ) 0 < 2 Ч ( 5 ? У о ) = А ( ( 5 5 ) о ) , что и требуется. 

Докажем неравенство (5 .5) для любого 5 е N1 для 5 = ± 0 ° доказа
тельство аналогично, для 5 = I доказывать нечего. Положим 

и г((в?)9 
80/2 " 
1-е ,0 

86/2 

1-е + 1,0 

тогда 

1 - 6 

заметим, 5 
«9 

1 - 9 ^ 1 - 9 / ' 

причем г'*Ч(5-)е)П Т'^ЧС^^е) ^ 0 при п^Фщ. Поэтому 

п е 
и 

^9/2 , 89/2 
Г ( ( 5 ? ) 9 ) Ь - ^ М ( 5 ; ) 9 ) ; 

пе о, 1 - е 

откуда и следует доказываемое неравенство. 

§ 3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ 

3.1. По максимальной эргодической теореме для любого ш > 0 

X 
\ 

зир - 4 - : 8п{х\ / I, Г ) 
0<П<оо " А 

т 
1/111 

т 

Поэтому для Ру,^^ (/) = 

во неравенство 

X зпр г4т5п(^ : Л П < 
0 « П < о о " 1 ^ 

т 

М/^.. , )<я(РГ.в)- '^^ 

справедли-

(1.1) 

Отметим, что в случае ограниченности / (т. е. \]{х) \я п. в. 
д г е й ) будет Р^,ъ = Рк,г при любом т^М. 

Итак, для каждой точки х е РГе последовательность | — ^ 8п{х) 

принимает значения в интервале [ — т, т] и допускает к е-флуктуаций. 
В дальнейшем будем предполагать справедливость неравенства 

т>е/2. (1.2) 

Отметим, что в случае т < е/2 будет РГ,е = 0 для любого /с е N. 
Разобьем отрезок [—т, т] на равные интервалы длины не более 

Г 2т ~ 
е/2 и не менее е/3. Таких интервалов возьмем 5 = 8/2 

+ 1 штук длины 

8/2 
каждый (е/3 =̂  с? < е/2). Соответственно полоса 

[—т, т] X ( { 0 } ^ N ) разбивается на равные полоски ширины А. Каждая 

е-флуктуация последовательности дает пересечение не 

менее одной из таких полосок. Всего таких пересечений для каждой точ
ки х^Р^^г не менее А;; обп^ее (суммарное) число скачков рассматривае
мой последовательности на интервалах, порождаюш;их полоски разбие
ния, не менее {к — 8)12 (это число может и не быть целым). 

82 



Поэтому найдется такой интервал, на котором делается не менее 
{к — 8)/(28)= к/(28)— 1/2 скачков. 

Итак, для каждой точки х^Р^^^ последовательность [—\ Зп̂х)̂ ' 

делает не менее к! {28)— 1/2 скачков на одном из рассматриваемых ин
тервалов разбиения. Поэтому для одного из этих интервалов, пусть .это 
интервал [а*, Р* ] , будет Я ( Р ^ ) ^ А(/^^,е)А для некоторого (целого) о̂, 
удовлетворяющего неравенству 

и > ^ - Ц 2 > ^ 1,2, (1.3) 

Т. е. для этого будет 

^{Р1.)<.{^-^+1]Ф1). НА) 

Таким образом, мы оказываемся в ситуации применимости Основной 
леммы (§ 2). Для у* = — а* = й отметим неравенство 

6 / 3 ^ - ^ * ^ 6 / 2 . (1.5) 

3.2. Заметим, что в условиях Основной леммы при 

г Х 2 г * Н 2) ^ (2.1) 
будет 

^ '"*^ ^ 2/ 
2т—у* ^ 2 т — 7 * ' 

г г .3 г V 3 
( 27 - *+ 2) ° (2г* + 2) 

так как в силу (1.2) и (1.5) будет г* > 2^/-^* ^ 2. Поэтому при выпол
нении условия (2.1) получаем неравенство / ) ^ 2 , т. е. второе из усло
вий (*), необходимых для применимости Основной леммы. Отметим вы
текающее из (2.1) неравенство 

^ 1 = ^ . (2.2) 
{2г* + 2) 

Отметим далее, что в силу (1.2) и (1.5) для г* = 

во неравенство 

1т 
67* - р 1 справедли-

^ < ^ * < | ^ - (2.3) 

Рассмотрим теперь неравенство т>^>вт — первое из условий (*). 
Заметим, что условие /п ̂ -у сразу следует из (1.2) и (1.5). Условие 
•у > 0т заведомо выполняется при ^ 0 т + е/Э, т. е. при 1*>дт + 

+ ' ё " 1 П 0 ^ ^ ^ ^ ' '̂ ''̂ ^ "̂ ^̂ "̂ ^ достаточно (в силу (1.5)) справедливости 

неравенств е/9>дт и 8 / 9 ^ '^'^'IГ^• Справедливость последних пера-

венств следует из неравенств в^д;^^ (откуда с учетом (1.2) будет 
46 1 

0 =̂  2/9) и 6/9 ̂  -д- ^ _ д, для чего достаточно выполнения соотношений 

б = 60/47. (2.5) 

Итак, из (2.4) и (2.5) в силу (1.2) и (1.5) следует справедливость 
неравенства 

т > ^ > 0 т + е/О, (2.6) 
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чепо заведомо достаточно для выполнения первого из не1равенств (*). 
В дальнейшем предполагаем справедливость соотношений (2.4) и (2.5). 

Вернемся ко второму из условий (*). Как уже отмечалось, оно в 
силу (1.2) и (1.5) следует из (2.1). Неравенство (2.1) в силу (1.3) сле
дует из неравенства 

" 1/2Х2г* + 2) * 
8т/8 -Ь 2 (2.7) 

Далее, из (1.5) и (2.5) нолучаем оценку ^ ^ • -[- 3 ̂  — 2, 

из (1.2) и (2.3) оценку 2г* + 2 ^ ^ ^ , откуда 

2т—V* 

(2г* + 2) ^1 « 9 , 

94ТП 
Ев 

• — 2 

(2.8) 

Кроме того, из (1.2) вытекает — - | - 2 ^ - ^ ^ , поэтому неравенство 

(2.7) ( а с ним и второе из условий (*)) следует из неравейства 
94т 

, ^ [\1т \е 
(2.9) 

Из (2.9) вытекает также неравенство 
т 

8-Г + 2 

- 1/2 

(см. (1.3)) следует оценка 

т 

т 

из которого 

(2.10) 

Подведем итоги. При выполнении соотношений (1.2), (1.5), (2.4), 
(2.5), (2.9) для некоторого 1о, удовлетворнющего (2.10), вьшолняютоя 
условия (*), и при этом 'У — 0 т ^ 8/9 (из 2.6); 

Р — 

94т 
/17т \9 

—2 
(из (2.2), (2.10), (2.8))-

Поэтому из (1.4) по Основной лемме получаем оценку 
94т 
ее 2 

откуда 
к \

9 4 т 

+ 2Д|,| (6) 

при выполнении соотношений (1.2), (2,4) и (2.9). 
Как уже отмечалось, при нарушении неравенства (1.2) будет 

Рк,ь= 0 ДЛЯ любого /е е М, так что для справедливости оценки (2.11) 
достаточно выполнения условий (2.4) и (2.9). 

3.3. Заметим, что при 0 = — , С^В>-0, справедливо не

равенство 
с 

к [ е. 
1п 1п А: 
~Ш1Г (3.1) 
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для любого А;^ 16. Действительно, логарифмирование неравенства 

В В1пк 
2С\п 1п А-

и замена х = \пк дает неравенство 

заведомо справедливое при 1пх>е; последнее верно для любого А '^ 16. 
Из (2.11), положив 

е = 
т 

188 — 1п 1п А; 
О 1пА; 

(3.2) 

получаем в силу (3.1) справедливость оценки 

1пА: 
108!^А,;|(188^^Н^|^)] (3.3) 

для .любого А : > 1 6 (при выполнении условий (2.4) и (2.9) ) . 
Заметим, что условие (2.9) при предположении (3.2) излишне: оно 

выполняется автоматически. Условие (2.4) переходит в неравенство 
1п/с 

1п 1пА: 188-9 (3.4) 

Поэтому из (3.3) в силу (1.1) получаем оценку 

т 

для любого т из промежутка 0 < т. ^ е 1б921[п 1г1 А; ' ^ частно

сти, можно положить 

т (А) ^ е т 1 П 
1пк> 1881п 1п А: 

1692 1п1пА; ' ^^1^1 \ 91пк 'I) } 

Тогда неравенство (3.4) будет выполняться автоматически, и 

108 
т(к) 

А|у| 188 
т{к) 1п1пА:' 

е 1п А: , 
108 

\/' ^л{V 188 1п ]п А: ' 
9 1пА; 

X 

А" ч Л 1лаа-./ 1п А; 1п1пА:^ 
хЛ|/1 1881/ „ , 0 0 1 1 , г—г-

V ' 9-1881п1пА- ]п А: 

лпо -ж X (л[ 188 1п]пА;\ 

Поэтому для любого А: ̂  16 справедлива оценка 

МП,е)<4 (1/1, + 108 / А , л + 

шах 
"21 1п1пА; 

1пА; 

В случае ограниченности функции /, т. е. \]{х)\^М для п. в. 
л ' ^ й , будет Д,/| (г/) =̂  Жг/. Поэтому при выполнении условия (3.4) для 
т^М получаем из (3.3) сцраведливость оценки 

1п 1п к 
Ык 

/11/111 
20304 м (3.5) 

для любого А; ̂  16. 
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Остается заметить, что условие (3.4) можно опустить. Действитель
но, Б случае М ^ е/2 при нарушении неравенства (3.4) правая часть 
(3.5) будет больше 1. В случае Ж < б/2, как уже отмечалось, будет 

Рк,г. = 0 , так что в обоих случаях оценка (3.5) справедлива для любого 
независимо от того, вьшо.лнено условие (3.4) или нет. 
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А. Г. КУСРАЕВ, С. С. КУТАТЕЛАДЗЕ 

НЕСТАНДАРТНЫЕ МЕТОДЫ В ТЕОРИИ ^(Г-ПРОСТРАНСТВ 

А. Д. Александрову к его 80-летию 

Общепризнанным фактом является особая роль тридцатых годов 
двадцатого столетия в развитии современной науки. В эти годы прояви
лась наметившаяся на рубеже веков тенденция к коренной перестройке 
математики, приведшая к созданию ряда новых математических дисци
плин и, прежде всего оформлению функционального анализа. В по
следнее время стало осознаваться и сцецифическое место семидесятых 
годов, в которые произошли существенные перемены как в объеме, так 
и в существе математических теорий. В указанный период отмечается 
качественный окачок в уровне понимания взаимосвязей и взаимозависи
мостей в математических дисциплинах, происходят крупные продвиже
ния, связанные как свыработкой новых синтетических подходов, так и с 
решением глубоких проблем, долго неподдававшихся решению. 

Упомянутые процессы коснулись и теории упорядоченных вектор
ных пространств — одного из актуальных и привлекательных разделов 
функционального анализа. Это направление, возникшее на рубеже трид
цатых годов под влиянием работ Ф. Рисса, Л. В. Канторовича, Г. Фрей-
денталя, Г. Биркгофа и др., переживает сейчас известный период обнов
ления, связанный с освоением математических идей, относящихся к не
стандартным моделям теории множеств. Булевозначные интерпретации, 
приобретшие популярность в связи с окончательным решением пробле
мы континуума, данным П. Дж. Коэном, открыли новые возможности в 
реализации эвристического принципа переноса Л. В. Канторовича в тео
рии Л -̂1пространств. 

Развитие инфинитезимальных методов, вновь легР1тимизиров8ппое 
нестандартным анализом А. Робинсона, обосновало логическую мечту 
Г. В. Лейбница и открыло перспективы общей монадологии векторных 
решеток. Новые нестандартные методы в теории Я^-пространств, нахо
дятся в процессе становления. 

Расширяя известные строки Н. С. Гумилева [15, с. 309] , можно ска
зать, что в настоящее время ^^Г-пространства «...сбрасывают кожи, чтоб 
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