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Предлагаемая работа относится к однородной хроногеометрии, имен
но — посвящена исследованию причинной структуры и некоторых других 
характеристик нескольких конкретных левоинвариантных лоренцевых 
метрик на четырехмерных группах Ли (те используемые в работе опре
деления и понятия, которые в тексте не приводятся, имеются, например, 
в [ 1 . 2 ] ) . 

Лоренцево пространство М называется полностью искаженным [1\, 
если хронологическое будущее каждой точки х е совпадает со всем М. 

Все рассматриваемые в данной работе лоренцевы пространства по
лучены введением левоинвариантных лоренцевых метрик на четырехмер
ных односвязных группах Ли М. Удобно исходить из данной в алгебре 
Ли Ь = Ь{М) лоренцевой формы § (т. е. лоренцева скалярного произ
ведения <а, Ь>=§^(а, Ь), здесь векторы а, Ь принадлежат Ь). Алгебра 
Ли Ь отождествляется с касательным пространством к М в 1 ^ ЛГ. С по
мощью левых сдвигов вводится скалярное произведение в касательных 
пространствах к М во всех ее точках. Получаемое однородное лоренцево 
пространство обозначается {М^ ^) или просто М, когда § зафиксирована. 
В [2] для таких пространств предложен термин лоренцева группа Ли. 
Заметим, что две разные лоренцевы группы Ли (М, {М\, ^]) могут 
быть изометричны (локально или глобально) как лоренцевы пространства. 

В лоренцевых группах Ли хронологическое будущее любой точки х 
получается из хронологического будущего /•*" точки М левым сдвигом 
на ж: 1х =х-М. Наличие хотя бы одной замкнутой временной кривой 
(машины времени) равносильно полной искаженноети пространства 
{М, я ) . 

В данной работе рассматриваются четырехмерные односвязные ло
ренцевы группы Ли (или их семейства: в форме ^ на Ь допускается на
личие числовых параметров), соответствующие алгебрам Ли Ы\\ УП1, 
Ь X X V . Эта нумерация предложена С. П. Гавриловым. Его классифи
кация четырехмерных вещественных алгебр Ли является детализацией 
таковой в [ 3 ] . Она фактически совпадает с классификацией Ф. Патеры 
и П. Винтерница [ 4 ] . Две первые из этих алгебр Ли содержат трех
мерный абелев идеал, а Ь X X V является полупрямой суммой алгебры 
Гейзенберга и одномерной алгебры Ли. 

Мы доказываем полную искаженность рассматриваемых лоренцевых 
групп Ли. Наибольший интерес представляет, по-видимому, М X X V (да
лее называем его МТТ-миром: Мак-Ленаган, Тариг, Таппер [ 5 ] ) . По
лучающееся пространство известно в общей теории относительности. 
Оно допускает как решение уравнений Эйнштейна — Максвелла двой
ственную интерпретацию: с источником и без него. 

Вообще, стимулом для изучения лоренцевых многообразий является 
возможность моделирования гравитационного поля некоторой лоренцевой 
метрикой, определенной на подходящем четырехмерном многообразии. 
Открытое в 1949 г. К. Геделем [6] однородное диффеоморфное К* ре
шение (физически интерпретируемое как «идеальная жидкость») урав
нений Эйнштейна, имеющее машину времени, породило бурную и долгую 
дискуссию среди соответствующих специалистов (возможно, по причине 
использования в [6] перехс^да от исходной системы координат к другой 
с зануляющимся в некоторых точках якобианом, т, е. с возможным на
рушением одновязности модели). 

С развитием однородной хроногеометрии была более строго установ
лена как полная искаженность решения Геделя [ 7 ] , так и найдено не-
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сколько семейств трех- и четырехмерных полностью искаженных лорен
цевых групп Ли [ 8 — 1 6 ] . 

Помимо причинной структуры мы исследуем п характеристики, свя
занные с кривизной. Дело в том, что имеются веские основания потре
бовать для соответствующего метрике § тензора Эйнштейна Г = Кш — 15^/2 
(здесь Шс — тензор Риччи, б"—скалярная кривизна) выполнения опре

деленных неравенств — энергетических условий. Оказывается, что в не
которых ситуациях их достаточно для того, чтобы независимо от конкрет
ного вида метрики ответить на поставленные вопросы (в том числе 
такие, как определение причинной структуры, предска1заШ1е сингуляр-
ностей, поведенав Г|воде131И|Че1СК!их). 

Слабое энерг1ет1ич|еское условие состюит в том, что 
Г(а , а) ^ 0 (А) 

1В каждой т(01Ч!ке М и при любом времеииподобном векторе а из ка
сательного пространства Тх в этой точке. Вследствие непрерывности это 
услюйие будет выполнено и для любопо изотропного вектора а. 

Физически это неравенство эквивалентно утверждению, что «локаль
ная плотность энергии, измеренная каким-либо наблюдателем, неотрица
тельна» [17, с. 102]. Условие 

Шс(а, а) ^ 0 (Б) 

для любого времениподобного а называется условием времениподобного 
схождения [17, с. 109] . По непрерывности оно выполняется и для всех 
х130тропных векторов. 

Если выполняются оба эти неравенства, то говорят, что М удовлетво
ряет сильному энергетическому условию. 

В настоящей работе метрика является исходной, а выделение тех слу
чаев, в которых выполняются привденные выше неравенства, представ
ляет несомненный интерес. Один пункт каждой из трех частей работы 
поснящен проверке условий ( А ) , (Б ) . 

Напомним еще одно важное при исследовании лоренцевых многооб
разий понятие. (Псевдо)риманово многообразие называется геодезически 
полным, если для любой его геодезической область изменения ее аффин
ного параметра есть вся числовая прямая. Лоренцево многообразие М 
называется причинно [времениподобно, изотропно) геодезически полным. 
если любая его причинная (соответственно временная, изотропная) гео
дезическая полна. В [17] отмечается, что (при й 1 т М = 4) времени
подобная геодезическая неполнота имеет непосредственное физическое 
истолкование: из нее следует возможность существования свободно дви
жущихся наблюдателей, мировые линии которых имеют начало или конец 
на ограниченном интервале собственного времени (сингулярность). Хотя 
аффинный параметр на изотропной геодезической не совпадает по своему 
физическому смыслу с собственным временем на временной геодезической, 
тем не менее изотропно геодезически неполные пространства, вероятно, 
тоже нужно считать сингулярными. Таким образом, причинная геодези
ческая полнота является минимальным условием, при котором простран
ство — время можно считать свободным от сршгулярностей. Этому во-
прс^ау также посвящен один пункт жащдой части. 

§ 1. МТТ-*1ир 

1.1. Метрика МТТ-мира (Мак-Ленаган, Тариг, Таппер) приведена 
в [18] на с. 96: 

аз^ = рх-цах^ + ау^) -\- хЧц>^- {а{-2уац))^ (1.1) 

здесь р = С0П81; > 0. Заметим, что на этой же с. 96 имеется опечатка 
в выражении для векторов Киллинга. Правильный их набор (см. [5] ) 
таков: 5,, .̂р, 2ц)д{ + ду, хд^ + уду — ф5ф. 
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Реализуем МТТ-мир как лоренцеву группу Ли (т. е. как группу Ли 
с левоинвариантной лоренцевой метрикой), действуя по подробно изло
женной в [2] схеме. Группа Ли М диффеоморфна К'' с групповой опера
цией 2, = X • у: 

21 == XI + г/1, 22 = Ж2 + 1/2 вхр ^ 1 , 

23 = л̂ з + г/3 ехр(—^1), 24 = л ;4+г/4 + 2̂ 21/3 ехр(—о;]). 

Отождествим алгебру Ли Ь = Ь (М) с совокупностью всех левоинва
риантных векторных полей на М. Выберем такой базис в Ь: 11 = ди Ь = 
^ {ех-рх\)д2, 1з = ехр(—^1)^3 + 2ж2ехр(—а ;1)54, 14 = 54. Эти векторные 
поля на М (разложенные по 81, . . . , ^ 4 ) являются вектор-столбцами мат
рицы (ЛЬ^ дифференциала левого сдвига Ь„ в 1 = (О ,0, О, 0 ) : 

/ 1 О О 0\ 
О ехрл:1 О О 
О О ехр{—х^) О 

\  О  2ж.^ехр(—^г^) 1 у 

Их коммутационные соотношения таковы: 
[1, , Ь] = 1 2 , [1з, 1,] =1з , [Ь, 1з] =214. (1.2) 

Таким образом, Ь является полупрямой суммой алгебры Ли Гейзенберга 
(нильпотентного идеала с базисом Ь, Ь, и) и одномерной подалгебры, на
тянутой на [ь 

Правоинвариантные векторные поля Г ] , . . ., Г4 — столбцы матрицы 
й-йа дифференциала правого сдвига ?̂::с в 1 — являются векторами Киллин
га любой левоинвариантной метрики на М. Таблица их коммутационных 
соотношений получается из (1.2) заменой всех знаков в правой части на 
противоположные. 

Зададим лоренцеву форму 
ё = Лт{Р: Р, 1, - 1 ) (1.3) 

в Ь (т. е. в касательном пространстве Т = Т1 (Л/)) и разнесем ее ле
выми сдвигами по всей М. Получаюш;ееся лоренцево пространство М = 
= {М, §) имеет следуюш,ую метрику в координатном базисе: 

^- рйх\ ехр (— 2X1) д,х1 + ехр {2х^) йгс^ — {Лх^ — 2х^ Ах^)^, (1.4) 

тогда как (1.3) задает метрику в базисе левоинвариантных векторных 
полей 1], . . . , и на М. Квадратичная форма (1.1) получается из (1.4) 
заменами х = ехр Х[, у — Х2, ф = жз, I: = Х4. Векторы Киллинга Г ь . . . , Г4 
совпадают (после соответствуютцей замены координат) с приведенными 
в [ 5 ] , где отмечается, что размерность полной группы движений равна 
четырем (т. е. дополнительных векторов Киллинга нет). 

1.2. Для исследования причинной структуры МТТ-мира рассмотрим 
однопараметрическое семейство лоренцевых групп Ли, задаваемых формой 

ё, = й1а§{р, р, 1, д ) , (1.5) 

здесь д < —1/4. В каждом из таких (Л/, ^<,) зафиксируем ориентацию 
по времени: 

К+ = {с^ и <с, с>, < О, 04 ^ 0) , 

здесь < , >5 — лоренцево скалярное произведение в ^, задаваемое формой 
(1.5). Ясно, что при ^ = —I получается МТТ-мир, задаваемый фор
мой (1.3). 

Так как <с, с>8 = <с, с>д - ] - ( 5 — ^) с\, то при д < 5 < —1/4 конус 
К'^ строго содержится в Кд. 

Теорема \Л, При всех д<—1/4: в лоренцевой группе Ли (М, ^д) 
имеется замкнутая времениподобная кривая. Все эти пространства геоде
зически полны. 
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/ 

(1.8) 

З а м е ч а н и е . Полная искаженность всех пространств (М, озна
чает равномерную устойчивость, которой обладает это свойство для ис
ходного МТТ-мира. Более того, если в рассматриваемой в этом параграфе 
группе Ли введена лоренцева метрика О (не обязательно лево- или 
правоинвариантная), причем К"^ (х) а Ка {х) а {х) для всех х ^ М 
и некоторых < 5 <—1/4 , то в метрике О, очевидно, тоже имеется замк
нутая времениподобная кривая. 

Для доказательства теоремы будет применен результат М. А. Ула-
новского [ 9 ] . В его работе вводится с: М, являюгцееся множеством 
всех элементов х группы М, обладающих тем свойством, что дифферен
циал Ох внутреннего автоморфизма у ^ х • у . х~^ в 1 е М переводит 
конус в такой конус ах(К'^), что выпуклое замыкание объединения 

[] Ох{К'^) исчерпывает алгебру Ли Ь. Тогда если для некоторого связ
ного открытого Л/г <= Л/] выполняется Л/2 Г\ 0 и М^П ф 0, то 
(Л/, является полностью искаженным. 

Сформулируем достаточные условия полной искаженноети несколько 
о 

иначе. Через ниже обозначается открытый конус будущего. М1 со
стоит из тех точек х ^ М, для которых найдется вектор Ь с условиями 

Ь е ^ + , (1.6) 

а7'{-Ь)^к+. (1.7) 

Условия на и /"^ = / 1 " , / ~ = / Г остаются прежними. В рассматри
ваемом нами МТТ-мире 

1 О О 0\ 
х^ ехр (— х^) ехр (— х^) О О 

— х^ ехр х^ О ехр х^ О 

Лемма 1.1. Множество М\ Р = {х\ О, ^ 2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х^Р. Возьмем Ь == {О, О, 1, 2}. Тогда 

выполняется (1.6). Условие (1.7) эквивалентно одновременному вы
полнению неравенств Х 2 > \, ехр ( 2 ж 1 ) < 4(а;2 — 1)^. Они выполнены, так 
как X ^ Р. 

Лемма 1.2. Множество М2 = {х'. Х\ О, > 2} пересекается как 
с /+, так и с /~ (причинными будущим и прошлым точки 1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если а ̂  К"^ (соответственно К~), то исходящая 
из 1 е Л/ однопараметрическая полугруппа Н: х = х{1), ^ ^ О, с начальным 
касательным вектором а целиком содержится в / + (соответственно / ~ ) . 
Это следует из левоинвариантности метрики. Уравнения для к таковы: 

х^АЬ^, д : ( 0 )=1 . (1.9) 
Для наших целей достаточно того, что из (1.9) вытекает 

XI = «1^, Х2 = (аг/ах) (ехр(а1^) — 1) . 
Поэтому при «1 < о, о < г, всегда Х1 < 0. 

Вектор а возьмем сначала из К'^ с дополнительными условиями: 
«1 < О, («г/й]) < —2. Так как И т Х2{1) = —{а^а^), то при достаточно 
больших положительных 1; соответствующая часть кривой к попадает 
в М2. Отсюда следует, что М2 ?\ Ф Ф. Выбирая с такими же условиями 
вектор из получаем и Л/2 П / - =5̂  9̂ . Лемма 2 доказана. Тем самым 
доказана первая часть теоремы 1. 

1.3. В этом пункте доказывается, что рассматриваемое (Л/, ё^) явля
ется геодезически полным. Напомним некоторые известные (см. [19] ) 
факты. 

Каждой проходящей через 1 геодезической Я: х = х{1) соответствует 
траектория с(г) = ^^^-х^ в алгебре Ли Ь. Заданная в Ь форма 

125 



ё = (ёа) может рассматриваться как линейный оператор, действующий из 
Ь в ^*, а = (я'"*) действует из Ь* в Ь. Если 11, . . . , 1„ — базис в Ь; 1 ' , . . . 
. . . , 1„ — базис в Ь; V, . . . , 1" — взаимный базис в Ь* (т. е. (Г, 1'")= 6^, где 
( , ) —спаривание Ь* и Ь), с^Ь, и е ^ * , то координатная запись ра
венств и = ^ ( с ) , с = (и) такова: Пг = ёшС^, с" = §'""'и^. 

Будем всегда подразумевать левое действие в пространстве вектор-
столбцов Ь и правое — в пространстве вектор-строк Ь*. Пусть с^Ь. Под 
аде понимается линейный оператор в ^*, задаваемый равенством 
(айси, Ь) = (и, айсЬ), здесь Ъ^Ь, хх^Ь"^. При выборе взаимных базисов 
в Ь ш Ь* матрицы операторов айс и а(]с одинаковы. 

Уравнение для траектории к: п = и{{) в Ь*, соответствующей геоде
зической Н, таково: 

и = иас1;_1(^^. (1.10) 

После того как и(^) , а тем самым с(^) = ( и ( 0 ) найден, геоде
зическая х{1) восстанавливается из уравнения х = д,ЬхО. (линейного, 
если М реализована как некоторая подгруппа матричной группы). 

Из вышеизложенного следует, что исследуемая геодезическая полна 
тогда и только тогда, когда полно решение уравнения 1 . 1 0 , т. е. аргумент 
в х{1) принимает все вещественные значения. 

Каждая траектория к: и = и(^) с начальным условием и (о ) = ! це
ликом содержится в А;-орбите элемента ? (символ «к» означает ко-
присоединенное действие группы Ли М в пространстве Ь* ) . В уже введен
ных обозначениях 

Само же /с-представление сопоставляет (в выбранных нами координатах) 
элементу х^М линейный оператор действующий в Ь*. Так как 
0 ^ . - 1 = о^^, то из ( 1 . 8 ) вытекает, что 

О, = {и: М1 = /1 + /2^:2 ехр (— х^) — /^х^ ехр Ху + 2/^X20:3, 

Щ = и ехр (— х^) -\- 2/4Ж3, аз = /з ехр х^ — 2 / 4 X 3 , = / 4 } , 

здесь Х[, . . XI. являются координатами (избыточными) на 0[. Так как 
всегда 

щ = / 4 , 2 / 4 ( ^ 1 - / 1 ) = / 2 / 3 - ^ 3 ^ 2 , ( 1 . 1 1 ) 

то имеются двумерные и нульмерные (при /2 = /з = /4 = 0 ) орбиты. В по
следнем случае геодезическая совпадает с соответствующей однопарамет
рической подгруппой, поэтому достаточно исследовать оставшуюся воз
можность: /1 + /з + / 4 =7̂  0 . 

Из 1 . 1 1 следует, что при /4 О орбита 0{ является гиперболическим 
параболоидом, а при / 4 = 0 — гиперболическим цилиндром. 

Кривая к содержится не только в Ог, но и в 
Я, : = ё%П - <{, {> 

(закон сохранения энергии). В нашем случае 
Я , : {и\ и1)/р + и1-\- ди1 = <!, 

Пусть гиперплоскость Т задается уравнением 1/4 = Д . Поверхность 
Т {]Н1 является эллипсоидом, поэтому кривая к ограничена. Тогда 
(см., например, [ 2 0 , теорема 2 ] ) решение уравнения 1 . 1 0 продолжается 
на всю вещественную ось. Доказана 

Лемма 1 .3 . Лоренцевы группы Ли {М, §д) геодезически полны. 
Справедливость теоремы 1.1 установлена в леммах 1 . 1 — 1 . 3 . 
Осуществимо ли физическое моделирование такой области этого 

пространство-времени, в которой содержится замкнутая времениподобная 
кривая? Автору (математику) ответ на этот вопрос неизвестен. 
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1.4. Так как МТТ-мир является решением уравнений Эйнштейна — 
Максвелла, то для него выполняется слабое энергетическое условие. Это 
может быть проверено и непосредственно. В рассматриваемом базисе ле
воинвариантных векторных полей на М тензор Риччи таков: Шс = 
=с11ад(—2, О, О, 2/р). Отсюда следует, что выполняется условие времени
подобного схождения. Скалярная кривизна равна —4//?, поэтому тензор 
Эйнштейна равен (11а^(0, 2, 0 ) , т. е. он положительно полуопределен 
на всех (а не только на временинодобных) векторах. Мы установили, что 
для МТТ-мира выполняется сильное энергетическое условие. 

§ 2. ПОЛНАЯ ИСКАЖЕННОСТЬ И ГЕОДЕЗИЧЕСКАЯ П0.11Н0ТА 
ОДНОГО СЕМЕЙСТВА ЛОРЕНЦЕВЫХ ГРУПП ЛИ ^ (1, 1) ® К 

Рассматриваемая в этом параграфе четырехмерная алгебра . Ли 
Ь — ЫУ может быть задана коммутационными соотношениями: [и, \\] = 
= 1], [14, Ь] = 1} + 1 2 . Соответствующая гомеоморфпая Ш группа Ли М 
задается операцией % = х • у: = Х1 + ух ехр х^ + у^х^ ехр лг4, 22 = л̂г + 
+ г/2 ехр х^, 2з = хг + г/з, 24 = х^ + у^. 

Отметим, что М = Е{\^ 1) ® К, где ^ ( 1 , 1) — компонента единицы 
группы движений псевдоевклидовой плоскости. 

В [21] приведена схема классификации всех лоренцевых групп Ли, 
соответствующих группе М. Именно в Ь были выделены идеалы Ух, У^, 
112, Уг, натянутые (соответственно) на 1]; 1], Ь; 11, 1з; 11, Ь, Ь. Эти 
идеалы инвариантны относительно автоморфизмов алгебры Ли Ь и не 
зависят от выбора базиса ъ Ь: 1^2= [Ь, Ь 
щий в ^ 2 одномерный идеал, = ^ 1 ® 

^ 1 есть единственный, лежа-
есть прямая сумма одно

мерного центра С и У2. При заданной в Ь лоренцевой форме § они опре
деленным образом расположены по отношению к световому конусу, что 
и кладется в основу классификации левоинвариантных лоренцевых мет
рик на рассматриваемой грунне Ли. 

2.1. В настоящей работе рассматривается случай временинодобных 
идеалов. В [24] согласно имеющейся в [2] общей схеме был получен 
канонический вид соответствующих лоренцевых форм § в Ь: 

О 

\ 
Р 
О 

о 

о 

р 

8 
е 
О 

о 
О (2.1) 

V I 

здесь д >0; 8 = 0 , ± 1 ; у > О, 5 — такие параметры, что & + р^ > О, А = 
= д { Е + р^) — «2 > 0. Пиже нам понадобятся матрицы 

^ехрх^ х^ех-рх^ О 
О ехра:4 О О 
О 0 1 0 
О 0 0 1. 

/ехр ,Г4 х^ех1рх^ О — ( ^ 1 + 3:2)4 
О ехр ^4 О — ж„ 
О 0 1 О 

\ 0 0 1 / 

2.2. Для исследования причинной структуры зафиксируем ориента
цию по времени: 

К+= {а^Ь: аУ <0, ах-раз>0}, 

здесь < , > — лоренцево скалярное произведение, задаваемое формой (2.1) . 

(2.2) 
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Теорема 2.1. В рассматриваемом пространстве {М, §) имеется зам
кнутая времениподобная кривая. Само (М, является геодезически 
полным. 

Схема доказательства первого утверждения теоремы — та же, что и 
в § 1 (см. п. 1.2). _ 

Лемма 2.1. Множество М\ Р = {х: x^>^1/^}. _ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х^Р. Возьмем Ь = {1, 1/21/д, О, 0}, тогда 

выполняется (1.6), Условие (1.7) эквивалентно одновременному выпол
нению неравенств 1/4 < (1 — x^{2'^^) ) 2 , Х4/ {2Уд) — 1 ^ 0 , Они выпол
нены, так как х ^ Р. 

Лемма 2.2. Множество М2= {х: Ж 4 > 4 У д ) пересекается как с У"*", 
гак и с 1~. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если д^^К'^ (соответственно К"), то исходя
щая из \ однопараметрическая полугруппа Н: х = х{1), 1^0, с на
чальным касательным вектором а целиком содержится в /"^ (соответст
венно / " ) . Это следует из левоинвариантности метрики. Из уравне
ний 1.9 для к вытекает, что = « 4 ? . 

Возьмем сначала такой а с « 4 > О, что а^К^. Тогда при достаточно 
больших положительных I соответствующая часть кривой к попадает 
в М<2,. Отсюда следует, что Мг П # 9̂ . Выбирая с таким же условием 
вектор а из К~, получаем М2 ?\]~ФФ. Лемма доказана. 

2.3. В этом пункте доказывается, что рассматриваемое (М, ^) яв
ляется геодезически полным. Так как метод, использованный в п. 1.3, 
срабатывает в данном случае лишь при е = 1, то проведем доказатель
ство другим способом. 

Уравнения для отыскания проходящей через 1 ^ М геодезической 
X =^ х{1) с начальным касательным вектором а таковы (см. [22]): 

X = аЬхё~^а1ёа. (2.3) 

Начальные условия: х(0) = \. 
Учитывая 2.1, 2.2 и продифференцировав повторно по аргументу Ь 

четвертое уравнение системы 2.3, получаем 

Х4 = А (сГ1 ( « 1 — раг) + Х2 («1 — раг —да2 — 8аз))/V. (2.4)' 

Полнота исследуемой геодезической эквивалентна полноте по Ь ре
шения дифференциального уравнения (2.4) . Оно сводится к уравнению 
вида 

( ^ 4 ) 2 + 1^(^4, а) = ^ ( а ) , (2.5) 
описывающему одномерное движение частицы с энергией ^(а) в поле 
с потенциалом V{x^, а). 

Если ах раг, то старший член в У{х^,а) равен —Лж4ехр(2ж4)Х 
Х ( 8 + р ^ ) ( а | — /)Яз)^/у. Из его положительности следует (см. [22 ] ) пол
нота решения. 

Если ах = ра^, да2 + за^ Ф О, то старший член в 2.5 равен —А ехр (2^4) X 
Х ( 8 + р^) {да2 + 5 аз) ̂ /у, т. е. тоже имеется полнота. 

Если же и да2 + Шг = О, то из 2.4 следует, что х^х = « 4 ^ . Нами до
казана 

Лемма 2.3. Группа Ли Е{1, 1) ® К с левоинвариантной метрикой, 
определяемой формулой 2.1, является полным лоренцевым пространством. 

Из справедливости лемм 2.1—2.3 вытекает утверждение теоремы 2.1. 
З а м е ч а н и е . Автор благодарен С. Н. Астракову за помощь в ис

следовании геодезической полноты метрик на рассмотренной во втором 
параграфе данной работы группе Ли. 

2.4. Так как рассматриваемая алгебра Ли содержит трехмерную 
абелеву подалгебру, то подсчет кривизны удобно производить в базисе 
левоинвариантных векторных полей . . , , 14 на соответствующей группе 
(см. [ 2 ] ) . Для общего вида формы 2.1 результаты вычислений довольно 
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громоздкие, поэтому ограничимся случаем р = 8 = 0, е = 1; т. е. 
ё = й^в^Е{-^, д , 1 , V ) , (2.6) 

здесь д , V>0. 
Ненулевые компоненты тензора Риччи таковы: 

Я п = ( 2 + 1 / ( 2 д ) ) / 1 ; , / г 1 2 = = Я 2 1 = 1 Я , 

?̂22 - (1/2 - 2д)/V, = -2+ 1/(2?). ^ '̂̂ ^ 

Пусть Н—положительный корень уравнения 16д^ + 4? — 1 = О, 
Из 2.7 вытекает, что при О < д < /г тензор Риччи лоложительно полуоп-
ределен. В любом случае 

V Шс (а, а) = 2 {а^ + «3/2)^ - (1/(2д)) <а, а> + (1/2 - 2д) а\

+ (1/(2д))а'з + 1 ; ( 1 / ? - 2 ) 4 . 

Отсюда следует, что условие времениподобного схождения выполняется 
тогда и только тогда, когда О < д =^ 1/4. 

Соответствующая форме 2.6 скалярная кривизна 6" равна (1/(2?) — 
— 6)/и. Поэтому тензор Эйнштейна Г = К1с — 5^/2 имеет следующие 
ненулевые компоненты: 

Тп = (3/ (4?) -1)/и, Г,2 = 7̂ 21 = Ф; 
Т22 = {т'-^)|V, Тгг = (3 - 1/ (4д)) / 1 ; , 

7̂ 44 = 1 - 1 / ( 4 ? ) . 

Так как ьТ (а, а) = 2 {а^ + а^12)'^ + 3 ( 1 — 1/4?)) <а, а> + (1/2 - 4?) 4 + 
+ аУ{2д) + (1/(2?) — 2)а\, то, по крайней мере при О < ? ^ 1/8 выполня
ется слабое энергетиеское условие, т. е. при этих же значениях парамет
ра ? выполняется и сильное энергетическое условие. 

§ 3. ПРИМЕР ПОЛНОСТЬЮ 
ИСКАЖЕННОГО ЛОРЕНЦЕВОГО ПРОСТРАНСТВА, 

СООТВЕТСТВУЮЩЕГО АЛГЕБРЕ ЛИ ИЗ СЕМЕСТВАЛ V I I I 

В данном параграфе рассмотрим алгебру Ли из однопараметрического 
семейства / У У П Т , задаваемую коммутационными соотношениями 

[14, 11] = 1 2 , [Ц, Ь] = - 1 , . (3.1) 

^ Само же семейство ЬУ11\я соотношениями 
[ и , = 1] 8 т 9 + 12С08 9, 

[Ц, Ь] = - Ь СОЙ 6 + Ь з т е, 

где 9 ^ [О, л /2 ) . Отметим, что Ь=^Е{2) ф К, где Е{2) — алгебра Ли 
группы движений евклидовой плоскости. 

Соответствующая алгебре Ли Ь группа Ли М = К"* может быть за
дана следующей групповой операцией: 

- г Уу С 0 8 х^ — 1/2 81п х^' 
х^ 4- з1п х^ + г/2 С 0 8 х^ 

.̂-5 + ^ 3 

Ч + У4. 

7, ^ Х-у- (3.2)' 

Эти формулы соответствуют соотношениям 3.1. Левоинвариантную лорен
цеву метрику на М задаем следующей лоренцевой формой в Ь: 

ё' = (11а§( -1 , 1, 1, 1 ) . (3.3) 
Зафиксируем ориентацию по времени: 

Л:+ = { а е / . : <а, а Х О , а 1 > 0 } . - (3.4) 
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Теорема ЗА. Получившаяся лоренцева группа Ли является полностью 
искаженной, геодезически полной. В ней выполняется сильное энергети
ческое условие. 

Д о к а з а т е л ь с т в о разобьем на три части. 
1°. Укажем замкнутый групнопуть (см. [ 2 ] ) к = 1г\\}}12, состоящий 

из двух звеньев — к\ к^. Сами же кх, к^ являются отрезками направлен
ных в будущее одномерных смежных классов. Отрезок к\я частью 
направленной в будущее однопараметрической подгруппы х{и), задавае
мой начальным касательным вектором (УЗ, 1, О, 1). Он имеет параметри
ческую длину 2я: О ̂  м < 2 л . Уравнения подгруппы таковы: 

х{и) = {УЪ8~^ с - 1, У З ( 1 - с ) + 5 , О, и ) , (3.5) 

где через 5 обозначен 8Ш м, через с — соз и. 
Для проверки этого и дальнейших фактов читателю могут понадо

биться следующие матрицы: 

(3.6) 
г - 5 0 

8 с 0 0 
0 0 1 0 

\ 0 0 1 
1 / 

- .9 0 
с 0 - ^ 1 

0 0 1 0 
\ 0  0  1  /  

(3.7) 

где 5, с — это соответственно 9,тх<х и со^х^. Уравнения звена Д^: У ~ у{^), 
V е [О, 2 л ] , таковы: 

^ = (У35 + 1 - с, У"3(с - 1) + 5, О, 2 л - V). (3.8) 

Здесь 8, с — это соответственно 81П V и соз V. Звено к2 получено левым 
сдвигом на элемент (О, О, О, 2л) ^ М из отрезка Л2_однонараметрической 
подгруппы с начальным касательным вектором (УЗ, 1, О, —О. Справед
ливость первого утверждения теоремы 3 вытекает из вышеприведенных 
соотношений (3.2)—(3.8) и однородности {М, §). 

З а м е ч а н и е . Проверка того, что к является замкнутой времени-
подобной кривой, может быть выполнена и более традиционным (по 
сравнению с техникой, применяемой при исследовании левоинвариантных 
метрик) способом. Для этого отыскивается метрика в координатном 
базисе: 

= (х^ — с'̂ ) ёх1 — Азсёх 1(1x2 (с^ — 5^) + (^^з + ^•^^ 

где 5, с — это з т Х4 и соз x^. 
2°. Исследование на геодезическую полноту проводится методом, из

ложенным в п. 1.3. 
Орбита О/ ковектора / ^ Ь* совпадает с множеством всех /Оа, х ^ М, 

То е. состоит из всех и^ Ь* с 

их — /1 соз Х4 + / 2 з т х^, Мг = / 2 соз х^ — /1 згп 3 : 4 , 

Щ = /з, Щ = Ж 2 / 1 - ххи + / 4 . 

Интеграл энергии Н, имеет вид — и \ и 1 и 1 и 1 = </, / > . Так 
как + = / 1 + / 2 , 1̂ 3 = / з , то кривая и{!:) компактна: она явля
ется пересечением одноиолоютного гишерболоида Я/ , плооности щ — /з 
и аллиптигаеского цилиндра ^ 1 + 1̂ 2 = / 1 + / г - Отсюда вытекает геодези-
ч;еская полнота рассматривашой лоренцевой группы Ли. 
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3°. Так же, как и в п. 2.4, для подсчета тензора Риччи в левоинва-
риантном базисе /1 , . . ., Ц на М удобно применить предложенный 
С. П. Гавриловым (матричный) способ (см. [ 2 ] ) . Тензор Риччи равен 
<31а§(0, О, 2 ) , т. е. является положительно нолуопределенным. Это 
влечет выполнение условия времениподобного схождения. Скалярная 
кривизна «5 равна 2, поэтому тензор Эйнштейна Т = — 8§/2 = 
= (11а^(1, — 1 , — 1 , 1 ) . Отсюда следует, что слабое энергетическое условие 
тоя^е выполняется: тензор Т получается из метрического умножением 
на отрицательное число и добавлением положительно полуопределенного 
тензора Риччи; тем самым выполнено сильное энергетическое условие. 
Теорема 3 доказана. 
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