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Одним из направлений исследований в теории конструктивных моде­
лей, активно разрабатываемых в последние годы, является изучение стро­
ения вычислимых нумераций конструктивных моделей. Ведущую роль 
в формировании проблематики этого направления играет предложенная 
С. С. Гончаровым концепция построения семантики языков программи­
рования с абстрактными типами данных на основе вычислимых семейств 
конструктивных моделей. Идею построения языка, ориентированного на 
решение проблем из заданного класса, можно уточнить и исследовать в 
рамках теории конструктивных моделей. Все необходимые нам понятия и 
определения даны в работах [1 -3] . 

Пусть Ш1 — конструктивизируемая модель, К{Ш) — класс всех кон­
структивизации ШТ. Будем называть устойчивое относительно автомор­
физмов отношение Е С |ЯЛ|" проблемой на Ш. Через \Уе и / е обозначим 
соответственно рекурсивно перечислимое множество и частично рекур­
сивную функцию с номером е [4]. Согласно [5] каждая проблема на ШТ 
может быть выражена формулой языка Ьи^,ы1 где Ь — язык модели ШТ. 
Пусть ^^{М) — класс всех проблем на ШТ. Так же, как и в [6], определим 
Е^- и Па-формулы языка Ьш1,ш следующим образом: 

• Ео-формулы, — это бескванторные формулы языка -Ь'и?,а̂ » 
• По-формулы — - ЭТО бескванторные формулы языка Ьи1^и. 

Зафиксируем гёделеву нумерацию формул из Ьи;,ш- Тогда 

• Еа^1 -формулы — это формулы вида \/„^5 Зуп^п, где Ф „ — П^-фор-
мула, уп — конечная последовательность переменных, а 5 — некото­
рое счетное множество натуральных чисел; 

• Па^.1-формулы — это формулы вида Л „ ^ 5 \ / у „ Ф „ , где Ф „ — Е^-фор-
мула. 

Если 6 — предельный ординал, то 

• Е^-формулы — это формулы вида \/„^5Ф„, где Ф„ — Е^-формула для 

• П^-формулы — это формулы вида /\пе3^п, где Фд — П^-формула для 
13<6. 

Пусть О — система обозначений Клини для ординалов и < о , -Ьо» 
• \о — соответствующие отношение и функции на О (см. [4]). Будем 

пользоваться методом рекурсивной трансфинитной индукции Клини для 
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определения частично рекурсивных функций на О. Для а Е О определим 
рекурсивные Па-формулы и Па-формулы и их гёделевы номера относи­
тельно О методом рекурсивной трансфинитной индукции. 

Если а = 2^ и для каждого тг 6 И̂ е имеем / е (п ) = (гп,^п)> где г„ — 
гёделев номер П^-формулы 0 „ и — канонический индекс для конеч­
ной последовательности переменных уп, то (а ,е ,0 ) есть гёделев номер 
Еа-формулы Упе\Уе^Уп^'п- Аналогично, если каждый г» есть гёделев но­
мер некоторой Еь-формулы 0 „ , то (а ,е ,1 ) — гёделев номер Па-формулы 
Л„еИ^е^^п®«' а = 3 • 5*, где Д(тг) = а „ , и для каждого п /е(|г) есть 
гёделев номер некоторой Еа„-формулы 0 „ , то (а ,е ,0 ) — гёделев номер 
Е о ф о р м у л ы N/„̂ ^1^^071- Если же каждая 0 п есть Па„-формула, то (а , е ,1 ) 
есть гёделев номер Пд-формулы ^„.е^Уе^п-

Определим рекурсивную Т>а-формулу как Еа-формулу для некоторого 
а е О такую, что |а|с) = ос. Будем говорить, что семейство проблем Е = 
{К^,К\,...) вычислимо на ШТ, если существуют последовательность.П = 
(Фо, Ф ь . . . ) рекурсивных Еа-формул языка Ьш1,ш-, где а < с с р ^ , Ь — язык 
модели Ш (причем Ш \= Щ <—> Ф, для г € и рекурсивная функция 
/ : N —> Н, которая по номеру г е N формулы Ф̂  е П дает гёделев номер 
формулы относительно О, т . е . / ( г ) — гёделев номер Ф,. 

Представляется интересным исследование вопроса о существовании 
единого метода, позволяющего по любой тройке объектов (Ш1, Е, а ) , где 
9Л — модель, Е С •р(9Л) п а е К(Ш), указать эффективную процедуру 
сопоставления каждой проблеме Д е Е такой конструктивизации I / е а , 
что множество 1/~^{Е) рекурсивно. Оказывается, что выбор подходящей 
конструктивизации существенно зависит о т данной проблемы, так что 
общей равномерной процедуры выбора не существует. Здесь наблюдается 
тот же эффект, что и в [2]; а именно, справедлива следующая 

Теорема. Существуют неавтоустойчивая конструктивизируемая мо­
дель ШТ и вычислимый класс тг = ( '̂о,^^1, • • •) конструктивизадий этой 
модели такие, что для любой рекурсивной функции / в предположении, 
что класс (Ту = (^^/(0)1 ^/(1)? • • •) содержит не менее двух неэквивалент­
ных конструктивизации, существует вычислимое семейство проблем Е у = 
{Яо,К1,...), удовлетворяющее следующим условиям: 

( I ) для каждой проблемы Щ существует конструктивизация г/у̂ -̂̂  такая, 

что множество и'^^.^{К{) рекурсивно; 

( I I ) не существует рекурсивной функции д такой, что множество К{ ре­
курсивно относительно ^^^[д(^)) для всех г е 

( III ) любая конструктивизация 7 модели Ш эквивалентна некоторой кон­
структивизации и €. т. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО . Рассмотрим жесткую конструктивную модель ЗЛ, 
имеющую вычислимый класс конструктивизации тг = (1/0,1/1,...) такой, 
что неэквивалентна при х ф 2 ж любая 7 € /!С(9Л) эквивалентна не­
которой 1̂  6 тг. Существование такой модели можно доказать, пользуясь 
методом, разработанным в [3]. Таким образом, Ш удовлетворяет усло­
вию (Ш). 

Допустим, что / — произвольная рекурсивная функция и огу = ('^/(о)» 
•••) — вычислимый подкласс класса тг, содержащий хотя бы две 
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неэквивалентные конструктивизации, скажем ^'/(о) и ^ / ( 1 ) , что в силу 
свойств Ш равносильно соотношению / ( 0 ) ф / ( 1 ) . 

Построение семейства Е ̂  будем осуществлять так, чтобы за возмож­
ным исключением конечного числа множеств К^у выполнялось одно из сле­
дующих соотношений: 

^^ = Д ^ 'до) = { (^ / (0 ) (ъ ) '^ / (0 ) (Ъ+1)> I > € N } , 

к^ = А ^ д , ) = {{^^/{1){^^),^^/{ф^+^)) | ^ е к } , 

где / = {го < п < . . . } и 1 / /(о)(/) = = (см. [3]). 
В процессе построения мы будем пользоваться метками типа (А;, /) и 

рекурсивной функцией 6(к,^). Обозначим г/у^д) и 1/у(1) через и соот­
ветственно. Перейдем к построению семейства Еу. 

Ш А Г 0. Для г е N положим - {( /л(го),^(ч))}. 

Ш А Г < -Ь 1. Проверим, существует ли метка (А;,/) ^ < -Н 1 такая, что 
значение /̂ "*• (̂А:) определено и { О , . . . ,6{^,^)} С 6/^, где Лж/^*(а;) — стан­
дартное обозначение аппроксимации частично рекурсивной функции с но­
мером / , причем 

о на Еу метка {к,1) еще не стоит, а если стоит метка (А;,/'), то / < /'; 
о никакая метка {к',1) при А:' < А; не стоит на Еу; 
о выполнено одно из следующих условий: 

(а) /{^'{к) = т , / ( т ) = ДО) ; 

. (б ) Д ш ) = Д 1 ) V Д ш ) ф ДО) & Д ш ) / Д 1 ) . 

Если такой метки (А;,/) не существует, то доопределим по правилу А: 

К'+^ = К\и {{х{н+1), ^{н+2))} для (х(г\), x (^^+1) ) € Д ^ , X € { А^ , 7?}. 

Перейдем к следующему шагу. 
Если же такая метка (А;, /) существует, то выберем {к, I) с наименьшим 

таким /, а для этого / выберем наименьшее А:, удовлетворяющее услови­
ям шага для (А;,/). Если для (А:,/) выполнено условие (а ) , то полагаем 

= и {{г){ц^1), г){ц^2))} и доопределяем до Д "̂*"̂  все остальные 
по правилу А. Если же для метки {к,1) выполнено условие ( б ) , то доопре­
делим все Я\о правилу А. 

В любом случае на семейство Еу поставим метку (А;,/), снимем все 
метки (А;,/') при /' > / и метки {к',1) при А;' > А;. Перейдем к следующему 
шагу. Построение закончено. 

Проверим, что построенное таким образом семейство Еу = (У^еМ^^; 
г € N ) удовлетворяет условиям теоремы. 

Л е м м а 1 . Если функция // всюду определена,, то существует число 
к такое, что метка {к,1) на некотором шаге ^ ставится на Еу и больше не 
снимается. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО . Пусть, налротив, существует / такое, что для лю­
бого к функция /1{к) определена, но метка {к,1) ни с какого шага ^ не 
стоит постоянно на Еу. Выберем наименьшее такое /. Тогда для любого 
I' < I , если /|/ всюду определена, то существует к' такое, что начиная с 
некоторого шага '̂ метка {к',1') ставится и постоянно стоит на Еу. Рас­
смотрим шаг после которого все метки {к',1') такие, что / ' < / и / / / 
всюду определена, постоянно будут стоять на Еу. 

Для всех / " < / таких, что не всюду определена, начиная с некото­
рого шага ^" не будет выполняться условие 

{ О , . . . , 6{^",^)} С 6/1о для всех I > I". 

Пусть <1 — наибольший из всех таких шагов I" и 12 = таx{^о,^^}. Тогда 
после шага ^2 никакал метка {к',1') при /' < / на Еу не ставится. 

Пусть к — наименьшее такое число, что никакая метка {к,1') при 
/ ' < / не стоит на Еу после шага ^2 и <з (̂ з > ^2) — такой шаг, что /^^^к) 

определено, {к,1) < ^з, { О , . . . ,^^^,^к)} Я: ^ • Такое 3̂ существует в силу 
всюду определенности / / . На шаге *з для {к,1) будут выполнены усло­
вия этого шага и метка {к,1) поставится и больше никогда не снимется. 
Противоречие с выбором / доказывает лемму 1 . 

Лемма 2. Для каждого /г € N существует I 6 N такое, что метка {к, I) 
стоит, начиная с некоторого шага, постоянно на Еу. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО . Предположим противное. Выберем наименьшее чи­
сло А: Е N такое, что для всех / Е N метка {к,1) ни с какого шага не стоит 
постоянно на Х'у. Тогда для каждого к' < к существует / ' такое, что мет­
ка {к',1') с некоторого шага I' постоянно стоит на Еу. Пусть ^о — шаг, 
после которого все такие метки (О, /о ) , • • • ,{к— 1,1^-1) постоянно стоят на 
Еу. Пусть / — наименьший номер всюду определенной функции, отлич­
ный о т / о , . . . , / А ; - 1 - Рассмотрим шаг *1 > такой, что значение /^^{к) 
определено, {к,1) < < 1 , { 0 , . . . ,6{г,Ц)} С б/^^. 

Рассмотрим шаг <2 > после которого для любого / ' < / либо суще­
ствует А;' такое, что {к',1') стоит постоянно на Еу, либо ни для какого к' 
метка {к',1') не ставится на Еу (в случае, когда /// не всюду определена). 
Тогда после шага 12 никакая метка {к, / ') для I' < I никогда не ставится 
на Еу. Но тогда на шаге ^2 выполняются условия этого шага для (А:, I), и 
метка (А;, /) с этого шага будет стоять постоянно на Еу, что противоречит 
выбору числа А:. Полученное противоречие доказывает лемму 2 . 

Лемма 3. Для каждого А: € N существует единственное I е N такое, 
что метки постоянно стоят яа Еу, начиная с некоторого шага. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из лемм 1 , 2 и условий конструкции. 

Лемма 4 . Для любого Я{ = и^^1^Д| имеем 

= {{(1(ч^),}х{ч^ + 1)) I <̂  ^ 

либо 
Лг = {{л{н^),Г){н^ + 1)) I и>Ьо}^ 
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за исключением, быть может, конечного множества., где — шаг, начи­
ная с которого метка (г , / ) постоянно стоит на Еу яри подходящем I . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО непосредственно следует из построения. 

Лемма 5. Любое К{ = У^^М^' либо рекурсивно относительно ^ и 
нерекурсивно относительно г}, либо рекурсивно относительно г] и нерекур­
сивно относительно р,. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из леммы 4 и неэквивалентности р. и ц. 

Из леммы 5 вытекает условие (1) теоремы. Покажем, что условие (11) 
также выполнится для Еу. Пусть д = А х Д ( х ) — такая рекурсивная 
функция, что ^>^^^^.^{К^) рекурсивно для г 6 N . По лемме 1 при подхо­
дящем / метка {1,к) начиная с некоторого будет постоянно стоять на 
Еу. Но в этом случае, если для метки {1,к) выполнено условие (а ) , то 
Я1 = и I 7 ^ ^о}- Следовательно, не рекурсивно 
относительно /л = '̂ уоу^.(/) = ^ / (0 ) - Если же начиная с некоторого шага к, 

выполнено условие ( б ) , то К1 = У {{р,{г^),р{гу^1)) \ ^ ^о}- По­
этому Л/ не рекурсивно относительно т] — 1^/0/^(1) ^ / ( 1 ) - Противоречие 
показывает, что такой функции д не существует. Тем самым доказана 
выполнимость условия (И) для Еу. 

Установим теперь вычислимость семейства Еу = (Ко,К1,...). За­
фиксируем множество В = {{к, 1,1)} \а шаге * на Еу ставится метка 
{к,1)}. Нетрудно заметить, что В рекурсивно. Рассмотрим множества 

В* = {{к,1,1) 6 В I для {к,1) на шаге I выполнен пункт ( а ) } , 

В^ = {{к,^,^) е в I для {к,1) на шаге I выполнен пункт ( б ) \ 

Очевидно, что множества В^, В^ рекурсивны ж В = В^ и В^. 
Рассмотрим функтор Гз-Мп^ — К ' ^ { Ш з ) , осуществляющий эквива­

лентность категории однозначных вычислимых нумераций вычислимого 
семейства 5 и подкатегории конструктивных моделей некоторой фиксиро­
ванной сигнатуры а = (А^, Д ^ , Р ^ , ^ ^ | п е К) (см. [3]). 

Построенная модель ЗЛ является элементом категории К^(Ш;з), по­
этому можно воспользоваться следующей эквивалентностью: если 9Л 1= 
А{а), т . е . а является рекурсивно перечислимым множеством, то 9Л |= 
<Рп{а) '—' пе а, где (рп(х) ^ (3 у)Оп{х, у ) ,п 6 N . 

В силу универсальности клиниевской нумерации рекурсивно перечи­
слимых множеств для однозначных вычислимых нумераций Гд^{р,) = ц', 
Г^^{г1) = 7/' существуют общерекурсивные функции д^ и дп такие, что 

Кч) = ^ЧЛ = ^д,иу. ^(ъ) = ^ (Я = ^ . , 0 ) ' ^ ̂  ̂ -
в силу однозначности нумераций и того факта, что множества семей­

ства 5 не имеют бесконечных пересечений, имеем следующую эквивалент­
ность: 

X ^ р,{у) <—> А{х)к ЛпбЖ^^(^) 'Рп{х), 1^ е I. 

Но тогда 
X = р{гу)ку = р{^^^^) 
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В силу вышеизложенного нетрудно понять, что формула 

V(^к,^,^>е5б(л„6И^,^(,•)<^п(x)& л„е^г,^(,.+1) ^п{у)) 

определяет отношение на ЯК и эквивалентна некоторой рекурсивной 
Ез-формуле. Нетрудно видеть, что для П=((^05 У'Ь • • •) существует равно­
мерная эффективная процедура, определяющая по г гёделев номер рекур­
сивной Ез-формулы, эквивалентной у?,, а стало быть , Еу — вычислимое 
семейство проблем на Ш. Теорема доказана. 
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